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Zum Geleit

Im Laufe der vergangenen Jahrzehnte hat sich die Informatik als eine Disziplin
herausgebildet, die sich mit dem Entwurf und der Bewertung von Computern be-
schiftigt. Rechnerstrukturen stehen dabei im Zusammenhang mit der Architek-
tur und dem Verhalten digitaler Computer und Informationssysteme. Wahrend
standig neue Konzepte den Markt mit leistungsfdhigeren Produkten {iberschiit-
ten, gibt es jedoch auch Grundlagen und -strukturen, die alle Architekturen ge-
meinsam haben und die sich im Laufe der Zeit nicht d4ndern. Und genau diese
Thematik ist es, die im vorliegenden Werk behandelt wird.

Doch zunéchst etwas zur Entwicklung der Informatik. Wahrend diese Wissen-
schaftsrichtung als sehr jung angesehen wird, handelt es sich — streng genom-
men — um eine Disziplin, deren Prinzipien so alt sind, wie die Menschheit
selbst. Nicht zuletzt kann jedes menschliche Wesen selbst Funktionen eines
Computers ausiiben. Auch wenn danach der Abacus und Rechenschieber dem
Menschen Arbeit erleichterten (jedoch manuelle Arbeiten nicht ersetzten), so
wird als Beginn der digitalen Rechentechnik das Jahr 1944 angesehen, in dem
John von Neumann den ersten programmgesteuerten Rechenautomaten kon-
struierte. Neben den damit verbundenen Erleichterungen war die Basis fiir eine
sowohl schnellere als auch fehlerunanfélligere Rechenleistung geschaffen.

Somit bietet es sich an, die Bestandteile eines Rechners auf die menschlichen
Papier-und-Bleistift-Schulrechnungen abzubilden, um einen ersten Einstieg in
die Begriffswelt der Rechnerstrukturen zu erhalten. Der Zweck des Papiers ist der
eines Informationsspeichers. Die auf dem Papier gespeicherten Informationen
konnen dabei sowohl Daten (Zahlen, Variablen, Wérter, ...) als auch Listen mit
Instruktionen und Rechenvorschriften, d.h. Algorithmen oder Programme, ent-
halten. Wéahrend der Berechnungen werden sowohl Zwischenergebnisse als auch
das Endergebnis auf dem Papier notiert, bzw. im Informationsspeicher gespei-
chert. Der eigentliche Rechenprozef§ wird im Gehirn des Menschen ausgefiihrt,
er ist vergleichbar mit dem Prozessor des Rechners. Dabei werden vom Gehirn
im wesentlichen zwei Funktionen {ibernommen: eine Kontrollfunktion, die An-
weisungen interpretiert und dafiir sorgt, daf8 diese in der richtigen Reihenfolge
ausgefiihrt werden, und eine Ausfiihrungsfunktion, die das eigentliche (stupide)
Rechnen, insbesondere die Rechenoperationen der Addition, ausfiihrt. Bei der
Funktionalitit der Ausfiihrungsfunktion wird das menschliche Gehirn
heutzutage auch von Taschenrechnern unterstiitzt.

Die Grundkomponenten eines Rechners sind dhnlich. Eine Memory Unit oder
ein Speicher {ibernehmen die Funktion des Papiers, um Daten zu speichern. Die
Control Unit, d.h. eine Steuereinheit, interpretiert und speichert Instruktionen
und Daten und die Arithmetic Logical Unit, d.h. die Arithmetisch-Logische
Einheit fithrt diese Instruktionen aus. Die Steuer- und die Arithmetisch-Logische
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Einheit bilden zusammen die Central Processing Unit, also CPU, deren Funktio-
nalitit weitestgehend den Aufgaben des menschlichen Gehirns entsprechen
konnte.

Zu den vielen Unterschieden, die es zwischen Mensch und Rechner in diesem
Zusammenhang gibt, gehort zum Beispiel die Art, in der Daten und Instruktio-
nen dargestellt werden. Wihrend der Mensch natiirliche Sprachen verwendet
und eine groBle Anzahl von Symbolen, Bildern und dezimalen Zahlen interpre-
tieren kann, verwendet der Rechner prinzipiell nur bindre Formen, die als Bits
bezeichnet werden. Um die menschlichen Informationen in solche zu konvertie-
ren, die fiir den Computer brauchbar sind (und umgekehrt), wird sogenanntes
Input/Output-Equipment, d.h. eine Ein-/Ausgabe-Einheit verwendet.

Das vorliegende Biichlein umfait diese genannten Begriffe mehr oder weniger.
Neben allgemeinen Konzepten wird insbesondere auf die Arithmetisch-Logische
Einheit eingegangen. Der vorliegende Stoff wurde in Anlehnung an die von
Prof. Dr. Otto Spaniol im Sommersemester 1995 gehaltene Vorlesung "Rechner-
strukturen" zusammengestellt. Die editoriellen Arbeiten des Skripts wurden im
wesentlichen von Herrn cand. inform. Frank Anstotz iibernommen, bei dem wir
uns in diesem Zusammenhang fiir die geleistete Arbeit besonders bedanken
mochten.

Aachen, im Juli 1995
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1. Grundlegende Konzepte

Wir befassen uns in dieser Vorlesung mit digitalen und programmgesteuerten
Rechensystemen.

Der Rechner akzeptiert digitale Eingabedaten (Eingangsargumente), verarbetet
sie mit einem Programm, das in seinem Speicher steht, und produziert digitale
Ausgabedaten (Ausgangsargumente).

Nimmt man vereinfachend an, da die Eingabedaten im Speicher stehen und die
Ergebnisse ebenfalls im Speicher abgelegt werden, dann bewirkt ein Programm
eine Transformation des alten Speicherinhaltes in einen neuen Speicherinhalt.

Rechnersysteme unterscheiden sich grundlegend vonenander beziiglich Gréfe,
Geschwindigkeit, Zahl anschliefbarer beziechungsweise bedienbarer Gerdte oder
Benutzer und ihrer Kosten.

Man unterscheidet folgende Klassen von Rechnersystemen:

Supercomputer
Mainframes
Superminis
Minicomputer
Workstations
Prozefsrechner
Personal Computer.

Die Grenzen zwischen diesen Klassen sind flieflend.

1.1 Funktionelle Einheiten eines Rechners

Ein Rechnersystem besteht aus folgenden Einheiten, die sich aufgrund ihrer
Funktion innerhalb des Systems voneinander unterscheiden.

Die Eingabe- und die Ausgabeeinheit bilden die Schnittstellen zur Auienwelt.
Der Prozessor (CPU — Central Processing Unit) hat Aufgaben der Steuerung und
Arithmetik. Er vereinigt demnach die Steuereinheit (Control Unit) und die
Recheneinheit (ALU — Arithmetic Logical Unit). Eine weitere wichtige Einheit
ist der Speicher. Auf ihn wird spéter eingegangen. Abbildung 1.1 veranschaulicht
die Zusammenarbeit der einzelnen Komponenten.

Es gibt erweiterte Konzepte, bei denen mehrere Rechner zusammenarbeiten,
wobei diese dann durch ein Kommunikationsnetz verbunden sind.
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AulRenwelt

Mensch, s Eingabe Recheneinheit
elektr. Gerat, ? .
Leitungen zu ;I@
anderen Rechnern%% Steuereinheit

—— Steuerinformationen
Daten

Abbildung 1.1: Rechnereinheiten

Ein Rechensystem verarbeitet Informationen, die im Speicher gehalten werden.
Man unterscheidet zwei Arten von Informationen. Zum einen Befehle, die
Aktivititen des Prozessors anstofien, und auf der anderen Seite Daten, die
manipuliert werden. Ein Programm ist dabei eine Folge von Befehlen. Typische
Daten sind zum Beispiel Zahlen und Zeichen, die in geeigneter Codierung im
Speicher abgelegt werden. Da sich ein Programm meist auch im Speicher befin-
det, sind die Codierungen der Befehle auch als Daten auffafibar.

Der Prozessor verarbeitet Informationen im einfachsten Fall nach folgendem
Ablauf:

1. Befehl (aus dem Speicher) holen

2. Befehl interpretieren

3. Aufgrund der Interpretation des Befehls notige Operanden holen
4. Befehl (Operation) ausfiihren

Anschlieflend wird dieser Ablauf mit dem néchsten Befehl durchgefiihrt.

Die Bearbeitung erfolgt sequentiell, das heifit, die Befehle werden nacheinander
und jeder fiir sich zu einem Zeitpunkt ausgefiihrt.

Es gibt Befehle, deren Aufgabe es ist, nicht den nachfolgenden, sondern einen an
anderer Stelle im Speicher befindlichen Befehl anzustofien (sogenannter Sprung-
befehl). Ferner dienen Vergleichsbefehle dazu, Fallunterscheidungen zu bilden,
so dafl aufgrund eines Speicherzustandes eine bestimmte Aktion ausgefiihrt
wird.

Ublicherweise werden ein Programm (oder auch mehrere) und die zugehérigen
Daten im Speicher gehalten. Zu diesem Zweck enthélt der Speicher eine Menge
von adressierbaren Speicherzellen (Worten).

Zur Unterscheidung zwischen Daten und Befehlen muff man entweder die Spei-
cherzelle markieren (zum Beispiel ein gesondertes Bit des Wortes zur Verfiigung
stellen wie: 1 steht fiir Datum und 0 steht fiir Befehl) oder den aktuellen CPU-
Zustand interpretieren.

Abbildung 1.2 zeigt den Speicher, der in zwei Abschnitte zur Aufnahme von Pro-
grammen und Rechendaten aufgeteilt ist.
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Die Unterscheidung zwischen Befehl und Datum kann zum Beispiel durch ein
Bit an erster Stelle des Speicherwortes erfolgen. Ferner kann man sich auch beide
Bereiche ineinander verschrdnkt denken.

Adr esse I nhal t
0
1
Progr ammspei cher P
N1-1
0
1
Rechenspei cher R
N2- 1

Abbildung 1.2: Programm- und Rechenspeicher

Wir nehmen also ohne wesentliche Einschrankung an, daf§ wir zwei Speicher P
und R haben, die jeweils von Null ab adressiert werden. Den Inhalt der Speicher-
zellen kennzeichnen wir im Fall eines

Befehls mit 1(i) (aktueller Inhalt von Zelle i in P),
Datums durch p (j) (aktueller Inhalt der Zelle jin R).

Speichertypen

Man unterscheidet im wesentlichen drei Arten von Speichern.

Der Hauptspeicher (Primary Memory, Main Memory)ist direkt adressierbar mit
nahezu gleicher Zugriffszeit pro Zelle (typische Werte liegen zwischen 100 und
500 Nanosekunden). Er wird demnach auch als Random Access Memory (RAM)
bezeichnet.

Einen Hintergrundspeicher (Secondary Memory) verwendet man zurSpeiche-
rung relativ selten bendtigter Informationen. Er ist langsamer beziiglich der
Zugriffszeit. Da er nicht die teuren und schnellen Speicherbausteine verwendet,
ist er wesentlich billiger und daher auch in gréerem Umfang verfiigbar. Als
Beispiele sind Platten- oder Magnetbandgpeicher zu nennen.

Der Pufferspeicher (Cache Memory) zeichnet sich dadurch aus, dafl er besonders
schnell, dafiir aber auch teuer ist. Aus diesem Grund ist er relativ klein. Seine be-
sondere Eignung liegt in der Pufferung (vom Prozessor) besonders hdufig be-
nutzter Befehle und Daten.

Register

Neben den Speichertypen gibt es die Register. Es handelt sich dabei um Zellen
mit besonders kurzen Zugriffszeiten. Den Registern werden bestimmte Sonder-
aufgaben zugeordnet, wie sie im folgenden beispielhaft aufgefiihrt snd.

Dabei unterscheiden wir der Einfachheit halber nicht zwischen Registername
und Registerinhalt.
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Das Akkumulatorregister (der Akkumulator, Bezeichnung durch o) dient der
kurzfristigen Speicherung von Informationen. Es wird fiir den Transfer vom
und zum Speicher benutzt. Verwendung findet es zum Beispiel bei der
Ausfithrung arthmetischer Operationen.

Eine typische Befehlsfolge unter Verwendung des Akumulators ist die folgende:

a:=p(0)
a:=a+p(l)
a:=a+p2
p(0) ==a

Dieses Programm sorgt fiir eine Addition der Inhalte der ersten drei
Rechenspeicherzellen. Die Summe wird in die erste Speicherzelle geschrieben.

Das Indexregister (bezeichnet mit y) wird bei der indizierten Adressierung
verwendet, die in Kapitel 2 eingefiihrt wird.

Nicht zu verwechseln sind das Befehlsregister (Instruction Register, abgekiirzt
durch IR) und das Befehlszihlregister (Program Counter — PC, auch mit 3 be-
zeichnet). Das Befehlsregister enthilt den Befehl, der momentan ausgefiihrt wird.
Dahingegen steht im Befehlszdhlregister die Adresse des zur Zeit ausgefiihrten
Befehls. Ist die Ausfithrung des einen Befehls abgeschlossen und soll der néchste
(im Speicher nachfolgende) Befehl aufgerufen werden, so wird der Inhalt des
Befehlszdhlregisters inkrementiert (B:=f3 + 1).

Das SpeicheradrefSregister (Memory Address Register — MAR) enthilt die
Adresse einer Speicherzelle, wihrend das Speicherdatenregister (Memory Data
Register — MDR) das Datum dieser durch das Speicheradrefiregister angesproche-
nen Speicherzelle enthilt.

Dariiber hinaus gibt es noch eine architekturabhingige Vielzahl von Allzweck-
registern, die meist mit RO, R1, R2 usw. bezeichnet werden. Sie werden fiir
unterschiedliche Zwecke eingesetzt, zum Beispiel fiir die Durchfiihrung von
Rechenoperationen.

1.2 Programmausfihrung

Es gibt verschiedene Konzepte zur Ausfithrung von Befehlen und somit zur
Manipulation von Daten.

Von-Neumann-Prinzip

Die konventionelle Programmausfithrung erfolgt neh dem Von-Neumann-
Prinzip: Es wird zu einem Zeitpunkt ein Befehl auf ein Datum angewandt. Man
nennt den zugehdrigen Rechner auch SISD-Rechner (Single Instruction Single
Data).

Die Ausfiihrung eines Befehls geschieht in vier Schritten:

1. Hole nichsten Befehl in das Befehlsregister (IR).
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Die Adresse des Befehls steht im Befehlszahlregister ; demzufolge
enthélt B zu Beginn der Programmausfithrung die Startadresse.

2. Interpretiere den Befehl, das heifit, der Befehl wird decodiert.
Es wird der Typ des Befehls ermittelt und die Anzahl nétiger
Operanden bestimmt.

3. Hole den beziehungsweise die benétigten Operanden.

4. Fiihre den Befehl aus.

Der ,Hole”-Befehl (Laden, engl.: Load) beschreibt Datentransfer zwischen
Speicher und Prozessor. Er hat die Form: a := p(i) und bedeutet: Lade Datum von
Speicherzelle i in den Akkumulator. Entsprechend lautet der Befehl fiir einen
,Speichere”-Befehl (engl.: Store):p(k) := a.

Auf den Aufbau und die Darstellung eines Befehls wird in Kapitel 2 eingegangen.

Alternative Modelle

Neben dem SISD-Prinzip gibt es folgende andere Typen, die hier nur kurz
genannt werden:

Der SIMD-Rechner (Single Instruction Multiple Data) gestattet de Anwendung
eines Befehls zu einem Zeitpunkt auf mehrere Daten. Es gibt Rechnertypen, die
hierzu mehrere Prozessoren verwenden, welche zum Beispiel einen
gemeinsamen Speicher nutzen (Shared Memory Model). Ein weiteres Modell
stellt der MIMD-Rechner dar (Multiple Instruction Multiple Data), selten wird
der MISD-Rechner (Multiple Instruction Single Data) verwendet.

Pipelining

Die Befehlsausfithrung nach dem Von-Neumann-Prinzip in vier Schritten kann
beschleunigt werden, wenn man Schritt 1 und 2 des nachfolgenden Befehls mit
den Schritten 3 und 4 des aktuell auszufiihrenden Befehls kombiniert. Abbildung
1.3 zeigt, dafl der Prozessor nach der Interpretation des Befehls i (Schritt 2)

zusitzlich zu dessen weiterer Bearbeitung (Schritt 3 und 4) den Befehl (i+1) holt
und interpretiert.

Zeit
Hole Befehl 1
Interpretiere Befehl 1
Operanden fiir Befehl 1 holen  Hole Befehl 2
Befehl 1 ausfiihren Interpretiere Befehl 2
Operanden fiir Befehl 2 holen = Hole Befehl3
v Befehl 2 ausfiihren Interpretiere Befehl 3

Abbildung 1.3: Pipelining

Zu beachten ist allerdings, daf die Ausfithrung von Befehl i (Schritt 4) unter
Umsténden erst den Befehl (i+1) festlegen kann. In diesem Fall ist irrtiimlich der
falsche Befehl (i+1) ausgefithrt worden, was zu ungewiinschten Folgen fithren
kann. Der nun richtige Befehl (i+1) muf, sofern noch moglich, ausgefiihrt
werden.
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Ausfihrungssteuerung

Neben Befehlen zum Datentransfer zwischen Prozessor und Speicher werden
auch die Ein-/Ausgabegerite (E/A, Input/Output — I/O) iiber E/A-Befehle vom
Prozessor angesteuert. Thre Téfigkeit kénnen solche Endgerdte dann weitgehend
unabhéngig vom Prozessor ausfithren. Fine wichtige Aufgabe hat der Prozessor
bei der Koordination dieser Gerdte. Hierzu senden die Endgerdte sogenannte
Interrupt-Signale, die den Prozessor in der Ausfithrung eines anderen
Programms unterbrechen. Auf diese Weise kann von der ,normalen” Befehls-
ausfithrung abgewichen werden.

Beispiele fiir derartige Unterbrechungen des Prozessors sind eine Alarmmel-
dung, die eine Reaktion innerhalb einer nicht zu iiberschreitenden Zeitspanne
(Deadline) erfordert, oder ene Fertigmeldung eines langsamen Endgerédtes. Der
vergleichsweise schnelle Prozessor bedient normalerweise viele langsame End-
gerdte gleichzeitig, er mufl also zwischen gleichzeitig laufenden Programmen
umschalten.

Prozessorsteuer- Programm 1 Programm 2
programm
(Betriebssystem) :|

Initiiere E/A-Operation 1

fur Programm 1

Schalte um zu > —
Programm 2

E/A 1 meldet ,fertig” v

durch Interruptsignal <

Unterbreche Programm 2 pL

und rette seine
relevanten Informationen

Schalte um zu
Programm 1

Abbildung 1.4: Ausfiihrungssteuerung mit Interruptsignal

1.3 Datenubertragung Uber Busse

Leitungen
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Die Kommunikation besteht im wesentlichen im Transfer von Daten und
Steuerinformationen zwischen den funktionellen Einheiten des Rechners, ins-
besondere zwischen Prozessor, Speicher und E/A-Geriten.

Sie erfolgt tiber Leitungen, welche die Einheiten verbinden. Physikalisch gesehen
sind Leitungen meist drahtgebunden. Aber auch andere Méglichkeiten sind gege-
ben wie etwa Funkstrecken.

Informationstransport auf einer Leitung erfolgt in der Regel sequentiell, das
heifit, ein Bit wird nach dem anderen auf die Leitung gebracht und ebenso
empfangen. Der parallele Transport bedeutet, daf§ mehrere Bits gleichzeitig tiber
ein ,Biindel” von Leitungen gesendet werden. Ein solches ,Biindel” wird auch
als Bus bezeichnet.

Busse

Ein Rechnerbus besteht aus einer Menge von Leitungen. Ein Bus ist im Rechner
als ,6ffentliches Transportmedium” fiir mehrere Einheiten aufzufassen, die tiber
diesen miteinander verkniipft sind. Der Zugriff auf den Bus, also die Busbe-
nutzung, wird daher auch als Multiple Access (MA) bezeichnet und mufl durch
Konventionen (in Form von , Protokollen”) geregelt werden.

Bustypen

Busse lassen sich nach den Einheiten charakterisieren, die sie miteinander ver-
binden. Ebenso gibt es verschiedene Busarchitekturen, welche die Zuordnung
von Bussen an Einheiten beschreiben.

Abbildung 1.5 zeigt eine Architektur mit zwei Bustypen: Der Speicherbus dient
der Kommunikation zwischen Prozessoreinheit und dem Speicher. Ein eigener
Rechnerbus sorgt fiir die Kommunikation des Prozessors mit den E/A-Geriten.

Spei cher

T

CPU E/A-Gertl E/A-Gert n

i

Abbildung 1.5: Zwei-Bus-Architektur

Einfacher, aber weniger leistungsfdhig als diese Zwei-Bus-Architektur ist die
Verwendung eines gemeinsamen Busses (sogenannter Unibus) fiir alle Kom-
munikationsaufgaben zwischen allen Einheiten.

Uni bus

CPU Spei cher E/A-Gertl . w w E/A-Gert n
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Abbildung 1.6: Unibus-Architektur

Ein grundlegendes Problem ist die unterschiedliche Geschwindigkeit, mit der die
Komponenten arbeiten, die an einen gemeinsamen Bus angeschlossen sind, zum
Beispiel: schnelle CPU und langsames E/A-Gerit. Benutzt eine langsame Einheit
den Bus, so ist er fiir eventuell lingere Zeit fiir andere Einheiten blockiert. Dies
erklart auch, warum der Unibus nicht sehr leistungsfdhig ist.

Erforderlich sind also Hilfsmittel, welche die Geschwindigkeitsunterschiede
gldtten, um weniger Busse verwenden zu konnen. Ein Losungsansatz besteht im
Einsatz von Pufferregistern zwischen dem Bus und den angeschlossenen
Geréten.

schnel |
Puffer- Puffer E/A
register
CPU
schnel | v | angsam
CPU Dr ucker

Abbildung 1.7: Pufferung des Buszugangs

Auf diese Weise kann zum Beispiel eine schnelle CPU viele langsame Endgeréte
wechselweise bedienen. Der Bus ist allerdings nur solange nicht blockiert, bis der
Puffer voll ist.



2 . Informationsdarstellung,

In diesem Kapitel werden zunichst Darstellungsformen und Coderungen fiir
Daten - insbesondere Zahlen und Zdchen - sowie fiir Befehle eingefiihrt. Ferner
werden verschiedene Arten der Speicheradressierung besprochen. Schliefllich

Adressierung und
maschinennahe Programmierung

wird erkldrt, was es heifit, Programme und Unteprogramme auszufiihren.

Die Darstellung eines Datums oder Befehls findet meist in einem Speicherwort
statt. Es sind auch Halb- oder Doppelwortdarstellungen géngg. Ein Speicherwort
ist somit als Informationseinheit des Rechners zu verstehen. Die Wortlinge ist
dabei abhédngig vom Rechner; es handelt sich in der Regel um Potenzen von 2 (16
bzw. 32 Bit beim PC). Bei Grofirechnern findet man auch ,krumme” Werte wie

50- oder 60-Bit-Darstellungen.

2.1 Darstellung von Daten

Wir betrachten in diesem Abschnitt sowohl gebrduchliche Formen der Dar-
stellung von ganzen und Gleitkommazahlen als auch Codierungen von Zeichen,

denen keine arithmetische Bedeutung zugeordnet ist.

Allgemeines zur Darstellung ganzer Zahlen

Es gilt, eine Darstellung fiir ganze Zahlen zu finden, so daf8 sich eine ,ver-

niinftige” Zuordnung zwischen Codierung und dem Wert der Zahl ergibt.
Man kann einige Forderungen an die Codierung stellen:

Die Stellenwertcodierung ist ein gebrduchliches Beispiel fiir eine ,verniinftige”

Zunichst sollten alle positiven und negativen Zahlen eines Inter-
valls [-x; y] dargestellt werden kénnen.

Dabei sollten in etwa gleich viele positive wie negative Zahlen dar-
stellbar sein.

Die Darstellung sollte — abgesehen von wenigen Ausnahmen —
eindeutig sein, das heifit, zwei unterschiedliche Codeworte beschrei-
ben auch zwei unterschiedliche Werte.

Eine wichtige Forderung ist die Durchfiihrbarkeit von Rechenopera-
tionen in der Codierung.

Eine eher technische Forderung liegt darin, daf die Unterscheidung
zwischen positiver und negativer Zahl mdoglichst am Anfang des
Codeworts getroffen werden kann. Der Rest wird als Codierung des
Stellenwerts aufgefafst.

Zuordnung. Das bekannteste Beispiel ist das Dezimalsystem.
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Man ordnet einem Codewort (a(n-1), ..., @i, ... , ag) einen Wert zu, der sich ergibt
als:

Wert(a(n-1), -.- @i, ... ag) := \I\SU(i=0;n-1; a; - di)

Dabei bezeichnet man d als Basis und aj als Stellenwert.
Es mufs gelten: 0 <aj <d-1.

Gebrauchliche Basen sind: d = 2; 8; 10; 16. Das Zahlensystem wird entsprechend
der durch die Basis gegebenen Codierung als Binir- (2), Oktal- (8), Dezimal- (10)
oder Hexadezimal- (16) System bezeichnet. Die Werte fiir a im bindren Fall
schreibt man als ,,0” und ,1”. Diese Bindrzeichen eignen sich besonders bei der
rechnerinternen Darstellung: Man unterscheidet sie dann physikalisch durch
flieBenden Strom im Falle der ,,1” und nicht fliefenden (schwachen) Strom im
Falle der ,,0”. Im Hexadezimalsystem notiert man fiir a: 0, 1, 2, 3, ... 9, A, B, ... F.
Jede Hexadezimalziffer wird in bindrer Darstellung durch vier Bits dargestellt. Im
folgenden betrachten wir jedoch das Bindrsystem.

Wir verwenden nun die folgende Stellenwertfunktion, die eine Unterscheidung
zwischen negativer und positiver Zahl aufgrund des ersten Bits a(n-1) zulafit:

W:{0,1jn> Z

W(am-1), - @i, ... a0) == (a(n-1), S (n-2),0 ), mit: Sj;:= \I\SU(k=i;j;
ay - 2K)
Man bezeichnet a(s-1) als Vorzeichenbit und legt fest:

wenn a(n-1) =0,

0,
0, wennan-1)=1.

IN IV

W(a(n-1), --- aj, ... ap)
W(am-1) --- aj, ... ag)

Diese Codierung erlaubt eine Darstellung von maximal 2" verschiedenen Zahlen.
Da durch das erste Bit aber eine Unterscheidung zwischen positiven und nega-
tiven Zahlen getroffen wird und hier die ,0” sowohl als positive als auch ne-
gative Zahl interpretiert wird, ist die betragsgrofte Zahl 2(n-1)-1.

In den folgenden Abschnitten werden drei Codierungsformen fiir ganze Zahlen
eingefiihrt. Thnen gemeinsam ist die Darstellung positiver ganzer Zahlen. Sie
unterschieden sich in der Codierung negativer Zahlen und der ,,0”, der damit
zusammenhidngenden Symmetrie und der Grofle des Zahlenbereiches. Ferner
sind die Rechenoperationen auf diesen Codierungen unterschiedlich zu
handhaben. Als Rechenoperationen werden zundchst nur die Addition und
Subtraktion vorgestellt. In einem weiteren Abschnitt tiber Gleitkommazahlen
werden auch die Multiplikation und Division eingefiihrt.

Betrag- und Vorzeichendarstellung ganzer Zahlen (B+V)

Ausgangspunkt ist eine n-stellige Bindrzahl der Form (b(n-1), ... , bp). Ferner wird
die Summe S j; des letzten Abschnitts verwendet.

Positive Zahlen
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Eine positive Zahl liegt dann vor, wenn b(n-1) = 0 ist. Dann ergibt sich der Wert
der Binérzahl als:

W B+v7(b(n-1), -, b0):=+ S (n-2), 0-
Beispiel:
Sei n= 6.
Dann ist W p4v~(001101) = + 13.

Negative Zahlen
Bei negativen Zahlen ist das Vorzeichenbit auf 1 gesetzt: bp-1) = 1. Der Wert ist
dann:
W, B+v"(bn-1) -, b0):==S5 (n-2), 0.
Beispiel:
Sei n= 6.
Dann ist W g,vy~(101110) = - 14.

Eine negative betragsgleiche Zahl erhilt man aus ener positiven, indem man das
Vorzeichenbit invertiert, das heifst, von 0 auf 1 setzt.

Beispiel:
Sei (by, by, bg) = (011) gegeben mit W p,v~(011) = +3.
Dann ergibt sich fiir (111) der Wert W g4y~(111) = -3.

Addition

Die , B+V”-Darstellung ganzer Zahlenist ungiinstig beziiglich der Addition. Eine
Moglichkeit, diese durchzufiihren, besteht dain, die Summanden a und b in die
Darstellung im 1-Komplement (iibernéchster Abschnitt) zu transformieren und
dort die Addition durchzufithren. Die Summe s liegt dann im 1-Komplement
vor und wird auf gleiche Weise zuriick in die ,B+V”-Darstellung tiberfiihrt.

Transformation: ,B+V” & ,1-Komplement”:

Sei b = (b(n-1), ... bp) eine Bindrzahl in der ,B+V”-Darstellung. Wenn das
Vorzeichenbit b(n-1) = 1 ist, kippt man alle Bits bis auf das Vorzeichenbit. Formal

fithrt man ein , Exklusives Oder” (Operationszeichen: ®) zwischen b(,-1) und b;

fiir alle Stellen i € {0, ... (n-2)} durch: Die invertierte Zahl ¢ = (c(n-1), ... ¢0) im ,,1-
Komplement” ergibt sich also durch:

C(n-1):= b(n-1) und fiir alle i € {0, ... (n-2)}: ¢; :=Db(n-1) ® b;,

Diese Transformation funktioniert auch in umgekehrter Richtung, also vom 1-
Komplement zur , B+V”-Darstellung.

Beispiel:
Sei b = (10110) mit W, p4y~(10110) = 6.
Die Bindrzahl im 1-Komplement lautet: ¢ = (11001)

Die Addition im 1-Komplement wird im iibernidchsten Abschnitt erklirt.
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Subtraktion

Die Subtraktion kann auf die Addition zuriickgefiihrt werden, indem man a-b
als a+(-b) auffait. Also muf8 b in eine negative Zahl umgeformt werden.
Anschliefend gehe man wie unter ,Addition” geschildert vor.

Zahlenbereich

Der Zahlenberech in der ,B+V”-Codierung ist symmetrisch und reicht bei einer
n-stelligen Bindrzahl von —(2n-1)-1) bis +(2(n-1)-1).

Dabher hat die ,,0” zwei Darstellungen, ndmich (b(n-1), ..., bo) = (0, .., 0) und

(bn-1) ... bo) = (1,0, ... 0).

Zahlenverlangerung

Will man eine n-stellige Bindrzahl auf m Stellen (m>n) erwdtern, so fiillt man
die Zahl nach dem Vorzeichenbit (an der Stelle (n—2)) mit Nullen auf.

Beispiel:
Sei n=5 mit a = (11010) gegeben.
Die auf m=7 Stellen erweiterte Zahl lautet: a” = (1001010).

2-Komplement-Darstellung ganzer Zahlen

Ausgangspunkt ist eine n-stellige Bindrzahl der Form (b(n-1), ... , bg). Ferner wird
die Summe S j; des letzten Abschnittes verwendet.

Der Wert W ».Kompl.” einer ganzen Zahl ergibt sich nach folgender Formel:

W 2 Kompl.”(b(n-1), -, b0):=S(n-2), 0 — bn-1) - 201,

Im Falle, daB8 b(n-1) =1 ist, wird also durch Subtraktion eine negative Zahl
errechnet.

Positive Zahlen

Positive ganze Zahlen haben demnach die gleiche Bindrdarstellung im ,2-
Komplement” wie in der ,B+V”-Codierung.

Negative Zahlen

Eine negative Zahl ergibt sich aus der obigen Formel, wenn bg.1) =1 ist. Anderer-
seits erhdlt man den Wert einer negativen Bin&drzahl in ,2-Komplement”-
Darstellung wie folgt:

Gegeben sei b = (bn-1), ... , bg) mit W 2 _Kompl.”(b(n-1) --- , bo) < 0.

1. Man kippe alle Bits von b, das heifit: b;:= 1, falls b; = 0, b;:= 0, sonst.
Es ergibt sich bpey.

2. Eine ,,1” addieren: bpey:= bney + 1n, mit 15 = (c(n-1), ..., c0) = (0, ... 0, 1).

3. Zugehorigen Wert in ,,B+V” bestimmen: U:= W g,v”(bneu)-

4. Der Dezimalwert von b ist dann -U: W 2 Komp1.”(b) = -U.
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Diese Art der Berechnung versagt nur, wenn (b(n-1), ..., bg) = (1, 0, ... 0). Nach der
zweiten Methode ergibt sich der Wert —0. Der Dezimalwert nach obiger Formel ist
jedoch: W 2 komp1.”(1, 0, ... 0) = — 2(n-1)
Beispiel:

Sei n=7 und b = (b6, ..., b0) := (1010110).

Nach der Formel ergibt sich:

W 2-Kompl. (b6, -, bp) = 1:21 + 1:22 + 1:24 — 1.26=22 — 64 = —42.
Nach der zweiten Methode ergibt sich:

1. Kippen: bpey:= 0101001,

2. ,1”7 addieren: bpey:= 0101010,

3. U:=W piv»(bpey) = 1-:21 + 1:23 + 1.25 = 42,
4. Dezimalwert ist W”2_Komp1,”(b) =-U =-42.

Addition

Zwei Bindrzahlen a = (ap-1), ... , ap) und b= (b(n-1), ... , bg) werden addiert, indem
man sie (nach Schulmethode) komponentenweise addiert. Im Falle, daff die
Summation der (n-1)-ten Stellen einen Ubertrag liefert, wird dieser Gesamt-
tibertrag ignoriert.

Beispiel:
Seien die Summanden a = (1101101) und b = (0011001) gegeben. Re
Summe s ergibt sich dann wie folgt:

1101101 W5 Kompl.(a) = —19
0011001 W”2-K0mp1.”(b) = +25
1 0000110 W' Kompl~(0000110) = +6.
A
Ubertrag wird ignoriert.

Subtraktion

Die Subtraktion kann auf die Addition zuriickgefiihrt werden, indem man a-b
als a+(-b) auffafit. Also mufl b in eine negative Zahl umgeformt werden.
Anschliefend gehe man wie unter ,Addition” geschildert vor.

Zahlenbereich

Der Zahlenberdch im ,2-Komplement” ist asymmetrisch. Er reicht bei einer n-
stelligen Binarzahl von —(2n-1)) bis +(2(n-1)-1). Die ,,0” hat also nur eéne Darstel-
lung, ndmlich: (b@-1) ..., bg) = (0, ..., 0).

Zahlenverlangerung

Will man eine n-stellige Bindrzahl auf m Stellen (m>n) erwdtern, so fiillt man
die Zahl vorne (an derStelle n) mit dem Vorzeichenbit auf.

Beispiel:
Sei n=5 mit a = (11010) gegeben.
Die auf m=7 Stellen erweiterte Zahl lautet: a” = 1111010).
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1-Komplement-Darstellung ganzer Zahlen

Ausgangspunkt ist eine n-stellige Bindrzahl der Form (b(n-1), ... , bo).
Ferner wird die Summe S j; des letzten Abschnittes verwendet.

Der Wert W 1.Kompl.” €iner ganzen Zahl ergibt sich nach folgender Formel:

W 1-Kompl.”(b(n-1), --- , b0):=S(n-2),0 — bn-1)+ (2001 - 1),

Im Falle, daBB b(n-1) =1 ist, wird also durch Subtraktion eine negative Zahl
errechnet:

W,,l-Kompl.”(L bn-2), ..., bo) =S(n-1),0 — (2°-1) modulo (27-1)
= S(n-2),0 + bn-1) - 2(0-1) — (2n-1)
= S(n-2),0 + 20D — (2.2(0-1) _ 1), da bn-1) = 1
= S(n-2),0 — (201 - 1),

Positive Zahlen

Positive ganze Zahlen haben die gleiche Bindrdarstellung im 1-Komplement wie
in der ,B+V”-Codierung.

Negative Zahlen

Eine negative Zahl ergibt sich aus der obigen Formel, wenn b¢-1) =1 ist. Anderer-
seits erhdlt man den Wert einer negativen Bindrzahl in 1-Komplement-
Darstellung wie folgt:

Gegeben sei b = (b(n-1), ... , bg) mit W,,l-Kompl.”(b(n-l)z ..., bg) <0.

1. Man kippe alle Bits von b, das heifit: b;:= 1, falls b; = 0, b;:= 0, sonst.
Es ergibt sich bpey.

2. Zugehorigen Wert in ,,B+V” bestimmen: U:= W g1y~ (bneu)-

3. Der Dezimalwert von b ist dann -U: W"1_Komp1_"(b) =-U.

Hier entfillt der Schritt 2 aus der 2-Komplement-Darstellung.

Beispiel:
Sei n=7 und b = (bg, ..., bg):= (1001010).
Nach der Formel ergibt sich:

W”]__Kompl.”(b6, ee gy bO) = 1‘21 + 1'23 - l‘(26— 1) = 10 - 63 = _53.
Nach der zweiten Methode ergibt sich:
1. Kippen: bpey:= 0110101,

2. U:= W gyy~(bpey) = 120 + 1:22 + 1.24 + 1.25 = 53,
3. Dezimalwert ist W, 1-Kompl.”(b) = -U = -53.
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Addition

Zwei Bindrzahlen a = (ag@-1), ..., ap) und b = (bp-1), ..., bg) werden zu ener
Summe s = (sp, ..., sp) addiert, indem man sie (nach Schul-Methode) komponen-
tenweise addiert. Im dem Fall, dafi die Summation der (n-1)-ten Stellen einen
Ubertrag (sp = 1) liefert, wird ein sogenannter End-Around-Carry durhgefiihrt.
Die herausfallende Stelle (s, = 1)wird wie in der 2-Komplement-Darstellung
gestrichen, dann allerdings auf die bisherige Summe s addiert: s:= s + 1,, mit 1, =
O, .., 0, 1). Wenn im 1-Komplement ein Gesamtiibertrag s, = 1 entsteht, dann gjlt,
daf3 dieser sowohl den Wert s, - 2" als auch den Wert s, - 20 = s, - 1 hat, weil man
,modulo (2-1)” rechnet, denn:

Sp+ 20 = s+ (20-1) + s, = sy, modulo (21—1) = sy, + 20 modulo (2n-1).

Beispiel:
Seien die Summanden a = (1101101) und b = (0011001) gegeben. Die
Summe s ergibt sich dann wie folgt:
1101101 W 1-Kompl.”(a) = -18
0011001 W”1-K0mp1."(b) =425
1 0000110 W, 1-Kompl.”(0000110) = +6 mit s = (0000110).
A
Ubertrag sy, = 1 zu s addieren:
0000111 W 1-Kompl.”(s) = 7.

Subtraktion

Die Subtraktion kann auch hier wieder auf die Addition einer negativen Zahl
zurtickgefiihrt werden.

Zahlenbereich

Die Asymmetre der 2-Komplement-Darstellungist behoben. Der symmetische
Zahlenbereich reicht nun von —(2n-1)-1) bis +(2(n-1)-1),

Zahlenverlangerung

Die Zahlenverlidngerung im 1-Komplement funktioniert genauso wie im 2-
Komplement: Vorne das Vorzechenbit beliebig oft anfiigen.

Uberlaufproblematik

Wie die vorangehenden Abschnitte zeigten, kann es bei der Addition zu einem
Uberlauf kommen.

Beispiel:

Die Summe von a = (01010) und b = (01100) ist s = (10110). Im ,,2-
Komplement” ist der Dezimalwert W"2_K0mp1/'(s) = -10. Das korrekte
Ergebnis lautet aber: W,,z-Kompl.”(a) + W,,2-Komp1.”(b) = +22. Zwischen
beiden ,Ergebnissen” liegt eine Differenz von 32 = 20 = 25. Dies 1483t
sich damit begriinden, dafl im ,2-Komplement” , modulo 20” gerech-
net wird. Das Ergebnis W > Kompl.”(s) = —10 ist also bis auf Vielfache
von 2" richtig.
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Abhilfe gegen einen Uberlauf

Man fiihre eine Zahlenverlingerung durch. Bei der 2-Komplement- und 1-
Komplement-Darstellung verdoppelt man das Vorzeichenbit (siehe vorige Ab-
schnitte). Jeder Summand beginnt dann mit zwei gleichen Bits. Sind die ersten
beiden Bits der Summe verschieden, ist das Ergebnis sicherheitshalber zu priifen.

Beispiel:
Verlangere a = (01010) zu a” = (001010) und b = (01100) zu b” = (001100).
Die Summe ist dann s = (010110).
Eine Uberpriifung ergibt, dal das Ergebnis korrekt ist.

Der Nachteil dieser Vorgehensweise liegt in einer hheren Redundanz; man ver-
schenkt ein Bit und kann somit nur halb so viele Zahlen darstellen, wie die
Bitwortliange erlaubte. Vortelhaft ist die Einfachheit dieser Methode.

Ein Kriterium fiir die Unmdglichkeit eines Uberlaufs ist ein Vergleich der
Vorzeichen beider Summanden: Ein Uberlauf ist unméglich, wenn die Vorzei-
chen unterschiedlich sind, oder formal:

Sind a = (a(n-1), - , ap) und b = (b-1), ... , bg) die zwei Summanden, dann ist ein
Uberlauf genau dann unméglich, wenn ag-1) # b(n-1) - Anschaulich 148t sich dies
dadurch begriinden, daf8 die Summe einer negativen und einer positiven Zahl
nicht den Zahlenbereich iiberschreiten wird.

Darstellung rationaler Zahlen

Die obigen Abschnitte haben die Darstellung von ganzen Zahlen eingefiihrt. Die
zugehorigen Rechenoperationen sind die Addition und Subtraktion, wobei
letztere sich auf die Addition zuriickfiihren 14f3t.

Will man nun Zahlen dividieren, so reichen ganze Zahlen nicht aus. In diesem
Abschnitt werden Darstellungsformen rationaler Zahlen eingefiihrt.

Festkommazahlen

Es gibt zwei Moglichkeiten der Festkommadarstellung:

Zu einer Bindrzahl b = (by-1, ... bg, b.1, ..., bom) stellt man sich ein Komma
~zwischen” bg und b.; vor. Der Wert ergbt sich dann entsprechend der obigen
Abschnitte. Ganze Zahlen habenin dieser Darstellung das gedahte Komma ganz
rechts, das heif8t, nach der Stelle b_, in obiger Schreibweise.

Eine andere Moglichkeit besteht darn, den Zahlenberdch auf ein offenes
Intervall (-1, +1) einzuschridnken. Die Bindrzahl hat die Form:

b = (bOI bl, eey bn),

wobei bg das Vorzeichenbit ist und der Dezimalwert von b der folgenden Formel
gentigt:

W,,Festk.”(b) =+ , falls bgp= 0,

W,,Festk.”(b) =— , falls bp= 1.
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Die Werte -1 und 1 sind auf diese Weise nicht darstellbar, denn die grofite
darstellbare Zahl ist 1- 1/2n.

Gleitkommazahlen
Abbildung 2.1 zeigt die Darstellung ener Gleitkommazahl.

-« Zahl enver t >
Manti sse a Exponent e
L] L]
gedacht es Komma gedacht es Konma
(Manti sse) (Exponent)

Abbildung 2.1: Codierung einer Gleitkommazahl

Der Darstellung einer rationalen Zahl durch Mantisse und Exponent liegt der
folgende Satz fiir reelle Zahlen zugrunde.

Satz:

1) Jede Zahl z ist darstellbar in der Form:
z=a-de

mit der Mantisse a, dem Exponenten e und
der Basis der Zahlendarstellung d.

2) Eine Zahl z # 0 ist eindeutig darstellbar als

z=a-de
wobei \F(1;d) < lal <1.
Diese Darstellung heifit dann:
normalisierte Darstellung mit Mantisse a und Exponent e.

Beispiel:
Es soll die Dezimalzahl 5 in die normalisierte Darstellung zur Basis 2
gebracht werden:

5 = 520
2,521
1,25-22  (1.0100010010)
= 0,62523 (0.1010010011) normalisierte Darstellung
(= 0,3125-24 (0.0101010100) ...)

Somit hat die Dezimalzahl 5 die normalisierte Darstellung;:
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5= (2-1 + 2-3).23 mit:
Mantisse a = (0.10100) und
Exponent e = (0011)

zur Basis 2,

denn1/2< 10,6251 <1.

Dieses Beispiel legt die Basis 2 zugrunde. Es sind aber auch andere Basen mdglich,
wie zum Beispiel d=16 (hexadezimal). Intern wird jede hexadezimale Ziffer auf 4
Bits dargestellt. Man bezeichnet sie mit 0,1,2, ... 9, A, B, ... F, wobei die Bindrzahl
(0110) hexadezimal 6 ist und (1110)2= E16, Hexadezimal sind groflere Zahlen
darstellbar als bei bindrer Basis (d=2).

Fiir d=2 erhilt man folgende grofite, kleinste und betragskleinste Zahl, wenn
man den Exponenten im 2-Komplement fiinfstellig und die Mantisse
siebzehnstellig darstellt:

Exponent:
grofiter: 01111, W 2 Kompl.~(01111) = +15
kleinster: 10000, Wﬂz_KompL"(lOOOO) =-16

Sei fiir a-2X a € [-1; +1) und x € [-16; +15].
Binidre Darstellung:

grofite Zahl: (1-1/216).215
kleinste Zahl: _1.215
betragskleinste Zahl: 1.2-16

Die Zahlen liegen mit zunehmender Entfernung von Null weiter auseinander,
wohingegen sie um die Null extrem dicht liegen, vorausgesetzt, der Zahlen-
bereich ist symmetrisch gehalten. Wegen der Bindrinterpretation des Exponenten
148t sich dieser dichte Dezimalzahlen-bereich verschieben. Denkt man sich zum
Beispiel den Exponenten um jeweils 8 grofer (also x € [-8; +23]), so ist der dichte
Bereich ins Positive verschoben.

Die Mantissenlinge erweitert den Zahlenbereich nicht, sie erhoht die Genauig-
keit der Darstellung. Irrationale Zahlen sind aber immer nur ungenau dar-
stellbar.
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Arithmetik bei normalisierten Gleitkommazahlen

Addition und Subtraktion

Bei der Addition zweier Zahlen z1 = aj-d1€1 und zp = ay-d€2 ist zu beachten, daf3
die Exponenten gleich sind.

Daher geht man wie folgt vor:

1. Exponenten anpassen (den kleineren an den grofieren),
2. Operation (gemdf3 der vorangehenden Abschnitte) ausfiihren,
3. Postnormalisieren (Summendarstellung normalisieren).

Auf diese Weise kann es zu einem Genauigkeitsverlust (1.) und einer Teilaus-
16schung bei begrenzter Stellenzahl kommen.
Beispiel:

Seien z1 = (0.1101)-24 und zp = (0.1011)-22 im ,,2-Komplement” gegeben.

1. Exponentenanpassung: zo := (0.0010)11-24
wobei die herausfallenden Einsen auf die letzte Stelle gerundet
werden: z> := (0.0011).

2. Addition: s := (0.1101)-24 + (0.0011)-24 = (1.0000)-24

3. Postnormalisierung ergibt: s:= (0.1000)-2°, da
| W, 2-Kompl.~(1.0000) | = 1.

Der sich ergebende Dezimalwert ist ungenau:
W Gleitk.”((0.1000)-25) = 0,5-25 = 16.
Der korrekte Wert ist aber:

W Gleitk.”((0.1101)-24) + W_Gleitk.7((0.1011)-22)
—(1/2+1/4+1/16)-24+ (1/2+1/8 +1/16)- 24 =13 + 2,75 = 15,75.

Beispiel:
Die Zahl zp = 0.9986 x 1039 soll von zj = 0.1002 - 1040 subtrahiert werden.
Exakt ergibt sich:

(1.002 — 0.9986) - 1039 = 0.0034 - 1039=3,4 - 1036 =0,34 - 1037.

1. Anpassung von zp an den grofseren Exponenten:

zp wird zu 0.09986 - 1040,
aufgrund der begrenzten Stellenzahl wird gerundet: z := 0.0999.

2. Die Subtraktion ergibt: 0.1002 - 1040 — 0.0999 - 1040 = 0.0003 - 1040.
3. Nach Postnormalisierung: 0.3000 - 1037.

Im Vergleich zum exakten Wert liegt ein groier Fehler vor.

Im Extremfall wird die Mantisse durch Rundungsfehler zu Null und ist nicht
mehr postnormalisierbar. Gleichzeitig kann der Exponent grof§ bleiben. In diesem
Fall spricht man von einer sogenannten Dirty Zero, da die Zahl dann Null ist,
obwohl sich der echte Wert von Null unterscheidet.
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Multiplikation und Division

Fiir die Multiplikation beziehungsweise Division eignet sich die Darstellung mit
Mantisse und Exponent besser. Hier mufs keine Exponentenanpassung statt-
finden.

Man geht wie folgt vor:

1. Mantissen multiplizieren beziehungsweise dividieren

2. Exponenten addieren beziehungsweise subtrahieren

3. Postnormalisierung (wie oben)
Hierzu reicht maximal ein Linksshift bei der Multiplikation
beziehungsweise ein Rechtsshift bei der Division aus.

Formal:
aj-dei-ap-de2=(aj-ap)-de*e, mit \F(1;d2) < \B\BC\I(ai-ap)< 1
\F(a1 - des;ap . d&2) = \F(ag;a2) - d ®1~ %2, mit: \B\BC\ | (\F(ag;a2)) <d

Beispiel:
\F(-0.9 - 105,0.75 - 108) =-1.2 - 10-3 = -0.12 - 10-2

Der letzte Schritt entsteht durch Postnormalisierung, indem die Mantisse
nach rechts geshiftet und der Exponent korrigiert wird.

Darstellung von Zeichen

In diesem Abschnitt werden Darstellungsformen von Zeichen eingefiihrt. Es
werden hier keine Forderungen an die Interpretierbarkeit (wie Rechenopera-
tionen) dieser Zeichen gestellt.

Zeichen sind zum Beispiel Buchstaben, Ziffern, Sondersymbole (anderer
Alphabete) und Steuerzeichen. Zeichen werden als Folge von Bits (Bitstring)
codiert. Ein Wort (Speicherelement, siehe Einleitung von Kapitel 2) enthélt meist
mehrere Zeichen in codierter Form.

Es gibt zwei grundsétzlich unterschiedliche Codierungsarten, die in den fol-
genden Abschnitten vorgestellt werden. Die zugrundeliegende Frage ist hierbei:
Wieviele Bits benttigt man, um ein Zeichen eindeutig darzustellen?

Codierung mit Umschaltsymbolen

Bei dieser Codierung gibt es keine eindeutige Zuordnung zwischen Zeichen und
dem codierenden Bitstring. Man verwendet kurze Bitstrings und kann hiermit
wenige Zeichen codieren. Um weitere Zeichen darstellen zu kénnen, fafit man
diese als eine weitere Gruppe von Zeichen auf. Ferner verwendet man
Umschaltsymbole, die anzeigen, welcher Gruppe die Zeichen angehéren, die die
nichsten Bits des Bitstrings codieren.

Beispiel:
Darzustellen seien die 26 Buchstaben des Alphabets (0.B.d.A. in Form von
Grofibuchstaben) und die zehn Ziffern sowie weitere Sonderzeichen.



2. Informationsdarstellung, ... 21

Will man jedes Zeichen durch fiinf Bits codieren, so kann man 25 = 32 verschie-
dene Zeichen codieren. Dies reicht offenbar nicht aus, um der Anforderung ge-
recht zu werden.

Nach der obigen Methode fithre man zwei Umschaltsymbole (11111) und (11010)
ein, die anzeigen, daff von jetzt ab nur Buchstaben beziehungsweise nur Ziffern
oder Sonderzeichen im Bitstring folgen. Trifft man also auf ein Umschaltsymbol,
so werden die im Bitstring folgenden 5-Bit-Folgen entsprechend dem vorange-
henden Umschaltsymbol interpretiert. Diese Codierung erlaubt die Darstellung
von 30 Buchstaben sowie 30 Ziffern und Sonderzeichen, wenn man die beiden
Umschaltsymbole beriicksichtigt.

Eine Erweiterung wire die Unterscheidung zwischen Grof- und Kleinschrei-
bung. Hierzu miiften zwei weitere weitere Umschaltsymbole eingefiihrt werden:
Umschalten Grof- nach Kleinschreibung und Klein- nach Grofischreibung bei
Buchstaben. Giinstiger ist in diesem Fall die Einfithrung von insgesamt drei
Umschaltsymbolen fiir Grofibuchstaben, Kleinbuchstaben und Sonderzeichen
bzw. Ziffern.

Zu beachten ist bei dieser Codierung, dafl ohne Kenntnis des im Bitstring zuletzt
vorgekommenen Umschaltsymbols einer Bitfolge kein eindeutiges Zeichen zu-
geordnet werden kann.

Dem Vorteil der Darstellbarkeit vieler Zeichen als kurze Bitfolgen steht die Ver-
langerung des Bitstrings durch die eingestreuten Umschaltsymbole gegeniiber.
Zudem verkleinern viele Umschaltsymbole die Gruppen der tatsdchlich zu co-
dierenden Zeichen.

Eine Aufgabe der Informationstheorie ist die Darstellung einer gegebenen Infor-
mationsmenge mit moglichst wenigen Bits.

Eine weitere Idee liegt darin, haufig vorkommende Zeichen oder Zeichenkom-
binationen wie zum Beispiel ,,e” oder ,en” mit kurzen Bitfolgen zu codieren, fiir
seltene Zeichen wie ,q” verwendet man ldngere Folgen.

Die Huffman-Codierung basiert auf der relativen Haufigkeit des Gebrauchs von
Zeichen. Die Haufigkeit deutscher Buchstaben ergibt abnehmend das Kunstwort
JENRISTUDA”.

Ein eindeutiger Bitstring pro Zeichen

Bei dieser Codierung ordnet man jeder n-stelligen Bitfolge genau ein Zeichen zu.
Somit sind 2" verschiedene Zeichen codierbar.

Beispiel:
Die Darstellung der 26 GrofSbuchstaben, 26 Kleinbuchstaben und 10 Ziffern
ist auf sechs Bits moglich.

Standardzeichensitze verwenden sieben beziehungsweise acht Bits (ein Byte) pro
Zeichen. Zu nennen ist der ASCII-Code (American Standard Code of Information
Interchange), welcher sieben Bits verwendet. Der EBCDIC-Code (Extended Binary
Coded Decimal Interchange Code) verwendet acht Bits. In Tabellen lassen sich
diese Codierungen nachschlagen.

Die Darstellung von ASCII-Zeichen auf Bytebasis (Erweiterung auf 8 Bits)
ermoglicht die Einrichtung einer Ubertragungskontrolle. In der 8-stelligen
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Bitfolge (by, ..., bg) codieren die Bits b6, ... , b0 das Zeichen, wihrend das
sogenannte Parity-Bit by die Zahl der Einsen \I\SU(i=0;6; b;) auf eine gerade Zahl
((bg + ... + by) modulo 2 = 0) ergénzt. Fiir die Folge (bg, ..., bg) = (001101) ist by = 1.
Ein Bitfehler ist definiert als ,Kippen” eines Bits. Ein solcher Fehler ist dadurch
erkennbar, daff die Summe der b; (modulo 2) gleich eins ist. Somit sind
~Doppelfehler”, das heifit Kippen von zwei Bits einer Bitfolge, nicht erkennbar.
Erkennbar sind: 1-Bit-, 3-Bit-, ... (2n + 1)-Bit-Ubertragungsfehler.

Darstellung von Dezimalziffern

Zur Darstellung der zehn Ziffern 0, 1, ... 9 benétigt man mindestens vier Bits, da
mit drei Bits nur 23 = 8 Zeichen codierbar sind.

BCD-Code

Die Ziffern werden wie folgtim BCD-Code (Binary Coded Decimal) dargestellt:
0 durch 0000, 1 durch 0001, ... und 9 durh 1001, wobe sechs Redundanzen 1010, ...
1111 auftreten.

In ASCII und EBCDIC dnd die Ziffern so dargestellt, daf§ e beziiglich der Bits
bsb,b1b gerade den BCD-Code haben. Bé aufeinanderfolgenden Deimalziffern
ist eine Unterdrickung von bybgbsby moglich, womit eine dichtere Packung
erreicht werden kann.

3-Excess-Code

Der redundante Berdch wird hier auf die Bitfolgen (0000), (0001) und (0010) sovie
auf (1101), (1110) und (1111) vertét. Eine Dezimalzahl i wird hier also im BCD-
Code als Dezimalzahl (3 + i) dargestellt.

0000;0001,;0010 } redundant

0011 codiert die ,,0”
0100 codiert die ,,1”
0101 codiert die ,,2”

1100 codiert die ,,9”
1101;1110;1111 } redundant.

Ein Vorzug dieser Darstellung ist die Moglichkeit, eine Ziffer a in die
komplementire Ziffer b durch einfaches Kippen der Bits zu iiberfithren, wobei a
komplementér zu b ist, wenn a+b = 9.

Gray-Code

Der Gray-Codeist formal folgendermafien defniert:
Eine Abbildung aller Dezmalzahleni mit 0 < i < 27-1 fiir n = 1 durch Bitfolgen
(Bitworte) W(n)(i) der Lange n sei durch Induktion iiber n wie folgt erklart:

1) WD) := 0 und W)(1) :=1,
2) W@+){) := \B\LC\{( \A\AL\CO2\HS9 (0W(n)(j);falls 0 <i < 2n—
1,1WM)(2(n+1) _ 1 —j):falls 2n < i < 2(n+1) — 1))
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Anschaulich konstruiert man eine Folge von Gray-Code-Ziffern, indem man
einen Block von untereinander stehenden Ziffern nach unten spiegelt und vor
die Bindrzahlen des oberhalb der Spiegelachse befindlichen Blocks ,0” und
unterhalb der Spiegelachse ,,1” schreibt:

:0;0;0;:;0 Block A ‘;

;151,11 Block A;gespie-;gelt

Beispiel:
Fiir n = 2 Bits lange Worte W(2) ergibt sich:

;0,0 ;0;1 001 1511 5150 ;2;3
Fiir n = 3 Bits lange Worte W®) erhilt man:
;0;0;0;,0 ;00;01;11;10 ‘ ;0;1;2;3 ;1;1;1;1;10;11;01;00 4;5;6;7

4

Das Charakteristikum dieser Codierung besteht darin, daf sich beim Ubergang
von der Dezimalzahl i nach (i+1) die zugehorigen Bindrzahlen im Gray-Code an
genau einer Stelle unterscheiden.

Erkennung und Behebung von Bitfehlern

Die Behandlung von Bitfehlern spielt insbesondere im Bereich der Datenkom-
munikation eine grofie Rolle, da die Ubertragung von Bits hdufig durch duflere
Einfliisse beeinflufit und gestdrt wird. Daher hat man Codes eingefiihrt, durch die
man in der Lage ist, auftretende Bitfehler

e 7zu erkennen
¢ zu erkennen und zu beheben.

Bei einer entsprechenden Codierung verwendet man aus der Menge aller
moglichen (bindren) Folgen der Linge n Folgen mit speziellen Eigenschaften,
also eine Teilmenge der mdglichen Codeworte.

Ein einfaches Beispiel fiir einen fehlererkennenden und -behebenden Code ist
das Hinzufiigen von Paritdtsbits. Diese zusitzlichen Bits werden gerade so ge-
wihlt, daf8 sie sich mit der Gruppe der Bits, auf die sie sich jeweils beziehen,
derart ergédnzen, daf8 sich eine gerade Anzahl von Einsen pro Gruppe ergibt.
Analog zu dieser geraden Paritit kann man natiirlich auch ungerade Paritét
vereinbaren. Man unterscheidet Langsparitat und Querparitit, je nachdem, ob es
sich bei der Gruppe um eine aufeinanderfolgende Bitreihe handelt oder aber um
alle i-ten Positionen innerhalb einer gréferen Anzahl von Bitreihen.
Gemeinsam angewendet bieten Langs- und Querparitdt ein Mittel, einzelne Bit-
fehler zu lokalisieren und zu korrigieren. Bis zu drei Bitfehler werden sicher
erkannt. Es kann allerdings in "pathologischen Sonderféllen" und einer dariiber
hinausgehenden Hiufung von Fehlern dazu kommen, dai diese nicht erkannt
werden.

Beispiel fiir gerade Paritét:
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101 11001 ‘ L Langsparite

00101000

10010001 |1
Querparitat

Wird nun aus der fettgedruckten Eins aufgrund eines Ubertragungsfehlers eine
Null, so kann dieser Fehler anhand der zugehorigen Langs- und Querparititsbits
erkannt und behoben werden. Kippen die fettgedruckten Bits des folgenden
Beispiels, so wird dies nicht erkannt:

Langsparité
00101000]0

10010001 |1
Querparitat

101 11001‘1

Hamming-Distanz

Zwischen 2 bindren Folgen kann man ein Abstandsmafl definieren, welches
Hamming-Distanz genannt wird. Darunter versteht man de Anzahl der Stellen,
an denen sich die Folgen unterscheiden. Formal:
Seien a = (ay,..,an) und b = (by,...,by) binédre Folgen der Lange n. Dann ist
n
d(arb) = d((a]./"'lan)l (bll"‘lbn)) :ZZ a|_bl
i=1

die Hamming-Distanz der Folgen. Je grofer d(a,b) ist, desto mehr "Stérungen"
sind also notwendig, um a in b zu verwandeln.
Die Hamming-Distanz eines Codes wird definiert als

HD = min (d,(a,b)), wobei a und b zulédssige Codeworte
und a #b.

Bei der Paritdtsbitcodierung gilt also HD = 2. Im Extremfall sind die zuldssigen
Codewdrter {(0,...,0);(1,...,1}, somit gilt hier HD=n, wenn n die Lédnge der Worter
beschreibt.

Wenn ein Code eine Hammingdistanz von 2t+1 hat, dann gibt es um jedes Code-
wort einen "Einzugsbereich" der Gréfe t.

Codewort

Abbildung 2.2: Hammingdistanz
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Die Folgen innerhalb der t-Kugel entsprechen dabei Stérungen des Codeworts
von maximal t Bits. Geht man davon aus, daf# Stérungen weniger wahrschein-
lich sind als korrekte Ubertragungen, so kann man eine empfangene Folge dem
nichstliegenden Codewort zuordnen (Maximum Likelihood Decision). Damit
hat man die Moglichkeit, bis zu t Bitfehler zu korrigieren. Treten jedoch mehr als
t Bitfehler auf, so wird die Entscheidung fehlerhaft.
Bei Codes der Hammingdistanz 2t sind bis zu t-1 Bitfehler erkennbar und
korrigierbar. t Bitfehler sind erkennbar, aber nicht mehr korrigierbar. Das ein-
fachste Beispiel hierfiir ist wieder die Paritatsbitcodierung mit t=1.
Beispiel:

Es werde der folgende Code definiert: A 00000000

E 11000011
R 00000111
S 11100000
T 00111010
U 11111111

Dann ist die Hamming-Distanz des Codes 3. Somit gilt hier t=1, es konnen
also 2-Bit-Fehler erkannt und 1-Bit Fehler korrigiert werden.

2.2 Darstellung von Befehlen

Die Speicherung eines Befehls findet meist in einem Wort statt, manchmal auch
in einem Halbwort oder Doppelwort. Die Interpretation einer Bitfolge setzt in
einem Speicherwort eine Strukturierung voraus, die den gewiinschten Befehl
identifiziert.

Aufbau eines Befehlswortes

Den Aufbau eines Befehlswortes erkennt man in der folgenden Abbildung:

‘Format‘ ‘ Opcode ‘ ‘ Adresse 1 ‘_‘ Adresse k‘

Abbildung 2.3: Struktur eines Befehlswortes

Format

Das Format legt einerseits die Strukturder Adreffcodierung fest; es gt an, an
welcher Bindrstelle die Adressenbeginnen und wie lang sie sind. Andererseits
legt es Regeln zur Befehlsausfithrung fest, dasheifit, die Zahl der Operanden,
Vorrangregelungen oder etwa implizite Operanden wie zumBeispiel den Akku
oder Stack.

Bemerkung: Oft ist das Format implizit durch den Opcode gegéen.

Opcode
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Der Opcode definiert die auszufithrende Operation. Aufgrund seines Codes kann
zum Beispiel ein Holebefehl (Code sei 001011) von einem Additionsbefehl
(011011) unterschieden werden.

Man unterscheidet Operationen nach ihrer Stelligkeit, das heiit, anhand der zu
ihrer Ausfithrung benétigten Operanden.

Beispiel:
Nullstellige Operation: HALT (Stop der Programmausfiithrung)
Einstellige Operation: a:=-b
Zweistellige Operation: a:=bopc
Mehrstellige Operation: Vektoroperation

Adrefteile

Man unterscheidet zwei Typen von Adressen:
Operandenadressen geben die Quell- und Zieladressen der Operanden an. Dhei
kann die Adresse zum Beispiel eine Konstante sein.

Beispiel:
a:=b+c
Hier sind b und ¢ Quelladressen, und a ist eine Zieladresse.

Die Folgebefehlsadresse zeigt an, an welcher Adresse sich die nach diesemBefehl
auszufiithrende Instruktionbefindet.

Die Quell- und Zieladressen kénnen fehlen, wenn sie sich auf speziellRegister
oder auf den Stack beziehen (dies wird aus dem Opcode ersichtlich). Die
Folgebefehlsadresse fehlt, wenn von der sequentiellen Befehlsausfithrung nicht
abgewichen wird.

Anhand der Operanden-Zahl lassen sich Befehlsstrukturen unterscheiden
(Abbildung 24). Die Bezeichnung (x+y)-Befehl bedeutet, dafl der Befehl x Operan-
denadressen (ohne Register) und y Folgebefehlsadressen verwendet.

Befehlsstruktur | Adressen Wirkung Folgebefehl
(Beispiel)
3+1 a,b,cd p(a) := p(b) d
op p(c)
3+0 a,b,c p(a) :=p(b B+1
op p(c)
2+1 ab,d p(a) := p(b) d
op p(a)
2+0 ab p(a) := p(b) B+1
op p(a)
1+1 a d o :=0a op p(a) d
1+0 a o :=a op p(a) B+1
0+1 d goto d d
0+0 keine Stackbefehl B+1
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Abbildung 2.4: Befehlsstrukturen

Bezeichnungen:
a steht fiir den Akkumulator(-inhalt),
B bezeichnet den Befehlsfolgezdhler, und
p(i) ist der Wert (Datum) in Speicherzelle i

Bemerkung;:
Héufig benutzt und 6konomisch (da nur auf maximal eine Adresse zugegriffen
werden muf3) sind (1+0)-Befehle und (0+0)-AdrefSbefehle.

Beispiele eines (1+0) -Befehls sind:

o = p(i) Opcode 1, Operand i
a:=a+p() Opcode 2, Operand j
pk) :=a Opcode 3, Operand k

Dabei spricht man von Mnemonischer Darstellung ("Assemblerbefehl") und
dem Quellcode, bzw. von Binidrer Darstellung ("Objektform") und Objektcode.
Der Unterschied zwischen Quellcode und Objektcode liegt unter anderem in der
besseren Lesbarkeit der Programme im Quellcode, wihrend die Darstellung im
Objektcode ,, maschinenndher” ist.

Ein Assembler ist ein Programm, welches Quellcode in Objektcode umwandelt.
Mit diesem Begriff identifiziert man auch hiufig die Assemblersprache.

(2+y)-Adrefibefehle sind aufwendiger und ungebréduchlich, sie lassen sich aufler-
dem in eine Folge von (1+y)- und (0+1)-Adrefibefehlen umwandeln.
Beispiel:
Der (2 + 1)-Befehl ,,a: = p(i) - p(k); goto h” 146t sich durch folgende

Sequenz simulieren:

a = p(i) (1+0)-Befehl
a:=a-pk) (1+0)-Befehl
goto h (0+1)-Befehl

Aufierdem gibt es den ,Stackbefehl”. Hierzu sei der Stack kurz vorgestellt. Es
handelt sich um eine Datenstruktur, die nach dem LIFO-Prinzip (Last In First
Out) organisiert ist. Ein Stack ist ein Stapel von Informationseinheiten, in die
Informationen (Elemente) abgelegt werden. Dabei kann nur auf das oberste
Element zugegriffen werden. Es gibt zwei Operationen zur Verdnderung des
Stacks: Push legt ein neues Element auf den Stack, das heifit, an die oberste
Position (t, Top of Stack) Pop entnimmt das oberste Element, wadbei das
entnommene Element ausgegéden wird. Es gbt auch die Variante, daf8 dieses
Element nicht explizit angegben wird; in diesemFall verwendet manzusatzlich
die Operation Top, welche es erlaibt, das oberste Element des Stacks zu lesen
(dabei wird es aber nicht entfernd.

Ein Stack wird als Folgeo = (0(1), 0(2), ... 6(1)) (Abbildung 2.5) notiert.



28 Rechnerstrukturen

T o(1)
i o(i)
RO
1 a(1)

Abbildung 2.5: Stack

Beispiel: Simulation von Stackbefehlen
Der Push-Befehl vollzieht folgende Instruktionen:

T:=T1+1
o(t) =a

Pop lafst sich folgendermaflen ausdriicken:

a:=0 (1)
T:=1-1

Sei nun Stackadd die Operation, welche die obersten Stackelemente
addiert, eliminiert und die Summe als oberstes Element ablegt:

a:= o(1)
T:=1-1
o(t):=a +o(1)

Anwendung finden Stacks bei der Auswertung arithmetischer Ausdriicke. Die
Ausfithrung arithmetischer Operationen in Infixnotation (a op b) héngt von
Prézedenzregeln und der Assoziativitdt der Operationen ab, wenn man von einer
Klammerung absieht. Die Umgekehrt Polnische Notation (UPN) legt die
Auswertung von Ausdriicken eindeutig durch die Reihenfolge der Operanden
und Operationen fest. Bei dieser sukzessiven Auswertung im UPN-Ausdruck
geht man von links nach rechts in Verbindung mit Push, Pop und Stackg vor,
wobei @ U {add, sub, mult, div, exp} ist. Zur Auswertung eines Infixausdrucks
wandelt man diesen zundchst in einen UPN-Ausdruck um. Hier stehen die
Operationen hinter den Operanden.

Beispiel:
Sei der Infix-Ausdruck x: =a + [(b—c)-d] 1 (e- f)— g gegeben.
InUPN: x:=abc-d-ef-1 +g-—.
Stackoperationen (zu Beginn sei der Stack leer):

Push a
Push b
Push ¢
Stacksub
Push d
Stackmult



2. Informationsdarstellung, ... 29

Push e
Push f
Stackmult
Stackexp
Stackadd
Push g
Stacksub
Pop x

Befehlstypen

Man unterscheidet folgende drei Befehlstypen nachihren unterschiedlichen Auf-
gaben:

a) Datentransfer

Fiir den Datentransfer gibt es den Ladebefehl a := p(i), der Daten aus dem Spei-
cher in den Akkumulator holt, und den Befehl p(j) := a zum Speichern fiir die
umgekehrte Richtung.

b) Arithmetische und logische Operationen

Beispiel fiir eine arithmetische Operation ist die Additiona := a + p(i).

Der Shiftbefehl zum Schieben von Bits in einem Speicherwort kann ebenfalls als
arithmetische Operation aufgefait werden. Ein Shift nach links verdoppelt den
Wert (wenn man von Ubertridgen absieht).

Beispiel:
SHR q, i fithrt zu einem Rechts-Rund-Shift des Akkumulatorinhalts
um i Bits:

SHR, 2, (0110111) = (1101101).

c) Steuerbefehle
Steuerbefehle sind:

¢ ein unbedingter Sprung goto j
¢ ein bedingter Sprung if <Bedingung> then goto k
<Bedingung> ist zum Beispiel: ,a < 0” oder , a =VY".
* ein Vergleich und Uberspringen der nichsten Operation (Skip) bei
Gleichheit
¢ ein Unterprogrammaufruf
call <Unterprogrammname /-adresse>
¢ ein Unterprogrammriicksprung return

Befehlssatze

Eine Menge von Befehlen eines Rechnermodells bezeichnet man als Befehlssatz.
Die meisten Befehle sind durch (eine Folge von) anderen Befehlen ersetzbar
(,,simulierbar”).
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Es gibt nun die Tendenz zu mdoglichst grofien Befehlssitzen mit komplexen Ope-
rationen. Hier lassen sich kurze Programme bei Ausnutzung des vollen Befehls-
satzes schreiben, denn es ist unnoétig, umfangreichere Befehle durch eine Folge
von weniger méchtigen Befehlen zusammenzusetzen. Ein Rechner, der dieser
Tendenz entspricht, ist der Complete Instruction Set Computer”(CISC).

Die RISC-Architektur (Reduced Instruction Set Computer) verfolgt gerade die
umgekehrte Tendenz. Kleinere Befehlssitze lassen eine effizientere und schnel-
lere Realisierung des Rechners zu (es werden kiirzere Leitungen zur Hardware-
realisierung benétigt, wodurch eine hohere Taktfrequenz mdoglich ist).

Ferner geht man davon aus, daff komplexe Befehle selten eingesetzt werden und
bei Bedarf simuliert werden konnen; bei Beachtung des ,seltenen” Eintretens ist
der Leistungsverlust gering. Die schnelle Realisierung der hdufigen Grund-
operationen fithrt im allgemeinen zu einer Leistungsverbesserung.

Beispiel fiir eine Simulation:
Ein bedingter Sprung soll durch einen ,Vergleich und Skip”-Befehl ersetzt
werden.
Die Wirkung von ,Skip a+” besteht darin, den néchsten Befehl zu
tiberspringen, wenn a = 0.
Zu simulieren ist: if o <0 then goto r
Simulation durch: [skip o+; goto rJ; falls also a = 0 ist, wird ,,goto r”
tibersprungen.

Verwendung zusatzlicher Register und Registerbefehle

Zusitzlich zum Akkumulator kénnen weitere Register Ry, Ry, ... zu speziellen
Zwecken benutzt werden, zum Beispiel als Indexregister y.
In Registerbefehlen konnen bis zu drei dieser Register angesprochen werden:

0-Registerbefehle

Hierzu zdhlen die bisherigen Befehle. Im Falle der Verwendung des Akkumu-
lators (Register) wird dieser nicht explizitgenannt, sondern durch den Opcode
implizit angesprochen.

1-Registerbefehle

Beispiel eines solchen Befehls ist die Besetzung des Indexregisters zur indizierten
Adressierung: y:= p(i). Der Opcode hat die Form:

Opcode 0 i

2-Registerbefehle

Ein Beispiel ist die Anwendung von Rechenoperationen auf Registerinhalte:
Rj := Rj - Rj oder die Zuweisung (Laden von Registerinhalten: Load R;, Rj, mit
der Wirkung: R; := R;. Der Opcode ist folgendermafien aufgbaut:

Opcode i i
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3-Registerbefehle

Analog 1a8t sich auch mit dreiRegistern rechnen:R; := Rj + Ry.
Die Verwendung von 3-Adrefiregistebefehlen ist sinnvoll, weil diese Befehle
schnell ausfiihibar sind und kurze Adressen hden.

Beispiel:
Seien 8 Register R0, ... R7 gegeben.
Die Registernummern werden aufdrei Adrefiteile mit je 3 Bits
codiert, also insgesamt auf 3 - 3 = 9 Bits.
Dementsprechend ist der Opcode wie folgt aufgebaut:

| |
Opcode 010 001

2.3 Adressierung

Wihrend der letzte Abschnitt die Darstellung von Informationen (Daten und
Befehlen) behandelte, sollen hier Techniken vorgestellt werden, wie man diese
Informationen im Speicher ansprechen (adressieren) kann.

Direkte Adressierung (absolute Adressierung)

Bei der direkten Adressierung wird eine Speicherzelle durch Angabe der Adresse
adressiert. Hat diese eine Lange von k Bits, so kénnen 2k Adressen angesprochen
werden.

Man notiert diese direkte Adressierung in der Form: a := p(100), wobei hier
beispielhaft der Akkumulator den Inhalt der Speicherzelle 100 erhilt.

Der Vorteil dieser Technik liegtim einfachen und ibersichtlichen Zugriff auf
den Speicher.

Ein schwerwiegenderNachteil besteht aber darin, da8 einzu kleiner AdrefSiraum
ansprechbar ist. Aulerdem ist der Anteil der Adresse am Befehlswort relativ

hoch.

Indirekte Adressierung durch Basisregister
und Relative Distanz

Diese Technik behebt die Nachteile der direkten Adressierung. Abbildung 2.6
zeigt die Funktionsweise.
Ein Befehl ist folgendermafien aufgebaut:

| Opcode |Nummer des Basisregisters i | Relative Distanz j|

Dabei stehen fiir die Nummer des Basisregisters m Bits und fiir die relative
Distanz r Bits zur Verfiigung. Ist m = 3, so kénnen die Register Ry, ..., Ry der
Léange h als Basisregister fungieren.

Die angesprochene Adresse ergibt sich als folgende Summe:
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(Basisadresse des Bereichs fiir R;)
+ (2T« Inhalt von R;)

,Einteilung des Speicherblocks fiir Rj in 2h Blocke der Grofe 21"
+ j ,Relative Distanz”

Beispiel: — Basisadresse
=12, m=3, h=4 — Rg —
8 Basisregister der Linge h=4 y 3
| ]
«—p <l p BlockfﬁrR5=0
12
Opcode 5 j=1024 (212 Bytes)
Block fiir Rz =1
(05j<4095) \ O " "5 @
ek
o
o
f
Ry | =4
Block fiir R =13 ;’
- 6)]
Vi
angesm‘ochene Adresse
Rs
Ry Block fiir R5 =15

h=4 Bits —

Abbildung 2.6: Indirekte Adressierung mit Basisregister und relativer Distanz

Die Grofle des adressierbaren Speichers ergibt sich somit aus:

Registerzahl: 2m m =3  -> 8 Register
Registerinhalt: 2h h =4  -> 16 Blocke pro Register
Rel. Verschiebung: 2T r =12 > 0<j<4095

Es sind demnach 2m - 2h. 2T Speicherzellen mit einer m+r Bit langen Adresse
ansprechbar (im Beispiel also 219). Mit direkter Adressierung sind dagegen nur
2m+T Adressen ansprechbar. Die Wortldnge des Befehls wurde eigentlich um h
Bits verldngert durch den Zugriff auf das h-Bit-Register R;.

Durch Verwendung ,verniinftig groSer” Registerldngen ist ein fast unbeschrankt
grofler Speicherbereich auf diesem Wege adressierbar.

Bemerkung:
Bisher war die Basisadresse fest. Durch Anderung dieser Adressen ist eine weitere
Flexibilisierung moglich.

Indexregister Y zur indirekten Adressierung

Sei y ein Indexregister. Durch geeignete Belegungen vony lassen sich praktisch
beliebige Adressen angeben. Im Zusammenhang mit diesem Register kann man
zum Beispiel folgende Befehlstypen verwenden: e a :=p(y)

* p(y):=a

ey:=y-1
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Anwendung findet das Indexregister bei der Bearbeitung von linearen Listen,
Schleifen und dhnlichem ohne Anderung des Adrefiteils eines Befehls.
Beispiel:

y := 1000; Vorbesetzung

ANFANG:
Andere Operationen denkbar

6( = p(y) Nacheinander werden p(1000),
. p(999), ..., p(1) angesprochen

y=y-1
if y>0 then goto ANFANG
Indexregister mit Adref3modifikation

Um zwischen direkter und indizierter Adressierung wihlen zu konnen, bietet
sich diese Technik an. Der Befehl hat die folgende Struktur:

| Opcode [ j | Adresse |

j kann dabei zum Beispiel auf 3 Bits codiert sein und gibt folgende Situationen

an:
j=0 Befehl ohne AdrefSmodifikation, Befehl: o := p(Adresse)

jell, .7} Adrefimodifikation mit Indexregister Y;
Befehl: a := p(Adresse + y]-)

Unterschiedliche Adreffmodi

Ferner sind Modifikationen der Adresse denlbar. So wird je nach Modus zum
Beispiel das Indexregister automatisch inkrementiert, wenn tiber dieses eine
Adressierung vorgenommen wird.
Beispiel: PDP 11

Sei j = Nummer des Indexregisters y;, hier: j € {0, ... 7}.

I = \B\LC\{( \A\AL\CO2\HS9(0;direkte Adressierung;1;indirekte
Adressierung (siehe nichster Abschnitt)))

Modus |Befehl Wirkung (Beispiel)

00 Register (-befehl) |[p(x) :=y;

01 Autoinkrement p(x) == p(y;); Vi :=y; + 1

10 Autodekrement Yi=Y,-1; p(x) := p(y]-)

11 Indiziert p(x) = p(yj + p(F))
F ist das Wort, welches auf den Befehl folgt.
Bem.: Mischung von Befehlen und Daten!
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Indirekte Adressierung

Eine weitere Variante ist die indirekte Adressierung, bei der die Adresse einer
Speicherzelle als Inhalt einer anderen Speicherzelle ermittelt wird. Ein Hole-
befehl hat dann die Form:

o = p(p(@)),

wihrend er bei direkter Adressierung ,a := p(i)” lautete.

In einem Befehl ist die Kennzeichnung, ob ,,a := p(i)” oder ,a := p(p(i))” gemeint
ist, durch das I-Bit méglich; zum Beispiel zeigt I=0 die direkte und I=1 die
indirekte Adressierung an.

Beispiel:
Bearbeitung der Zellen 100, 99, .., 1 mit indirekter Adressierung:
o :=100;
START p(200):=a Hilfsspeicherzelle 200

o := p(p(200))

a := p(200)
a:=a-1
if a>0 then goto START

Modifizierung von Befehlen

Der Inhalt des Adrefiteils eines Befehls wird hier modifiziert, also etwa
inkrementiert oder dekrementiert.

Die Wirkung besteht darin, daf das Programm wé&hrend seines Durchlaufs
verdndert wird. Dies ist zum Teil undurchschaubar und daher gefdhrlich.

2.4 Leistungsfahigkeit von Adressiertechniken,
(notwendiger) Umfang von Assemblersprachen

Satz:
Die Adrefitechniken, welche indirekte Adressierung erlauben,
besitzen die volle Funktionalitdt der absoluten Adressierung, bzw.
sind sogar noch stérker.

Beweisidee:

1.) Jede der Techniken kann durch jede andere simuliert werden.
2.) Problem: (siehe nachfolgende Vermutung)
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Vermutung: Direkte Adressierung ist schwacher als indirekte
Adressierung.

Ist die direkte (absolute) Adressierung , schwécher” als eine indirekte Adressie-
rung? Unter ,schwécher” ist dabei zu verstehen, daf8 es ein Prblem gibt, zu des-
sen Losung ein Programm mit indirekter Adressierung existiert, ber keines, wel-
ches allein mit direkter Adressierung auskommt.

Es stellt sich heraus, dafi diese Behauptung nicht allgemein gilt, sondern von der
Endlichkeit des Rechnermodells abhéingt.

Berechnung durch ein Programm

Zur Diskussion der Vermutung miissen wir uns mit der Frage befassen, was ein
Programm eigentlich berechnet.

Ein (terminierendes) Programm soll eine Fragestellung universell 16sen, das
heilit, ein und dasselbe Programm wird auf verschiedene Argumentkombi-
nationen angesetzt (siehe Beispiel: Additionsprogramm). Es bewirkt ,im wesent-
lichen” eine Transformation eines alten Rechenspeicherinhalts in einen neuen
Rechenspeicherinhalt. ,Im wesentlichen” soll heiflen: Ein- und Ausgabe nur
vom oder zum Speicher; Register, Flags und Statusinformationen sind nur fiir
Hilfszwecke vorgesehen, also unerheblich fiir das Start- beziehungsweise End-
ergebnis.

Damit kann man ein Programm als Abbildung vom Rechenspeicher in den
Rechenspeicher (RSP) auffassen:

f: RSP — RSP.

Beispiel: Additionsprogramm

y:=100

a:=0 Initialisierung: Anfangssumme
a:=a + p(y) Indirekte Adressierung
y:=y—-1

if y> 0 then goto 2

p(1):==a

HALT

AU R vl

In diesem kurzen Programm sei es erlaubt, Zahlen als Label zu verwenden, die
an sich keine Aussage iiber die Programmstruktur zulassen. Daher sollte man bei
langeren Assemblerprogrammen aussagekréftige Label verwenden.

Die Wirkung des Programms ist in Abbildung 2.7 gezeigt.

Fall A: Endlichkeit der realen Maschine

Wir betrachten zunichst die Berechenbarkeit, die auf der ,Endlichkeit” einer
realen Maschine basiert. Jede Rechenspeicherzelle ist endlich grof3, daher ist auch
jedes Programmspeicherwort endlich grof. Diese obere Schranke soll nicht
vergrofert werden konnen (etwa durch langere Worte).

Die Information einer Rechenspeicherzelle sei 0.B.d.A. eine ganze Zahl, die
kleinste darstellbare Zahl sei mit MINZAHL und die groite darstellbare Zahl mit
MAXZAHL bezeichnet.
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Wirkung:
RSP alt RSP neu
0 =
1 p(1) neu +— pDalt +Pglt +-+P(100)a1t
"=" heifit unverénderter Inhalt
100 p(100) —
M-1 -

Abbildung 2.7: Programm als Funktion f: RSP - RSP.

Ein Programm, das M Speicherzellen verwendet, ist auffaflbar als Abbildung

f:D - D', wobei D, D' € [MINZAHL : MAXZAHLM
Beispiel:
Das vorige Additionsprogramm hatte 100 Eingangsargumente und 1
Ausgangswert, also gilt hier
D = [MINZAHL : MAXZAHL]!00 und
D’ =[MINZAHL : MAXZAHL]L

Satz:
Jede Abbildung f: D - D'mit D, D' ¢ [MINZAHL : MAXZAHLM
ist realisierbar durch ein Programm, welches (auler Steuerbefehlen
wie START, STOP, ...) auskommt mit:

a = p(3), furi, je {0, .., M -1}

p() :==q, i und j sind absolute Adressen, keine Variablen
a:=k, k ist Konstante

a:=0=+1, In-/Dekrementierung des Akkumulatorinhalts

if a < 0 then goto j
if a = 0 then gotoj
if a > 0 then goto j

Bemerkung:
Dieses Programm kommt insbesondere ohne indirekte Adressierung und mit
einem sehr kleinen Befehlssatz aus.

Beweis (fiir jedes Programm, also fiir jede Abbildung f) :

Die Abbildung fbeWirkt: f(p(o)alt, ceey p(M'l)alt) = (p(o)neu, “aey p(M'l)neu),

wobei: p(k)neu = hk (p(0)alt, ..., P(M-1)ait). Das heiflit, der neue Wert ergbt sich aus
den alten Werten (im Extremfall aus allen alten Werten).

Beispiel (voriges Additionsprogramm):
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k # 1: p(K)pey = hi(--.) = p(K)ait

k=1 p(l)neu = hl(p(l)alt/ p(lOO)alt) = p(l)alt Tt p(loo)alt
also:

tp050;falls p(i),;¢ = i fiir alle 1 <1< 100;0;falls

hy(p(Waty - P(100)a1¢) = Hfiir alle 1 <i < 100;...;andere Fille

Die Programmwirkung ist also beschreibbar durch Abbildungen hy, hy, ... hyg.
Abbildung 2.8 zeigt, wie die Eingangsargumente p(i),;; schichtweise im Baum
abgefragt werden. Somit ist pde Kombination von Eingabeargumenten durch
einen Pfad im Baum gegeben. An den Blittern erhélt man aufgrund der Funk-
tionen h; bis hps.1) und der durch den Pfad gegebenen Eingangswerte die
Ausgabeargumente.

Stufe 1: P(0)
Abfrage von _Minz ahl/Ni hl
P(0) it =Minzahl+1
I p(l) p(l) ......... p(l)
=Minzahl
P(2)

/N

p(M-1)

Stufe M:
=Minzahl Abfrage von
=Minzahl+1 “Maxzahl | 5(M-1)
].Eintrag.en . Ei ntragen
hO (Min,...,Min,Min) ho (Mn, .. .. M . M)
hy (Min,..,Min,Min) h, (M., M 1, V)
hM—l (Min,...,Min,Min) hM.l (Mn, ... M n, Nex)

Abbildung 2.8: Algorithmus zur Berechnung von h0, hi, ...

Das folgende Programm realisiert diese schichtenweise Abfrage der Eingangs-
argumente im wesentlichen unter Verwendung bedingter Spriinge. Die Ausgabe-
argumente werden im letzten Abschnitt des Programms eingetragen.

Sei zur Abkiirzung: MINZAHL = - Q und MAXZAHL = + Q.
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a = p(0)

if o = 0 then goto [Stufe 2, Wert 0] Label mit Nummer 4Q + 1
if o < 0 then goto (2Q + 2)

a:=a-1

if o = 0 then goto [Stufe 2, Wert 1]

a:=a-1

if a = 0 then goto [Stufe 2, Wert 2]

SIS el

2Q: if a = 0 then goto [Stufe 2, Wert Q — 1]
2Q +1:  goto [Stufe 2, Wert Q]

20+2: a=a+1

2Q +3: if a =0 then goto [Stufe 2, Wert — 1]

4Q-1: if a =0 then goto [Stufe 2, Wert — Q + 1]
4Q: goto [Stufe 2, Wert — Q]
4Q+1 [Baumorganisation Stufe 1, 2, ..., M]

Letzte Stufe zur Eintragung der Ergebnisse:

a:=hy (Q,... Q) zum Beispiel: a := +17
p(0):=a
a:=h; (-Q,... Q) zum Beispiel: a :=-3

p(1):=a

o == hp1)(-Q.... Q)
p(M-1) :=a

a = hO(_Q/ _Q/ _Q/ _Q + 1)
p(0):=a

Fall B: ,Beliebig grof3e” Funktionswerte sollen berechenbar
sein

Ein Beispiel ist die Additionbeliebig groler Zahlen.
Das Programm ist jetzt eine Abbildung:

f: [MINZAHL:MAXZAHL]" ~ [MINZAHL:MAXZAHL]".
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Das ,*” zeigt an, daf es beliebig viele Rechenspeicherzellen gibt.

Satz:
Es gibt Abbildungen, die nur durch Programme mit indirekter
Adressierung berechenbar sind.

Bemerkung:
Diese Programme enthalten also Befehle der Art p(p(i)):=a oder p(y):=0.

Beweis:

Ein Programm ohne indirekte Adressierung spricht nur feste Rechenspeicher-
zellen durch Befehle der Form p(i):=a an. Jedes Programm P hat eine maximale,
von ihm angesprochene Rechenspeicheradresse ADMAX(P). ,Hinter”
ADMAX(P) kann im Rechenspeicher nichts gedndert werden. Daher sindalle
Probleme, die hinter ADMAX(P) etwas dndern, von P nichtbearbeitbar.

Beispiel fiir Existenz solcher Probleme:
~Suche die erste 0 im Rechenspeicher und ersetze sie durch 1”
Hier kann namlich die erste 0 hinter ADMAX(D liegen.

Annahme:
Es existiere ein Programm P ohne indirekte Adressierung.
Man betrachte die Rechenspeicherbelegung, bei der keine 0 in den
Speicherzellen mit einer Adresse kleiner/gleich ADMAX(P) steht.

Fiir diese Speicherbelegung versagt das ,Suchprogramm” P.
Widerspruch.

Mit indirekter Adressierung geht es sehr einfach:

0: y=-1

1. y=y+1

2: a:=p(y)

3: if (a #0) then goto 1
4:  p(y) =1

5.  HALT

2.5 Unterprogramme

Beim Programmaufbau aus Modulen werden oft benutzte Teile als Unter-
programm (UP) zusammengefait. Diese konnen auch in Form einer Unter-
programmbibliothek abgerufen werden, was der Wiederverwendbarkeit dient. In
diesem Abschnitt werden nun Probleme aufgezeigt, die sich bei der Handhabung
solcher Unterprogramme auf maschinennaher Ebene ergeben.
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Ein Unterprogramm habe die folgende Form:

[ Name, Parameter | <@—— Aufruf

uP

| Ergebnisse — Riicksprung

Abbildung 2.9: Aufbau eines Unterprogramms

Unterprogramme sind moglicherweise mehrstufig verschachtelt, das heifit, ein
Unterprogramm ruft ein anderes oder sich selbst (Rekursion) auf. Einen Ablauf
einer solchen Aufrufkette zeigt die folgende Abbildung:

Abbildung 2.10: Aufruf und Beenden von Unterprogrammen

Die Pfeile ,,»” kennzeichnen die Unterbrechung des (Unter-)Programms der
Ebene i und den Aufruf des Unterprogramms der Stufe (i+1). Die Pfeile in
umgekehrter Richtung zeigen die Beendigung des Unterprogramms der Stufe
(i+1) und den Wiedereintritt in das aufrufende (Unter-)Programm der Stufe i an.
Ein Problem ist es nun, die richtige Einsprungstelle fiir den Wiedereintritt zu
verwalten. Die unterschiedlichen Techniken bedingen folgende Kategorien von
Unterprogrammen.

Einstufige, nichtrekursive Unterprogramme

Die Speicherposition des aufrufenden Programms wird imRegister & gespeichert.
Ein Unterprogrammaufruf durch ,call’ legt die Adressse des , call’-Befehls, also
des aufrufenden Programms, in & ab. Ein ,return” aus dem Unterprogramm
fiihrt zu einem Sprung an die ndchste Adresse nach der ,geretteten” Programm-
adresse in d.

Weil nur eine Zelle (Register) zur Verwaltung der Adresse des aufrufenden Pro-
gramms verwendet wird, kann auch nur eine Verzweigung in ein Unterpro-
gramm durchgefiihrt werden. Daher nennt man diese Programme ,einstufig”.
Insbesondere ist Rekursion unméglich.
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kicallj — Seiteneffekt: &=k; goto j

Unterprogramm:

e——

.. : return
|

Abbildung 2.11: Finstufiger Unterprogrammaufruf

Seiteneffekt: goto 6+1

Mehrstufige, nichtrekursive Unterprogramme

Bei dieser Technik hat jedes Unterprogramm eine eigene Riicksprungadresse. Sie
ist an einer speziellen Stelle dessen gespeichert und gbt an, an welcher Stelle in
dem aufrufenden (Unter-) Programm fortzufahren ist, wenn das aufgerufene
Unterprogramm selbst beendet ist. In Abbildung 2.12 ist diese Riicksprungadresse
an der ersten Stelle des aufgerufenen Unterprogramms abgelegt (p(j)).

i: cal

Wirkung: p(j):=i+1; goto j+1;

d.h. rette Riicksprungadresse
im ersten (dafiir freizuhaltenden)

UP-Befehl
J [Zun&chst frei fiir Riicksprungadresse]
j+1: Start UP
et Wirkung: goto p(j)

Abbildung 2.12: Mehrstufiger Unterprogrammaufruf

Eine Voraussetzung fiir die Funktionsfdhigkeit dieser Technik besteht darin, daf$
das Unterprogramm sich nicht selbst aufruft (reentrent ist); in diesem Falle
wiirde die Riicksprungadresse iiberschrieben werden.

Mehrstufige, eventuell rekursive Unterprogramme

Zunichst wird ein Beispiel eines typischen rekursiven Unterprogramms gegeben:
Es handelt sich um die rekursive Berechnung der Fakultédtsfunktion (n!).

Algorithmus: f(n):= if n=0 or n=1 then 1 else n:f(n-1)
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Ein Aufruf von f(n) zieht die folgende Kette von rekursiven Unterprogramm-
aufrufen nach sich:

f(n) \A\COl(ruftaut;0 0 -) f(n-1) \A\CO1(ruftauf;0 O - ) f(n-2)
ruftauf;,l] O - | ruftauf;00 0 - £(1)
f(n) \A\COI1(Endergebnis;— 1 0) f(n-1) \A\CO1(;-00) f(n-2) \A\CO1(
;~00) ... 1.Zwischenergebnis; —[1 [ (1)

Die Technik des letzten Abschnitts ist nicht anwendbar, da nur eine Speicherzelle
fiir die Riicksprungadresse vorgesehen ist. An dieser Stelle miifiten also ,beliebig
viele” Stellen fiir Riicksprungadressen zur Verfiigung stehen, anhand derer man
ablesen kann, welche die nichste Riicksprungadresse ist. Hierfiir eignet sich der
Stack, wobei die letzte Riicksprungadresse das Topelement ist.

Rekursive Aufrufe werden also iiber einen Stack mit den Operationen Push und
Pop verwaltet, wobei folgende Register verwendet werden:

01. Register, dessen Inhalt auf die oberste Stackposition (Top-
element) zeigt (fiir Push und Pop).

0. Befehlszdhlregister (enthilt Adresse des ,aktuellen” Befehls).

RL: Das sogenannte Linkageregister ist ein beliebiges Register zum
Auslesen der Parameter im Unterprogramm und Speichern der
Riicksprungadresse.

Der ,call”- und ,return”-Befehl haben dann die Wirkung:

e call Ry, dst [Push Ry ; Ry, := 87+1; goto dst]
e return Ry, [Pop Ry ; & :=Ry]

Dabei ist ,,dst” die erste Adresse des aufgerufenen Unterprogrammes:

\B\RC\ }(\A\AL\CO1(dst: . <Unterprogramm-
Anweisungen> ; )) RL, Autoinkrement

Der ,,call”-Befehl sichert den aktuellen Wert des Linkageregisters auf dem Stack
und laft Ry, auf den ersten Parameter verweisen.

Das Unterprogramm liest die Parameter mittels Autoinkrementadressierung
tiber R, so daf8 R[, anschliefend auf den nichsten Befehl zeigt. Dieser ist die
Riicksprungadresse. Der ,return”-Befehl setzt das Befehlszdhlregister auf die
Riicksprungadresse und holt den alten Wert von R[, vom Stack.



2. Informationsdarstellung, ... 43

Eingangs- + <@ Fortschalten durch Auto-
argumente inkrementfunktion

L[ Ergebnisse |

< Fortsetzung Hauptprogramm >

Unschén: Daten zwischen den Befehlen

Abbildung 2.13: Organisation mit Linkageregister

Eine andere Organisationsform fiir die Verwaltung der Eingabe- und Ausgabe-
parameter verwendet zwei besondere Register: Rginyg und Rrgsyp T sollen die
Rechenspeicheradressen enthalten, in denen die Eingangsparameter beginnen be-
ziehungsweise ab wo die Ergebnisse zuriickzuschreiben sind. Diese miissen (bei
Aufruf des Unterprogramms) geeignet vorbesetzt werden. Die Eingangs-
parameter werden sofort tibernommen (das heif3t, es ist hierfiir kein Stack not-
wendig). RrgsyLT wird tiber einen Stack verwaltet.

Abbildung 2.14 zeigt schematisch den zugehérigen Unterprogrammaufruf.

Vorbesetzung RRESULT

PUSH RResyULT —> Resultatstack
Vorbesetzung Rpyng

call dst [Wirkung o := + 1; Push a—> Riicksprungstack]

dst: o :=RgING
Ubernahme Eingangsargumente

o := Oberstes Element Resultatstack

o = p(a)
Ubergabe Ergebnisse

return [Wirkung: o :=Oberstes Element des
Riicksprungstacks; goto a]

Abbildung 2.14: Organisation mit RgnGund RRESULT

Rging und Rrpsyrt verweisen auf den Beginn der Eingangs- beziehungsweise
Ergebnisparameterblocke.

Damit man weifs, wieviele Argumente zu iibergeben sind, kann man in die erste
Zelle dieser Bereiche jeweils die Linge (Anzahl der zu tibergebenden Parameter
plus Lange selbst) speichern.
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k =Lénge
REING Argument 1

Argument 2

Argument k-1

RRESULT .
1’ k=2

Ergebnis

Abbildung 2.15: Verwaltung der Eingangs- und Ergebnisparameter

2.6 Prozessorzustand, Programmstatuswort

Der Prozessorzustand bezeichnet den aktuellen Inhalt der

e Register (Akkumulator, Indexregister, andere Allzweckregister),

* Programmstatusregister und

* Flags (spezielle 1-Bit-,Register”, zum Beispiel zur Markierung von
,Eingeschaltet / Nicht eingeschaltet”, ,Fehler / kein Fehler”)

Das Programmstatuswort hilt Informationen iiber den Prozessorzustand
(Modus), Prozefiprioritdt (Interruptverwaltung) oder iiber arithmetische
Zustinde. Zum Beispiel sei das Programmstatuswort der &lteren PDP-11 erwihnt:

1514 1312 765 4 32 10

Modus | Modus TInl Zl v]C

neu alt
| | |

o Trapbit: Condition Codes

Prioritét des Interrupts Verursacht einen N=1<=> Resultat negativ
Interrupt am Ende Z=1<=> Resultat =0
der laufenden V=1<=> Arithmetic overflow
Option C=1<=> Carry out

(z.B. End around Carry)

Abbildung 2.16: Programmstatuswort PDP-11

Bemerkungen:
® Der Prozessormodus gibt Auskunft iiber die Prioritdt eines Prozesses,
zum Beispiel: ,user” hat niedrige Prioritdt, ,kernel” hat hohe
Prioritat.
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e Im User Mode ist der Zugang nur zu bestimmten Befehlen, be-
stimmten Speicherbereichen und bestimmten Endgeréten erlaubt.

* ,Modus neu” ist jetziger Prozessormodus.

¢ ,Modus alt” ist voriger Prozessormodus.

Diese Thematik wird in der Vorlesung iiber ,Systemprogrammierung” vertieft.



3. Bausteine und Komponenten
von Rechensystemen

Im Kapitel 2 ist die Darstellung und Adressierung von Informationenbehandelt
worden. In diesem Kapitel wird die rechnerinterne Verarbeitung von Informa-
tionen mittels Schaltungen, Schaltkreisen und Schaltwerken eingefiihrt.

Im ersten Abschnitt wird der Begriff der Schaltfunktion definiert. Die Verkniip-
fung solcher Schaltfunktionen fithrt zu den Bausteinsystemen. Eingettet werden
die Begriffe in die Boolesche Algebra. Der aveite Abschnitt fithrt in die Normal-
formen von Booleschen Ausdriicken ein. Abschnitt drei behandelt die Synthese
von Schaltkreisen und deren Minimierung. Im letzten Abschnitt dieses Kapitels
werden Schaltwerke und Speicherelemente besprochen.

3.1 Schaltfunktionen, Bausteinsysteme und
Boolesche Algebra

Einfihrung

Die Aufgabe einer Schaltung besteht in der Transformation (binédr dargestellter)
Eingangssignale in (bindr dargestellte) Ausgangssignale.

Eine Schaltung ist daher mit einem Programm vergleichbar, mit dem Unter-
schied, dal die Transformation durch die Schaltung fest verdrahtet ist. Eine
Schaltfunktion beschreibt die Zuordnung von Ausgangswerten zu Eingangs-
werten.

Beispiel: LED-Dezimalzihler
Als erstes Beispiel fiir eine Schaltung soll ein LED-Zdhler betrachtet werden.
Der LED-Dezimalzdhler besteht aus 7 ,Strichen”, die leuchten oder nicht
leuchten; siehe Abbildung 3.1.

X1
X4 X6 1 < "Strich leuchtet”
X2 X
') 0 sonst
X
X5 X3 7

Abbildung 3.1: LED-Zshler

Dabei 1483t sich die ,7” durch Aufleuchten der ,Striche” xi, x¢ und x7
,erzeugen”. Dies entspricht dem Setzen von Bits, so daf}: (x1, x2, ... X7) =
(1,0,0,0,0,1,1). Dem entsprechend ist der ,4” (0,1,0,1,0,1,1) zugeordnet. Ein
LED-Zdhler soll nun von 0 bis 9 modulo 10 zihlen. Er mufl also zur
aktuellen Zahl i (Eingangswert) den Nachfolger ((i+1) modulo 10)
(Ausgangswert) erzeugen, wie Abbildung 3.2 veranschaulicht.
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iDEZIMAL - (i+1 modulo 10)DEZIMAL

X —a> Schaltung, —» X

1 . 1,NEU
x2 E— Schaltkreis —_ > XZNEU
X Schaltnetz X’

3 ————P —> 3,NEU
X —» —P> X

7 7,NEU

Abbildung 3.2: LED-Zihler als Transformation

Allgemeine Definition einer Schaltung;:

Die Wirkung einer Schaltung wird durch eine n-stellige Schaltfunktion
mit k Ausgédngen beschrieben.

Bemerkung:
Die Schaltfunktion f hat n Eingdnge und k Ausgéinge, wobei jeder Ein- und
Ausgang den Wert ,0” oder ,,1” annimmt.

f: B0 0 - BK mitB={0,1)
L1 L1

n Eingdnge k Ausgange

X X

Ll f (Eingange)

L L (Ausgange)

Abbildung 3.3: Symbol fiir eine n-stellige Schaltfunktion mit k Ausgdngen
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Moglicherweise kann nur ein Teil aller denkbaren Eingangssignale (Kombina-
tionen der x; in Form von (x1, X2, ..., Xn)) vorkommen.

In diesem Fall gilt: : BN OD - Bk,

Auf dem Eingangsbereich BN\D ist die Schaltfunktion undefiniert und somit in
ihren Ausgangswerten frei wihlbar. Diesen Bereich bezeichnet man auch als
,Don't Care”-Bereich.

Beispiel:
Bei der LED-Anzeige werden nur 10 Kombinationen der 2’ mdglichen
benutzt. Es ist zum Beispiel dem Leuchten der Striche drei, vier und sechs
keine Zahl sinnvoll zuzuordnen.

Eine n-stellige Schaltfunktionkann in Form einer Tabelle angegeben werden, in-
dem man in die linke Spalte die definierten Eingangswerte und in die rechte
Spalte die die Funktion definierenden Ausgangswerte schreibt, vgl. Abbildung
3.4.

Xy e Xy Y1 Yk
) R 0 | cvevvienenn.

21 Zeilen

(inkl. Don"t Care)
| )

Eingdnge Ausginge

Abbildung 3.4: Durch Tabelle definierte Schaltfunktion

Im Falle, daff die Funktion n-stellig und jede Komponente bindr ist, sind
maximal 2" Werte des Definitionsbereichs und dem entsprechend viele Aus-
gangswerte denkbar.

Beispiel: Riickwartszdhler im 3-Excess-Code
Die folgende Tabelle zeigt die Schaltfunktion fiir einen Riickwartszghler im
3-Excess-Code, der im Abschnitt ,Darstellung von Zeichen” im Kapitel 2
eingefiihrt wurde.

Die Aufgabe besteht in der Beschreibung der Funktion:

[i]S-Excess - [(1'1) modulo 10] 3-Excess
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Dezimaler X1 X2 X3 X4 |Vl V2 V3 V4 Dezimaler
Wert Wert
0 0 0 1 1 1 1 0 0 9
1 0 1 0 0 0 0 1 1 0
2 0 1 0 1 0 1 0 0 1
3 0 1 1 0 0 1 0 1 2
4 0 1 1 1 0 1 1 0 3
5 1 0 0 0 0 1 1 1 4
6 1 0 0 1 1 0 0 0 5
7 1 0 1 0 1 0 0 1 6
8 1 0 1 1 1 0 1 0 7
9 1 1 0 0 1 0 1 1 8

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0 Don’t Care
1 1 0 1 Werte

1 1 1 0

1 1 1 1

Abbildung 3.5: Als Tabelle angegebene Schaltfunktion

Eine Schaltfunktion mit k Ausgédngen ist darstellbar durch k Schaltfunktionen
auf dem gleichen Definitionsbereich mit je einem Ausgang:

f: Bn Bk entspricht { f1: B B;f: B B

Aus diesem Grund kann man sich im folgenden auf Schaltfunktionen mit
einem Ausgang beschrinken.

Entwurf und Realisierung von Schaltfunktionen:

In diesem Abschnitt werden ,Bausteine” eingefiihrt, die es gestatten, binére
Eingangswerte in bindre Ausgangswerte zu iiberfithren. Man kann sie als
Operationen auf B auffassen.
Es bestehen nun die Fragen:

e Welche Bausteine sind notwendig, um bestimmte Eigenschaften
der Schaltfunktion wiederzugeben?

e Wie kann man eine Schaltfunktion mit moglichst wenigen
Bausteinen darstellen, um den Realisierungsaufwand (und
damit die Kosten) gering zu halten?

Dabei soll der Entwurf mdoglichst systematisch vor sich gehen. Besonders einfache
Schaltfunktionen lassen sich als Grundbausteine (,,Bausteinfunktionen”) zur
Zusammensetzung komplexerer Funktionen verwenden.

Die folgende Tabelle zeigt einige Symbole fiir solche Grundbausteine:
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Name Definition Symbol

Konjunktion (AND) ANDp: BN ->B
AND (X1,---,X7)=1
<=>X1*..* Xn=1

14

Disjunktion (OR) ORy: B"->B
ORn(Xl,...,Xn)ZO
<=> x1+.__+xn:0
Negation (NOT) NOT:B->B_ x|
NOT(x)=1-x=x = 1=
NAND NANDp: B"->B

NAND (X1,...,%7)=1
<=>Xx1*...*Xn=0

NOR 