Aufgabe 1

Seien im folgenden R und S zweistellige Relationssymbole und o eine relationale Signatur.

(a) Wandeln Sie die folgende Formel 1) in Skolem-Normalform um:

Y = JxIy(-Rry — YyIz(Szy A (y = 2V Ryz))) .

(b) Zeigen Sie, dass zu jeder Formel ¢ € FO(o) eine Formel ¢ € FO(7) der Gestalt

iiber einer relationalen Signatur 7 2 ¢ mit quantorenfreiem 7 existiert, so dass ¥ ge-
nau dann ein Modell mit Universum A hat, wenn ¢ ein Modell mit Universum A hat
(relationale Skolem-Normalform).

(c) Wandeln Sie die Formel ¢ aus (a) in relationale Skolem-Normalform um.

Lésung zu (b): Sei v € FO(o). Nach dem Satz iiber die Skolem-Normalform existiert eine
Formel ¢; € FO(7) iiber einer Signatur 7 = o U {f1,..., fi} (fi Funktionssymbole) der Form
i1 = V... Vx, n mit quantorenfreiem 7, so dass ¢ und v; iiber den gleichen Universen erfiillbar
sind. Aus dem Beweis zu Lemma 2.19 folgt, dass 7 zu einer termreduzierten Formel 7" der Form
7' =3y ...ys9 (mit ¥ quantorenfrei) dquivalent ist. Insgesamt gilt also, dass 1)1 zu der Formel

Yo :=Vry... Ve, Jy; ... ys ¥

dquivalent ist.

Bezeichne n; die Stelligkeit des Funktionssymbols f;. Dann seien Ry, ..., R; neue (d.h. nicht
in ¥ vorkommende) Relationssymbole der Stelligkeit n1+1,...,nx+1und 7 := cU{ Ry, ..., Ri}.
Offensichtlich ist 7 relational. Fiir eine beliebige termreduzierte Formel ¢ € FO(7) sei ¢ € FO(T)
die Formel, die aus ¢ durch Ersetzen jedes Atoms f;T = y durch das Atom R;Ty entsteht. Sei
schliefflich fiir jedes ¢ = 1, ...,k die Formel «; definiert durch

o =V .. .a;niVyNyﬁy(Rixl Ty A (Rixy o A Ry L, y2 — Y1 = yg)) ,

und sei a = a1 A- - - Aag. Die Formel « driickt also aus, dass jedes R; den Graph einer Funktion
beschreibt.
Wir setzen nun

4 ::a/\%:oz/\V:El...erElyl...ysg.

Offensichtlich ist ¢’ relational und zu einer Formel der gewiinschten Form #quivalent. Es bleibt
zu zeigen dass 12 (und damit ) und ¢’ iiber den gleichen Universen erfiillbar sind. Dazu zeigen
wir allgemeiner, dass fiir jede termreduzierte Formel ¢ € FO(1) gilt, dass ¢ und a A ¢ iiber den
gleichen Universen erfiillbar sind.

Sei 2 eine o-Struktur und ((, £, ..., ), ) ein Modell von ¢. Per Induktion iiber den
Aufbau von ¢ zeigen wir, dass dann (2, R, ..., RY), 3) mit

R¥:={(a1,...,an,,b) : f¥a1,...,an,) = b}

ein Modell von ¢ ist. Dass die so definierte Struktur ein Modell von « ist, ist offensichtlich.
0.B.d.A. kénnen wir dabei annehmen, dass ¢ in Negationsnormalform ist.

e Ist ¢ € {R7, Rz} fiir ein Relationssymbol R € o oder ¢ € {z = y,xz # y}, so ist die
Behauptung trivial.



o Ist p € {fiT =y, fiT #y} fireini=1,...,k, so folgt die Behauptung unmittelbar aus
der Definition von RZ-Q[.

o Sei o = o1V oy und (U, F..., f2).8) o, dh (2. f2),5) E o fiir ein i €
{1,2}. Aus der Induktionsvoraussetzung folgt, dass dann auch ((2, RY, ... ,R%)7 B) E ¢
fiir ein i € {1,2} gilt. Da ¢ = @1 V 3, folgt (A, R},...,R¥), ) = &.

e Der Beweis fiir den Fall ¢ = 1 A g verlduft analog zum Beweis fiir den Fall ¢ = @1 V 2.

e Sei p = Jwgr und (A, FX,...,f3.8) E . Also gilt (% 2., f2).8lc/a) £ @1

fiir ein @ € A. Aus der Induktionsvoraussetzung folgt, dass dann die Interpretation
(A, R},...,RY), Blz/a)) fiir ein @ € A ein Modell von @ ist. Da ¢ = Iz gy, ist da-
mit (A, RY, ..., RY), ) ein Modell von &.

e Der Beweis fiir den Fall ¢ = Vx ¢; verlduft analog zum Beweis fiir den Fall ¢ = 3z ¢;.

Damit ist gezeigt, dass zu jedem Modell von ¢ ein Modell von aA @ mit dem gleichen Universum
existiert.

Sei nun A eine o-Struktur und ((A, RF, ... ,ka),ﬁ) ein Modell von a A ¢ und a € A. Per
Induktion iiber den Aufbau von ¢ zeigen wir, dass dann (2, f&, ... ,f,?[)7 B) mit
fAai,...,a,,) =0 fiir ein (und damit fiir alle) b mit (a1,...,an,,b) € R*
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ein Modell von ¢ ist. Wieder kénnen wir dabei 0.B.d.A. annehmen, dass ¢ in Negationsnormal-
form ist.

e Ist ¢ € {RZ, Rz} fiir ein Relationssymbol R € o oder ¢ € {z = y,x # y}, so ist die
Behauptung trivial.

e Sei p = (fiz = y) firein i = 1,...,k und (A, R}, ...,R?),8) F ang. Da g =
Rizy, ist also (B(z1),...,0(xn,),By)) € R¥. Da (A, R¥,...,RY),B) ein Modell von
« ist, ist R?‘ der Graph einer Funktion. Damit folgt aus der Definition von fl-m, dass

fRB(@1),s - ., Blan,)) = Bly). Also gilt (A, f7%..., f),8) F ¢.
e Der Beweis fiir den Fall ¢ = (f;T # y) verlduft analog zum Beweis fir p = (f;iT = y).

o Sei o = @1 Vo und (A, RY,...,R¥),8) = . Da & = ¢1 V g, gilt also, dass die
Interpretation ((2, Ry, ..., RY), ) fiir ein i € {1,2} ein Modell von ¢; ist. Aus der In-
duktionsvoraussetzung folgt, dass dann auch (2, f2, ..., f2),8) E ; fiir ein i € {1,2}

und damit (2, f2,..., ), 8) E ¢ gilt.

e Der Beweis fiir den Fall ¢ = 1 A g verlduft analog zum Beweis fiir den Fall ¢ = @1 V 9.

e Sei ¢ = Jrp; und ((A, RF, ... ,R,%l),ﬂ) E ¢. Da ¢ = Jz 1, ist also die Interpretation
(A, RY,...,RY), Blx/a)) fiir ein a € A ein Modell von 7. Aus der Induktionsvorausset-
zung folgt, dass dann (2, f2, ..., f&), B[z /a)) fiir ein a € A ein Modell von ¢y ist. Also
ist (A, 2, ..., fkm), () ein Modell von ¢.

e Der Beweis fiir den Fall ¢ = Vx ¢; verlduft analog zum Beweis fiir den Fall ¢ = Jx ¢;.

Damit ist auch gezeigt, dass zu jedem Modell von a A ¢ ein Modell von ¢ mit dem gleichen
Universum existiert.



Aufgabe 2

(a)

(b)

Sei ¢ = VzRz fz (mit einem zweistelligen Relationssymbol R und einem einstelligen Funk-
tionssymbol f). Zeigen Sie: Ist 2 ein Modell von ¢, so gibt es eine abzihlbare Substruktur
B CAmit B = .

Hinweis: Konstruieren Sie eine Folge ag, a1, ao, ... von Elementen aus 2, so dass die Menge
{ag,a1,as,...} eine Substruktur von 2 induziert.

Zeigen Sie: Jeder erfiillbare FO-Satz ¢ hat ein abzdhlbares Modell.

Hinweis: Betrachten Sie die Skolem-Normalform von ¢, und fithren Sie eine #dhnliche
Konstruktion wie in (a) durch.

Lisung:

(a)

Sei A = (A, R®, f%) ein Modell von ¢, und sei a ein beliebiges Element von A. Wir defi-
nieren eine Folge ag, a1, ao, ... von Elementen in A durch ag := a und a,4+1 = fgl(an) fir
alle n € N. Die Menge B := {ap, a1, as,...} ist abzidhlbar und induziert eine Substruktur
von 2U: Ist b = ay, € B, so ist auch f*(b) = a1 € B.

Sei also B = (B, R®, f%) die von B induzierte Substruktur von 2. Es bleibt zu zeigen,
dass B = ¢ gilt. Dafiir reicht es zu zeigen, dass fiir jedes b € B gilt: (b, f2(b)) € R™.
Sei also b € B. Da 2 |= ¢ ist (b, f%(b)) € R®. Da B C 2, gilt aber dass f® = f¥|5 und
R® = R*N (B x B), also ist (b, f2(b)) € R®.

Um die Aufgabe zu 16sen, benotigen wir zunéchst zwei Hilfssétze.

Lemma 1. Seien B C A 7-Strukturen. Dann gilt [t](B5) = [t]®0) fir jeden 7-Term t
und jede Belegqung 3 : var(t) — B.

Beweis. Per Induktion iiber den Aufbau von Termen. O

Lemma 2. Seien B C A 7-Strukturen, n(zx1,...,z,) € FO(T) eine quantorenfreie Formel
und b € B" ein Tupel mit A |= n(b). Dann gilt auch B = n(b).

Beweis. Der Beweis verlauft wieder per Induktion {iber den Formelaufbau. O.B.d.A. kén-
nen wir annehmen, dass 1 in Negationsnormalform ist.

e Sein = Rty...t fiir ein k-stelliges Relationssymbol R € 7, und gelte 2 |= n(b). Also
gilt:

([[tl]](Ql,fHE)’ o Htk]](Ql@HE)) e RQl.
Nach Lemma 1 gilt [t;]@7~0) = [¢,](®*Y € B fiir alle i = 1,. .., k. Also gilt:
([t B0, L[] B7Y) € R*n B = R®.

Somit ist gezeigt, dass auch B = n(b).

e Der Fall n = =Rty ...1; ist analog zum Fall n = Rty ...t

e Sein=(t; = t2) und gelte A k= n(b). Also gilt [t1]®=b) = [t,] ¥~ Nach Lem-
ma 1 gilt [t;]@%=) = [t,](®=~Y) € B fiir alle i = 1,2. Also gilt auch [t,](B7b)
[t2] (B7=Y) und somit B = n(b).

e Der Fall n = (t; # t2) ist analog zum Fall n = (¢; = t2).



e Sei n = 1 V1o, und gelte A = n(b). Also gilt A = n1(b) oder 2 |= n2(b). Aus der
Induktionsvoraussetzung folgt, dass dann auch B |= n1(b) oder B = 12(b) gilt. Also
gilt B |= n(b).

e Der Fall n = n; A ny ist analog zum Fall n = n; V . O

Kommen wir nun zur eigentlichen Aufgabe. Sei ¢ ein erfiillbarer FO-Satz. Nach dem Satz
iiber die Skolem-Normalform existiert eine Formel ¢ € FO(7) in Skolem-Normalform, die
iiber den gleichen Universen wie ¢ erfiillbar ist. Sei ¢ = Vz1 ... Va,n mit n = n(zy,...,x,)
quantorenfrei. Da ¢ und v {iber den gleichen Universen erfiillbar sind, reicht es zu zeigen,
dass ¢ ein abzdhlbares Modell besitzt.

Da ¢ und damit v erfiillbar ist, gibt es eine 7-Struktur 2, die ein Modell von 1) ist. Seien
fi,.-., fr die in 7 vorkommenden Funktionssymbole, wobei f; die Stelligkeit n; habe. Sei
weiter a € A beliebig. Wir definieren eine Folge Ag C A; C Ay C ... von Teilmengen von
A durch Ap := {a} und

Aps1 = Ap U{fAb1, ... by,) i bsy. o by, € Ay, i=1,... k}

fiir alle n € N. Sei nun B := J,,cy An. Jede der Mengen A, ist endlich, also ist B eine
abzéhlbare Vereinigung endlicher Mengen und damit abzéhlbar. Auch induziert B eine
Substruktur von A: Ist b1,...,b,, € B, so gibt es ein n € N, so dass b; € A, fiir alle
j=1,...,n; und damit fim(bl, ooy bn;) € Apy ist. Also ist auch f?(bl, ...,bn,) € B.

Sei B die von B induzierte Substruktur von 2. Wir behaupten, dass B = 9 gilt. Dafiir
reicht es zu zeigen, dass fiir jedes Tupel b € B gilt: B = 7(b). Sei also b € B". Da 2 |= v

gilt, gilt auch: A = n(b). Mit Lemma 2 folgt dann, dass auch B = n(b) gilt. Somit ist B
ein abzéhlbares Modell von .



