Aufgabe 2

Eine Formelmenge ® heifit abhdingig, wenn es ein ¢ € ® mit ¢ \ {¢} = ¢. gibt.

(d)

Wann ist eine Menge der Form {¢} fiir ¢ € AL abhéngig?

Zeigen Sie, dass jede endliche Formelmenge ® eine #quivalente unabhéngige Teilmenge
®y C P enthilt, d.h. P ist nicht abhéngig, und es gilt ®¢ = ¢ fiir jedes ¢ € P.

Gilt diese Eigenschaft auch fiir unendliche Mengen? Betrachten Sie dazu die Menge

v={ A Xi:neN}

0<i<n

Zeigen Sie, dass jede zu ¥ dquivalente Teilmenge von ¥ abhéngig ist. Geben Sie auch eine
zu ¥ dquivalente, unabhingige Formelmenge an.

Beweisen Sie, dass eine Formelmenge ® genau dann abhéngig ist, wenn eine endliche Teil-
menge von ® abhéingig ist.

Lésung:

(a)

(b)

Eine Menge der Form {¢} ist genau dann abhéngig, wenn ¢ eine Tautologie ist:

{¢} ist abhéngig
< 0y
< T | o fiir jede zu ¢ passende Interpretation J
& ist eine Tautologie.

Sei @ = {p1,...,pn} € AL. Wir definieren eine Folge ® =: &, 2 ®,,_1 O ... D &y durch

o), = i1 \ {or+1}  falls Pryr \ {1} F @rs1,
' D1 sonst

fiir 0 < k < n. Wir behaupten, dass &y unabhingig und dquivalent zu & ist.

Angenommen, P ist abhingig. Dann wire ®o \ {¢r} = ¢k fiir ein 1 < k < n mit ¢, € .
Da &y C &, wiirde dann auch @ \ {¢r} F ¢k gelten und damit wire ¢ & Pr_1 2 Dy,
also auch ¢y € ®¢, ein Widerspruch.

Es bleibt zu zeigen, dass ®g dquivalent zu ® ist. Wir zeigen allgemeiner per Induktion iiber
k=mn,...,0, dass jedes @, dquivalent zu ® ist. Dies gilt offensichtlich fiir &, = ®. Sei also
0 < k < n. Nach Induktionsvoraussetzung ist ®;4;1 dquivalent zu ®. Es ist zu zeigen, dass
O = p fir alle p € @ gilt. Sei also ¢ € ®. Da ;1 dquivalent zu O ist, gilt Py = .
Nach Definition von @y ist ®p11 = @, U {@r}, und es gilt & = ¢i. Also erfiillt jede
Interpretation, die @y erfiillt auch ®;, 1 und damit ¢, d.h. es gilt % = ¢.

Die Eigenschaft, dass jede Formelmenge eine dquivalente unabhéngige Teilmenge enthélt,
gilt im Allgemeinen nicht fiir unendliche Formelmengen. Sei

d%:: /\ X%7

0<k<n

dh. ¥ = {4, : n € N}. Wir behaupten, dass jede zu ¥ #quivalente Teilmenge von ¥
abhingig ist.



Sei Wy C ¥ eine zu ¥ dquivalente Teilmenge. Wir zeigen zunéchst, dass ¥y mindestens zwei
(sogar unendlich viele) Elemente enthalten muss. Sonst existiert ein & € N mit ¢; ¢ ¥y fiir
alle j > k. Doch dann ist g (= 1y, denn jede Interpretation J mit J(X;) = 1 fiir alle j < k
und J(X}) = 0 erfiillt ¥y, aber nicht 1. Also ist Wy nicht dquivalent zu ¥, im Widerspruch
zur Annahme.

Es bleibt zu zeigen, dass ¥ abhéngig ist. Da |Wq| > 2 gilt, gibt es i < j mit 1;,1; € Uy
Es gilt aber v; |= 1, also auch o \ {5} = 1;, d.h. ¥ ist abhéngig.

Eine zu ¥ dquivalente unabhiingige Formelmenge ist die Menge ¥’ := {X,, : n € N}.

(d) (=) Sei ® abhingig. Also gibt es ein p € ® mit ¢\ {¢} = ¢. Nach dem Kompaktheitssatz
existiert eine endliche Teilmenge ®; C ® \ {p} mit ®; | . Setze &g := &1 U {p}. Da
eine endliche Teilmenge von @ ist und ¢ € ® gilt, ist auch ®¢ eine endliche Teilmenge von
®. AuBerdem gilt: o\ {9} = P1 = . Da ¢ € ®y, ist Py somit abhiingig.

(<) Sei &y C P eine abhiingige Teilmenge von ®. Also gibt es ein ¢ € &y mit $g\ {¢} | ¢.
Doch dann gilt auch ® \ {¢} E . Also ist auch ® abhingig.



