Aufgabe 2

Sei 7 eine endliche Signatur und 2 eine endliche 7-Struktur.
(a) Zeigen Sie, dass die Strukturklasse {8 : B = A} endlich axiomatisierbar ist.
(b) Folgern Sie aus (a): Ist 98 eine 7-Struktur mit A = B, so gilt schon A = B.
Lésung:

(a) Sei 7 = {Ru1,..., Rk, f1,..., fi} mit Relationssymbolen R; der Stelligkeit r; und Funkti-
onssymbolen f; der Stelligkeit s;, und sei A = {a1,...,a,}. Wir definieren
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Wir behaupten, dass ¢ die Klasse {8 : B = A} axiomatisiert. Dazu ist zu zeigen, dass
fiir jede Struktur B gilt: B = ¢ gdw. A = B.

(=): Sei B E . Also gibt es Elemente by,...,b, € B mit B = ¥(by,...,b,) und
B = J(b1,...,b,). Wir definieren eine Abbildung 7 : A — B durch 7(a;) = b; fur alle
i=1,...,n. Wegen B = 1(b1,...,by), ist B = {b1,...,b,} und b; # b; fiir i # j, also ist
7 bijektiv. Wegen B = 9(by, ..., by) gilt auBerdem
v,) € R®,
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fiir jedes Relationssymbol R; und alle 1 < 41,...,4,, < n bzw. jedes Funktionssymbol f;
und alle 1 <y,...,45; < n. Also ist 7 ein Isomorphismus, und es gilt 2 = B.

(<): Sei 2 = B. Also gibt es einen Isomorphismus 7 : % = 9B. Da 7 bijektiv ist,
gilt B = Y(w(ar),...,m(ay)), und da 7 ein starker Homomorphismus ist, gilt B |=
d(m(ar),...,m(ay)). Also gilt auch B = ¢.

(b) Sei A =B. Da A = 2, gilt A = ¢ fiir den Satz ¢ aus (a). Da B = 2, muss dann auch
B = ¢ gelten. Da B = ¢ gdw. A = B gilt, muss also A = B gelten.



