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Aufgabe 1: 7 Punkte

Welche der folgenden Klassen von Graphen sind FO-axiomatisierbar, welche endlich axiomatisierbar?
Begriinden Sie ihre Antworten und geben Sie gegebenenfalls ein Axiomensystem an.

K, = die Klasse aller vollstindigen Graphen. (Ein Graph heisst vollstindig, wenn jeder Knoten mit jedem
anderen Knoten verbunden ist.)

K> = die Klasse aller Graphen mit Durchmesser 3. (Der Durchmesser eines Graphen ist der maximale
Abstand zweier Punkte.)

K3 = die Klasse aller Graphen, welche einen Kreis der Linge 5 enthalten.

K, = die Klasse aller endlichen Graphen in K3.

e —— 0

K5 = die Klasse aller Graphen, welche zu l / isomorph sind.

e —— 0

K = die Klasse aller Graphen, welche zu (N, E) ismomorph sind, wobei E = {(m,n) : m + 1 =n oder
m —1=n} ist.

K; = die Klasse aller Graphen, in denen jeder Knoten hichstens endlich viele Nachbarn hat.
Hinweis: Benutzen Sie den Kompaktheitssatz.

Aufgabe 2: 4 Punkte

Sei f ein einstelliges Funktionssymbol.

(a) Sei K; die Klasse der {f}-Strukturen mit der Eigenschaft, dass |Bild(f)| = p fiir eine Primzahl
p € N ist. Zeigen Sie mit Hilfe des Satzes von Ehrenfeucht-Fraissé, dass K; nicht endlich axioma-
tisierbar ist.

(b) Sei K5 die Klasse der {f}-Strukturen mit der Eigenschaft, dass es fiir alle Elemente a ein n € N
gibt derart, dass f"(a) = a ist. Zeigen Sie mit Hilfe des Kompaktheitssatzes, dass Ko nicht
axiomatisierbar ist.

Aufgabe 3: 3 Punkte

Sei f ein 2-stelliges Funktionssymbol und P ein 2-stelliges Relationssymbol. Gegeben sei die {P, f}-
Formel ¢ :=Vz[(fzz = y) A (VaVy(Pzy A Pyz) — Pzz)].

(a) Bilden Sie ¢[x/z,y/z, z/ fzx].
(b) Geben Sie eine zu ¢ dquivalente Formel ¢ in Prinex-Normalform an.

(c) Transformieren Sie ¢ zu einer Formel in Skolem-Normalform.



Aufgabe 4: 3 Punkte

Gegeben sei die Struktur A := ({0,1}, 4+, 1), wobei + als die Addition (mod 2) interpretiert sei, sowie die
Formel ¢ := JaVy(y+y =2 + 1 A 3z(y + z = 2)).

(a) Geben Sie den Spielgraphen fiir das Auswertungsspiel auf 2 und ) an.

(b) Geben Sie fiir einen der beiden Spieler eine Gewinnstrategie an. (Gewinnstrategien beginnen an
der Wurzel!)

Aufgabe 5: 6 Punkte

Gegeben sei ein Transitionssystem T' = (S, E,, Ey, P, @), wobei E,, E, zweistellige und P, Q einstellige
Relationssymbole seien.

(a) Definieren Sie folgende Mengen mittels FO-Formeln.

(i) Die Menge aller Knoten von denen ein aba-Pfad ausgeht.

(i) Die Menge aller Knoten an denen P gilt, () aber nicht, mit mindestens zwei a-Nachfolgern
an denen P gilt und genau einem b-Nachfolger an dem @ nicht gilt.

(b) Definieren Sie folgende Mengen mittels RA-Ausdriicken.

(i) Die Menge aller Knoten mit einem a-Vorgénger und einem b-Nachfolger.

(i) Die Menge aller Knoten, von denen ein bba-Pfad ausgeht, auf dem die Knotenbeschriftung
{P,-Q},{P,Q},{Q,~P},{-P,~Q}) auftritt. (Das bedeutet, der erste Knoten auf dem
Pfad ist mit P, Q) beschriftet, der niichste mit Q,—~P usw. )

(c) Gegeben sei folgendes Transitionssystem:
[ ]
TN
[ ] [ ] % [ ]
b

Geben Sie fiir jede der folgenden Formeln bzw. RA-Ausdriicke die definierte Menge von Knoten
an und beschreiben Sie die Bedeutung der Formeln.

(i) ¥(z) :=FyIy'IzE.zy N Eyzy' Ny #y' AN Eyyz AN Eyy' 2.

(11) T02=304=501=6(E4 X Ep X E,).
Aufgabe 6: 5 Punkte

(a) Formulieren Sie den Resolutionssatz. Erldutern Sie die dabei auftretenden Begriffe.

(b) Wie verwendet man AL-Resolution um nachzuweisen, dass {¢1,...,9¥,} |= ¥, fiir AL-Formeln

wl:' e 7wnaw'
(c) Zeigen Sie mit Hilfe der Resolutionsmethode, dass {Y - X, UAW =Y,V - U} WAV - X.



Aufgabe 7: 8 Punkte

(a) @,1, 0 seien aussagenlogische Formeln. Beweisen oder widerlegen Sie:
(i) e AN (Vi) =1
(i) (p o) o 9=p e (Yo 9).
(iii) (pANY) =29 =(p—=9)V (Y= 9).

(b) Geben Sie eine aussagenlogische Formel ¢ (X3, ..., Xg) an, so dass J(¢p) = 1 gdw. die Dualzahl
J(X3)3(X2)3(X1)3(Xo) durch 3 teilbar ist.

(c) Geben Sie eine aussagenlogische Formel ¢(X,,, ..., Xq,Yn41,...,Yy) an, so dass J(¢) = 1 gdw. die
durch 3(X,,)...3(Xo) gegebene Dualzahl um 1 kleiner ist als die durch J(Y,41) ... J3(Ys) gegebene.

(d) Untersuchen Sie, ob die folgenden Systeme von Junktoren funktional vollstindig sind.

(i) {A,V,0,1}
(i) {sel,0,1}.

Dabei sei sel(u,v,w) = v, falls u = 0, und sel(u, v, w) = w, falls u = 1.
Aufgabe 8: 5 Punkte
(a) Beschreiben Sie, was eine korrekte Sequenz ist. Was ist eine korrekte Ableitungsregel fiir Sequen-

zen?

(b) Beweisen Sie (semantisch) die Korrektheit folgender Regeln:

(i)
Lyt = A
(5=) T,t=t,9t)=>A"
(ii)
(= A) =AY r=A9

= Ay AD
(c) Beweisen oder widerlegen Sie mit Hilfe des Sequenzenkalkiils die Giiltigkeit folgender Formeln:

(i) (e A) = =) = .
(i) —3xp(x) — Y- (z).

Aufgabe 9: 4 Punkte

(a) Zeigen Sie, dass die 74,-Struktur 91 := (N, +,+,0,1) keine echten Substrukturen enthélt.
(b) Geben Sie alle Substrukturen von (Z, +, —,0) an.

(c) Zeigen Sie, dass es keine 7,,-Struktur 2 gibt, so dass (N, +,0,1) c 2 C (Z,+,-,0,1).



Aufgabe 10: 4 Punkte

A - ° B : .
/ \ v

./E E\. ./.\.
FAYAY AYAY

(a) Welches ist das kleinste m, so dass Spieler I das Spiel G, (2, B) gewinnt?

(b) Finden Sie einen Satz 1) mit Quantorenrang m, so dass 2 |= ¢ und B = —.

Aufgabe 11: 3 Punkte

Untersuchen Sie fiir die unten angegebenen Tripel (2,98, f : A — B), ob
(a) f ein Homomorphismus
(b) f ein Isomorphismus
(c) f eine Einbettung von 2 in 9B ist.

Dabei sei:

(i) A := (N, maz, min)
B := (P(N),U,n)
fn):=H0,... ,n}

(i) A :=(A,U,N) mit A := Menge der endlichen Teilmengen von N
B := (N, max, min)
f(X) = |X]

(11i) A := (Nx N, Q) mit Q := {(n,m) : n und m sind teilerfremd }
B := (N, P), mit P:={p : pist Primzahl }.
fn,m):=(n-m)!+1
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Aufgabe 1: 8 Punkte

1, ¢ seien aussagenlogische Formeln. Beweisen oder widerlegen Sie:

(a) (i) ¥ — (p — 1) ist eine Tautologie.
(i) v = (p—=0)=(WAp) = 6.
(i1i) ((¥ = ) = ) = @ ist eine Tautologie.
(v) (WV@)=0=(@ —0)V(p—80).
L [{i: Xs=1}>12
0 sonst

Geben Sie eine aussagenlogische Formel ¢(X;, ..., X,,) an, welche maj, definiert.

(c) Welche der folgenden Systeme sind funktional vollstéindig: (majs, =), (-majs, 1), (majs,0,1).
Aufgabe 2: 6 Punkte

(a) Formulieren Sie den Satz von Ehrenfeucht und Fraissé. Erldutern Sie die dabei auftretenden
Begriffe.

(b) Wie verwendet man diesen Satz, um nachzuweisen, dass eine Modellklasse K nicht endlich axio-

matisierbar ist?

(c) Zeigen Sie, dass die Klasse K := {(4,E) : FE ist Aquivalenzrelation auf A, so dass jede
Aquivalenzklasse entweder hochstens 13 oder aber unendlich viele Elemente hat } nicht endlich
axiomatisierbar ist.

Aufgabe 3: 8 Punkte

(a) Erldutern Sie in eigenenen Worten, was es bedeutet, dass
i) eine Sequenz I' = A giiltig ist.
gulrig
(i) eine Regel
r=A
"= A’
korrekt ist.

(b) Welche der folgenden Sequenzen sind giiltig, welche Regeln korrekt. Begriinden Sie Thre Antworten.

(i) 3zp(r) = @(c), wenn ¢ nicht in ¢ vorkommt.
(i1) 9(0), (d), Y2V (~p(2) V 2 = 2/ V ~p(2))) = ¢ = d.



(i1i) T' = A, wobei
[:={Ve—-Exz,VaVy(z =y V Ezy V Eyz),VaVyVz(Ezy A Eyz — Exz)} und
A :={VaVy (Exy V Eyz),-323y(Exzy A Eyx)}.
(iv)
y=A L= A
L= AYAp '

(c) Beweisen oder widerlegen Sie mit Hilfe des Sequenzenkalkiils die Giiltigkeit folgender Formeln:

(1) (g AY) = =) = 9.
(i1) —3xp(z) = Ve—p(z).

Aufgabe 4: 3 Punkte

Sei f ein zweistelliges, g ein einstelliges Funktionssymbol und P, E seien zweistellige Relationssymbole.
Weiterhin sei ¢ := Pxx AVz ((Jy Pyx A3y Pxy) AVz Ezy)

(a) Bilden Sie ¢[z/fyy,y/g9x].
(b) Geben Sie eine zu v dquivalente Formel ¢ in Prinex-Normalform an.

(c¢) Transformieren Sie ¢ zu einer Formel in Skolem-Normalform.

Aufgabe 5: 6 Punkte

(a) Seien v in KNF und ¢ in DNF aussagenlogische Formeln. Erliutern Sie wie man mittels Resolution
zeigt, dass

(i) v unerfiillbar ist.
(i) ¢ allgemeingiiltig ist.
(i) ¥ = .
(b) Zeigen Sie mittels Resolution, dass
P =-((X1 = Xa2) 2 X3) V(X5 VX)) V(XaAX3) V(X = Xo)
allgemeingiiltig ist.
(c) Zeigen Sie mittels Resolution, dass

("Xl — XQ) A (Xg — XQ) A (—IX3 — —|X4) A (Xl ANX3 — X5) |= Xo VX,V X;5.

Aufgabe 6: 6 Punkte

Welche der folgenden Klassen von Strukturen sind FO-axiomatisierbar, welche endlich axiomatisierbar?
Begriinden Sie Thre Antwort und geben Sie gegebenenfalls ein Axiomensystem an.

K, = Die Klasse aller diskreten linearen Ordnungen (4, <) ohne kleinstes und grosstes Element, z.B.
(Z,<).

K5 = Die Klasse aller abzihlbaren Strukturen in K.

K3 = Die Klasse aller Strukturen, die zu (R, <) isomorph sind.



K, = Die Klasse aller partiellen Ordnungen (A, <), so dass es zu jedem a € A hochstens 4 Elemente
b € A gibt mit a < b.

K5 = Die Klasse aller partiellen Ordnungen, welche zu (Pot{1,,2,3}, C) isomorph sind.

K¢ = Die Klasse aller endlichen linearen Ordnungen.

Aufgabe 7: Punkte
Gegeben seien folgende Transitionssysteme:
— * K= °
B / 11 x | / 11 N
v.2 v.3 v.4 v.5 v.lz v.’3 v."l v.’s v.’e

(a) Sind K, v; und K', v bisimilar? Wenn ja, geben Sie eine Bisimulation an. Wenn nein, begriinden
Sie Thre Antwort.

(b) Welches ist das kleinste m, so daf3 Spieler I das Spiel G, (K, K') gewinnt?

(c) Geben Sie Formeln ¢ € ML und ¢ € FO mit qr(y) = 3 an, so dal K, v, |= ¢ und K', v} [~ ¢, bzw.
K = ¢[v1] und K' = ¢[vq] oder begriinden Sie, warum solche Formeln nicht existieren.

Aufgabe 8: Punkte

(a) Sei A := {a,b} eine Menge von Aktionen und I := {P,Q} eine Menge atomarer Eigenschaften.
Geben Sie jeweils in FO, RA und ML eine Formel an, die in Kripke-Strukturen mit Aktionen aus
A und atomaren Eigenschaften aus I die Menge aller Knoten definiert, die keine Nachfolger haben
oder aber durch einen ab-Pfad mit solchen verbunden sind.

(b) Sei K folgendes Transitionssystem:
P.Q Q
H .

D,

Geben Sie fiir jede der folgenden Formeln die Knoten an, an denen die Formel gilt:

(i) ¢(z) :==Vy(Ezy = ((Pz < Py) A (Qz ¢ Qy))).
(ZZ) 7T1[(7T1’40'2:3(E X E)) — P x P]
(i5) O(=P A -Q) VvV OOQ

Aufgabe 9: 3 Punkte
Gegeben sei die Struktur A := ({a, b}, P*), wobei P zweistellig mit P% := {(a,b), (b,b), (a,a)}, sowie
¢ = Jx(VyPyz A Jy—Pxy) gegeben.

(a) Geben Sie den Spielgraphen fiir das Auswertungsspiel auf 2 und ¢ an.

(b) Geben Sie fiir einen der beiden Spieler eine Gewinnstrategie an. (Gewinnstrategien beginnen an
der Wurzel!)



Lehr- und Forschungsgebiet WS 2001/02
Mathematische Grundlagen der Informatik
RWTH Aachen
Prof. Dr. E. Gréddel, A. Blumensath

Probeklausur Mathematische Logik

Dies ist eine Auswahlklausur. Es wird nicht erwartet, dafl simtliche Aufgaben in zwei
Stunden gelost werden koénnen.

Aufgabe 1

(a) Formulieren Sie den Resolutionssatz und erldutern Sie die dabei auftretenden
Begriffe.

(b) Zeigen Sie mit Hilfe der Resolutionsmethode, daf§ die Formel
(XAY) = (UVV)AY = X)AUAY -0)A(VAY -0)AY
unerfiillbar ist.

(c) Wie kann man mit Hilfe der Resolutionsmethode entscheiden, ob fiir zwei AL-
Formeln ¢ und ¢ gilt ¢ E4?

(d) Verwenden Sie die Methode aus (c), um zu zeigen, da8

(ZAV) = X)A(V = U)A(=V = =Y)A(=Z = U)EY — (UV X).

Aufgabe 2

(a) Sei®A eine 7-Struktur, ¢ € FO(7) ein Satz und ¢ C FO(7) eine Menge von Sétzen.
Erleutern Sie kurz in eigenen Worten, welche Bedeutung folgende Beziehungen
haben:

AkEp, PEp,  Pho

Sind alle drei Bedingungen stets erfiillt, wenn ¢ allgemeingiiltig ist? Sind sie
stets falsch, wenn ¢ unerfiillbar ist?

(b) Geben Sie eine Formulierung des Vollsténdigkeitssatzes fiir FO an.
(c¢) Geben Sie eine Formulierung des Kompaktheitssatzes fiir FO an.

(d) Erldutern Sie, wie der Kompaktheitssatz aus dem Vollsténdigkeitssatz folgt.



Aufgabe 3

(a) Welche der folgenden Funktionen f : 2 — 9 sind Homomorphismen, welche
Einbettungen ?

(1) Q’l:: (Na'ag)a % = (Qa'ag)a
9MIn fiir & = 2"3™k, 24k, 34k,
o) = ) fe st
0 fir z = 0.
(ii) 2A:= ({0,1}*, =%, R*) mit
R := {(v,w) | v und w enthalten gleichviele Einsen },

B = (P,C,R?), wobei R® := {(X,Y) | |X| = |Y|} und P die Menge
aller endlichen Teilmengen von N ist,

flag - an—1):={ila; =1}
(b) Geben Sie fiir die Strukturen aus (a) je einen Homomorphismus h : 8 — 2 an.

(¢) Geben Sie alle endlichen Substrukturen der Struktur (#(N), f) an, wobei
f(X):= X\ {min X}.

Aufgabe 4

Beweisen oder widerlegen Sie (semantisch) die Korrektheit der folgenden Regeln:

(a) F7w780:>A F:A)wﬁw

(@ ist das exklusive Oder.)

I'=s A vy
(b) I'v= A, ¢
I veop=A
(©) I p=A I'= A ¢
I'= A



Aufgabe 5

Sei f ein zweistelliges Funktionsymbol und ¢ und d Konstanten. Betrachten Sie die
Formeln iiber der Signatur {f,c,d}:

po = VaVyVz(fafyz = f fryz)
1 :=Ve(fre=a A fex =x)
o) =Va(fed =z A fdx = x)
w2 :=VaIy(fzy = cA fyz =c)
p3 := VaVy(fry = fyx)

Welche der folgenden Formelmengen sind erfiillbar 7
(a) {@o,¢1,¢2, 3},
(b) {®0,p1, 72},
(c) {v0,p1, 73},
(d) {wo0, 1, ¢1: P2, ¢ # d}.

Aufgabe 6

(a) Ist die folgende AL-Formel (i) eine Tautologie, (ii) erfiillbar, aber keine Tauto-
logie oder (iii) unerfiillbar ?

(X = Y VAT = =2)] = [2(-X = (Y AZ) V(Y < )

(b) Sei R ein zweistelliges Relationssymbol und ¢ ein einstelliges Funktionssymbol.
Ist die folgende FO-Formel (i) eine Tautologie, (ii) erfiillbar, aber keine Tautologie
oder (iii) unerfiillbar ? Ist sie ein Unendlichkeitsaxiom ?

VaVyVz((Rxy A Ryz) — Rxz) AVxIyRxy AVz(Rxx — Vy(Rxy — —~Ryx))

(c) Kann eine Formel gleichzeitig eine Tautologie und ein Unendlichkeitsaxiom sein ?



Aufgabe 7

Seien R und E zweistellige Relationssymbole, f ein zweistelliges und ¢ ein einstelliges
Funktionssymbol.

(a) Gegeben sei ¢ := Fy[((VzRzx) — Rzy) A Yax(-~Ezz V Ezy)|. Berechnen Sie
ele/fry, y/gz, 2/ fr].

(b) Formen Sie
¥ = JyVa—Rxy A VzIyRxy AVaVy(Rxy — —3z(Rxz A -z = y))
in eine dquivalente Formel 1" in Préinex-Normalform um.
(c) Bilden Sie die Skolem-Normalform %" von v’
(d) Geben Sie je ein Modell fiir ¢' und " an.
Aufgabe 8

Betrachten Sie die Transitionssysteme

K: Peuyy K

U[/) U£
oD@ P Q
U/Z Ué

V2 v3

P.Q P.Q P
. L] .
Y4 Vg 7

B S—

wd\ 0

(a) Beweisen Sie, dafl IC, vg und K', v nicht bisimilar sind, oder geben Sie eine Bisi-
mulation an.

(b) Bestimmen Sie die kleinste Zahl m, so daf§ der Herausforderer das Ehrenfeucht-
Fraissé Spiel G, (K, K’) gewinnt.

(c) Geben Sie einen Satz ¢ mit minimalem Quantorenrang an, so dafl K = ¢ und
K .
(d) Skizzieren Sie eine zu K, v bisimilare Baumstruktur.

(e) Gibt es eine endliche Baumstruktur, welche zu K, vg bisimilar ist ?



Aufgabe 9

Betrachten Sie das Transitionssystem K’ aus der vorherigen Aufgabe.

(a) Geben Sie die Mengen der Knoten an, die von folgenden Formeln definiert wer-
den:

(i) o(z) = Fy(Ezy AVz(Eyz — Q2))
(i) m1((m 402=3(F X E)) — (P x Q))
(iii) A(PU(EGQ))

(iv) O((PAOOQ) V (P AQ))

(b) Geben Sie Formeln in ML, FO und RA an, welche die Menge {v5, v5} definieren,
oder begriinden Sie, wieso solche Formeln nicht existieren.

Aufgabe 10

Sei K = (V, B4, Ep, P, Q) ein Transitionssystem. Sind die folgenden Mengen in (i) der
Modallogik, (ii) der Pradikatenlogik, und (iii) CTL definierbar ? Geben Sie jeweils eine
entsprechende Formel an, oder begriinden Sie, wieso eine solche nicht existiert.

(a) Die Menge aller v € V, welche einen Nachfolgern besitzen, an dem nicht @ gilt.

(b) Die Menge aller v € V, die mindestens einen Vorgénger besitzen.

(c) Die Menge aller v € V', von denen aus alle Pfade nach héchsens 3 Kanten enden.
)

(d) Die Menge aller v € V, an denen ein Pfad beginnt, welcher keinen Knoten
enthélten, an welchen P gilt.

Aufgabe 11

Sei f ein einstelliges Funktionssymbol. Welche der folgenden Klassen sind FO-axio-
matisierbar? Welche sind endlich axiomatisierbar ? Begriinden Sie ihre Antwort und
geben Sie gegebenenfalls ein entsprechendes Axiomensystem an.

(a) K1:={ (A, f)| f ist injektiv, aber nicht surjektiv },

(b) K2 :={ (A, f) € K1 | A endlich},

(c) Ks:={(A,f) (A, f)=(N,s)} wobei s(n) :=n+1,

(d) K4:={(A,f) | A iiberabzihlbar },

(e) Ks:={(A,f)|f(a) ist unendlich fiir ein a € A},

() Ko :={(A f)||{f"(a) | ne N} <753 fiir alle a € A},
(g) K7 :={ (A, f) € K¢ | A endlich }.



Aufgabe 12

Sei K die Klasse aller gerichteter Graph, in welchen jeder Knoten entweder keine oder
unendlich viele ausgehende Kanten hat.

(a) Zeigen Sie, dafl K FO-axiomatisierbar, aber nicht endlich axiomatisierbar ist.
Hinweis. Benutzen Sie den Satz von Ehrenfeucht-Fraissé.

(b) Beweisen Sie, dafl die Klasse K’ aller Graphen aus KC, welche keine unendlichen
Pfade enthalten, nicht FO-axiomatisierbar ist.
Hinweis. Benutzen Sie den Kompaktheitssatz.
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Dies ist eine Auswahlklausur. Es wird nicht erwartet, dafl simtliche Aufgaben in zwei Stunden gelost
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Aufgabe 1
(a) Konstruieren Sie eine aussagenlogische Formel
o(Xn, -y X0, Yo, o s Y0, Zngt,--+, 20)s
die besagt, dal die Summe der in X und Y binir kodierten Zahlen gleich Z ist.

(b) Bestimmen Sie mit Hilfe der Resolutionsmethode, ob folgende Formel unerfiillbar ist:
(XVION(XAY) > Z2)NZ - X)ANY - =-X)A(1=Y)

(¢) Zwei Formeln ¢ und ¢ schliefen einander aus, wenn es keine Interpretation gibt, welche beide
Formeln erfiillt. Wie kann man mit der Resolutionsmethode zeigen, dafl ¢ und 1 einander aus-
schlieflen?

(d) Zeigen Sie, da8
=Y >XVINANX—-UANU—-YVI)NTYVD)
und ¢ :=(UANZ)=>Y)A=-(UAX)AN(Z - X)
einander ausschliefen.

Aufgabe 2
Seien ¢ € FO und @ C FO. Beweisen oder widerlegen Sie folgende Behauptungen:
(a) ¢ ist genau dann erfiillbar, wenn —¢ keine Tautologie ist.
(b) @ = ¢ genau dann, wenn @ U {—p} unerfiillbar ist.
(¢) @ k= @ fiir alle p € .
Aufgabe 3
(a) Welche der folgenden Funktionen f : 2 — 9B sind Homomorphismen, welche Einbettungen?
() %= (N, +,S), Bi=(N,-, <), fln):=2m
(i) A := (L(N), R*) mit R* := C,

B .= (N,R%) mit R® := <,
f(X) :=min X (wobei f(0):=0).

(b) Geben Sie fiir die Strukturen aus (a) je einen Homomorphismus /i : 8 — 2 an.

(c) Geben Sie alle Substrukturen der Struktur (N, +) an.



Aufgabe 4

Beweisen oder widerlegen Sie (semantisch) die Korrektheit der folgenden Regeln:

I'= A, (e
(&) I' = A, Vap(x)

Ip=A ¢ I ¢y=A4 ¢

wobei keine weitere Bedingung an ¢ gestellt wird.

b

(b) ' A, g
(©) I, Jzp= A

¢ I Vep = A
Aufgabe 5

Betrachten Sie die Formeln:

0o = Vo(~z < z) A\VaVyVz((x <y Ay < z2) =z < 2)
AVzVy(z <yVe=yVy <),

o1 :=VaVy(z <y — Jz(z < 2 Az <)),

w2 :=Vedy(z <y A-Jz(z < 2N 2 <y)),

w3 :=Vadyly <z A-3Jz(y < 2z Az < x)),

pq =Vadydz(z <z Az <y).

Welche der folgenden Formelmengen sind erfiillbar?
(a) {wo, 1},
(b) {po, 2,03}
(c) {®0,p1,p2},
(d

) {5007 P, P2, TIPS, 504}
Aufgabe 6

(a) Ist die folgende AL-Formel (i) eine Tautologie, (ii) erfiillbar, aber keine Tautologie oder (iii) unerfiill-
bar?

(X —=>-2Y)= (ZAY)A(Z —~(Y A=X)V (=Y AX)))

(b) Sei R ein zweistelliges Relationssymbol. Ist die folgende FO-Formel (i) eine Tautologie, (ii) erfiillbar,
aber keine Tautologie oder (iii) unerfiillbar?

VzIyRay AVaVyVz(Rzy A Rxz — y = z)] — JxRxx
Aufgabe 7
Seien R und E zweistellige Relationssymbole, f ein zweistelliges und ¢ ein einstelliges Funktionssymbol.
(a) Gegeben sei p := Vy[dz(RxzA—-Ryz) — Vr(RfryzAExgy)]. Berechnen Sie plx/ fxy, y/g9z, z/frx].
(b) Formen Sie
¥ := [VaIyRay ANVaVyVz(Rzy A Rxz — y = 2)] — Ve R fyx
in eine dquivalente Formel v’ in Prinex-Normalform um.

(c¢) Bilden Sie die Skolem-Normalform " von ’.



Aufgabe 8

Betrachten Sie die Transitionssysteme

(a) Beweisen Sie, daf IC,0 und K’, a nicht bisimilar sind, oder geben Sie eine Bisimulation an.

(b) Bestimmen Sie die kleinste Zahl m, so dafl der Herausforderer das Ehrenfeucht-Fraissé Spiel
Gn(K,K') gewinnt.

(¢) Geben Sie einen Satz ¢ mit minimalem Quantorenrang an, so dafl K = ¢ und K’ £ .
(d) Skizzieren Sie eine zu K, 0 bisimilare Baumstruktur.
(e) Gibt es eine endliche Baumstruktur, welche zu &, 0 bisimilar ist?
Aufgabe 9
Betrachten Sie das Transitionssystem X’ aus der vorherigen Aufgabe.
(a) Geben Sie die Mengen der Knoten an, die von folgenden Formlen definiert werden:
(i) o(z) := Fy(Eoyx AVz-Epyz)
(ii) m1(02=304=5(F4 X Ep X Ey) — 01=2602=304=5(Fq X Ep X E}))
(iii) [b]0 A {a)(a)1
(b) Geben Sie Formeln in ML, FO und RA an, welche die Menge {c, f} definieren.
Aufgabe 10

Sei K = (V,E, P,Q) ein Transitionssystem. Sind die folgenden Mengen in (i) der Modallogik, (ii) der
Pridikatenlogik, und (iii) CTL definierbar? Geben Sie jeweils eine entsprechende Formel an, oder be-
griinden Sie, wieso eine solche nicht existiert.

(a) Die Menge aller v € V', an deren simtlichen Nachfolgern P gilt.

(b) Die Menge aller v € V| so daf} es einen Pfad der Lénge hochstens 3 von v zu einem Knoten gibt,
welcher keinen Nachfolger besitzt.

(c) Die Menge aller v € V', die mindestens zwei Nachfolger besitzen.

(d) Die Menge aller v € V, so daf} alle in v beginnenden Pfade nur Knoten enthalten, an welchen @ gilt.



Aufgabe 11

Welche der folgenden Klassen sind FO-axiomatisierbar? Welche sind endlich axiomatisierbar? Begriinden
Sie ihre Antwort und geben Sie gegebenenfalls ein ensprechendes Axiomensystem an.

(a) Die Klasse der ungerichteten Graphen.
(b) Die Klasse der ungerichteten, endlichen Graphen.

d

)
)
(c¢) Die Klasse der ungerichteten, unendlichen Graphen.
(d) Die Klasse der ungerichteten, zykelfreien Graphen.
)

(e) Die Klasse der ungerichteten Graphen, so dafl zu je zwei Knoten z und y ein Zykel existiert, welcher
beide Knoten enthélt.

Aufgabe 12
(a) Formulieren Sie den Kompaktheitssatz der Priadikatenlogik (beide Aussagen).
(b) Beweisen Sie jeweils die einfache Richtung der Aussagen.
(c) Zeigen Sie, dafl beide Aussagen dquivalent sind.

Aufgabe 13

Skizzieren Sie je einen Algorithmus, welcher zu zwei gegebenen Formeln
(a) der Modallogik;
(b) der Pridikatenlogik;

entscheidet, ob diese logisch dquivalent sind, oder begriinden Sie, wieso ein solcher Algorithmus nicht
existiert.
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Aufgabe 1 12 Punkte

(a) Zeigen Sie anhand der Resolutionsmethode, dass folgende Klauselmenge unerfiillbar ist:

(=X, Y} {X, =Y} {X,Y, Z},{~X, =Y, Z},{X,Y, -2}, {=X,~Y, = Z}}.

(b) Verwenden Sie die Resolutionsmethode um festzustellen, ob folgende Implikation allge-
meingiiltig ist:

(XAY 2 ZVQIANXAQ—-YVI)ANXVQ)) — (Y —=ZVQ).

(c) Sei K eine endliche Klauselmenge, in der jede Klausel hochstens ein negiertes Literal
besitzt. Zeigen Sie, dass man in Polynomzeit entscheiden kann, ob K erfiillbar ist.

Aufgabe 2 8 Punkte

(a) Konstruieren Sie fiir jedes n € N eine aussagenlogische Formel ¢, (Xp, ..., X0, Ya,...,Y0),

die besagt, dass bei der Addition der Binédrzahlen X, ... Xy und Y, ... Yy kein Uberlauf
entsteht.

(b) Welche der folgenden Formeln sind zu einer Horn-Formel dquivalent? Begriinden Sie Thre
Antwort.

() (X=Y)A(X >-2); (i) YV({X>Y)A(X = 2));
i) (X=Y)V(X—>-2); (iv) YA(X>Y)V(X = 2)).

Aufgabe 3 12 Punkte

Seien ¢ und v zwei aussagenlogische Formeln ohne gemeinsame Variablen. Beweisen Sie, dass
¢ = 1) genau dann gilt, wenn ¢ unerfiillbar oder 1) eine Tautologie ist.

Aufgabe 4 12 Punkte
Sei A := (N, <) und B := (P(N), Q).

(a) Geben Sie je einen Homomorphismus von 2 nach 9B und von % nach 2 an.

(b) Geben Sie je einen starken Homomorphismus von 2 nach %8 und von 9 nach 2 an, oder
beweisen Sie, dass es einen solchen nicht gibt.

Aufgabe 5 8 Punkte

Gegeben sei die Struktur 2 = ({0,1}, E) mit E = {(0,0),(1,0)}. Geben Sie das Auswertungs-
spiel zu der Formel ¢ = Vx(Ezz — Jy(Eyx A = # y)) an, und markieren Sie eine Gewinnstra-
tegie fiir den entsprechenden Spieler.



Aufgabe 6 20 Punkte

Betrachten Sie das Transitionssystem K:

b (5)

b

G——a@ =0

b

; 0

(a) Geben Sie eine maximale Bisimulation zwischen K und K an.

(b) Bestimmen Sie fiir alle Paare u, v von Knoten mit KC,u # K,v die kleinste Zahl m mit
K,u #m K,v, und geben sie eine trennende ML-Formel ¢ der Modaltiefe m an, so dass
gilt K,u = ¢ und K,v £ .

(c) Konstruieren Sie eine Kripke-Struktur Ky mit minimaler Anzahl von Zustdnden, so dass

fiir jeden Knoten u von K ein Knoten v aus Ky existiert mit IC,u ~ Kq, v.

(d) Geben Sie einen FO-Satz von minimalem Quantorenrang an, der die Strukturen K und
Ko trennt und beweisen Sie, dass die von Thnen angegebene Formel tatsidchlich minimalen
Quantorenrang hat.

(e) Geben Sie Formeln in ML, FO und RA™ an, welche die Menge {1,3,5} definieren.
Aufgabe 7 8 Punkte
Wir betrachten folgende linear geordnete Strukturen:

(i) A1 :=({1,2,3},<); (i) Az := (Z,<);
(ii) A2 := (N, <); (iv) 24:=(Q,<).

Geben Sie fiir jede dieser Strukturen 2; einen Satz ¢; € FO an, der sie von den iibrigen drei
Strukturen trennt, d.h. A; = ¢; und 2; = —yp; fir j # 1.

Aufgabe 8 12 Punkte

Welche der folgenden Klassen sind FO-axiomatisierbar? Welche sind endlich axiomatisierbar ?
Begriinden Sie ihre Antwort und geben Sie gegebenenfalls ein entsprechendes Axiomensystem
an.

(a) Die Klasse der Aquivalenzstrukturen mit genau drei Aquivalenzklassen.
(b) Die Klasse der transitiven ungerichteten Graphen, die nicht zusammenhéngend sind.
(c) Die Klasse der abzdhlbaren diskreten linearen Ordnungen.

(d) Die Klasse der ungerichteten Graphen, in denen alle Knoten ungeraden Grad haben.

Aufgabe 9 8 Punkte
(a) Erlautern Sie in eigenenen Worten, was es bedeutet, dass

(i) eine Sequenz I' = A giiltig ist.
s A
(ii) eine Regel oA korrekt ist.
(b) Formulieren Sie den Vollsténdigkeitssatz der Priadikatenlogik (beide Aussagen). Erldutern
Sie die dabei auftretenden Begriffe.

www-mgi.informatik.rwth-aachen.de/Teaching/MaLo-WS03/
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Aufgabe 1 12 Punkte

(a) Zeigen Sie anhand der Resolutionsmethode, dass folgende Klauselmenge unerfiillbar ist:

(X,Y, 2}, {~X,Y, -2}, {~Y, 2} {~X, -V} {~X,Y, Z},{X,~Z}}.

(b) Verwenden Sie die Resolutionsmethode um festzustellen, ob folgende Folgerung gilt:

A—(B—-C)E(A—B)—C.

(¢) Zwei Formeln ¢ und v schliessen einander aus, wenn es keine Interpretation gibt, welche
beide Formeln erfiillt. Wie kann man mit der Resolutionsmethode zeigen, dass ¢ und
einander ausschliessen ?

Aufgabe 2 8 Punkte

Sei 7 = {Xp, X1,...} eine Menge aussagenlogischer Variablen und @ eine Formelmenge iiber 7,
so dass fiir alle Formeln ¢ € AL(7) entweder @ U {¢} oder @ U {—p} unerfiillbar ist. Beweisen
Sie, dass @ dann genau ein Modell J : 7 — {0, 1} besitzt.

Aufgabe 3 12 Punkte

Sei 2 := ({0, 1}*, X) der bindre Baum mit der Vorgéngerrelation (r <y :gdw y = xz fiir ein z)
und B = (£({0,1}),C). Geben Sie jeweils eine strukturerhaltende Abbildung der folgenden
Art an, oder beweisen Sie, dass eine solche nicht existiert:

(a) ein surjektiver Homomorphismus von 2 nach 8;
(b) ein starker Homomorphismus von 2 nach B;

(c) eine Einbettung von B in 2;

(d) ein nichttrivialer Automorphismus von 2.

Aufgabe 4 8 Punkte

Gegeben sei die Struktur 2 = ({0,1},4+,1), in der + als Addition (mod 2) interpretiert ist.
Geben Sie das Auswertungsspiel zu der Formel ¢ := JaVy(x + 2 =y + 1 A 3z(y + z = x)) an,
und markieren Sie eine Gewinnstrategie fiir den entsprechenden Spieler.

Aufgabe 5 6 Punkte
Sei f ein zweistelliges Funktionssymbol und R eine bindre Relation. Gegeben sei die Formel
Q= EIz(V:EVy(R:Ey A Ryz) — fxz = y)
(a) Berechnen Sie p[z/fyz, y/z, z/fxx].
(b) Formen Sie ¢ in Prinex-Normalform um.

(¢) Formen Sie ¢ in Skolem-Normalform um.



Aufgabe 6 12 Punkte
Wir betrachten die Transitionssysteme K und K':

(a) Geben Sie eine maximale Bisimulation zwischen K und X’ an.

(b) Bestimmen Sie fiir alle Paare u, v von Knoten mit IC,u «# K',v die kleinste Zahl m mit
K,u &y K' v, und geben sie eine trennende ML-Formel ¢ der Modaltiefe m an, so dass
gilt K, u E ¢ und K';v £ .

(¢) Konstruieren Sie eine Kripke-Struktur Ky mit minimaler Anzahl von Zusténden, so dass
fiir jeden Knoten u von K ein Knoten v aus Ky existiert mit IC, u ~ g, v.

(d) Geben Sie einen FO-Satz von minimalem Quantorenrang an, der die Strukturen X und
Ko trennt und beweisen Sie, dass die von Thnen angegebene Formel tatsidchlich minimalen
Quantorenrang hat.

Aufgabe 7 8 Punkte

Betrachten Sie das Transitionssystem /C aus der vorherigen Aufgabe.
(a) Geben Sie die Relationen an, die von folgenden Formeln definiert werden:
(i) p(x,y) :=Vz(Eyrz — Epzy) A ~3z(Eqzz A Eqzy);
(i) [b](b){a)1 A ({a)1 — [a][b](b)1).
(b) Geben Sie Formeln in ML und FO an, welche die Menge {0, 1,2} definieren.

Aufgabe 8 8 Punkte

Die Arithmetik ist die Struktur 9 := (N, 4, ). Driicken Sie folgende Sachverhalte in der Pradi-
katenlogik aus:

(i) z <w. (i) =|y. (iii) = ist eine Primzahl;
(iv) Die Binédrdarstellungen von x und y haben dieselbe Lénge.

Aufgabe 9 12 Punkte

Sei K = (V, E,, Ey, P,Q) ein Transitionssystem. Sind die folgenden Mengen in (i) der Modallo-
gik, (ii) der Pradikatenlogik, und (iii) CTL definierbar? Geben Sie jeweils eine entsprechende
Formel an, oder begriinden Sie, wieso eine solche nicht existiert.

(a) Die Menge aller v € V, welche einen Nachfolgern besitzen, an dem nicht @ gilt.
(b) Die Menge aller v € V, die mindestens zwei Nachfolger besitzen.

(c) Die Menge aller v € V', an denen ein Pfad beginnt, welcher keinen Knoten enthélten, an
welchen P gilt.



Aufgabe 10 12 Punkte

Sei f ein einstelliges Funktionssymbol. Welche der folgenden Klassen sind FO-axiomatisierbar ?
Welche sind endlich axiomatisierbar? Begriinden Sie ihre Antwort und geben Sie gegebenenfalls
ein entsprechendes Axiomensystem an.

(a) Ky :={(4,
(b) Ks:={(4,
) (4,

(4,

| f ist injektiv, aber nicht surjektiv},

| (4, f) = (N,s)} wobei s(n) :==n+ 1},
c) Ky:={ | A iiberabzéhlbar },
) Ks:=A{

Aufgabe 11 6 Punkte

f)
f)
( f)
(d f) | f~'(a) ist unendlich fiir ein a € A }.
Beweisen Sie, dass die Theorie der unendlichen Mengen vollsténdig ist.
Aufgabe 12 8 Punkte

In welchen der folgenden Féllen ist entscheidbar, ob ¢ = 1. Begriinden Sie Thre Antwort.

(a) ©,9 € AL; (€) ¢ € FO;
(b) ¢, € ML; (d) ¢ € ML und ¢ € FO.

www-mgi.informatik.rwth-aachen.de/Teaching/MaLo-WS04/
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Aufgabe 1
(a) Formulieren Sie den Resolutionssatz und erldutern Sie die dabei auftretenden Begriffe.
(b) Zeigen Sie mit Hilfe der Resolutionsmethode, dass die Formel
(XAY) = (UVV)AY - X)ANUAY -0)A(VAY - 0)AY
unerfiillbar ist.

(c) Wie kann man mit Hilfe der Resolutionsmethode entscheiden, ob fiir zwei AL-Formeln ¢
und ¢ die Beziehung ¢ = 9 gilt?

(d) Verwenden Sie die Methode aus (c), um zu zeigen, dass

(ZAV) = X)ANV S U)A(-V = -Y)A(~Z = U)EY — (UV X).

Aufgabe 2

(a) Konstruieren Sie fiir jedes n € N eine aussagenlogische Formel ¢, (X, ..., Xo, Y, ..., Y0),
die besagt, dass bei der Addition der Binérzahlen X, ... Xy und Y, ...Yy kein Uberlauf
entsteht.

(b) Welche der folgenden Formeln sind zu einer Horn-Formel dquivalent? Begriinden Sie Ihre
Antwort.

() (X=Y)A(X—=-2); (i) YVI(X=Y)A(X = 2);
(i) (X > Y) V(X = -2); (iv) YA(X =Y)V (X — 2))

Aufgabe 3

Betrachten Sie die Transitionssysteme
£ (0= e (@, (=)

©)

(a) Beweisen Sie, dass K, 0 und K', a nicht bisimilar sind, oder geben Sie eine Bisimulation an.

(b) Bestimmen Sie die kleinste Zahl m, so dass der Herausforderer das Ehrenfeucht-Fraissé Spiel
Gm (K, K') gewinnt.

(¢) Geben Sie einen FO-Satz ¢ mit minimalem Quantorenrang an, so dass K = ¢ und K’ £ ¢.
(d) Skizzieren Sie eine zu K, 0 bisimilare Baumstruktur.

(e) Gibt es eine endliche Baumstruktur, welche zu K, 0 bisimilar ist ?



Aufgabe 4

Betrachten Sie das Transitionssystem K’ aus der vorherigen Aufgabe.
(a) Geben Sie die Mengen der Knoten an, die von folgenden Formeln definiert werden:

(1) p(z) == y(Eayz A Vz—Epyz)
(i) ¢ := [b]0 A (a)(a)1
(b) Geben Sie Formeln in ML und FO an, welche die Menge {c, f} definieren.

Aufgabe 5

Sei K = (V, E, P,Q) ein Transitionssystem. Sind die folgenden Mengen in (i) der Modallogik,
(ii) der Pradikatenlogik, und (iii) CTL definierbar ? Geben Sie jeweils eine entsprechende Formel
an, oder begriinden Sie, wieso eine solche nicht existiert.

(a) Die Menge aller v € V', an deren sdmtlichen Nachfolgern P gilt.

(b) Die Menge aller v € V, so dass es einen Pfad der Lénge hochstens 3 von v zu einem Knoten
gibt, welcher keinen Nachfolger besitzt.

(c) Die Menge aller v € V, die mindestens zwei Nachfolger besitzen.
(d) Die Menge aller v € V, so dass alle in v beginnenden Pfade nur Knoten enthalten, an
welchen @ gilt.
Aufgabe 6
(a) Welche der folgenden Funktionen f : 2 — % sind Homomorphismen, welche Einbettungen ?
(1) A= (N7'7§)7 B = (Qa'vg)a
2m3nk  fir x =2"3Mk, 21k, 31k,
fla) = .. 1
0 fir z = 0.
(ii) 2 := ({0,1}*, =, R*) mit
R*:={(v,w) : v und w enthalten gleichviele Einsen},

B = (P,C,RY), wobei R® := {(X,Y) : |X|=|Y]|} und P die Menge aller endlichen
Teilmengen von N ist,
flag--apn—1):={i : a; =1}.

(b) Geben Sie fiir die Strukturen aus (a) je einen Homomorphismus A : 8 — 2 an.

(c) Geben Sie alle endlichen Substrukturen der Struktur (P(N), f) an, wobei

f(X):= X\ {min X}.



Aufgabe 7

Sei f ein zweistelliges, g ein einstelliges Funktionssymbol und seien P, E zweistellige Relations-
symbole. Weiterhin sei ¢ := Pxax AVz ((Jy Pyx A Jy Pxy) AVz Ezy)

1. Bilden Sie ¢[x/ fyy,y/gz].

2. Geben Sie eine zu ¥ dquivalente Formel ¢ in Prinex-Normalform an.

3. Transformieren Sie ¢ zu einer Formel in Skolem-Normalform.

Aufgabe 8

(a) Ist die folgende AL-Formel (i) eine Tautologie, (ii) erfiillbar, aber keine Tautologie oder
(iii) unerfullbar?

(X =Y VIOANY - -2)] = ["(-X =Y ANZ) V(Y < 2)

(b) Sei R ein zweistelliges Relationssymbol und g ein einstelliges Funktionssymbol. Ist die
folgende FO-Formel (i) eine Tautologie, (ii) erfiillbar, aber keine Tautologie oder (iii) un-
erfiillbar ? Ist sie ein Unendlichkeitsaxiom ?

VaVyVz((Rxy A Ryz) — Rxz) AVeIyRxy AVz(Rxx — Yy(Rry — —Ryz))

(¢) Kann eine Formel gleichzeitig eine Tautologie und ein Unendlichkeitsaxiom sein?

Aufgabe 9
1. Erldutern Sie in eigenenen Worten, was es bedeutet, dass
a) eine Sequenz I' = A giiltig ist.

b) eine Regel korrekt ist.

I'=

I'=.A

2. Welche der folgenden Sequenzen sind giiltig, welche Regeln korrekt? Begriinden Sie Thre
Antworten.

a) Jxp(r) = ¢(c), wenn ¢ nicht in ¢ vorkommt.
b) (), pld), V2V (~p(2) V 2 = 2 V=) = ¢ = d.
c) I' = A, wobei
I' :={Vx—FExx,VaVy(x = yV ExyV Eyx),VaVyVz(Exy AN Eyz — Exz)} und
A= {VaVy (Exy V Eyz),~3zJy(Exzy A Eyz)}.
Iy = A I'p= A
I's AypAng '

d)

3. Beweisen oder widerlegen Sie mit Hilfe des Sequenzenkalkiils die Giiltigkeit folgender
Formeln:

a) (P AYP) = =) — .
b) (~3zip(x)) — (Ve—ip(z)).



Aufgabe 10

Sei f ein einstelliges Funktionssymbol. Welche der folgenden Klassen sind FO-axiomatisierbar ?
Welche sind endlich axiomatisierbar ? Begriinden Sie ihre Antwort und geben Sie gegebenenfalls
ein entsprechendes Axiomensystem an.

(a) K1 := {(A, f) : f ist injektiv, aber nicht surjektiv},

(b) K2 :={(A, f) €K1 : A endlich},

(c) Ks:={(A,f) :+ (A f) = (N,s)} wobei s(n) :=n+1,

(d) K1:={(A, f) : A iiberabzihlbar},

() Ks:={(A,f) : f'(a) ist unendlich fiir ein a € A},

(f) Ko :={(A, f) : [{f*(a) : ne€N}| <753 fiir alle a € A},
(g) K7 :={(A, f) € Ks : A endlich}.



Aufgabe 1 12 Punkte
(a) Zeigen Sie mit Hilfe der Resolutionsmethode, dass die Formel
UVYIANUANZ=YVIANXVIOANX =Y VID)ANY —=0)

unerfillbar ist.

(b) Seien I', A endliche Mengen von aussagenlogischen Formeln, und seien 0.B.d.A. die Formeln
aus I' in KNF und die Formeln aus A in DNF gegeben. Wie kann man mit Hilfe der
Resolutionsmethode entscheiden, ob die aussagenlogische Sequenz I' = A giiltig ist?

(c) Verwenden Sie die Methode aus (b), um zu zeigen, dass die folgende Sequenz giiltig ist:

(X = YANY —-0OANUAZ=Y)ANXVYVZ) = (XAY)V (Y A-U)

Aufgabe 2 6 Punkte

(a) Gibt es eine modallogische Formel ¢, so dass fiir alle Kripkestrukturen X und alle v gilt:
KC,v = ¢ genau dann, wenn X ein Baum mit Wurzel v ist?

(b) Sei P := {p>n : n € N} mit oy :=3z1...324 /\~;=’j z; # z; (d.h. alle Modelle von @
sind unendlich). Zeigen oder widerlegen Sie, dass fiir ein beliebiges Unendlichkeitsaxiom ¥

die Menge Q;U {—=%} immer unerfillbar ist.

Aufgabe 3 : 8 Punkte
Welche der folgenden Probleme sind entscheidbar, welche unentscheidbar ? Begriinden Sie ihre

Antwort knapp.

a) Das Erfiillbarkeitsproblem der Modallogik.

Die Menge aller modallogischen Formeln, die ein Baummodell haben.

(c

(a)
(b) Das Auswertungsproblem fiir FO-Formeln auf endlichen Strukturen.
)
(d) Die Menge aller ¢ € FO, so dass § = 1 eine giiltige Sequenz ist.

Aufgabe 4 10 Punkte

Sei A := ({a,b}*,p: (z — az),s: (z — zb)) und B := (N, f : (n — 2n),g9 : (n — 3n)), d.h.
p fiigt ein @ am Anfang des Wortes ein, und s hingt ein b an das Ende des Wortes an. Geben
Sie jeweils eine strukturerhaltende Abbildung der folgenden Art an, oder beweisen Sie, dass eine
solche nicht existiert:

ein nicht-trivialer Homomorphismus von 2 nach B;

(a)

(b) ein Isomorphismus zwischen 20 und B;
) ein nicht-trivialer Automorphismus von B.
)

Sei u eine injektive Abbildung von b{a,b}*a auf die Menge {n > 1 : 2tnA3{n}.
Zeigen Sie, dass man p zu einer Einbettung von & in B fortsetzen kann.



Aufgabe 5 16 Punkte

Seien zwei Transitionssysteme K und X' mit atomaren Eigenschaften P und Q wie folgt gegeben:

(a) Sind K, 1 und K', b bisimilar? Geben Sie gegebenenfalls eine Bisimulation an.

(b) Geben Sie eine Formel ¢ € ML mit K, 2 = ¢, K',a & ¢ an oder begriinden Sie, warum eine
solche Formel nicht existiert.

(c) Welches ist das kleinste m, so dass der Herausforderer das Ehrenfeucht-Fraissé Spiel G, (IC, K')
gewinnt?

(d) Geben Sie einen Satz ¥ € FO mit minimalem Quantorenrang an, so dass K = % und
K = -,

(e) Skizzieren Sie eine zu K, 1 bisimilare Baumstruktur.

(f) Gibt es eine endliche Baumstruktur, welche zu K, 1 bisimilar ist?

Aufgabe 6 12 Punkte
Betrachten Sie das Transitionssystem X' aus Aufgabe 5.
(a) Geben Sie fiir jede der folgenden Formeln die Knoten an, an denen die Formel gilt:
1) pi(z) =Qz AJy(Ezy AQyAIz(Eyz A Pz Az =2))
(i) w2 =OPAQAQOO(PAQ)
(iif) 3= APUAQU (P AQ)))

(b) Geben Sie Formeln in FO und ML an, welche die Menge {b, g} definieren, oder begriinden
Sie, weshalb solche Formeln nicht existieren.

(c) Geben Sie eine CTL-Formel an, welche in einem beliebigen Transitionssystem X mit Zustand
v ausdriickt, dass es keinen Pfad von v aus gibt, auf dem irgendwann P aber danach nie
mehr @ gilt. Geben Sie eine dquivalente Formel in FO an, oder begriinden Sie, weshalb eine
solche nicht existiert.

Aufgabe 7 8 Punkte

Beweisen oder widerlegen Sie, dass folgende Formeln fiir alle n > 1 Tautologien sind.
(a) (X1 — (XQ — <_X3 — ... (Xn—l — Xn) i s ))) — ((Xl ANXo AL .. A )(n—l) — -Xn>
(b) (Viea(Xi = ¥2)) = (AL %) — (AL 1))

[Sv]



Aufgabe 8 6 Punkte

Beweisen oder widerlegen Sie die Korrektheit der folgenden Schlussregeln:

e = Ay -0 = 4,

() T o = A
(b) ' = Ay iy = Ao
I = Ay

Aufgabe 9 10 Punkte

Welche der folgenden Klassen von Strukturen sind FO-axiomatisierbar, welche sind endlich axio-
matisierbar? Begriinden Sie Thre Antwort und geben Sie gegebenenfalls ein (endliches) Axiomen-

system an.
Hinweis zu (d) und (e): Wenden Sie den Satz von Ehrenfeucht-Fraissé auf geeignete Bdume an.

Ko :={(A,0): (4, 0) ist eine endliche Gruppe}
Ky = {(A,0): (4, 0) ist eine unendliche Gruppe}

)
)
(c) K¢ :={(A,0): (4,0) ist eine Gruppe, die eine zu (R, +) isomorphe Untergruppe enthélt}
) Kg:={(V,E): (V,E) ist ein gerichteter Graph, der keine unendlichen Pfade enthélt}

)

Ein gerichteter Graph heift unendlich verzweigt, wenn jeder Knoten entweder keine oder
unendlich viele ausgehende Kanten hat. Zeigen Sie, dass die Klasse K. der unendlich ver-
zweigten, gerichteten Graphen FO-axiomatisierbar, aber nicht endlich axiomatisierbar ist.

Aufgabe 10 8 Punkte

Wir betrachten folgende Aquivalenzstrukturen:

911 = (N,~) mit ~* = {(n,m) : n=m}
= (Z,~) mit ~*2 = {(z,y) : 3|(z-y)} ={(z,y) : 2=y (mod 3)}
= (Pa(N),~)  mit ~® = {(4,B) : |4] = |B]}
= (Pan(N)\{0},~) mit ~™ :={(4,B) : max{a € A} = max{b € B}}

wobei Pgn (N) die Menge der endlichen Teilmengen von N bezeichnet. Geben Sie fiir jede dieser
Strukturen 2; einen Satz ¢; € FO an, der sie von den iibrigen drei Strukturen trennt, d.h.
QLL‘ F ©4 und Q[j "|= -y flir j —75 7.

Aufgabe 11 10 Punkte
(a) Formulieren Sie den Kompaktheitssatz der Pradikatenlogik.

(b) Erldutern Sie, wie der Kompaktheitssatz aus dem Vollstdndigkeitssatz folgt.

(c) Eine Gruppe (G, o) heifit torsionsfrei, wenn g" # lg fiir alle Elemente g # 1g und alle
n > 0 gilt. Zeigen Sie mit Hilfe des Kompaktheitssatzes, dass die Klasse der torsionsfreien
Gruppen FO-axiomatisierbar, aber nicht endlich axiomatisierbar ist.
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Aufgabe 1 10 Punkte

(a) Jedem ungerichteten Graphen mit Knoten 1,...,n ordnen wir eine Interpretation in folgen-
der Weise zu: Zu jedem Paar i < k von Knoten fithren wir eine Variable Xj; ein, welche
genau dann den Wert 1 erhdlt, wenn eine Kante zwischen ¢ und k existiert.

Konstruieren Sie eine aussagenlogische Formel ¥n =, welche besagt, dass eine Menge von
m Knoten existiert welche entweder alle untereinander durch eine Kante verbunden sind,
oder alle nicht verbunden sind.

(b) Gegeben sei ein ungerichteter Graph G = (V, E), so dass jede endliche Teilmenge X € V
in zwei disjunkte unabhéingige Mengen aufgeteilt werden kann. Zeigen Sie, dass die ganze
Menge V ebenfalls eine solche Unterteilung besitzt. (Eine Menge X C V ist unabhéngig,
wenn es keine Kante zwischen zwei Knoten aus X gibt.)

Hinweis: Benutzen Sie den Kompaktheitssatz der Aussagenlogik.
Aufgabe 2 10 Punkte
(a) Bestimmen Sie mit Hilfe der Resolutionsmethode, ob folgende Formel unerfiillbar ist:
(YAX)=-Z2)ANZ=Y)ANX =-Y)AQ=X)A(Y V-2)
(b) Zwei Formeln ¢ und ¢ schliefen einander aus, wenn es keine Interpretation gibt, welche

beide Formeln erfiillt. Wie kann man mit der Resolutionsmethode zeigen, dass ¢ und ¥
einander ausschliefien?

(c) Zeigen Sie mit der Methode aus (b), dass
= = (XVV)A(X=Z)A(Z—= Y VV))A(YVZ)und
Yi=((ZAV)=Y)A(ZAX)A(V = X)
einander ausschliefen.
Aufgabe 3 10 Punkte
Gegeben seien folgende {f, g, R}-Strukturen:
%= ({0,1}*, f%,¢* B*)  mit fH(w) := w0,
¢*(w) := wl und
R% := {(v,w) : es gibt ein z € {0,1}" mit vz = w}.
B := (N, f2,9%, R®) mit fB(n) := g®(n) =n+1 und
R® := {(a,b) : a < b}.
¢ := (N, f% ¢% R%) mit f%(n) := 3n,
¢%(n) := 5n und
R®:={(n,m) : n teilt m}.
(a) Geben Sie je einen Homomorphismus von 2 nach %, von 2 nach € und von B nach € an.

(b) Geben Sie je einen starken Homomorphismus von nach B, von 2 nach € und von B nach €
an oder beweisen Sie, dass kein solcher existiert.

(c) Gibt es einen Homomorphismus von B nach 2 bzw. von € nach 2A?

(d) Gibt es echte Substrukturen von 2, die zu 2 isomorph sind? Wenn ja, wie viele? Gibt es
auch Substrukturen von 2, die nicht zu 2 isomorph sind?




Aufgabe 4 12 Punkte
Sei K = ({1,2,3,4,5}, E, P) das folgende Transitionssystem:

5 e

P
(a) Geben Sie eine maximale Bisimulation zwischen & und K an.

(b) Bestimmen Sie fiir alle Paare u, v von Knoten mit K,u # K,v die kleinste Zahl m mit
K% 9%m K,v und geben sie eine ML-Formel ¢ der Modaltiefe m an, so dass gilt K, u = ¢
und K, v }~ .

(c) Konstruieren Sie eine Kripke-Struktur Ko mit minimaler Anzahl von Zustidnden, so dass fiir
Jjeden Knoten u von K ein Knoten v aus Ko existiert mit /C, u ~ Kp, v.

(d) Geben Sie einen FO-Satz von minimalem Quantorenrang an, der die Strukturen X und
Ko trennt und beweisen Sie, dass die von Thnen angegebene Formel tatsichlich minimalen
Quantorenrang hat.

Aufgabe 5 5 Punkte
Betrachten Sie das Transitionssystem K aus der vorherigen Aufgabe.
(a) Geben Sie die Relationen an, die von folgenden Formeln definiert werden:

(i) w(z) = 3y(Byz AVz(Bzz — z = y));

(i) O(COP v OOP).
(b) Geben Sie Formeln in ML und FO an, welche die Menge {1, 2,5} definieren.
Aufgabe 6 6 Punkte
Sei f ein zweistelliges Funktionssymbol und E ein zweistelliges Relationssymbol.
(a) Berechnen Sie p[z/fyz, y/fzz, z/x] fiir ¢ := 32(Ezz AVzEyz) VVz(Bzz A Ezy A JyEzy).
(b) Wandeln Sie die Formel

Y= ‘v’zﬂ[(ByE:cy) — BmE:cy]

in Prénex-Normalform um und bilden Sie die Skolem-Normalform von —.

Aufgabe 7 e B
Wir betrachten folgende Strukturen iiber der Signatur {C}:

2%, := (P(N),S); A3 := (P({0,1}), C);

A3 = (Pt (N)! g)! Ay 1= ({ﬂ filkE N} ? g)‘

wobei Pgn(N) die Menge aller endlichen Teilmengen von N ist, und n die Menge {0,...,n}
bezeichnet. Geben Sie fiir jede dieser Strukturen 2; einen Satz w; € FO an, der sie von den
tibrigen Strukturen trennt, d.h. %; |= ; und ; | —; fiir j # 4.




Aufgabe 8 9 Punkte

Sei KK = (V, Eq, Ep, P, Q) ein Transitionssystem ohne Terminalknoten. Sind die folgenden Mengen
in (i) der Modallogik, (ii) der Préadikatenlogik, und (iii) CTL definierbar ? Geben Sie jeweils eine
entsprechende Formel an, oder begriinden Sie, wieso eine solche nicht existiert.

(a) Die Menge aller v € V, welche einen Nachfolger besitzen, an dem nicht @ gilt.
(b) Die Menge aller v € V, die mindestens zwei Nachfolger besitzen.

(¢) Die Menge aller v € V, von denen aus alle Pfade nach hochstens 3 Schritten einen Knoten
erreichen, an dem @ gilt.

(d) Die Menge aller v € V, an denen ein unendlicher Pfad beginnt, welcher keinen Knoten
enthdlt, an dem P gilt.

(e) Die Menge aller v € V, welche auf einem Kreis der Linge > 2 liegen.

Aufgabe 9 7 Punkte

Beweisen oder widerlegen Sie (semantisch) die Korrektheit der folgenden Regeln:
Le=>4,4 Liy=4¢

) T=4 g0
Ip—v= A ¢
(b) P= A, ©
(©) I, Yzp = A
I, Jzp= A
Aufgabe 10 8 Punkte

Seien ¢,y € FO und @ C FO. Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Behauptungen:
(a) ?U {¢} = ¢ genau dann, wenn @ = — ).

(b) ¢ ist genau dann eine Tautologie, wenn {—¢} = .

(¢) Aus @ |= ¢ folgt &' = ¢ fiir alle Teilmengen @' C @.

(d) Gilt @ = ¢ und @ = —p, dann ist @ unerfiillbar. Ist umgekehrt @ unerfiillbar, dann gilt
& |= ¢ fiir alle Formeln .

Aufgabe 11 10 Punkte

(a) Erlautern Sie, was es bedeutet, dass eine Relation in einer Struktur durch eine FO-Formel
definierbar ist, und erkldren Sie den Begriff der Termdefinierbarkeit.

(b) Welche der folgenden Mengen sind in (N, |, 2) definierbar? Hierbei gilt
k|n :gdw mk = n fiir ein m € N.
Geben Sie jeweils eine entsprechende Formel an oder beweisen Sie, dass keine solche existiert.
(i) {0,1}
(i) {2,3}
(iii) Die Menge der Primzahlen.
(iv) Die Menge der Zweierpotenzen.

(¢) Welche Elemente ¢ € Q sind in der Struktur (@, +, 1) definierbar, welche termdefinierbar?




Aufgabe 12 12 Punkte

Welche der folgenden Probleme sind entscheidbar, welche sind unentscheidbar? Begriinden Sie
Thre Antwort knapp.

(a) Gegeben eine Formel ¢ in (i) der Aussagenlogik bzw. (ii) der Pradikatenlogik.
Frage: Ist ¢ kontingent (d.h. ¢ ist erfiillbar, aber keine Tautologie)?

(b) Gegeben n € N und eine Formel ¢ in (i) der Modallogik bzw. (ii) der Priadikatenlogik.
Frage: Hat ¢ ein Modell mit héchstens n Elementen?

(c) Gegeben n € N und eine Formel ¢ in (i) der Modallogik bzw. (ii) der Priadikatenlogik.
Frage: Hat ¢ ein Modell mit mindestens n Elementen?

Aufgabe 13 10 Punkte

Welche der folgenden Strukturklassen sind FO-axiomatisierbar? Welche sind endlich axiomati-
sierbar? Geben Sie jeweils ein Axiomensystem an oder beweisen Sie, dass kein solches existiert.

(a) Fiir jedes n € N die Klasse ), aller ungerichteten Graphen, die eine Clique der Gréfe n
enthalten.

(b) Die Klasse aller reguléren ungerichteten Graphen. (Ein ungerichteter Graph heifit reguldr,
wenn alle Knoten den gleichen Grad d € N haben.)

(c) Die Klasse aller gerichteten Graphen, die einen zu (R, <) isomorphen Teilgraphen enthalten.

(d) Die Klasse aller kreisfreien ungerichteten Graphen (Ein ungerichteter Graph heift kreisfres,
wenn er keinen Kreis der Liange > 3 enthilt.)



