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Kapitel 1

Normalformen von
Matrizen, Euklidische
Ringe, Moduln

1.1 Aquivalenz und Ahnlichkeit von Matrizen
Es sei R ein komm. Ring (hier: immer mit Eins 1), z.B. R = Z, R = K[X] mit
K Korper.

Definition 1.1.1 (Volle lineare Gruppe)

GL,(R)={A € R""|esgibt A=t € R"™ " mit A= A= A-A"! = E,}, wobei
1 0

E, = = diag(1,...,1) € R"*", die volle lineare Gruppe
0 1

iiber R.

Beispiel 1.1.1

« A— H g}ngLz(Z),e GL:(Q)
R

o A= [} —01 ] € GLy(Z)
e[

Definition 1.1.2 ((R-)Aquivalenz, (R-)Ahnlichkeit)

a) A, B € R™*" heiflen (R-)aquivalent, wenn es P € GL,,(R),
Q € GL,(R) gibt mit B = PAQ.

b) A, A’ € R™*" heiflen (R-)#hnlich, wenn es P € GL,(R) gibt mit
A= P71AP.



Bemerkung 1.1.1
a) (R-)Aquivalenz und (R-)Ahnlichkeit sind Aquivalenzrelationen.
b) A, A’ € R™*™ shnlich = A, A’ dquivalent

Hintergrund und Motivation 1.1.1

V,W seien K-Vektorrdume (K Korper), dim(V) = n, dim(W) = m,
B, B’ Basisfolgen von V', C,C’ Basisfolgen von W, ¢ € Homg (V, W)
o ME (¢) = P-ME(p)-Q mit P = Mg (idw) € GLn(K),
Q = Mg (id,) € GL,(K)
Die Matrizen von ¢ bzgl. verschiedener Basispaare sind (K-)dquivalent.
e v € Endg(V)
Mis(ip) = Mg (p)

Beachte:

p = Mg(p)
End(V) — K™
ist Algebra-Homomorphismus, d.h. Mp(p o ¥) = Mg(p) - Mg(y).

Mp/(p) = P~' - Mp(p) - P mit P = ME (idv) € GL,(K).
Matrizen von ¢ bzgl. verschiedener Basen sind dhnlich.
e Klassifikations- und Normalformenprobleme

a) Entscheide, ob A, A’ R-dquivalent (bzw. R-&hnlich) sind.

b) Gebe eine Menge M € R™*™ (?von Normalformen”) an mit der Ei-
genschaft, dass jedes A € R™*™ (A € R™*™) zu genau einer Matrix
Norm(A) € M R-équivalent (bzw. R-dhnlich) ist und einen Algo-
rithmus, der Norm(A) berechnet.

Ist (b) gelost, so ist damit auch (a) geldst:
A, A" dquivalent (bzw. &hnlich) & Norm(A) = Norm(A').

Satz 1.1.1

A, A e K™*™ gind dquivalent < Rg(A) = Rg(A").

Jedes A ist dquivalent zu einer Matrix Norm(A) =

mit r Einsen, also r = Rg(A).
(Algorithmus: elementare Zeilen- und Spaltenoperationen anwenden.)
M| = Min(m,n) + 1 ("die 1 wegen der Nullmatrix”)
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Beweis:

s.LAI

Bemerkung 1.1.2

A, A/ E K’an
A, A’ dhnlich =

o Rg(A) = Rg(A')

o det(A) = det(A")

e Spur(A) = Spur(A’)
® XA = XA

® A= A

Die Umkehrung gilt nicht!
xa = det(XE, — A)

Definition 1.1.3 (char. Matriz)

Ist A € K™*", so heiit XE, — A € K[X]"*" charakteristische Matrix zu
A.

Satz 1.1.2 (Frobenius)

Ist K Kérper und sind A, A’ € K™*", so sind A, A’ dhnlich in K"*" &
XE, — A XE, — A sind #iquivalent in K[X]"*".

Beweis:

Beispiel 1.1.2

107, [10
=i a-lo 2

XE2_A:[X_11 X02}

MitP:{} g]undQ:{ll ?}gilt:
P(XEgA)[i_é X()_Q],also
P(XEQA)Q{X()_l XO_Q]XEQA’.

Lemma 1.1.1
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Ist H € K[X]"*™, so kann man H eindeutig schreiben in der Form
H=X"H,+...+ XH, + Ho mit H, € K™ und H, # 0, falls H # 0.

Ist Ae K" sosei H(A)=A"H, +...+ AH, + Hy € K™,

(H = 0, H(4) = 0)

H' € K[X]™", (H - H')(A) = (H(A) - H')(A), wobei H(A)- H' € K[X]"*" ist.

Beweis:

Beispiel 1.1.3

0 X , 0 1
H=| y 0}_H_X[10]+Q
o1
“ 111

) ]

0 1770 1 10
H(A)—[1 1] 10} [1 1]

ae-ma =y § x| g P
—ex| V1
-1 1]]0 1]
_ 1 1
1 2

Corrolar 1.1.1

Ist (XE, - A)=F1! (XE,—-A)-Gmit F,G € GL,(K[X]), so ist
A= F(A)L A F(A),

Fragen 1.1.1
a) Wie stellt man fest, ob XE,, — A’ und X E,, — A dquivalent sind?
b) Wie findet man P,Q € GL,(K[X]) mit XE,, — A’ = P~Y(XE,, — A)Q?

c¢) Auf welche Form kann man X F,, — A durch Multiplikation (von links und
rechts) mit P~ Q € GL,(K[X]) bringen?

d) Frage nach Aquivalenz von Matrizen iiber K[X]?

Gleiche Fragen (insbesondere d)) auch interessant fiir Matrizen aus Z™*™ statt
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1.2 Euklidische Ringe

Definition 1.2.1 (Int.bereich)

Ein kommutativer Ring R (genauer: (R,+,-)) (hier: immer mit 1) heifit Inte-
gritédtsbereich (oder -ring), wenn aus a,b € R mit a-b = 0 = a = 0 oder
b=0.

Beispiel 1.2.1

Z, K[X] fir K Korper sind Integritéitsbereiche.

Ein Teilring (Unterring) R eines Korpers ist ein Integritéitsbereich.
Z/e6z ist kein Integritétsbereich, denn (2 + 6Z)(3 + 6Z) = 0.

7/ mz ist kein Integritétsbereich, falls m > 1 und m keine Primzahl ist.

Definition 1.2.2 (a|b,a ~ b, Einheit, R*, irreduzibel)
Es sei R Integritdatsbereich. a,b € R

a) alb ("a teilt b”) < b =a - c mit einem c € R

b) a ~ b ("a assoziiert zu b”) < alb und bla

¢) a Einheit in R < a ist invertierbar (oder: a ~ 1)
R* = {a € R|a Einheit}

d) a irreduzibel a#0unda ¢ R* unda=b-c= b € R* oder c € R*
(u€ R*,a € R~ a= (au)u™?)
Beispiel 1.2.2

a) Sei R = 7.
Dann:
2|6
2~ (-2)
Z* ={1,-1}
a irreduzibel < a Primzahl oder —a Primzahl.

b) K Korper, K* = K\{0}
a#0,b€ K ~» alb, denn b = a(a™'b)

¢) K Korper, R = K[X]
R* ={f € K[X]|Grad(f) =0} = {a € K|a # 0}
Grad(f - g) = Grad(f) + Grad(g) (Dies impliziert sofort, dass f - g # 0,
denn das Nullpolynom hat keinen Grad.)
Grad(f) =1< f=aX +b,a #0,b € K = f irreduzibel, denn sonst
f=g-h= Grad(g) + Grad(h) =1
X2 +1 € R[X] irreduzibel
X2 +1 € C[X] reduzibel, denn X2 +1 = (X —i)(X +14).

Definition 1.2.3 (g97T)

R sei stets Integritétsbereich, a,b € R.
R > d heifit (ein) groBBter gemeinsamer Teiler von a,b (Notation:
d € ggT(a,b)), wenn d|a und d|b und (z € R, z|a und z|b) = z|d.
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Beispiel 1.2.3

@ =4,b=6,R =7, dann — 2 € ggT(4,6)
Bemerkung 1.2.1

Ein ggT von a,b € R ist, falls er existiert, bis auf Assoziiertheit eindeutig
bestimmt, denn d,d’ € ggT(a,b), d.h. d’|a,b also d|d’ und d|a,b also d’|d.
Dann:

Hdl,dg ERmitd =d- di und d = d/dg.

Einsetzen liefert:

d = d/dgdl &S d = (1 — dgdl) =0 R = dod; =1 dl,dQ € R* unter

Int.bereich
der Annahme, dass d’ # 0, was aber ein trivialer Fall ist.

Definition 1.2.4 (Euklidischer Ring)

R heifit Euklidischer Ring, wenn R Integritdtsbereich ist und

d: R\{0} — Ny = Z>¢ (gegeben ist) mit folgender Eigenschaft:

Zu a,b € R,b # 0 gibt es stets q,7 € R mit a = ¢-b+ r mit r = 0 oder
d(r) < 4(b).

Beispiel 1.2.4

a) (Z,6) mit 6(a) = |al fiir € Z\{0} ist Euklidischer Ring.
a,be b0

b>0
JgeZmit < ¢ <q+1
qg-b<a<qgb+d
0<d(r)=r:=a—gb<b=|b=0(b)
b<0

analog

b) R = K Kborper, §(a) = 1Va € K\{0}
Zu a,b e K,b+# 0 existiert g € Rmit a=¢q-b+0

¢) R=K[X],f €R,{#0,6(f) := Grad(f)
Zu f # 0 und g € R existieren ¢,r € K[X]mit g =¢q- f+rund r =0
oder Grad(r) < Grad(f).

g =X34+2X%2+1,f=2X242, q=3X
a f =X3+X

g—aqf =2X?2-X+1 g =1
@ f =2X242

g—af—q@f =-X-1=r

Ergebnis:

g=q+¢=3X+1
g=qf +r,Grad(r) =1 < 2= Grad(f)

d) Z[y/=5] ist kein euklidischer Ring (s.U.).
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e) Z[X] ist kein euklidischer Ring (s. spéter).
Bemerkung 1.2.2
In der Definition miissen g, nicht eindeutig sein.
Satz 1.2.1 (Euklidischer Algorithmus)

Sei (R, d) Euklidischer Ring. Zu a,b € R existiert stets ggT. Ist b # 0, so erhiilt
man einen ggT von a und b durch folgenden Algorithmus:

a = qlb + 7o (5(7“2) < (5(()) € Ny
b = Q@or2 + 173 5(7’3) < 5(7’2)

9 =q3r3 + 1y 0(ry) < 6(rs)

Tn—2 =(qn-1Tn-1+7Tn 5(rn) < 5(7’7171)
Thn—1 = ({nTn
Fiir ein 1 <n < 4§(b) + 1.

Dann ist r, € ggT(a,b).

Beweis:
Verfahren bricht nach max. §(b) + 1 Schritten ab.

Satz 1.2.2 (Frweiterter Fuklid. Algorithmus)

Erweiterter Euklid. Algorithmus
Input: a,b € R, R Fuklidischer Ring, b # 0.

RSN . so to
Initialisiere 79 := a,ry :=b,i 1= 17{

s1 tl :| = EQ

repeat
Titl ‘= Ti—1 — qiT5 mit Titl = 0 oder 6(7"i+1) < 5(7’1)
Si+1 = Si—1 — ;S
tit1 = ti—1 — qit;
1:=1+1

until r; =0
Output: d:=1;_1, s :=8; 1, t :=1t;_1
Dann ist d € ggT(a,b) und d = s-a+ ¢ - b.

i 0 1 Ti—1 a
R LI R Ry
Qi si b
Sit1 liy1
T = S;a + tzb
5 17 10 1 Si—1 ti—1
[ Si+1  tit1 ] B [ 1 —q } [ Si t; }

1.3 Invariantenteiler

Vor: (R, ) sei Euklid. Ring.
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Definition 1.3.1 (Zeilen-/Spalten-Operationen,)

Essei A € R™ ™. Man sagt A’ € R™*™ ensteht aus A durch eine R-elementare
Zeilen- (bzw. Spalten)-Operationen, wenn

a) A’ entsteht aus A durch Vertauschung von zwei verschiedenen Zeilen (bzw.
Spalten).

b) A’ entsteht aus A durch Addition des s-fachen (s € R) einer Zeile (bzw.
Spalte) zu einer anderen Zeile (bzw. Spalte).

c) A’ entsteht aus A durch Multiplikation einer Zeile (bzw. Spalte) mit
a € R".

Lemma 1.3.1
Entsteht A* aus A durch eine elem. Zeilen- (bzw. Spalten-) Operation, so ex.
Q € GL,(R) (bzw. P € GL,(R)) mit A = QA (bzw. A’ = AP).

Insbesondere gilt: ensteht A* aus A durch mehrere Zeilen- und Spaltenoperatio-
nen, so sind A, A" dquivalent (Umkehrung gilt auch, spiter!)

Beweis:

Satz 1.3.1

(R, 9) sei Euklid. Ring und A € R™*"™. Dann kann man A durch elem. Zeilen-
und Spaltenoperationen auf folgende Form bringen:

dy 0

E Rm)(’n

L 0 0_

mit dy,...,d, #0,7 >0 und d; € R*, so oBda d; =1

Beweis:

Lemma 1.3.2

TR, 0) sei Euklid. Ring, 0 # d € g¢gT'(a,b),a,b € R.

8 b } ldsst sich durch elementare Zeilen- und Spaltenoperationen auf die
Form [ d 2, ] bringen.
0 7
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Beweis:

Satz 1.3.2 (Invariantenteilersatz)

(R, ) sei Euklid. Ring, A € R™*".
Dann kann man A durch elementare Zeilen- und Spaltenoperationen auf die
Form

dy 0
D= 5
0 dy,
mit d; # 0,7 > 0 und d;|d; 41 fir i =1,...,7 — 1 bringen.
(Diese d; sind (s. Paragraph 4) bis auf Assoziiertheit eindeutig und heiflen In-
variantenteiler von A.)

Beweis:
Satz 1.3.3
dy 0
a) Ist A € R und ist A dquivalent zu D = , 80 ist
0 dn,

det(A) =wu-dy ... -d, mit u € R*.
b) Ist P € GL,(R) und R Euklid. Ring, so ist P ein Produkt von Element-

armatrizen. _
1
1
0 1
( ‘/’L = )
! 1 0
1
1
L 1 -
1 -
1
Aij(s) = ;
S 1
- 1 -

diag(1,...,1,u,1,...,1) mit u € R¥)
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c) A, A" € R™*" Hquivalent & A’ entsteht aus A durch elementare Zeilen-
und Spaltenoperationen.

(Vor.: R Euklid. Ring.)

Beweis:

Beispiel 1.3.1

a) R=17,A= 182 140}

4(4) minimal
12 4

A% s 10
412

Bs | 10 8
400

B | 10 —22]
4 0

Bz | 2 —22
2 —22

Bz | 4 0
2 0

Be | 4 44
2 0

Bz | 0 44

Invariantenteiler sind 2, 4.

) B [Xx-5 1
b) K Korper, R = K[X], A = 0 Y _9

§(1) = Grad(l) = 0 minimal unter Grad(a;;) mit a;; # 0.

A~
ES

laSed

X

B | X -2 (X2)(X5)]
1
0

laSed
EZ

0 9 c K2><2
xo =det(A) =u-1-(X —2)(X —5),u € K[X]* = K/{0}

A=XE,—C,C = { o

Bemerkung 1.3.1

Ist C € K™ soist xc =u-dy-...-d,, wobei dy,...,d, € K[X] die Invari-
antenteiler von X F,, — C sind.
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1.4 Eindeutigkeit der Invariantenteiler
Vor.: R sei Euklidischer Ring.
Definition 1.4.1 (k-Minor)

Ist C' € R™*™. Ein k-Minor ist die Determinante einer k x k-Untermatrix;
genauer:
Je() ={@) = (i1,...,i)]1 <y < ...<ip <1}
(1) € Jr(m), (j) € Ji(n)
Ciij1 <o Cigp

(W _
Cu =

Cirji -+ Cipje
C = [ey] _
Ax(C) = {det(C{)|(0) € Ji(m), (4) € Je(n)}
Ay (C) = Menge aller k-Minoren von C
di(C) = ggt(Ak(C))

Beispiel 1.4.1

5 4 7
R=Z,C=1]4 4 0

0 0 12
AL(C) = {0,4,5.7,12},d:(C) = {~ 1}

(5 4 5 4 5 7 4 7 5 7
AQ(C):{det_4 4},det[0 ()],det{4 O},det[4 O],det{o 19
4 0 4 4 +
det |: 0 12 :| ,d@t |: 0 0 :|} = {4707 _28a60748}ad2(c) = {_ 4}

(5 4 7 . .
Ag(C)={det | 4 4 0 | ds(C)={—4-12} ={— 48}
0 0 12

Satz 1.4.1
di(C) fiir C € R™*" k < Min{m,n}, &ndert sich nicht bei elementaren Zeilen-

oder Spaltenoperationen (angewandt auf C).

Beweis:

Satz 1.4.2

Es sei R Euklidischer Ring und C' € R™*™. Dann sind die Invariantenteiler von
C bis auf Assoziiertheit eindeutig bestimmt.

C,C" € R™*™ squivalent < C, C’ haben (bis auf Assoziiertheit) gleiche Invari-
antenteiler.
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Beweis:

Beispiel 1.4.2

7
0

S

C= BS ESS

S = Ut

4
4
0

S O =
O =
S O =
oo

12

—
]
—
]

412
dy = 1,dy = 4,ds = 12
didy =4 € dQ(C),dldeg =4-12 € dg(C)

1.5 Die rationale kanonische Form

K sei Korper, A, A’ € K™*",

A, A’ shnlich (d.h. es ex. P € GL,(K) mit P~1AP = A’)
1YY g, Aund XE, — A sind in K[X]"*" fquivalent

4 (Satz 2
s (é;t ) die Invariantenteiler von XFE,, — A und X E, — A’ sind assoziiert

& die normierten Invariantenteiler von X E,, — A und X E,, — A’ sind gleich.

Damit ist das Ahnlichkeitsproblem (s. § 1) geldst.

(f € K[X] normiert & f=X"+4 ... +a1X +aop)

XE, — A ist dquivalent zu diag(ds,...,d,) mit di|dz]...|d, (d; Invariantentei-
ler).

xA =det(XE, —A) =udy - ... d, mit v € K[X]|* = K\{0}

Da x4 normiert ist und alle d; normiert sind

Xa=di-... dp,di|ds|...|dy
n = Grad(xa) = Grad(dy) + ... + Grad(d,)
Beispiel 1.5.1
Ac Q3X3,AI c Q3><3
Xa=(X2+1)(X 1) =xa
Invariantenteiler von X E,, — A sind 1,1, (X% +1)(X — 1).

Invariantenteiler von X E,, — A’ sind 1,1, (X2 +1)(X —1).
Also A, A’ dhnlich.

Satz 1.5.1
a) Ae K™ (K Korper) = A #hnlich zu AT
b) C € R™*"™ (R euklidischer Ring) = C #quivalent zu CT

Beweis:
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Nun zum Normalformenproblem (s. § 1):
Erinnerung 1.5.1 (an LA I)

Ist g = X™+a, 1 X™ 1+ ...+ a1 X + ag ein normiertes Polynom in K[X]
vom Grad m > 1, so ist

0 0 —ag
1 —a1
Ay = 0o . € K™>*™ Begleitmatrix zu g.
0
L0 ... 0 1 —am-1 |

(Z.B. AX—(], = [a]’XAg = /’[/Ag = g) )
XE,, — A, ist dquivalent zu diag(1,...,1,g) (s. Ubung 2).

m—1

Satz 1.5.2

Ist K Korper, so ist jede Matrix A € K™*™ &hnlich zu genau einer Matrix der
Form

Ag, 0
Ag, g = Diag(Ay,, ..., Ay) = ,
0 Ag,
wobei Ag,,..., A, Begleitmatrizen zu normierten Polynomen gi,..., ¢, (mit
Grad > 1) mit g1]...|gr-
Dabei sind ¢, ..., g, die von 1 verschiedenen normierten Invariantenteiler von
XE, — A Ferner gy -...-gr = xa und g, = pa.
Beweis:

Definition 1.5.1 (rationale kanonische Form (Frobenius’sche Normalform))

Ag, ...g. Wie in Satz 2 heifit rationale kanonische Form (oder Frobenius’sche
Normalform) von A.

Beispiel 1.5.2

1
0
1

S = O
—_ ==

1
1
K =T, A= .

1100
gesucht: rationale kanonische Form von A.
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X+1 0 1 1
0 X+1 1 1
XEy— A= 1 0 X+1 1
1 1 0 X
Tl 0 X+1 17
- 1 X441 0 1
v X+1 0 1 1
0 1 1 X
! 0 0 0
. 1 X+1 X+41 0
Al (X+1),A7,(1) X+1 0 X2 X
0 1 1 X
1 0 0 o]
0 X+1 X+1 0
N
Ara(1),A13(X+1) 0 0 X2 X
0 1 1 X
F 1 0 0 0 ]
0 1 1 X
Vos 0 0 X2 X
0 X+1 X+1 0
10 0 0
» 0 1 0 0
Ay (1), A%, (X) o o0 Xx* X
0 X+1 0 X2+4+X
1 0 0 0 ]
» 0 1 0 0
Vi, Ass(X+1) 00 X X2
00 X24X 0
"1 0 0 0 |
01 0 0
Al (X) 0 0 X 0
00 0 X*4+X2 |

Vorteile der rationalen kanonischen Form

a) Leicht zu bestimmen.
Nur elementare Operationen und (ggf.) Euklidischen Algorithmus.

b) Absolut eindeutig.
c) Geht iiber jedem Korper.

Nachteil: Die rationale kanonische Form ist nicht immer die ”einfachste” Form.
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Beispiel 1.5.3

— 10 2X2
A‘{o P ] €Q
Ya=(X-1)(X-2)=¢g1 =X2—3X+2

rationale kanonische Form von A ist 4,4, = [ 0 -2 ]

Dieser Nachteil wird nun umgangen:

1.6 WeierstraB3-Normalform und Jordansche Nor-
malform

Satz 1.6.1

Es sei (R, ) ein euklidischer Ring.
Dann gibt es zu jedem a € R\{0}, mit a ¢ R* irreduzible Elemente

Pi,.--,pr ERmMita=py-... ppr.
Ist aucha = q;-...-qs mit q; € R irreduzibel, so ist r = s und es gibt Permutation
o € Sy 80, dass p; = uiqy(;) Mit u; € R*;p;, ¢, (;) assoziiert.

Beweis:

Man sagt: R euklidischer Ring ist faktoriell.

R = Z[v/—5] ist nicht faktoriell, da 6 = 2-3 = (1 + v/=5)(1 — v/=5) und
2,3,14 +v/—=5,1 — /=5 irreduzibel.

(Z[X] ist faktoriell, aber nicht euklidisch (ohne Beweis).)

Bemerkung 1.6.1
Fir R = Z (Mittelstufe).
Definition 1.6.1 (Elementarteiler)

Es sei R euklidischer Ring, C' € R™*™ dy,...,d, seien die von 0 und Einheiten
verschiedenen Invariantenteiler.

dj = p;n“ -...-ps”* wobei pq,...,ps irreduzibel und paarweise nicht assoziiert.
Dann heiflen die p;n“ # 1 Elementarteiler von C.
Bemerkung 1.6.2

Nach § 4 und Satz 1 sind die Elementarteiler von C' bis auf Reihenfolge und
Assoziiertheit eindeutig.

Beispiel 1.6.1
a) R=17,d, =2,ds = 4,ds = 60 Invariantenteiler

Elementarteiler 2,22,22,3,5
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b) Elementarteiler von C' € Z™*" seien
9233232 7
Invariantenteiler d,_» = 3,d,—1 = 3%,d, =22-32. 7= r =3
Satz 1.6.2

K sei Korper. Jedes A € K™*™ ist dhnlich zu einer Matrix der Form
Agras = Diag(Alha R Aqs)

mit normierten Polynomen g¢;, die Potenzen von irreduziblen Polynomen sind
(¢; nicht notwendigerweise (paarweise) verschieden). Die ¢; sind die Elementar-
teiler, der charakteristischen Matrix X E,, — A. Ay, . 4. ist bis auf Reihenfolge
der ¢; eindeutig und heifit Weierstraflsche Normalform von A.

Beweis:

Lemma 1.6.1
Ist g=f-he K[X],1# f;g,h normiert, 1 € g¢T(f,h)

11 Ay
= A, dhnlich zu [ A

Beweis:

Satz 1.6.3

Ist A € K™ und x4 zerfalle in Linearfaktoren. Dann ist A dhnlich zu einer
Matrix der Form J(A) = Diag(Jy, (a1),...,Jr (as)), wobeiay,...,as € K nicht

notwendigerweise verschieden, rq,...,rs € IN, dabei ist n = g T,

i=1
xa =T (X —a)".

a 0
1 a

Jr(a) = 1 . € K™% Jordan-Block (oder -Kasten).
0 1 a

J(A) heiBt Jordansche Normalform von A.

Beweis:
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Bemerkung 1.6.3
Ist K = C, so existiert zu jedem A € K™*" ”die” Jordansche Normalform.
Beispiel 1.6.2

a) Jede Matrix A € C?*? ist dhnlich zu einer Matrix der Form

J(A) = [ %1 22 } x4 = (X — a1)(X — as) oder
a 0

J(A)Z[l :|;XA:(X—G)2=,UA

XA Jalls a1 # as
X —a; ,sonst

a
pna =
b) Jedes A € €**? ist dihnlich zu

ai ai
J(A) = as oder J(A) = az 0 | oder

Wie berechnet man J(A)?
Existiert J(A)?

1) Bringe X E,, — A (durch elementare Zeilen- und Spalten-Operationen) auf
Diagonalform diag(1,...,1, g1,...,9» ).
—_—

€ K[X],normiert

2) Faktorisiere g1, ..., gr
g; = Produkt von q;nj,qj irreduzibel, Grad(g;) > 1, da J(A) sonst nicht
existiert; q;j = (X —a;)",a; € K,r; € N Elementarteiler
Fiir jeden Elementarteiler (X — a;)™ fiige auf Diagonale J,, (a;) ein.

Beispiel 1.6.3
XE, — A dquivalent zu diag(1,...,1, X* — X3 (X —1)%)
—_——

———
g1 g2
g1=X3(X ~1),90 = (X - 1)
Elementarteiler sind X — 1, (X — 1)3, X3.
100 0 00
J(A)=Diag([1],] 1 1 0, 1 0 0})
0 1 1 0 1 0

Vorteil:
J(A)™ fiir beliebiges m berechenbar.
Diag(Jri(a1),...,Jr (as))™ = Diag(Jr, (a1)™, ..., Jr (as)™)
0
A = Jy(a) = D+N mit D = diag(a,...,a) =aE,,N = J.(0) = 1
——

S
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=0 =0
am
mam—l a™
A™m — (mﬂiz)am72 mam’1
() () man

P~LAP = J(A),P € GL,(K),A™ = (PJ(A)P~Y)™ = P. J(A)™ . P!

Sei K = C.
Definition 1.6.2 (exp(A))

oo m

_ 1 .. 1 .

Ist A € C" " so sei exp(A) = e/ = Z ﬁAJ = liMm—co ZﬁAJ
=0 =0

A:JT(a):%Am: Z W<W,L)a]Nm]

j=m—r+1 J
m
1 1
PR T
e (M= )Y
mra™
11 m—1

11 m—1
2 (m—1)1 4

Allgemein: e4 = Pe/(AP~1 falls P~1AP = J(A)

Anwendung;:
K=R,C

Gesucht y; : It( : diffbar, y; = y;(t), A € K™*™

yi(t)
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enten.

1. Fall:

2. Fall:

Y1

Yn

= Ay lineares Dgl.-System mit konstanten Koeffizi-

Sei A = diag(aq,...,a,).
v = ay
Y3 a2y2
® = ) ”entkoppeltes System”
/ —
yn - AnYn _
0
ea1t ea2t
0 0
Losungsraum von @ ist L = {t — ¢y . + c2 . +...+cp
0
(- 0 -
Eine Basis des Losungsraums L finden sie in den Spalten von eP?, D = A.
ent 0
oDt —
0 €a"t

A allgemein, A € K™*™,

y' = Ay ist zu 16sen.

z= Py fir P € GL,(K)

2 =P Y =P 1Ay =P 'APz
2 =P l1APz
y Losung von 3y’ = Ay < z Losung von 2’ = P~ 1APz.

Wihle P € GL,(K) so, dass P71 AP = J(A). ("Entkoppeln”)

I
)
I

a 0
Sei also oBdA J(A) = J,(A) = L
0 1 a
azy
21+ aze
Z9 + azs
e 0
teat
%that
—(nil)!tn_le“t L. te® et

Spalten liefern Basis des Losungsraums von 2z’ = J(A) - z.
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1.7 Moduln iiber Ringen, Homomorphiesatz

Vor.: R sei Ring mit 1.

Definition 1.7.1 (R-Modul)
Ein R-Modul ist eine Menge () ## M zusammen mit

CMxM - M
C(mi,ma) o omy+ma
RxM — M

*: (a,m) +— a-m

(genauer: R-Links-Modul), wobei die Axiome (V1)-(V8) aus LA T gelten.
(V1)-(V4) besagt: (M, +) ist abelsche (d.h. kommutative) Gruppe.

(V5): (a1 -az) em =aj @ (az @m)

(V6): lem =m

(V7): a e (my+mz2) =aemi+aems

(V8): (a1 +az)em =a; em+asem

(fiir alle m, my,my € M,a,a1,a2 € R)

Beispiel 1.7.1

a) R = K Korper
R-Modul = K-Vektorraum

b) R=7
”Z-Modul = abelsche Gruppe (additiv geschrieben)”
Sei (M, +) abelsche Gruppe.
néeZ,veM
v+v+...+0v dfallsnmeN

nev:= 0eM n=0
—(w+...+v) fallsn <0
—_——

o ZxM—M

Nachrechnen ergibt (V5)-(V8) sind erfiillt.

(V1)-(V4) gelten nach Voraussetzung.

(M, +, o) ist Z-Modul.

Umgekehrt: (M, +, ®)Z-Modul = (M, +) ist abelsche Gruppe.

Definition 1.7.2 (Erzeugnis, Untermodul)

M sei ein R-Modul (R Ring).

S={vliel}CM

<8 >p= {Zaivﬂai € R, a; # 0 nur fiir endlich viele i}, der von S erzeugte
iel

Untermodul.

M’ C M heiBt Untermodul, wenn (M’, 4| a1 x p17, ® rx mv ) R-Modul
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s wvweMae R=v+weM,0e M ave M)

R sei Ring mit 1. M R-Modul.
Definition 1.7.3 (Basis, freier R-Modul, endlich erzeugt)

B C M heifit Basis von M, wenn < B >rp= M und Zaivi =0,a; € R,
i=1

v eEBvFAvjfiriEj=a=...=ay,=0.

M heifit freier R-Modul, wenn M eine Basis hat.

M heifit endlich erzeugt, wenn M =< § >p mit |S| < cc.

Bemerkung 1.7.1

a) R = K Koérper = M K-Modul (£=K-Vektorraum) hat Basis, also M freier
K-Modul.

b) R=7Z,Z, ={0,...,n— 1}, 4, sei Addition modulo n
(Z, +1)Z-Modul mit nex =z +,, ...+, =0z € Z,
—_——

Z,, hat keine Z-Basis. Z,, =< 1 > !
Z,, ist kein freier Z-Modul.

c) Z"™*! ist freier Z-Modul mit Basis {e1,...,en}.
(Dies gilt auch fiir R"*! fiir beliebigen Ring).

Definition 1.7.4 (R-linear, Hompg, R-Isomorphismus,Kern, Bild, Nebenklasse)
M, M’ R-Moduln, ¢ : M — M’ heifit R-linear, wenn
w(smy1 +ma) = sp(my) + ¢(mz2) Vs € Rymy,ma € M

Homgp(M,M")={p: M — M'|p R-linear }

Ist ¢ zuséitzlich bijektiv, so heifit ¢ R-Isomorphismus.

M =p M' < 39 : M — M’ R-ITsomorphismus

Ist ¢ € Hompg(M, M'), so sei Kern(y) = {v € M|p(v) =0},
Bild(p) = {p(v)|v € M}.

Ist U <p M (UR—Untermodul), v € M, so sei

v+ U = {v+ u|u € U} Nebenklasse (oder Restklasse) (von v) nach U.
Beispiel 1.7.2

M =TR?
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v+U

Bemerkung 1.7.2
v+U=vV+Usv—v el
Satz 1.7.1 (Homomorphiesatz fiir (R-)Moduln)

M, M’ seien R-Moduln.

a) Ist U <gp M, so wird M/U = {v+ Ulv € M} (Faktormodul oder
Restklassenmodul) zu einem R-Modul mit

(w+U)+0' +U):=v+04+U
ae(v+U):=a-v+U

R — M/U

v e ot U ist surjektiv R-linear (R-Epimorphismus).

und 7™ =7y :

b) Sei ¢ : M — M’ R-linear, so ist Kern(y) <p M und Bild(y) <r M’ und
Bild(p) =2 M/Kern(y)
(p(v) — v+ Kern(ep) ist Isomorphismus.)
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v'+U=v1l'+U

(v+U)+(v'+U)

Beweis:

Bemerkung 1.7.3

Ist R = K,V K-Vektorraum, U <y V, so existiert U’ < V (Basiserginzungssatz
mit V=U+4U’" und UNU’ = {0}; jedes v € V hat eindeutige Darstellung als
v=u+u mit ue U €U).

v+U=u+uv+U=u+U

ViU < U .. ..
u’iU — o bijektiv
V/U=U’

Beispiel 1.7.3
+ 4+
a) M=Z,R=72Z,U=Z7Z-3={0,—3,—6,...}
M/U ="7/z.3 = 32|z €L} ={0+3Z,1 + 37,2 + 37
/ jz.3 = {2+ 32|z € T} = {0 + + + 3%}
3+3%Z —143%

z{[ §Z]|a,b€Z},RZ

I+a{g}+a[;]+a{§}+u}
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366+E+E{§}+U{?}+U

_ 4] ~|o 1 |1
4a—_4_+U—[1]+U+{1}+U—{0}+U
sa= | 2] 4o

6a = 8 +U

Also: M/U =< @ >
Definition 1.7.5 (direkte Summe)

Sind My, ..., M,, R-Moduln, so sei M1®&Mo®...®M, = {(vi,...,v,)|v; € M;}
(direkte Summe) R-Modul mit

(V1y ey o)+ (W], 0)) = (1 + U, o 0L
a€ R a(vy,...,v,) = (av1,...,av,)

zB. 22 =2 L oL

BES

Satz 1.7.2

Jeder endlich erzeugte R-Modul M (mit einem Erzeugendensystem (vy, ..., v,))

ist ein homomorphes Bild von R" = R& ... & R = R"*! ist also (nach Homo-
—_———

morphiesatz) isomorph zu R"/U fiir einen Untermodul U <gr R".
Ist M frei mit Basis(-folge) (v1,...,v,), dann ist M =g R™.

Beweis:

Bemerkung 1.7.4

Um alle endlich erzeugten R-Moduln bis auf Isomorphie zu erhalten, braucht
man “nur” alle Untermoduln von R™ zu finden.

Satz 1.7.3
Es sei e; € R™*Y und U =< dyeq,...,dre, >p< R™*1,
Dann ist R™*1 /U =2z R ©...0R OR®...DR.
nn i /U =g R/pq, /Rd,
m—1
Beweis:
Bezeichnung 1.7.1 (Spaltenmodul)
a1 Q1n
Ist A€ R™ ™ sosei SM(A) =< ; yeeny ; > Spaltenmodul.
am1 Amn

Jeder endlich erzeugte Untermodul von R™*! ist von der Form SM(A) mit
A e R™™ fiir ein n.
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1.8 Moduln iiber Euklidischen Ringen

R sei euklidischer Ring.

M R-Modul erzeugt von m Elementen = M =z R™*!/U
U <gr Rmxl
Wenn U endlich erzeugt ist (von n Spalten), so ist U = SM(A) mit A € R™*".

Lemma 1.8.1

a) Ensteht A’ € R™*™ aus A € R™*" durch R-elementare Spaltenoperatio-
nen (d.h. A’ = AQ,Q € GL,(R)), so ist SM(A) = SM(A’).

b) Entsteht A" € R™*™ aus A € R™*™ durch R-elementare Zeilenopera-
tionen (d.h. A’ = PA,P € GL,,(R)), so ist R™*1/SM(A) =r R™*/
SM(A").

Beweis:

Folgerung 1.8.1

R sei euklidischer Ring, A € R™*"™ beliebig.
R /SM(A) = R/ py o ora,eR® ... @ R Wit
—_———

dy]...|d, # 0 Invariantenteiler # 0 V(;nr;;l.

Beweis:

Fragen 1.8.1

Ist jeder Untermodul U von R™*! endlich erzeugt?
Im Allgemeinen nein, aber bei euklidischen Ringen doch.

Satz 1.8.1

R sei euklidischer Ring. Ist U <p R, so gibt esd € R mit U =<d >p= R -d.
(”Ein euklidischer Ring ist ein Hauptidealring (d.h. jedes Ideal in einem eu-
klidischen Ring ist ein Hauptideal).”)

Beweis:

Bemerkung 1.8.1 (Ideal, Hauptideal)
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Ein Untermodul eines kommutativen Ringes heifit ein Ideal. Ein Untermodul
der Form R - d heiit Hauptideal. (Ideale sind Kerne von Ringhomomorphis-
men.)

Satz 1.8.2

R sei euklidischer Ring, U <p R™. Dann hat U eine R-Basis (w1, ..., w,) mit
n <m.

Beweis:

Satz 1.8.3 (Hauptsatz iber endlich erzeugte Moduln iber euklidischen Ringen)
Ist R euklidischer Ring und M endlich erzeugter R-Modul, so ist
MgR/Rdl@...@R/RdT@R@...@R

s>0
Satz 1.8.4 (Hauptsatz iber endlich erzeugte abelsche Gruppen)
Jede endlich erzeugte abelsche Gruppe ist isomorph zu

A:Z/Zdl@...@Z/ZdT@Z@...@Z

mit di]...|d, # 0 (0BdA d; € N+1) und auch isomorph zu

Z/qu@...@Z/qu@Z@...@Z

S

mit Primzahlpotenzen q1,...,q.
Beispiel 1.8.1

a) ges.: alle A mit |A] =15
= A2 7155 2 Lyzy X Lysy,

b) ges.: alle A mit |A| =4
> AY Z/QZ S Z/QZ oder A =2 Z/4Z
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Kapitel 2

Linear- und Bilinearformen

2.1 Dualraum

K Korper, V K-Vektorraum.

Definition 2.1.1 (Dualraum, Linearform)

Ist V K-Vektorraum, so sei V* = Homg(V, K).V* heiit Dualraum zu V.
(Generell ist Homg (V,W) ein K-Vektorraum.)
A € V*, so heiit A Linearform (oder lineares Funktional).

Lemma 2.1.1

Ist (v1,...,v,) K-Basis von V' (dim(V) = n), so sei

0 fiir i 2
vt € V* def. durch v*(v;) = A A T S
I J 1 firi=j
Dann ist (vf,...,v}:) = B* eine K-Basis von V*.

Beweis:

B* heifit die zu B duale Basis von V*.
Folgerung 2.1.1

Ist dim(V) =n < oo, so ist V* =V = K1xn,
Bemerkung 2.1.1

ME,(\) = a1, ..., ap), fiir A€ V"

n

_ *
A= E a; v}
i=1
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Bemerkung 2.1.2
Ist dim(V) = oo, so ist V* 2 V.
Beispiel 2.1.1

V = K™ = {(a;)jen| mit a; # 0 nur fiir endlich viele j,a; € K}

B = {61|Z S IN}, €; = (5”)?11 Basis von V'

Dann ist V* = KN

A= ()2,

Ist K = Q oder |K| < 00, so ist K™) abziihlbar, KN nicht abzihlbar.

Bemerkung 2.1.3

B = (v1,...,v,) Basisvon V,A € V* A = Zaiv;‘
i=1
(AMvi) =a;,i=1,...,n)
Kern(\) = {szvz| arx1 + ...+ apz, =0}
i=0

lin. homogene Gleichung

Zwei duale Aufgaben:
a) geg.: lin. homogenes Gleichungssytem, also A1,..., A, € V*

ges.: Losungsraum, also ﬂKern()\i)
i=1

b) geg.: Teilraum U von V

ges.: A1,..., Ay mit U = ﬂKern(/\i)

i=1
Definition 2.1.2 (Annihilator)

Sei M C V,V K-Vektorraum.
MY ={X € V*|A\(v) = 0 fiir alle v € M} C V* Annihilator von M.

Bemerkung 2.1.4
a) M° < V*
b) MO =< M >0
Satz 2.1.1 (Dualititssatz)
Sei dim (V) = n < co. Dann gilt:
a) Uy <Uy <V =U§ <UP<V*
b) dim(U°) = n — dim(U)

C) (Ul + UQ)O = U10 n U20
(U1 n Ug)o = U? + Ug
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U — Uo

und die Abbildung @ : {U|U Teilraum von V} —  {Teilrdume von V*}

ist bijektiv.

Beweis:

Ist dim(V) =n < oo und ¢ : V* — V Isomorphismus, so ist
U — p(U°)

’.
e {Teilrdume von V} —  {Teilrdume von U}

Bijektion mit
U <Us & @'(Us) < @'(Un)
dim(®'(U)) =n — dim(U)

Beispiel 2.1.2

Z3Y hat 219 — 1 = 1023 9-dimensionale Teilriume.
Z%O hat 1023 1-dimensionale Teilrdume.

Satz 2.1.2

w* —  V*

Esseig: V — W K-lineare Abbildung. Dann ist die Abbildung ¢ : A Moo

K-linear ("die zu ¢ transponierte Abbildung”).

phi

\% W

lambda

K

Ist B = (v1,...,v,) Basisfolge von V und C = (wy,...,w,,) Basisfolge von W
und A = ME(p), so ist M§: (p7) = AT.

Beweis:

Bemerkung 2.1.5

Ist dim(V) = n < o0, so erhdlt man durch Wahl einer Basis von V und der
dualen Basis von V* einen Isomorphismus. Jeder Isomorphismus wird definiert
— (ay: A= A(v))
(v, 7 Auswertung an v; V** Bidualraum) der unabhéngig von jeder Basiswahl
ist ("natiirlicher Isomorphismus”).

durch eine Basis. Dagegen erhélt man einen Isomorphismus « :
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2.2 Bilinearformen
Definition 2.2.1 (Bilinearform)

Ist V ein K-Vektorraum, so heifit ® : V x V — K Bilinearform, wenn

D(sv + v, w) = sP(v,w) + P(v', w)
O(v, sw+w') = sP(v,w) + P(v,w’)
fiir alle v, w, v, w’ € V,s € K gilt.

Definition 2.2.2 (Gram-Matriz)

Ist B = (v1,...,v,) Basis von V, so heifit Mp(®) = [®(vi,vj)]1<i,j<n Gram-
Matrix (¢ Bilinearform).

Bemerkung 2.2.1

B = (vi,...,v,) wie oben. A = Mp(®), so ist ®(v,w) = 2T Ay, wobei
T n
v=>Ymiv,w= Y yvi,x=| ... |, y=
In Yn

Bemerkung 2.2.2

Sind B = (v1,...,v,) und B’ = (vf,...,v},) Basen von V, ® : V xV — K
Bilinearform

Mp/ (®) = PT - Mp(®) - P mit P = Mg/ (idy) Basiswechselmatrix.
Definition 2.2.3 (kongruent)
A, A" € K™*™ heiflen kongruent, wenn es ein P € GL,(K) gibt mit
A'=PTAP
(Dies ist eine Aquivalenzrelation.)

Beispiel 2.2.1
a) 10 , 10 kongruent, aber nicht shnlich in Q2*2.
0 1 0 4
0 2 0 2

(PTAP)T = PTATP, also A = AT (A symmetrisch) und A, A’ kongruent
= A’ = AT (A’ symmetrisch).

b) [ 10 ], { 11 ] sind &hnlich, aber nicht kongruent.

Folgerung 2.2.1

Ist A kongruent zu einer Diagonalmatrix diag(t1,...,t,), so muss A symme-
trisch sein (AT = A).

Bemerkung 2.2.3
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Ist & : V xV — K Bilinearform, so erhélt man zu jedem w € V eine Linearform

. . w o = Ay
Aw 1 0 — ®(v,w) und die Abbildung A : Voo v

Bifo(V)={®:V x V — K|® Bilinearform } &2 Homg(V,V*)

ist lineare Abblidung.

Definition 2.2.4 (nicht ausgeartet)
® € Bifo(V) heifit nicht ausgeartet, wenn aus

O (v,w) =0 fiir alle v € V folgt: w =0
Beispiel 2.2.2

V=R B=(c,...en)

1
a) ® gegeben durch Mg(P) =
i 1
[ 1
b) ® gegeben durch Mp(P) =
1
-1
Z1 Y1 n—1
o(| L] 2 =D miY — ey
Tn Yn =t

® ist nicht ausgeartet.
Bemerkung 2.2.4

® : VxV — K nicht ausgeartet (dim (V) = n) < Rang(Mp(®)) = n = dim(V).

2.3 Orthogonalitét

Definition 2.3.1 (symmetrisch, alternierend, orthogonal, Orthogonalraum, Ra-
dikal, isotrop)

® € Bifo(V) heifit symmetrisch (bzw. alternierend), wenn
O (v, w) = P(w,v) (bzw. ®(v,w) = —P(w,v)) fir alle v,w € V gilt.

v,w € V heilen orthogonal bzgl. ®, wenn ¢ (v, w) = 0.

(Bem.: ® ist symmetrische Relation.)

vlw (v,w orthogonal = w, v orthogonal)

Ist M CV,sosei M+ = {v e V|®(v,u) =0Vu € M} <V (Orthogonalraum
zu M).

VL = Rad(®) = {v € V|®(v,w) = 0 Vw € V} (Radikal)

(® nicht ausgeartet, wenn Rad(®) = {0}.)

v € V isotrop (bzgl. @) 5 O(v,v) =0.

Bemerkung 2.3.1
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B = (vy,...,v,) Basis von V, Mp(®) = A

® symmetrisch < A = AT (A symmetrisch)

® alternierend < AT = — A (A schiefsymmetrisch)
® nicht ausgeartet < Rg(A) =n

Beispiel 2.3.1

£ 1 n—1
V=R"Le(l || )Zzﬂﬁiyi—iﬂnyn
n Yn i=1
T n—1
{e=1| : € R™ Yz isotrop } = {z]2? = fo}
, i=1

(Fir n = 3: Kegel (s. Skizze in der Mitschrift))
Satz 2.3.1

Sei @ : V x V — K symmetrisch oder alternierend, dim(V) =n < co,U C V.

dim(U) + dim(U+) = dim(V') + dim(U N Rad(®))

———
VL
Beweis:
Beispiel 2.3.2
Z1 [ Y1
(| z2 |, | y2 |) =211 + 22y2 — 23y3 (" Lorentz-Metrik”)
Zs3 Y3

1 -
1 0
Utb=<|0],]1]>
Rad(®) = {0} (~ dim(U) + dim(U+) = dim(V))
VAU 4+ UL
Unut=U

Corrolar 2.3.1

Es enthalte U keine isotropen Vektoren, oder @y sei nicht ausgeartet, dann
ist

V=U+UrmdUNU*={0} (V=UU).

Beweis:

40



2.4 Symmetrische Bilinearformen, Orthogonali-
sierung

Fragen 2.4.1

Wenn @ : V x V. — K symmetrische Bifo,B = (v1,...,v,) Basis von V,
existiert ”Orthogonalbasis” B’ = (w1, ...,w,) mit Mg (®) = diag(ty,...,tn)
(d.h. ®(vs,v5) =0 fur ¢ # 5)?

Beispiel 2.4.1

Es sei K Korper ”der Charakteristik 27, dh. 141 =0 € K (zB. K = Zo,
Korper aus Ubung LA T mit 4 Elementen). ® gegeben auf Mp(®) = [ (1) (1) ] .
B = (v1,v2),v = x1v1 + T2v2 € V

O (v,v) = 22P(vy,v1) + 23P(v2, v2) + T122P(v1, v2) + 2221 P(v2, V1)
= 1‘1$2(1 + 1)
=0

Jeder Vektor in V ist isotrop.
Wire B’ = (w1, ws) Orthogonalbasis: Mp = [

o)

Satz 2.4.1

o O

8 } nicht kongruent zu

Ist Char(K) #2 (dh. 141 #0 € K), dim(V) = n < 0o, ® symmetrische Bifo.
Dann existiert Orthogonalbasis B = (v1,...,vy)

Mp = diag(ti, ..., tn)
(dh (I)(’UZ', ’Uj) = (Swtz)

Beweis:

Corrolar 2.4.1

Char(K) #2,A = AT € K™ = A kongruent zu Diagonalmatrix
AP € GL,(K) : PTAP = diag(ty,...,t,)
(P Basiswechselmatrix)

Fragen 2.4.2

Wie findet man diag(ty,...,t,) und P?

Nach Kapitel 1 § 3 Satz 3 ist jedes P € GL,,(K) Produkt von Elementarmatrizen
Eii PZElET

A gegeben, ET - .. ..ET - A-E;-... E,

F; sind von der Form
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i) D;(c) = diag(1,...
A Di(e)T AD;(c)

del...,1) =

Di(c)T,c#0€ K (dh. c€ K*)

Multipliziere i-te Spalte von A mit ¢ und danach (oder davor) i-te Zeile

von A mit c.

1

i) Ay(t) =

Ay ()T = Aji(t)
A Aij (t)TAAij (t)

Addiere t-faches der i-ten Spalte zur j-ten Spalte und danach ¢-faches der

i-ten Zeile zur j-ten Zeile.

1

iii) Vi, =

A VT AV

1

Vertausche i-te und j-te Spalte von A, i-te und j-te Zeile von A.

Verfahren:

o "gekoppelte elementare Spalten- und Zeilenoperationen”

e "modifizierter Gaulalgorithmus”

e "quadratische Ergédnzung”

Beispiel 2.4.2

0 -1 1
A= -1 -9 2 | e@®3
1 2 5
Vertausche 1. und 3. Spalte und Zeile:
0 01
Ei=]10 10
1 00
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1 -1 0
AE; =2 -9 -1

5 2 1
5 2 1
A'=ETAE, =] 2 -9 -1
1 -1 0
1 00
Es3=10 10
001
0 0 1
E\EsE3=|0 1 0
1 —2 _1
5 5
5 0 0
A'E>F 2 -8 I
2123 = ) 7% 73
5 5
5 0 0
=FEIEJAEE3=| 0 -2 I
0o -1 _1
5 5
0 1 0
E\EsEsEq= |0 0 1
1 -1 _2
5 5
5 0 0
A" —ETA'E, = | 0 -1 _1I
S I
5 5
0o 1 -7
E1E2E3E4E5 0 0 1
1 - 1
5
5 0 0
ETA"Es=|0 —1 0 |=D=PTAP
0 0 0

(Test: die Matrix sollte symmetrisch bleiben)
Definition 2.4.1 (zu ® gehirige quadratische Form, Quadrik)
Ist @ : V x V — K (symmetrische) Bifo, so heifit die Abbildung
Qs :V — K mit Qa(v) = (v, v)
die zu ® gehorige quadratische Form und fiir ¢ € K beliebig
Q = {v € V|Qs(v) = ¢} (homogene) Quadrik zu ® (und ¢).
Beispiel 2.4.3
A wie oben, V = R3*! B = (e, €2, e3) Standardbasis, Mp(®) = A
Z1

v = To
T3

Qa(v) = ¢(v,v)
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0 -1 1 I
= [ T1,T2,T3 ] —1 -9 2 X9
1 2 5 T3
== 791321'2 + 5:1331'3 + 2(7111$2 + Tr1x3 + 21321'3)

L1
Q={v=| z2 || =923+ 523 — 22122 + 22125 + dx223 = 1}
Z3
BI = (U17027’U3)
o 1 -7
Mg (idy=P=|0 0 1
1 -1 1
5 0 0
Mg (@) =0 -+ 0
0 0
Q = {v = yvi|®(v,v) = 5yi — %y% =1}
0 1
v = 0 , Vg = 0
1 1
5
*91’% + 593% — 2I1$2 + 29311'3 + 4£E2£L'3 = *9(12 + s121 + 531'3)2

~ —2:98) =—-2,-2-9s53 =4
Im neuen Koordinatensystem (v1,wvs,v3): hyperbolischer Zylinder (vgl. Mit-
schrift).

2.5 Symmetrische Bilinearformen iiber angeord-
neten Korpern
Definition 2.5.1 (angeordneter Kdorper)

Ein angeordneter Korper ist ein Korper K zusammen mit einer Teilmenge
P C K (?Positivitbereich, Positivititsmenge”) mit

i) K=PU{0}U{—z|zc P}

i) z,ye P=>z+y€ePx-yeP
Schreibweise:

° as>0§§.:r€P

ser>yeax—yeklP
def.

Bemerkung 2.5.1

Ist K angeordneter Korper mit Positivbereich P.
a) x? € P fiir alle z € K\{0}
b) 1eP

c)reP=2"tecP
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Beweis:

Bemerkung 2.5.2
Ist "char(K)# 0", dh. Jpe Nmitp-1=14+...+41=0
a) Ist "char(K) # 07, p € N mit p +...+

P
= K nicht angeordnet, denn 1+ ... +1€ Pund 0 ¢ P

b) In Q und R gibt es nur je einen Positivitdtsbereich P mit (i) und (ii),
dennin Q :n,m € N = n,m,m™! eP, - e€PundinR:

P i={a2lz #0} C Pund R= P, U{0} U (—P,)

¢) C nicht angeordneter Kérper, denn
—1 =42 € P fiir Positivitéitsbereich
1 € P (Widerspruch)

Definition 2.5.2 (positiv definit, negativ definit)

®:V xV — K (K angeordneter Korper) heifit positiv definit (bzw. negativ
definit, wenn ®(v,v) > 0 (bzw. ®(v,v) < 0) fiir alle 0 A v € V.

Satz 2.5.1 (Tragheitssatz von Sylvester)

Sei ® : V x V — K symmetrische Bifo (K angeordnet), dim(V) = n < oo.
Dann existiert Basis B = (v1,...,v,) mit

Mg(®) = diag(dy, ..., dp,dy,...,d,,0,...,0)
mit d; > 0 und dj < 0 und p, ¢ sind eindeutig bestimmt.

((p,q) Signatur)
Ist K =R,sokannmand; =...=d, =1 und dj = ... =d; = —1 wihlen.

Beweis:

Beispiel 2.5.1

Seien n = 2, K = R, A € R?*? symmetrisch, A = Mp(®). Dann ist A kongruent
71

[(1) ?}(2,0),{_01 _01](0,2),[(1) _01](1,1),[(1) 8](1,0),[‘01 8}(0,1),{8 8}(0,0)

Die Wertepaare hinter den Matrizen sind die Signaturen (der zugehorigen Line-
arformen). Die zugehorigen Linearformen ® sind bei den ersten drei Matrizen
nicht ausgeartet und bei den letzten drei ausgeartet.

Folgerung 2.5.1

Seien @ : V x V — K symmetrische Bifo, B Basis von V, dim(V) = n < co.
® positiv definit = det(Mp(P) > 0
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Klar, falls B Orthogonalbasis B;.
Mp(®) = PT Mg, (®)P, P = Mg (id) € GL,(K)
det(Mp(®)) = (det(P))? det(Mp, (®))
—_— —
>0 >0,falls ® pos. def.
(det(PT) = det(P))

Satz 2.5.2

®:V xV — K (K angeordneter Korper) symmetrische Bifo
Mp(®)=A e Kn*"

ail ... A1k
® positiv definit < det(Ag) >0 fir k=1,...,n mit Ay = : : ,
Akl ve. Akk
A=A,
Beweis:

Folgerung 2.5.2

®:V xV — K positiv definit = ®(v,w)? < ®(v,v) - ®(w, w)
mit Gleichheit < (v, w) linear abhéngig
(Im Fall K = R: Cauchy-Schwarz-Ungleichung.)

Beweis: ...

2.6 Isometriegruppen - orthogonale Gruppen
Definition 2.6.1 (Isometriegruppe)

Sei ®:V xV — K Bifo.

G(®) = {¢ € GL(V)|P(p(v), p(w)) = (v, w) Yv,w € V} Isometriegruppe
zu P.

Ae K" G(A) = {F € GL,(K)|FTAF = A}

(GL(V) = {¢ € End(V)|p Isomorphismus})

Ist (V, @) euklidischer Raum, d.h. ® symmetrisch, positiv definit, V' R-Vektorraum,
so heifit G(®) = O(®) = O(V, @) orthogonale Gruppe.

Lemma 2.6.1
a) G(®) und G(A) sind Gruppen.

b) dim(V) =n < co und A = Mp(P), so ist
G(®) — G(A)

Isomorphismus.
¢ = Mgy P

c) Sind A, A’ € K™*" kongruent, d.h. 3P € GL,(K) mit A’ = PTAP, so ist

G(A) = G(A").
G(A)=G(c-A) firce K,c#0
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d) Ist ® nicht ausgeartet, det(A) # 0, dim(V) < oo so gilt fiir
+
© € G(D) : det(p) =— 1
F e G(A) : det(A) Iy

Beweis:

Definition 2.6.2 (n-dim. orthogonale Gruppe, n-dim. Lorentzgruppe)

D = Dpyr = diag(1,...,1,-1,...,-1,0,...,0) € R"*", n =p+ g+ r (Gram-
—_—— ————— ——
p q r
matrix von @ : R” x R® — R mit Signatur (p,q))
Opgr(R) = {F € GLy(K)|F" Dpgy F' = Dpgy }
oBdA p > ¢q
0, (R) = Onoo(R) n-dimensionale orthogonale Gruppe
Ln(R) = O(n—1)10(R) n-dimensionale Lorentzgruppe

Beispiel 2.6.1

n=2

O2(R) = O200(R)
0O101(R) = Op11(R)
Ls(R)

Oo2(R) = GL2(R)

Zu OQ(R)
B = (v1,v2) R-Basisvon V,®: V x V - R
. 1 0
mit Mp(®) = 0 1 ]
L= ®(v1,v1) = ®(p(v1),p(v1)),0 = @(v1,v2) = ®(p(v1), p(v2))

Sei ¢ € G(®).Mp(p) = [ Z 2 } =F

(1) 1=a®+0?
(2)1=c+d?
(3) 0 =ac+bd

vgl. Skizzen in Mitschrift
cos(0) = %(ei@ +e79)
sin(0) = 5 (e — e79)

Aus (3) folgt:
c —b
o] =[]

F:[a —eb

b ea

+ . +
e=—1, weil det(F) = ad —bc=—1
Also:

P=| o) ey | rehmum @
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. . . Q
sin(©) —cos(©) } , Spiegelung an der Geraden mit Winkel -

F? =B,

b [ cos(©)  sin(O)

Zu LQ(]R):
B = (v1,v2) R-Basisvon V,®: V x V — R

mit Mg(®) = { L0 ]
1= <I>(U1,U1) = q>(90(vl)790(v1))a0 = (I)(UlaUQ) = @((p(vl),(p(’l)g))
Sei ¢ € G(®).Mp(p) = [ ‘Z 2 ] =F

(1) 1=0a*—-0?
(2) —1=c2—d?
(3)0=ac—0bd

vgl. Skizzen in Mitbchrift

cosh(©) = ( +e79)

sinh(©) = ( e 9)
s olgt:

HH
e-lh ]

e=— 1, weil det(F) = ad — be -

F=[ne) )=

P i) el e =1

oder i

- [y o) ] =

SRR
Satz 2.6.1

Sei (V, ®) euklidischer n-dimensionaler R-Vektorraum, ® : V- x V' — R positiv
definit.

Ist ¢ € O(®) =2 0, (R), so existiert ON-Basis B = (vy,...,vy,) mit

Mg(p) = Diag(1,...,1,~1,...,—1,D(©1),...,D(0,)) = D, wobei

\_ | cos(®) —sin(©) .
D(®:) = { sin(©)  cos(0O) O &z

Beweis:

Corrolar 2.6.1
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Ist A€ O,(R) (ATA = E), so existiert P € O,,(R) mit P"'AP = D mit D wie
in Satz 1.

Lemma 2.6.2

Ist ¢ € O(®) und ®(v,v) # 0 Vv € V\{0} und ¢ € K Eigenwert von ¢, so ist

t _r 1, denn
D (p(v), 0(v)) = ®(v,v). Ist p(v) = tv,v # 0, so ist ®(p(v), p(v)) = t2 ®(v,v) =

——
£0
P(v,v) ~ t2 = 1.
——v
#0

Folgerung 2.6.1

Ist (V,®) 3-dimensionaler euklidischer Vektorraum und ¢ € O(®), so ist, falls
det(p) = 1 ist, ¢ eine Drehung um Achse < v; > mit Drehwinkel ©, d.h. 3

ON-Basis B = (v, v2,v3), Mp(p) = { 1 D(©) } ,0€eR,—7m <O <7 (Dreh-

winkel), oder falls det(¢) = —1 ist, eine Drehung um die Achse < vy > " gefolgt”
von einer Spiegelung an < v; >*, d.h. es existiert ON-Basis

-1 0 0 -1 1
B = (v1,v2,v3) von V mit Mp(¢)=| 0 = 1

0 D(©) 1
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Kapitel 3

Tensorprodukte

3.1 Ko- und Kontravariante Vektoren und Ten-
sorgrofien

Es sei V n-dim. K-Vektorraum mit Basen B = (vq,...,v,) und
B =C= (wl7 . wn)

Vov= szvz = Zyiwi, wobei die x; die ”alten” Koordinaten und die y;

=1
die ” neuen Koordlnaten sind.

Frage: Wie erhélt man die y; aus den ;7
Mit Basiswechselmatrix M5 (idy) = [a*]

J
n
w; = aiv-
i = 5 Vi
i=1
n

n
Wir schreiben jetzt: v = Z xjvj = Z ijj

Jj=1 j=1
n n n n
po=D Y ) dui=) (3 agy)
j=1 =1 i=1 j=1
Koeffizientenvergleich: z¢ = Z aly’
=1
n
Z s/ mit (1] = ME (idv) = [a}] ™!

”Kontravarlantes Transformationsverhalten” (”iiber Kreuz”)

Es sei jetzt V* = Hom(V, K) Dualraum zu V.
B* = (vl,...,v") sei zu B duale Basis, also v'(v;) = §;;.
C* = (wl,...,w") sei zu C duale Basis.

)\EV*,)\:invi :Zyiwi,xi,yi e K

=1 i=1

Definition 3.1.1 (kontra-, kovariante Vektorgrifie)
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V sei n-dim. K-VR.

B8 = Menge aller K-Basen von V.

Eine kontravariante (bzw. kovariante) Vektorgréfe ist eine Abbildung
g B — K™ mit folgender Eigenschaft:

Ist B= (v1,...,0n) € B,B' = (wy,...,w,) €B

u@zZaj—vi
laj] = A = MB(Zdv)[] A

so ist g(B')(i) = g(B')* Zag

(bzw. g(B')(4) ;= Za 9(B

Beispiel 3.1.1
a) veV,g,: B — K"
gu(B) = (a!,...,a"), falls v = izivi
go(B)i = zi =

g kontravariante Vektorgrofle.
b) Sei A € V* = Hom(V,K).
gx(B) = (A(vn); -, Alwn))

a(B); = Mwj) Za Av;) Zaég)\(l?)
i=1
gx kovariante Vektorgroﬁe

c) Ist ® : V x V — K Bilinearform.
go : B — KX
go(B) = Mp(®) = [®(vi, v;)]
99(B)(i,7) = go(B)ij = ®(vi,v))
My (®) = AT My(®)A

go(B)(i,j) = af®(vg,v)a)

k=1li=1
m n
k=1 I=1

d) p€ End(V),g, : B — K™
9¢(B) = Mp(p )

9,(B)(i, 5) Zzakgw aj

k=1 1=1
Mp (o ):A_lMB( )A

08 = 5° S a5

k=11=1

Definition 3.1.2 (r-fach kontra-, s-fach kovariante Tensorgrdifie)
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B = Menge der Basen von V' (V n-dim. K-Vektorraum). Eine r-fach kontra-,
s-fach kovariante Tensorgrofie (der Stufe r + s) ist eine Abbildung

nXxXnxX...xXn

N’
g:B—- K s = Abb({1,...,n} x ... x {1,...,n}, K) mit
7‘+{S .
9B (i, si1, g1,y s) = g(B) 0 =

S s R K
E E akl "'akra/jl -"a/jsg(B)ll »»»»» ls
Beispiel 3.1.2

c¢) 2-fach kovariant (Bilinearformen)

d) 1-fach kontra-, 1-fach kovariant (Endomorphismen)

3.2 Tensorprodukte
Definition 3.2.1 (multilinear)

Vi,...yVin, T seien K-Vektorrdume oder K-Moduln, wobei K kommutativer
Ring. Eine Abbildung ® : V5 x ... x V,;, — T heifit multilinear, wenn

D(v1,. .., + SV, ooy Um) = P(v1,. o0, U) + 8P(01, .0, ) fiir
alle 1 <4 < m und alle vj,v§- eV;.

Beispiel 3.2.1
a) T = K,m = 1 Linearform
T = K, m = 2 Bilinearform (hier: V; = V%)

b) Determinantenform D : K" x ... x K" — K
—_—————
c) Vi =Homg(V', V"), Vo = Homg (V,V'),V, V' V" K-Vektorrdume.
(¥, 0) = Yoy
VixVo—Vs=T=Homg(V,V")

d) A sei K-Algebra.
AxA— A

(a,b) — a- b bilinear
Bemerkung 3.2.1

Ist ®: V4 x ... x V,,, — T multilinear und ¢ : T'— W K-linear (W K-Modul),
so ist ¢ o @ multilinear.
pod :Vix...xV, - W

Satz 3.2.1

Zu gegebenen K-Moduln Wiy, ..., W,, (K kommutativer Ring) existiert ein
K-Modul T'und 7 : Wi x...x W, — T multilinear, mit folgender ”universeller”
Eigenschaft ®:
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Zu jeder multilinearen Abbildung
O Wy x...x W,, —» W (W beliebiger K-Modul) existiert eine (durch ®)
eindeutig bestimmte lineare Abbildung
w: T — W (dh. ¢ € Homg(T,W)) mit 8 =por

Also: {®: Wy x ... x W, — W| multilinear} < Homg (T, K) mit ® — ¢, falls
d=por.

1. Beweis: (nur fiir endlich dimensionale K-Vektorrdume)

2. Beweis: (allgemein)

Definition 3.2.2 (Tensorprodukt)

Sind T, 7 wie in Satz 1, so heifit (T, 7) Tensorprodukt von Wy, ..., W,,.
T=W1®... Wy, 7(w1,...,Wn) =w1 & ... R Wp.

Satz 3.2.2

Sind7: Wy x...xW,, =T und 7 : W| x ... x W, — T" multilinear mit der
universellen Eigenschaft ® (d.h. es gilt auch 3'¢’ € Hom(T', W) mit ® = po1’),
dann gibt es genau einen Isomorphismus ¢ : T — T/ mit 7/ = ¢ o 7.
(”Eindeutigkeit des Tensorproduktes”)

Beweis:

3.3 Eigenschaften und Beispiele von Tensorpro-
dukten

Vor.: Wy,...,W,, seien K-Moduln, K kommutativer Ring.

Bemerkung 3.3.1
Esgiltin W ®..W, =1T:

a) w1 ®...Qw; + 5w @...Qwn
:w1®...®wj®...®wm+sw1®...®w;®...®wm fiir wj,wg eW;,se K
("7 multilinear”)

b) Isteinw; =0€ Wj,s0ist w1 ®...Qw; ®...Qwy =0€T
Im Allgemeinen gilt die Umkehrung nicht.

) T=<Xw ®...0wnlw, € W; >k
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d) Ist < B; >g= W;j, B; Erzeugendensystem, so ist
T:<w1®...®wm|wi €B;,...>K

e) Sind in (d) alle B; Basen, so ist auch B = {(w1 ®...®wy,)|w; € B;} Basis

von T

dimg(W;) =n; < oco,dim(T)=ny ... N

(Bem.: Die Angabe der Dimension von W; impliziert, dass W; ein Vektor-
raum ist.)

Warnung: Im Allgemeinen gilt nicht
Richtigs W1 @ ... W,, =< w1 ® ... @ Wy| ... >k

Beispiel 3.3.1

Wy = K™XU W,y = K™ K Korper
D: Wy x Wy — Km*"

1 Y1
(v, w) = vw’ = [iyj]1<i<m,i<j<n, falls v = : W =

Im Yn
® bilinear.
Nach Definition (Satz 1 §2)

W1x W2 W1 @ W2
Phi phi
mxn
K

existiert genau eine lineare Abbildung ¢ : W1 ® Wo — K™*"™ mit

p(wi ® wa) = B(wy, w2) = wiwy .

(e) sei Standardbasis von W;,j =1,2.

Plel,el)=Ey=cl @eér

{E;j| ...} Basis von K™*™.

Also: Bild(y) enthilt Erzeugendensystem (sogar Basis) von K™*™,

Also ¢ surjektiv.

Da dim(W1 @ Wa) = m - n = dim(K™*™), ist ¢ auch injektiv = ¢ Isomorphis-

maus.
Km><1®Kn><1 N Jmxn

Dabei ¢ : v ®w = T

Aber {vw?|v € K™ w e K"*1} Ubung {A € K"™*"|Rang(A) < 1}
Ist also A € K™*™ mit Rang(A) =r > 1, so ist
(,071(14) c Km><1 ® Knxl\{v ®w|v c K’”Xl,w c Knxl}

Beispiel: m =2,n =2
— 1 1 0 0 mx1 nx1
=l ]eo]+|1]e]]]cxmron

Dies ist # v ®@ w Vv, w € K?*!, denn ¢(t) = [ (1) (1) ] , Rang = 2
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Beispiel 3.3.2

K=7

W1:Z4:Z/4Z:<a>z,a:1+4z
W2:Z6:Z/6Z:<b>z,b:1+6z
InW,=%Z4ist4-a=0.In Wy =Zg ist 6-b=0.

Wi @Wa =74 ® Zs
=<a®b >y
= {na ® b|n € Z} nach Bem.3.3.1 (c).

2 (a®b)=(6-4)(a®b)=6(a®b) —4(a®b)
=a® (6b) — (4a) ®b
=a®0-0®5b

= 0-0
3.3.1

w
o8B

€

Z4®7Ze =10,a@b} = Zy, denn Zy ® Zs # 0 und 2(a ® b) = 0.
a®b7é0, denn @ - Wi x Ws — ZQZ<C>,C:1+2Z

(ieaj-b) e bilinear, # 0
(Nullabbildung).

Regeln:

a) (s)Qw=vsw=s(vw),sc K,veVweW
v+ )@w=vw+v @uw
1R (wtw)=vw+uveuw
7 bilinear

b) 0 w=v0=0c VoW
Ist K Korper, so gilt v®@w =0= v =0 oder w =0
(denn v # 0, w # 0 = v, w als ”Basisvektoren” wihlbar,
v ® w ist Basisvektor von V @ W (Bem.3.3.1 (e))

c) V=<B>g,W=<B >k
VeoW=<vulveBwelB >k

Beispiel 3.3.3

K=17,Q%%, = {0}
Z=17)yz=<a>a=1+nZ denn Q®Z, =< = ®alz € Z,m €N >
ZRa=72Qa=2>0na=>00=0
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Beispiel 3.3.4

K Korper, V. K-Vektorraum, Bifo(V) = {® : V x V — K|® bilinear },
dim(V) =n < 00, V* = Homg (V, K) Dualraum

V*xV*

V* @ V*

Phi phi

Bifo(V)

Zu jeder bilinearen Abbildung ® : VixVve  —  Bifo(V)

Flp: V*@V* — Bifo(V) mit p(A ® u) = ®(\, 1),  linear, wobei
Axp(v,w) = Av) - p(w) € K,v,w €V, bilinear.

€K
oy : V*@V* — Bifo(V),p K-linear, mit A @ pu = \* 1
dim(V* @ V*) = n? = dim(Bifo(V))

Es geniigt zu zeigen: ¢ surjektiv

Basis B = (v1,...,v,) von V
B* = (vi,...,v") zu B duale Basis von V*
vt x v (vg, vp) = v'(vg) -7 (vg)
S~ Y~
Oik 941

MB(’Ui * ’Uj) = Eij e Knxn

Also:
Bild(®) 2 Erzeugendensystem von Bifo(V)
Bild(®) C Bild(y) 2 Erzeugendensystem von Bifo(V)
also ¢ surjektiv

Definition 3.3.1 (Tensoren)

Es sei V' K-Vektorraum. Die Elemente von T = V*® ... QV*QV ®...QV

T S
heiflen r-fach kovariante, s-fach kontravariante Tensoren (der Stufe r + s) iiber

|4

Ist B = (v1,...,v,) Basis von V,B* = (v!,...,v") zu B duale Basis von V*.
n n
Jedes t € T  hat eindeutige Darstellung t = Z Z zfllfr V' ®... 0V RV, ®... 0,
il ..... i,«:l jl ..... ]5:1 €K
nx...n
————
Definiert man g; : B = {Basen von V} — K ,
B = gt (B) (it iy 1y s s) = @0

so ist g; eine r-fach ko-, s-fach kontravariante Tensorgrofle geméf §1.
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Satz 3.3.1 (Assoziativitit des Tensorproduktes)

Es gilt fiir K-Moduln Wy, Wy, W3 (K kommutativer Ring):

Es gibt Isomorphismen mit:
W1 @W2)@W; = Wi eW,eW; = W (W, Ws)
(w1 @we) @wz < W Ruwr w3 < W (we®ws)

Beweis:
Gegenbeispiel:
Es gibt im Allgemeinen (char(K) # 2) keine (K-lineare Abbildung) ¢ : V@V — V,
V' K-Vektorraum, mit p(v ® w) = v — w, denn
vV —v—v=0
2v®%vﬂ2v—%v: %v
aberv@v:2v®%v und
0# 3viA.
Satz 3.3.2

Sind V, V', W K-Moduln (K kommutativer Ring), so gibt es Isomorphismen
a) o VaW2WeVmnmtpvew)=weuv,veVweW
b) p: KQW =W mit p(s@w)=s-w,s€ K,weW

c) p: (VaVHeoW=vVeaWaeV W
(v, )@w)=@veow, v w),ve Vv eV ,weW

Beweis:

)

b)

c)

Preisaufgabe

Ubung

Ubung

3.4 Tensorprodukte von linearen Abbildungen
Satz 3.4.1

Es seien V, W, V' W’ K-Moduln, K kommutativer Ring, und ¢ € Homg (V, V')
und ¢ € Homg (W, W’).

a) Es gibt genau eine K-lineare Abbildung

VoW — VoW’

POV Low - ) ®bw)
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b) Ist B = (vy,...,v,) K-Basis von V, B’ = (v},...,v],) K-Basis von V’,

»¥m

C = (wr,...,wy) K-Basis von W,C" = (w},...,w;) K-Basis von W' und

ME (p) = A= [a;;] € K™, d.h. p(vj) = Zaijvg und
i=1

q
M, (1) = D = [di;] € KPP, d.h. ¢(wi) =Y djpw
Jj=1

BRC:=(v1 @wi,...,v1 @ Wp,..., 0 QWI,...,0, ®wp) (lexikographisch

geordnet)
B '@ C = (v; @ wy,...,v] @ Wy,..., v, @ wy,...,w, ®@w,), dann ist
auD N alnD
BRC . .
Mg/%c/(@@’w): A®D -
Kroneckerprodukt amiD ... amnD
Beweis:

(a)

Definiere @ : (v, w) — ¢(v) ® ¥(w), P bilinear. Die Existenz von ¢ ® ¢

mit Eigenschaften wie behauptet folgt aus Satz 1 (§2).

VXW V AW
Phi phi © ps
V'OW
(b)
Beispiel:
101 20 2
12 101] |20340 6
3419203730340 4
6 09 8 0 12

Bemerkung 3.4.1

Bei anderer Anordnung der Basen
B’®(z:: (VI QWi,...,Um Q@Wi,...,01 @ Wp,... ,0mS W)
B &C:=(vy @wi,...)
BeC _
MB’®C~’(SD ® w) - D ® A
Satz 3.4.2
Seien p: V = V', ¢ : V' - V" und
YW — W ¢ W — W"” K-lineare Abbildungen. Dann gilt:

(P @Y )o(p@y) = (¢ op)® (Y o9)
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o'y’
—

VoW Wgﬂi VoW V"o W
vew  — ) @Yw) — ¢ (p(v) @Y (P(w))
@' o p(v) @Y’ oh(w)
Beweis:

rS. (v@w)=1S. (vew)YweV,weW
(Bem.: Abbildungen sind gleich, wenn sie auf einem Erzeugendensystem iibereinstimmen.)
=r.S. = LS.

O

Seien nun V, V', V"' W, W' W" freie Moduln mit endlichen Basen B, B’, B”,C,C’,C".
ME () = A, ME,(¢') = A,
M ($) = D, MG, (¢)) = D'
MEEC =A®D
BacP®Y)=A®

Folgerung 3.4.1
Fir A e K™*" A’ ¢ K™ B e KP*1 B' ¢ KF*P gilt
(AA®@B) - (A®B)=(A"-A)® (B’ - B), dabei ist - das

Matrixprodukt und ® das Kroneckerprodukt, also
a11B N alnB

A® B = c Kmpxng

am1B ... am.B
Satz 3.4.3

Es seien A € K™*™ B e K"*" (K kommutativer Ring). Dann gilt:
a) Sind A und B invertierbar, so auch A® B und (A® B)™! = A~ ® B~%.
b) spur(A® B) = spur(A) - spur(B)
c) det(A® B) = (det(A))™(det(B))™
d) Falls K Korper: A® B und B ® A sind édhnlich.
)

e) Falls K Korper: Zerfallen die charakteristischen Polynome x 4, x5 € K[X]
in Linearfaktoren, so ist

m n
Xaos =xa® x5 = | [ [[(X - sit)),

i=1j=1
wobei x4 = H(X —8i),XB = H(X —t;)
i=1 j=1

(A® B c Kmnan)
Beachte: x4 ® xB # x4 - XB

Bemerkung 3.4.2

99



In der Algebra lernt man, dass es zu jedem Korper K einen algebraisch abge-
schlossenen Korper K gibt mit K C K.
—mXxXm —=nxn

Ae Km*m C K ,Be K""CK
= In (e) kann man die Voraussetzung iiber x4, x5 weglassen.

Beispiel 3.4.1

|2 -1 _ [
a2 | epanorao[ 1]
XA=xp=X?—-3X+1
4 -2 -2 1
2 2 1 -1
AB=1 5, 1 o5
1 -1 -1 1
111 1
1111 1 121 2
-1 __ —
(4®B) {1 2“1 2} 1102 2
12 2 4

X3 =X'"—6X’+...= xaeB # X4 XA
spur(A® B) =9
det(A® B)=12-12=1

Nebenrechnung;:

xa= (X~ 5B+ VE)(X - 33~ VE)

—_—

Yasa = (X = $3)(X — s152)(X — 521)(X — s3)
— (X~ 12(X - 3T+ 3VB)(X — 1(7— 3V5))

:-).(4— X3+ 14X24+5X 1
9 + +5X +

durch die Spur durch die Determinante

3.5 Das auflere Produkt

V, W seien K-Moduln, K kommutativer Ring.

Definition 3.5.1 (Alt,.(V,W))
Al (V,W) = {®:V x ... x V. — WI|® multilinear, ® (v, .., v.) = 0 falls |{v1,. .., 0.} <
( )=A{ X ... x V — W|® multilinear, ®(v; vy) alls [{v; vt <r}

T ® alternierend

(Alternativ: Alt, (VW) ={®:V x ... x V — W|® multilinear und
—_———

O (w1, ..., wy) =0, falls i # j mit w; = w;})

Beispiel 3.5.1
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Determinantenform (s. LAI), V = K™ W =K, r=n
a1 A1n
D( e | ) = detlagjli<ii<n

Gn1 Gnn
Bemerkung 3.5.1

Ist ® € Alt,.(V,W), so gilt

Q(v1,.. ., Viy e, Uy, Up) = =01, 0, U, ),
denn:
0=2®(1,...,0+vj,...,0% +Uj,...,0)
=PV, s Viyee ey Uiy ooy Up) FP(V1, o, Viy oo, Uy U )+
=0
D(V1,. .y Vs ey Uy ey Up) FP(V1, 0o, Uy e Uiy e, V)
=0
Satz 3.5.1

Zur € N und V K-Modul (K kommutativer Ring) existieren A"V = A"(V)
und a: V x ... x V. — A"V alternierend multilinear, d.h. o« € Ait,.(V,\" V),
—— —

T
mit folgender ”universeller” Eigenschaft ®:

Zu jedem ® € Alt,.(V,W),W K-Modul, existiert genau ein
o€ Homg (A" V,W) mit ® = poa.

Beweis:

Definition 3.5.2 (r-te dufSere Potenz)

(A" V, ) heit r-te duBere Potenz von V.
Man schreibt: a(vi,...,v.) =1 v1 A... Ao,

Bemerkung 3.5.2
Alt, (VW) — Homg (N V,w)
Satz 3.5.2 (Eindeutigkeit)

VXx..xV — A (V) die Bedingung ®, so

Erfiillen auch ]\TV und /_
(Wi, ...,wp) +—  wiA...Aw,

existiert genau ein Isomorphismus ¢ : A"V — ]\TV mit
v AL Av) = viA L A,

Beweis:
Genau wie in §2 Satz 2.
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Satz 3.5.3

Vsei K-Modul. Q" V=Vg®...0V
—— ——
a) Es gibt genau einen Epimorphismus ¢ : @"V — A"V mit
W R ... Wr — w1 N... \NWy.
b) Esgibt ¢/ : A"V — @" V, ¢’ K-linear, mit
wi A ... A\w, — Z £(0)Wy(1) @ ... ® Wy(y), Wobei S, = symmetrische
ogES,

+
Gruppe auf {1,...,r},e(0) == 1 = signum(o) € K

Bild(¥') =< Y e(0)wo(1) ® .. @ Wo(r)|wi, ..., wp €V >x=: RV
o€S, alt
c) Setze 7’ =’ op € End(®" V).
Dann gilt: 72 = 7’ o7’ = rln’
d) Ist K Kérper mit char(K) fr! (dh. r! # 0 in K), so setze 7 = L.
Dann gilt 7% = 7.
b= Lo
®"V = Bild(r) + Kern(n) 2 Q.,, V & Kern(r),
Bild(m) N Kern(r) = {0} und ¢ : A"V — @, V ist ein Isomorphismus
mit v~ = o v
| @G

Beweis:

Beispiel 3.5.2

2 ~ 2
ANV = . Qi V (=: Isomorphismus)
v AW — §(v®w—w®v)

Satz 3.5.4

Ist B = (v1,...,v,) eine Basis von V (V freier K-Modul), so ist
N (B) :={vy, A...Aw; |1 <y <...<i. <n} eine K-Basis von \" V.
Ist K Korper, so ist dimg A"V = (7).

Beweis:
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Corrolar 3.5.1

n
Ist B = (v1,...,v,) Basisvon V,w; = Zaévi,l <j<r,A= [az] € K™ soist

i=1
WA AW = Z det(A™ " )u;, A... Av;, mit A% = Untermatrix
1<ir<...<ir<n
von A mit Zeilen(indizes) i1, ..., i,.

Folgerung 3.5.1

Ist in Satz 3.5.4 r > n, so ist A"V = {0}.
(Denn A\"(B) =0.)

Beispiel 3.5.3

a) Sei dim(V)=n=r,(7) =1.
N'V=<uviA...Av, > B=(vy,...,v,) Basis von V.
w1, ..., W, €V beliebig
WiA...ANw, =a-v1A\...\Nv, mit a € K

w; = Zazvi, a = det(A) = det([aé])
i=1

Wi, ..., Wy la. & a=0
Wi,..., Wy LU S wy AL Awy :det(Mg,(id))vl/\.../\vn mit
B = (wla"'vwn)

b) r=2,n=dim(V)
dim(N"V) = (2) £ nene{0,3}
Sei also n = 3, K Korper.
NV =V
Wihle feste Basis B = (v1,v2,v3).
/\Q(B) = (Ul AN V2, U1 AN V3, U2 AN 1)3)

2
ANV) — V
v1 AU = v .

g: 1072 3 Isomorphismus.
Vo ANV3  — U1
v3 ANV = U2

Definition 3.5.3 (dufleres Produkt (Vektorprodukt))

B = (v1,v2,v3) sei Basis des K-Vektorraums V, pp wie oben.
Dann heifit fiir v,w € V v x w = ¢g(v A w) duBeres Produkt (oder Vektor-
produkt oder Kreuzprodukt).

3

3
— — il —_ _ i2
V=wp = E a1 Vi, W = W2 = E Ao Vg,

=1 in=1

aj a
A= | a a3

3 .3

- 11 2 2 11

aj a ay a ai a

wiAwe = det 372 v Avgtdet % % vo Av3+det % % v1A\v3

Cor. ay aj ajy aj ay  as
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11 2 2 11
ai a ai a a; a
wy X we =det | 5 "% |vst+det| L E |vi—det| L 3 |
ay a3 ay az ay a3
v ai al
= "formale Determinante | v2 af a3 | entwickelt nach 1. Spalte”

Beispiel 3.5.4

V =R*1 B = (e1,e2,€3)

S Ot

-3
2 1 4 1 4
wlxwgdet[g ]eldet{?) 6:|62+d6t|:2 5:|€3 6

Bemerkung 3.5.3

(w1 + sw)) X we = (w1 X wa) + s(w) X wa) s € K,wy,w) €V
w1 X Wy = —wW2 X W1
w1, Wa lLa. = w; xwy =0

Bemerkung 3.5.4

Sei (zusitzlich) ® : V x V — K symmetrische Bifo und B = (vq,v2,v3) sei
ON-Basis. Dann gilt:

3
a) ®(wy X wy,w3) = det[a’], w; = Z aé—vi
i=1

b) w; x we € wi Awy =< wy,wy >+

C) (w1 X ’LUQ) X w3 €< wy, W >
(’LU1 X ’LUQ) X w3 = (I)(’u}l,’u}g)’u}g — q)(’LUQ, wg)wl

d) x ist nicht assoziativ.
(w1 X we) X w3 —wy X (w2 X w3) = (w1 X ws) X wy oder

(wa Xws) Xwy
® (w1 Xwa) Xwz+ (we Xws) X w4 (ws xwy ) xwy = 0 (Jacobi-Gleichung)
(V,+, x) ist Beispiel einer ”Lie-Algebra” (d.h. Assoziativgesetz wird er-
setzt durch Jacobi-Identitét).

Bemerkung 3.5.5

(K™™ +,[,]),[4, B] := AB — BA ist Lie-Algebra.
Vgl. ®, [[A,B],C] +... 20

Bemerkung 3.5.6
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@(wl X w2, w1 X ’LUQ) = <I>(w1,w1)<1)(w2, ’wg) — <I>(w1, w2)2

Speziell:
K=R
[lwi X wal| = [[w:]] - [[wa]| = ®(wy, ws)
= [|wi]| - [Jwe|| - sin(O), © Winkel zwischen wq, wo
w2
[wl x w2||
[Jw][* = ©(w, w) wl
Beweis:
In §6.
Satz 3.5.5

V' sei n-dimensionaler K-Vektorraum. Dann gilt:
a) Fir wy,...,w, € W gilt: (wy,...,w,) La. S wi A... ANw, =0

b) <ui,...,ur >=<wi,...,w, >=U,dim(U) =r
Sw A Aw, =aug A... Au, mit a € K\{0}

Beweis:

(a)

(b)
Definition 3.5.4 (Pliicker-Koordinaten)
Ist V' K-Vektorraum mit Basis B = (v1,...,v,) und U =< uq,...,u, > Teil-
raum von V der Dimension r, so heiflen die Koordinaten von uj A ... A u, bzgl.

N\" (B) die "Pliicker-Koordinaten” von U. Sie sind nach Satz 3.5.5 bis auf ein
gemeinsames skalares Vielfaches eindeutig bestimmt.

Beispiel 3.5.5

V=R B=(ey,...,e4)
1 4
2 ) .

U=< 31 | >T=<uwue >, dim(U) =2
0 1

up Aug = (5—8)eg Aea+ (—6)eg Aes+1-e1 Aeg+ ...
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Pliicker-Koordinaten(U)=[-3, -6, —1,...,...,...]

=[] m= [

Frage: < wy,ws >=U?

Antwort: Falls die Pliicker-Koordinaten von < w1, wo > ein Vielfaches von denen
von U sind, dann Ja.

3.6 AuBeres Produkt von linearen Abbildungen
Satz 3.6.1

Sind V,W K-Moduln (K kommutativer Ring) und ¢ : V. — W K-linear und
r €N,

a) so existiert eindeutig A" : A"V — A" W mit
VA AU o) A A (o).

b) Ist ¢ : W — W’ K-linear, so ist A" (Y o) = AN"vo A" .

Beweis:

(a)
b

Es sei nun B = (v1,...,v,) K-Basis von V und C = (wy,...,w,) K-Basis
von W.
¢V — W linear, MZ(p) = [a;;] = A € K™
N (B)={vj, A...Av; |1 <j1 <...<j, <n} Basisvon \" V.
N(©C) ={wi, A...Aw;, |1 <ip <...<i,<n} Basis von \" W.
lexikographisch geordnet

N o, Ao Avg) = o) A Ap(v,)

= det(A™ " Yw;, A ... Aw;
Corr. zu Satz 3 §5 . Z ( Jl"'JT) “ "
1< <...<ir<m

@@
mit, A7 7 = :
a;; a;:
N By AT (3) AT
Also My oy (N @) = [det(A(j))](z)e(m) We(r) = A" A mit
() ={@) = (r...i)l < < ... <ip <m),
() ={G)=G1---drl<j <...<jr <n}

Beispiel 3.6.1
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I
| —
N

3 2x3
! ex

A
NA=ANA=[-3 -6 -3]ecK3
(mit () = (3) Zeilen und (7) = (g) Spalten)

a) Ist Ae K™*" D e K"*P
N(A-D)=A\"A-N\'D
b) (Cauchy-Binet)
Ist Ae K™*™ D e K™ dann gilt
det(A-D)= Y det(Ag)det(D*))
®e(n)

((k) = (k1, .. k)
Beachte: A(k),D(k) € gmxm

Beweis:

(a)
Folgt direkt aus Satz 3.6.1 (b).

(b)

Folgt aus (a) mit r = m.

Bemerkung 3.6.1

Ist in Satz 3.6.2 (b) n < m, soist () =0, also r.S. = 0.
—_— Konvention
Rang( A- B ) < Min{n,m} =n
GKWLXTL

Beispiel 3.6.2

1
L 73 \/gﬁ
1 0
det(A - D) = —78, denn
1 7 V3 L
det(A-D) = det | V2 det V3
4 0) = det| B Jae |G |
| ——
1 :\0/— 1
1 3 3 L
det | V2 det V3
ra| 75 g o] ]
—_———
=0
7 3 6 2
+det[1 6}+det[1 0}
=39 (—2)

Folgerung 3.6.1 (die Wahrheit iber die Cauchy-Schwarzsche-Ungleichung (end-
lich enthiillt :-) )
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Seien x1,...,Tn,Y1,-..,Yn € K, K kommutativer Ring.
n

QoaDQw) = Qomw)® = 3 (wiys — ww)”

1<i<j<n
Ist K C R, dann (Z zf)(z y?) — (Z z;y;)* > 0 und die Gleichheit gilt genau
i=1 i=1 i=1
T U
dann, wenn x = : Y = : lLa. ist.
Ln Yn

Beweis:

Folgerung 3.6.2

(v1,v2,v3) = B sei ON-Basis von V' (V' K-Vektorraum) bzgl. & : V x V — K.
v X w sei Vektorprodukt (bzgl. B).
O(v x w,vx w) =&(v,v)P(w,w) — ®(v,w)?

3 3
v = g LiVi, W = E Yiv;
i=1 i=1

U><w:det[gc2 x3]vl—det[x1 ag?’]vg—l—det[ag1 xQ}m

Y2 Y3 Y1 Y3 Y1 Y2
A= [ ry X2 $3]
Yyr Y2 Y3
P(v,v) (v, w)
P (vxw,vXw) = det(A-AT) = det | ®(w,v) @(w,w)
Cauchy-Binet direkt ausgerechnet N——
=P (v,w)
Satz 3.6.3

Ist A € K™ (K Korper), so ist xa = det(XE, — A) = X"+ > (=1)"a, X"""
r=1

Agqiq e Qgqg,
: _ 01l : i1l
mit a, = E det(Ail...ir) mit Ail...ir =
1<i1 <. <ip<n T~ o o
=" = Hauptminoren Aj,iq e Qg

Beispiel 3.6.3

1 1 1
A= 1 2 3
-1 -1 -1
1 1 1 1 2 3
— Y3 _ _ 2
xa=X"—-(1+4+2-1)X —l—(det[l 2}+det[1 1}+det{1 1])X
=1 =0 =1
1 1 1
+ det 1 2 3
-1 -1 -1
=0
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= X3 —2X2 42X

3.7 Skalarerweiterungen

Es seien K C L kommutative Ringe (z.B. RC C,ZC Q,...).
Ist W ein L-Modul, genauer W = (W, +,e), 0 : LxW = W , so wird
(dyw) +— d-w

Wk = (W, +, ¢ g xw) ein K-Modul (auf K eingeschriankter Modul).
Beispiel 3.7.1

W =< wy,wy > 2-dimensionaler C-Vektorraum.
Wr ist 4-dimensionaler IR-Vektorraum.

(wl, iwl, wa, ’LU)Q) ist IR-Basis.

C ist 2-dimensionaler R-Vektorraum mit Basis (1,4).

Satz 3.7.1

Sind L O K Korper, dimgL = m, und ist W L-Vektorraum mit dim;W = n,
so ist W K-Vektorraum mit dim(Wg) =m - n.

Beweis:

Satz 3.7.2

Sind K C L kommutative Ringe und ist V' K-Modul, so wird L @ g V zu
L-Modul, wobei gilt d(c ® v) = dc® v,d,c € L.

Ist V freier K-Modul mit Basis (v1,...,v,), so ist L ® g V freier L-Modul mit
Basis (1®v1,...,1®@v,).

Beweis:

69



Kapitel 4

Affine und projektive
Riume

4.1 Affine Raume

Definition 4.1.1 (affiner Raum, Dimension affiner Raum)

Ein affiner Raum A iiber dem K-Vektorraum V ist eine nichtleere Menge
() # A mit einer ”reguliren Operation von V auf A”, d.h.

VxA — A
(v,P) — w+P

mit
i) 0+P=PVP e A
i) (v1 +v2)+P = v1+(va+P) V1,120 € V,P € A
ili) Zu P,Q € A existiert genau ein v € V mit Q = v+P.

Man schreibt: v =: P-C,j
Die Dimension von V heifit auch Dimension von A.
Exakt: A = (A, V, +) affiner Raum

Bemerkung 4.1.1
Es gilt fiir einen affinen Raum (A, V, +):
—_
a) PP=0e€VVP e A (wegen (i))
—_— = —
b) PQ+ QR = PR (wegen (ii))
—_— —_—
¢) PG = —QP (wegen (b))
—_— —_—
d) PQ=PR=Q=R

e) Nach Wahl von P, € A ist

~ UF T cine Bijektion. (wegen (iif)

v
14 A

V ={BP|P c A}



Beispiel 4.1.1

a) Sei V' K-Vektorraum.
A= (V.V.+)

b) V < W,wy € W beliebig, A =wy+V ={wy+v=v+wo|lv € V}
V, W K-Vektorraum
(A, V,+|,, ), wobei + die Addition in W ist.

v2

vl \Vi

Definition 4.1.2 (affiner Teilraum)

Ist A = (A, V) affiner Raum, so heiit A’ C A affiner Teilraum, wenn es ein
—_—
Py € A gibt mit U := {PyP|P € A’} ist Teilraum von V.

Bemerkung 4.1.2

Ist A’ C A affiner Teilraum, so ist A" affiner Raum iiber U (s. Def.). Man sieht:
—_— — _—  —

Ist Qo € A', soist U ={QoP|P € A'}, denn QP = PyP — PyQo € U.

AI:{U+P0|’LL€U}

Lemma 4.1.1

Sind A’, A” affine Teilriume von (A, V) und A’ N.A" # 0, so ist A'N A" affiner
Teilraum, denn

—
Poe ANA"A ={u+ PRlu €U}, U = {PP|P € A}

—
A// — {u// + P0|u// G U//}, U// — {POP//|P// E A//}
li " __ ! "
ANA ={u+PluelU NU"}
<v

Definition 4.1.3 ()
—_— —_—
Py, Py,..., P, ceA= A = {U+PQ|U e< PPy, ..., PP, >} ist affiner Teil-

raum und A" = ({A"|A” affiner Teilraum und P; € A" fiir i =0,...,m}
A =< Py, ..., Py >aff
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4.2 Affine Abbildungen
Definition 4.2.1 (affine Abbildung)

Sind (A, V) und (A’, V') affine Rdume, V, V' K-Vektorrdume, so heifit
a: A— A affine Abbildung, wenn

—_— ——
i) Fir P,Q € A, P1,Q1 € Amit PQ = P,Q; gilt:

a(P)a(Q) = a(Pr)a(Q1)

und
Vv - V!
ii) die (gem#B (i) wohldefinierte) Abbildung ¢,: —— _—
PR~  a(P)a(Q)
linear ist.

Bemerkung 4.2.1

i) besagt ”Paralellogramme werden mit affinen Abbildungen auf Paralello-
gramme abgebildet.”

ii) kann ersetzt werden durch
— —
(i)’ pa(sPQ) = spa(PQ) Vs € K, denn
— —

—

v=PQ,w=QR,v+w=PR
—_

@a(U)ZM alv o(w) = a(P)a(R) = aP_})z
@a(w)Za(Q)a(R)}:(p()Jrgp() (P)o(R) = ¢u(PR)

(ii)’ bedeutet: Affine Abbildungen lassen Teilverhéltnisse fest, sofern sie definiert
sind.

Definition 4.2.2 (Teilverhdltnis, Mittelpunkt)

— —
P,Q,Re A, (P #Q), A affiner Raum, PR = sPQ, s € K so heifit
s =TV(P,Q, R) Teilverhiltnis von R bzgl. P, Q.
Ist char(K) # 2 und s = %, so heifit R ”Mittelpunkt” von P, Q.
Bemerkung 4.2.2

Affine Abbildungen bilden affine Teilrdume auf affine Teilrdume ab.

Beweis:
leichte Ubung

Beispiel 4.2.1

A=TR?
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alpha

Satz 4.2.1

Sind (A, V), (A, V') affine Riume iiber K, so existiert zu Py € A, Qo € A’ und
p € Homg (V, V') genau eine affine Abbildung a : A — A’ mit «(Py) = Qo und
Pa = P-
Beweis:

(Eindeutigkeit):

(Existenz):

Satz 4.2.2

Ist (A, V) affiner Raum iiber K, char(K) # 2,3, und (P1, P2, P3) Dreieck in A,
d.h. Py, P, Py € A, dim < Py, Py, P3 >qf¢= 2, so schneiden sich die ”Seitenhal-
bierenden” < P;, M; >q5¢ fir ¢ = 1,2,3 in einem Punkt M und

TV (P;, M;,M) = %, wobei

[ ] M1 = Mittelpunkt PQ, P3
e M5 = Mittelpunkt Ps, Py
e M3 = Mittelpunkt Pi, P>

Beweis:

Definition 4.2.3 (affines Koordinatensystem, affiner bzw. inhomogener Koor-
dinatenvektor)

Ist (A, V) affiner Raum iiber K, so heifit S = (P, Py, ..., P,) ein affines Koor-

P — P —
dinatensystem von A, wenn P, € Afiiri =0,...,nund B = (PyP1,...,PoP,)
eine K-Basis von V ist.

— n —_—
Dann P € A (beliebig), PyP = szpopj. Dann heifit
j=1
1
T1
Z1
kg(P)=x=| : | € K™l baw. fig(P) =3 = | . | € K"*Vx! affiner
Tn
Tn

bzw. inhomogener Koordinatenvektor von P bzgl. S.
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Lemma 4.2.1

Seien o : (A, V) — (A, V') affine Abbildung, S = (Fy,..., P,) bzw.
S" = (Qo,-..,Qm) affine Koordinatensysteme von A bzw. A’.

— —
B = (POPh ey OPn) Basis von V7 BI = (Qle, ce ,Qon).
Sei A = [a;;] = ME (o) € K™*™ und P € A.
X 1
Z1
v=rg(P)=| |, T=ks(P)=| .
Tn ’
Tp
ai
Dann ist kg/(a(P)) = Az + a mit a = = kg (a(P)),
am
1 0 0
~ ~ ai
fs/(a(P)) = Az mit A= Mg (a) = | . N =
am

1 0
(m+1)x (n+1)
[a ’ ] e K
Beispiel 4.2.2

Eine affine Abbildung o : K™*! — K™*! ist von der Form z — Ax + a mit
Aec K™"und a € K™,

Satz 4.2.3

Sinda: A— A und 8 : A" — A" affine Abbildungen, so ist oa : A — A"
affin.
Sind S, S’, 5" affine (endliche) Koordinatensysteme von A, A", A", so gilt:

M5(B o a) = M5/(B) - Mg (o)

Beweis:
Klar, per Definition.

Beispiel:
/ ~ 1 0 = 1 0
MS//(ﬁ)B|: b B ,MSS/(OL):A: |:a A:|
= 1 0
B-A= { b+Ba BA

Definition 4.2.4 (Affinitdt)
Eine Affinitét ist eine bijektive affine Abbildung.

Beispiel 4.2.3
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S affines (endliches) Koordinatensystem von .A.
P — kg(P)

RS 4 L, ponxl ist Affinitét.

Satz 4.2.4

Es sei (A, V) affiner Raum.
a) a: A— A ist Affinitit < « affin und ¢, ist Isomorphismus.
b) Aff(A) = {a: A — Ala Affinitét} ist Gruppe bzgl. o.

) T(A) ={ac Aff(A)lpa = idv} < Aff(A)
={rp:P—v+PluveV}
=V +)

”Translationsuntergruppe”

d) Zu jedem Py € A existiert

Affr(A) ={a e Aff(A)la(Po) = Po} < Aff(A)
= GL(V)

Af fr,(A)NT(A) = {id}
T(A)-Affp,(A) = Aff(A), d.h. jedes o € Af f(A) kann man schreiben
als @« = 7oy mit ag € Af fp,(A) und 7 € T'(A).

e) Ist S = (P, ..., P,) affines Koordinatensystem, so ist
o L M ()

M A0 A) = AGL.(K :{[i v 0}|AeGLn(K),aeKnXl}

)
Dabei ist M (T(A)) = {[ clz Eon
M) =] o § |14 € 6L = 6r,)

] la € K™<1Y}

Beweis:

(a)

Rest: einfache Ubung

4.3 Affine Klassifikation der Quadriken

Es sei (A, V) affiner Raum iiber K und es sei char(K) #2,dh. 2=141#0
in K. Essei S = (P,...,P,) affines Koordinatensystem von .A.

Definition 4.3.1 (Quadrik, affin dquivalente Quadriken)

(0]



x]‘ n n
Q C Aheiit Quadrik, wenn Q = {P|kg(P) = : = g und Z ai; T + 2 Z a;x; +ag = 0}

T i,j=1 i=1

quadr. Gleichung ®
Qij, Qi € K
Beispiel: a;; = 0;;, a0 = —1 (1-Sphére im n-dim.)
Zwei Quadriken Q, Q' heiflen affin Aquivalent, wenn es eine Affinitét

ac Aff(A) gibt mit Q' = a(Q).

Zwei Betrachtungsmoglichkeiten (die dquivalent sind)

a) Suche zu Q und S wie in der Definition ein Koordinatensystem S’ bzgl.
der die Gleichung besonders einfach wird.

b) Suche zu Q und S eine affin dquivalente Quadrik mit einfacherer Glei-
chung.

Bemerkung 4.3.1

Da char(K) # 2, kann man oBdA annehmen, dass a;; = aj;. Ist a;; # a;i, so

ersetze a;; und aj;; durch %
Bemerkung 4.3.2
X1 Z1
®@[ml,...,xn][aij]lgi,jgn +2[a1,...,an] +ag=0
In LTn
ap a1 ... Qap 1 1
aq Z1
<:>[1,.’L‘1,...,$n] . . :O,A:[aij]
Qg LTn i
B
T 1 § T o
s iTAF=0miti=| . { },[1 @ a ],a
: T | a A
Tn | n
AT = A, da A symmetrisch.
Nebenrechnung;:
ZYODELTECHNULLE - i _ -
iT Az =T | @0 taw ) ao+ aTz+2Ta +2T Az
a+ Ax —_——

n
2aTx=2 E a;T;
=1

Seien S, S’ affine Koordinatensysteme.
& = Rs(P) = Mg (ida) - Fs (P)

g(idA)[l 0 .. O]G,CGGLn(K),ceKWl
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1 ag al 1 0

0o C7T a A c C}
1 T ap 4+ aTc
0
a

Tc
ct a+Ac AC
/ !/
—| % @
T |« CTAC }
mit afy = ap +a’c+cla+cTAc=ag+cT'(2a+ Ac),a’ = CTa+ CT Ac = CT(a + Ac)

Nach Kapitel IT §4 existiert (da char(K) # 2) C1 € GL,(K) mit
CTAC, = diag(ds,...,d,,0,...,0),d; #0 € K,r <n.

= 1 0
= [ 0 C1
i ap bl e bn 1
b1 dy
0 b1
A, = CTAC, — . A B e
0 bn
0
L bn 0 |
1 0 07
_b
dy
) : E,
Cy = 72—:
0
L 0 _
[ ay O 0 brys by |
0 d
~ o 0
Ay =CTACo=]| 0 d,
by 0
; 0
L bn 0 -
1. Fall:
br_,_l:...:bn:()
n
Dann Q ={P € Alks/(P)=y=| : |.,dwyi+...+dy?+a)=0}a,={0,1}
Yn
2. Fall:

Nicht alle b41,...,b, =0.
Dann ¢t € K (=71,
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S
1 0 0 .
0 .
G=|: & € K F0X(+1) it [0, ..., 0, s, ... £n]2 bO
. n r4+1
0 .
t .
L bn -
T 0 0 0 bry b |
0 dy
A3 = CT 4,05 = 0 d,
bris 0
(- bn 0 -
br+1 b'r+1
Da : # 0 in K("=Ux1 existiert F' € GL,_,(K) mit F : =
by bn
1 0 0
ci—|0 E 0
0 FT
0 o0 0 1 0 0
0 dy
Ay=CTA3Ci=| 0 dy
1
(- 0 -
U1
Damnist @ ={P € Alkg/(P)=y=| : | ,dwyi+...+dy?+2y,4+1 =0}
Yn

Satz 4.3.1

Ist char(K) # 2, so ist jede Quadrik in (A4,V), dim(A) = n, affin dquivalent zu
einer Quadrik mit Gleichung

1) di2?+...+da2=0,r<n
2) dyx?+...+da2=1,r<n
3) dix? + ... +deal=xp01,m <

Ist K = R, so kann man d; € {1,—1} wéhlen.
Genaver: dy = ... =ds =1,ds41,...,d, = —1,1 < s <.

Corrolar 4.3.1
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Im R? gibt es bis auf affine Aquivalenz die folgenden nichtleeren Quadriken mit
Gleichung:

22 =0 Gerade (”x2-Achse”)
1) 22 +235=0 Punkt ("Nullpunkt”)

x? — 23 =0 Paar sich schneidender Geraden

2 =1 Paar paralleler Geraden
2) z?+23=1 Ellipse
x? — 25 =1 Hyperbel

3) % =xzy Parabel

4.4 Affine euklidische Ridume (Euklidische Punktriaume)

Hauptachsentransformation
Definition 4.4.1 (euklidischer affiner Raum)

(A,V,®) euklidischer affiner Raum, wenn (A4, V) affiner Raum iiber R und
®:V x V — R positiv symmetrische Bifo, (V,®) euklidischer Vektorraum.

Bemerkung 4.4.1

Ist (A, V,®) euklidischer affiner Raum und definiert man fir P,Q € A

d(P,Q) =| PQ ||=1 \/®(PQ,PG),d: Ax A — Rsy,
s0 ist (A, d) ein "metrischer Raum”, d.h.
i) d(P,Q)>0und d(P,Q) =0 P=Q
ii) d(P,Q) = d(Q. P)
i) P,Q,Rec A= d(P,Q) +d(Q,R) > d(P,R) (Dreiecksungleichung)

Beweis:

Definition 4.4.2 (Isometrie)

Ist (A, d) metrischer Raum (z.B. (A, V, ®) affiner euklidischer Raum), so heifit
¢ : A— A Isometrie, wenn

d(e(P),¢(Q)) = d(P,Q) VP,Q € A
Satz 4.4.1
Ist (A, V,®) euklidischer affiner Raum und ¢ : A — A Isometrie, so ist ¢ affin

und injektiv und bijektiv, falls dim(A) = dim(V) < oo und die zugehérige
lineare Abbildung V' — V ist orthogonal.
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Beweis:

Definition 4.4.3 (Bewegung, cartesisches Koordinatensystem)

a) f: A — Aheifit Bewegung, falls § Isometrie und bijektiv (dies ist erfiillt,
falls dim(A) < 00).

—_ B
b) S = (Fy,...,P,) cartesisches Koordinatensystem, falls B = (Py Py, ..., Py Py)

eine ON-Basis von V ist.
Bemerkung 4.4.2

Ist §: A — A Bewegung, S = (FPy,...,P,) cartesisches Koordinatensystem, so

st ME(B) = | Y ] mit A € O, (R),a € R"*1.,

So sehen auch Basiswechselmatrizen zwischen cartesischen Koordinatensyste-
men aus.

Bemerkung 4.4.3

B(A) ={3: A— A}|5 Bewegung} ist Untergruppe von Af f(A).
Bp,(A) = {8 € B(A)|B(Po) = Po} < Af fp,(A)

AFf(A’)

Fay
N L
s

Ist @ C A nicht leere Quadrik im euklidischen affinen Raum, (A, V,®), so
existiert cartesisches Koordinatensystem S von A mit

(A)=GL

2

Satz 4.4.2
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Z1
Q={PcAks(P)=ax=| : ,d—lfx§+...+

Tn
y€q{0,1,z,41}},dabeid; e R,0<s<r<n

Sl
8

4.5 Homogene Koordinaten, Satz von Desargues

Sei S = (P, .., P,) affines Koordinatensystem von A.

1
Z1 —_— n _—
ks(P)= | . ,POPZZ%'POPZ'
. =1
Ty,

Definition 4.5.1 (homogener Koordinatenvektor)

Ist 0 # 2 € K"H)>X mit < 2 >=< &g(P) >, so heiBt + homogener Ko-
ordinatenvektor von P. Er ist durch S und P bis auf ein skalares Vielfaches
eindeutig bestimmt.

Lemma 4.5.1

Seien z,y,z € K"tU*1 homogene Koordinatenvektoren von P # @, R. Dann
gilt Re< P,Q >qpp& 2z €< 2,y >.

Ist R €< P,Q >q55 \{P,Q}, so kann man homogene Koordinatenvektoren «’, y’
so wihlen, dass z = 2’ + 3.

Beweis:

Lemma 4.5.2

Ist A ein 2-dimensionaler affiner Raum iiber K,

g=<P,Q >q57# g =< P',Q >4y affine Geraden = P # Q.
Dann ist gN g’ = {Py} oder gN g’ = 0.

Seien z,y, x’, 3y’ homogene Koordinatenvektoren von P, Q, P’, Q.
<my>N<a,y >=<z>< K3 mit 2 #£0

<z y>+ <2,y >= K> weil g £ ¢g'.

Ist zp # 0, so ist zp homogener Koordinatenvektor von Pp.

Ist 29 = 0, so ist gN g’ = 0.

Satz 4.5.1 (Desarques)

Es sei A 2-dimensionaler affiner Raum iiber K.
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Q1

P1

Essei Py =< P1,Q1 >apf N < P2, Q2 >apr N < P, Q3 >ar5, P # Qs
a) Sei Z; €< P, P >ap5 N < Qy,Qk >aff,{i,j, k} = {1,2,3}. Dann sind
71,2y, Z3 kollinear.

b) Ist < P, Py >arf N < Q1,Q3 >aff= 0 und
< Py, Py >a5f N < Q2,Q3 >qrp= 0, so ist auch
<P Py >a5 N<Q1,Q3 >app=0.

Beweis:

Corrolar 4.5.1 (Kleiner Satz von Desargues)
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Sind in Satz 4.5.1 die " Trégergeraden” < P1, Q1 >arf, < P2, Q2 >arf, < P3,Q3 >afy
parallel, so gelten die Behauptungen ebenfalls.

Definition 4.5.2 (affine Ebene)

Eine Menge P (von ”Punkten”) zusammen mit einer Menge G (von ” Geraden”)
von Teilmengen von P heifit affine Ebene, wenn

i) Zu P # @ existiert genau ein g € G mit P, Q € g.

ii) Zuge Gund P € P mit P & g gibt es genau ein ¢’ € G mit P € ¢’ und
gng =0.

iii) Jedes g € G enthélt mindestens zwei verschiedene Punkte und es gibt drei
(verschiedene) Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen.

Bemerkung 4.5.1

Jeder 2-dimensionale affine Raum ist (mit der Menge der 1-dimensionalen affinen
Teilriume als Geraden "und der Menge der O-dimensionalen affinen Teilrdume
als Punkte”) eine affine Ebene. Aber es gibt auch affine Ebenen, die nicht 2-
dimensional affine Rdume iiber Kérpern sind.

Bemerkung 4.5.2

Ist (P,G) affine Ebene und Py, Pi, P> gemif (iii), die nicht auf einer Geraden
liegen.

K = Gerade (existiert nach (i)) durch Py, P

Definiere + : K x K — K, g sei Parallele zu K durch P»

P+Q

K xK—-K
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P*Q

Bemerkung 4.5.3

Gilt der (kleine) Satz von Desargues, so gelten alle Kérperaxiome in (K, +, )
mit Ausnahme der Kommutativitdt der Multiplikation. Gilt diese auch (dazu
braucht man ”Satz von Pappos”), so erhilt man 2-dimensionalen affinen Raum
iiber K.

4.6 Projektive Riume
Definition 4.6.1 (projektiver Raum, projektiver Unterraum)

Ist W ein (n + 1)-dimensionaler K-Vektorraum, so heifit

P(W) ={<w > |w e W} projektiver Raum. Ist U < W mit

dim(U) = m+ 1,{< u > |0 # u € U} heifit m-dimensionaler projektiver
Unterraum.

m = 1: projektive Gerade

m = 0 : projektiver Punkt

P.(K)=DP(K"t)

Beispiel 4.6.1

K:]R,]Pl(]R),WleQA:wo—i—V:{{ i :| |lr e R}V =< e1 >

w = <w>
Py (R) = e(A) U{< e >}
P;(R) < $! = 1-Sphiire

(S

Bemerkung 4.6.1

Ist dimg(W)=n+ 1,V <W,dim(V)=n
A =wy + V (n-dimensionaler affiner Raum), wy € W\V
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A — PW)
w o= <w>
("w#0,da0g.A)
P(W) = e(A)UH mit H={< v >1[0#v eV}, H (n— 1)-dimensionaler
projektiver Unterraum von P(W) ("uneigentlicher Raum von P(W) bzgl. A
(oder £(A))”)

Die projektiven Punkte < v >€ H heiflen uneigentliche Punkte bzgl. A.

€. Einbettung (”injektiv, nicht surjektiv”)

Beispiel 4.6.2

n = Q,PQ(R) == ]P(RB)

x0
wo=[1,0,0]"
A
ow
X2
X1

0 0
A:w0+V,V:<€1,€2>,61: 1 ,E6 = 0
0 2

.A — ]PQ(]R,)
w = <w>
Py(R) =e(A)UH mit H={<v>[veV}
H uneigentliche Gerade von P3(RR) bzgl. A

€: injektiv

Satz 4.6.1
Ist K Kérper, so gilt in Po(K) = P(K?):
i) Zu P # Q € Po(K) gibt es genau eine (projektive) Gerade g mit P, @ € g.

ii) Sind g # ¢’ (projektive) Geraden, so gibt es genau ein P € Po(K) mit
Pegnyg'.

iii) Jede Gerade enthélt mindestens drei Punkte und es gibt drei Punkte, die
nicht auf einer Geraden liegen.
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(D) Es gilt der Satz von Desargues (s. § 4).
(P) Es gilt der Satz von Pappos, d.h.

P1

Q1

Q2

Q3
Definition 4.6.2 (projektive Ebene)

Eine Menge P (von Punkten) zusammen mit einer Menge G (”von Geraden”)

von Teilmengen von P heifit projektive Ebene, wenn (i), (ii), (iii) gelten.
Beispiel 4.6.3

P = Py(K),G = {l-dimensionale projektive Teilrdume} ist projektive Ebene
(K Korper).

Beispiel 4.6.4

Fano-Ebene
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P4

Taz
<[1,0,1] >=P5 _ T
p7 P6=<[0,1,1] '>
T P2=<[0,1,0] >
<[1,0,0] ' >=P1
P3=<[1,1,0] >

i=$0+2-$1+22-l‘2,l‘i € {0,1}

Zo
P, =< X1 >c IPg(ZQ)

1)
Satz 4.6.2

Es sei (P, G) projektive Ebene mit |P| < co. Dann gilt fiir alle g € G, |g| = m+1
3
und [P|=m?+m+1=2=L

m—1

m heiffit Ordnung der proje;ktiven Ebene.

Beweis:

Bemerkung 4.6.2

Ist K Korper, Po(K) = q;:f =¢®4+q+1

|K|=4q

Po(K) hat (als projektive Ebene) ”Ordnung ¢”.

|K| = q ist Primzahlpotenz (s. Algebra I).

Zu jeder Primzahlpotenz ¢ gibt es projektive Ebene der Ordnung gq.

Fragen 4.6.1

Gibt es projektive Ebene der Ordnung m mit m # Primzahl?
m = 6 Nein, gibt es nicht.

m = 10 Nein ,gibt es nicht (1993, mit Computer-Rechnung).
m =12
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