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45 Alle vorkommenden Matrizen haben Einträge in einem K̈orperK. Sind die folgenden Aussagen
wahr?
WennA und B multiplizierbar sind, dann ist der Rang vonAB gleich dem
Maximum der R̈ange vonA undB.

© Ja /© Nein

Eine invertierbaren×n-Matrix hat den Rangn. © Ja /© Nein

Eine n× n-Matrix mit vollem Rang l̈aßt sich durch elementare Zeilenum-
formungen und Spaltenvertauschungen in die Einheitsmatrixüberf̈uhren.

© Ja /© Nein

Der Rang einer Matrix ist gleich der Dimension ihres Spaltenraums. © Ja /© Nein

Wenn A und B addierbar sind, dann ist der Rang vonA+ B gleich dem
Minimum der R̈ange vonA undB.

© Ja /© Nein

46 Es seiV :=Q2×2 derQ-Vektorraum der 2×2-Matrizen,W :=Q2×3 derQ-Vektorraum der 2×3-
Matrizen undϕ : V→W die folgendeQ-lineare Abbildung:

ϕ : V −→W , M 7−→M ·A , wobeiA =

(
1 −3 2

−2 3 −1

)
∈Q2×3.

Weiter seien die geordneten Basen

B :=

((
1 0

0 0

)
,

(
0 0

0 1

)
,

(
0 2

2 0

)
,

(
0 2

−2 0

))

vonV und

C :=

((
1 0 0

0 0 0

)
,

(
0 1 0

0 0 0

)
,

(
0 0 1

0 0 0

)
,

(
0 0 0

1 0 0

)
,

(
0 0 0

0 1 0

)
,

(
0 0 0

0 0 1

))

vonW geẅahlt. Berechnen Sie die AbbildungsmatrixC MB
ϕ von ϕ bez̈uglich dieser beiden Basen

und geben Sie die verlangten Einträge an.

Der Eintrag in der 3. Spalte und der 2. Zeile vonC MB
ϕ lautet

Der Eintrag in der 4. Spalte und der 4. Zeile vonC MB
ϕ lautet

Der Eintrag in der 2. Spalte und der 2. Zeile vonC MB
ϕ lautet

Der Eintrag in der 4. Spalte und der 5. Zeile vonC MB
ϕ lautet

Der Eintrag in der 1. Spalte und der 3. Zeile vonC MB
ϕ lautet

47 SeienV undW Vektorr̈aumeüber einem K̈orperK undϕ ∈ HomK(V,W). SeienB,B ′ geordnete
Basen vonV undC ,C ′ geordnete Basen vonW. Sind die folgenden Aussagen richtig?

Es gilt C MB ′
ϕ = C MC ′

idW
C ′MB

ϕ
BMB ′

idV
. © Ja /© Nein

Jede Basiswechselmatrix vonW ist quadratisch und invertierbar. © Ja /© Nein

Jede MatrixT ∈ Kn×n ist Basiswechselmatrix vonV. © Ja /© Nein

FallsB undB ′ aus den gleichen Elementen vonV gebildet werden, so sind
alle Eintr̈age der zugeḧorigen Basiswechselmatrix vonV entweder 0 oder 1.

© Ja /© Nein



Es gibt eine invertierbare Abbildungψ ∈ HomK(V,V), so dassBMB
ψ =

B ′MB ′
ψ ist.

© Ja /© Nein

48 Es seienV undW zwei endlich-dimensionale Vektorräumeüber einem K̈orperK undϕ : V →W
eine lineare Abbildung. Weiter seiB := (v1, . . . ,vn) eine Basis vonV undC := (w1, . . . ,wm) eine
Basis vonW undC MB

ϕ die Matrix vonϕ bez̈uglich der BasenB undC .

Ist B ′ = (v2,v1,v3, . . . ,vn), dann erḧalt manC MB ′
ϕ ausC MB

ϕ , indem man die
ersten beiden Spalten vertauscht.

© Ja /© Nein

Ist B ′= (v1,v2−v1,v3, . . . ,vn), dann erḧalt manC MB ′
ϕ ausC MB

ϕ , indem man
die zweite Spalte zur ersten addiert.

© Ja /© Nein

Ist B ′ = (vn,vn−1, . . . ,v1), dann erḧalt manC MB ′
ϕ ausC MB

ϕ , indem man die-
selben Spalten in umgekehrter Reihenfolge schreibt.

© Ja /© Nein

Ist C ′ = (w2,w1,w3, . . . ,wm), dann erḧalt manC ′MB
ϕ ausC MB

ϕ , indem man
die ersten beiden Spalten vertauscht.

© Ja /© Nein

Ist C ′ = (w1 + w2,w2,w3, . . . ,wm), dann erḧalt manC ′MB
ϕ ausC MB

ϕ , indem
man die erste Zeile von der zweiten subtrahiert.

© Ja /© Nein

Nun sollen Sie in der folgenden Aufgabe doch eine 4×4-Matrix invertieren. Daf̈ur wird diese Aufgabe
auch als Bonusaufgabe gewertet (für die online Punkte).

49 Berechnen Sie die Inverse der folgenden Matrix und geben Sie die verlangten Einträge an:

A :=


−2 0 1 4

0 −1 0 0

4 0 −1 −9

−7 2 3 15

 ∈Q4×4

Der Eintrag in der 3. Zeile und der 2. Spalte vonA−1 lautet

Der Eintrag in der 2. Zeile und der 4. Spalte vonA−1 lautet

Der Eintrag in der 4. Zeile und der 3. Spalte vonA−1 lautet

Der Eintrag in der 1. Zeile und der 1. Spalte vonA−1 lautet

Der Eintrag in der 4. Zeile und der 1. Spalte vonA−1 lautet

Die folgenden beiden Aufgaben sind schriftlich zu bearbeiten.

50 SeiK ein Körper.

a) SeiD = (di j ) ∈ Kn×n eine obere Dreiecksmatrix, d.h.di j = 0 für alle 1≤ j < i ≤ n. Zeigen Sie
mit Hilfe von S̈atzen aus der Vorlesung:D ist genau dann invertierbar, wenndii 6= 0 ist für alle
1≤ i ≤ n.

b) SeiA∈ Km×n. (A ist also nicht notwendig quadratisch!) Zeigen Sie: die Abbildung

ϕA : Kn→ Km, x 7→ Ax

ist genau dann surjektiv, wenn esB∈ Kn×m gibt mit AB= Em.

Da die folgende Aufgabe etwas aufwendiger ist alsüblich, gibt es daf̈ur 12 Punkte.



51 Es seiV = Pol4(R) derR-Vektorraum der reellen Polynome vom Grad≤ 4, d.h.

V = {a0 +a1x+a2x2 +a3x3 +a4x4 | a0, . . . ,a4 ∈ R},

ausgestattet mit der BasisB = (1,x, . . . ,x4).

a) Zeigen Sie, daßB ′ = (p0, . . . , p4) mit p0 := 1 und

pi :=
1
i!

x(x−1) · · ·(x− i +1) für i = 1, . . . ,4

ebenfalls eine Basis vonV ist.

b) Geben Sie die BasiswechselmatrizenBTB ′ undB ′TB an.

c) Bestimmen Sie den Koordinatenvektor von1
6x(x+1)(2x+1) bzgl. der BasisB ′.

d) Seiϕ : V→V, f 7→ f ′ die “Ableitungsabbildung”, d.h.ϕ( f ) = f ′ ist die Ableitung vonf .
Bestimmen SieMB ′

ϕ , die Matrix vonϕ bzgl. der BasisB ′.

Abgabe bis sp̈atestens Donnerstag, 7. Juni 2007, um 8 Uhr. Nach diesem Zeitpunkt sehen Sie bei
erneutem Aufruf des Blattes die Auswertung der online-Fragen. Bitte werfen Sie die schriftlichen
Lösungen in den Kasten auf dem Flur des 2. Stocks im Sammelbau, Templergraben 64 in das Fach
mit Ihrer Gruppennummer und der Aufschrift “LA I für Inf.”. Bitte heften Sie die Bl̈atter zusammen
(keine B̈uroklammern) und schreiben Sie unbedingt Ihre Gruppennummer, Ihre Matrikelnummer und
Ihren Namen oben rechts auf das erste Blatt.


