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16 Wir betrachten das lineare Gleichungssystem mitai j ∈Q:

a11 x1 + a12 x2 + . . .+ a1n xn = 0

a21 x1 + a22 x2 + . . .+ a2n xn = 0
...

am1 x1 + am2 x2 + . . .+ amn xn = 0

Wennm> n ist, hat das System keine Lösung. © Ja /© Nein

Wenn

 b1
...

bn

 eine L̈osung ist, ist auch

 b1−1
...

bn−1

 eine L̈osung. © Ja /© Nein

Wenn

 b1
...

bn

 eine L̈osung ist, ist

 b1−1
...

bn−1

 keine L̈osung. © Ja /© Nein

Wenn es eine von der Nulllösung

 0
...

0

 verschiedene L̈osung gibt, gibt es

auch eine von

 0
...

0

 verschiedene ganzzahlige Lösung.

© Ja /© Nein

Wenn

 b1
...

bn

 und

 c1
...

cn

 Lösungen sind, ist auch

 b1 +c1
...

bn +cn

 eine

Lösung.

© Ja /© Nein

17 Die folgenden Aussagen beziehen sich auf lineare Gleichungssystemeüber einembeliebigen
Körper. Welche sind wahr?

Jedes inhomogene lineare Gleichungssystem, das eine Lösung hat, hat un-
endlich viele L̈osungen.

© Ja /© Nein

Jedes lineare Gleichungssystem mit mehr Unbekannten als Gleichungen hat
eine L̈osung.

© Ja /© Nein

Jedes l̈osbare inhomogene lineare Gleichungssystemüber einem K̈orperK,
das mehr Unbekannte als Gleichungen hat, hat unendlich viele Lösungen.

© Ja /© Nein

Es gibt keine linearen Gleichungssysteme mit genau einer Lösung, die mehr
Gleichungen als Unbekannte haben.

© Ja /© Nein



Jedes lineare Gleichungssystem mitmGleichungen, in dem mindestensm−
1 der Koeffizienten gleich 0 sind, hat eine Lösung.

© Ja /© Nein

18 Es seienG undH Gruppen undϕ : G→ H ein Gruppenhomomorphismus. Das neutrale Element
vonG undH sei jeweils mit 1 bezeichnet. Welche der folgenden Aussagen sind wahr?

Die Abbildungψ : G→ H, für dieψ(x) = ϕ(x) ·ϕ(x) für allex∈G gilt, ist
ein Gruppenhomomorphismus.

© Ja /© Nein

Aus ϕ(x) = ϕ(y) ∈ H folgt x = y. © Ja /© Nein

Gilt f ür zwei Elementex,y∈G, dassϕ(x) ·ϕ(y) = 1 ist, so istx ·y = 1. © Ja /© Nein

Ist ϕ(x) = 1, so folgtx = 1. © Ja /© Nein

Ist ϕ bijektiv, dann ist die Umkehrabbildung ebenfalls ein Gruppenhomo-
morphismus.

© Ja /© Nein

19 SeiR ein beliebiger Ring mit Nullelement 0 und Einselement 1. Welche der folgenden Aussagen
sind wahr?
Sinda,b∈ Rmit a 6= 0 undb 6= 0, dann ista·b 6= 0. © Ja /© Nein

Ist a∈ Rmit a2 = a dann ista = 1 odera = 0. © Ja /© Nein

Rhat genau dann nur ein Element, wenn 0= 1 gilt. © Ja /© Nein

Eine Aussage, die für jeden kommutativen Ring gilt, gilt auch für jeden
Körper.

© Ja /© Nein

HatRmehr als zwei Elemente dann gibt es eina∈ Rmit 0 ·a 6= 0. © Ja /© Nein

Die folgenden beiden Aufgaben sind schriftlich zu bearbeiten.

20 a) Wir betrachten das inhomogene LGSüberZ7 mit der erweiterten Koeffizientenmatrix

(A,b) :=


1 1 3 3 −1 2

−2 −1 3 2 2 3

1 3 0 0 3 −2

0 −1 −2 −1 −2 3

3 2 0 −1 0 3


Bringen Sie die Matrix mit dem Gauß-Algorithmus zunächst auf Normalform. Bestimmen Sie
anhand der errechneten Normalform die Lösungsmenge und geben Sie diese in der für inhomogene
Systemëublichen Forms+L0 an.

b) Wir betrachten das inhomogene LGSüberR mit der erweiterten Koeffizientenmatrix

(A,b) :=

 a a2 1

−1 −1 −a

1 a a


und beliebiger Konstantea∈ R. Bringen Sie(A,b) auf Zeilenstufenform. Tip : Gehen Sie dabei
am besten so vor, daß keine Fallunterscheidung für a erforderlich wird, keine Br̈uche auftreten,
und die endg̈ultige Form f̈ur alle Werte vona Zeilenstufenform hat!
Machen Sie anhand dieser Zeilenstufenform die Lösbarkeitsentscheidung für das inhomogene LGS
in Abhängigkeit vona. Geben Sie an, für welche Werte vona das inhomogene LGS lösbar ist und
für welche Werte vona es freie Unbekannte gibt.



21 a) Sei(G, ·) eine Gruppe. Zeigen Sie:

Für allea,b∈G gibt es genau einx∈G mit a·x = b.

b) SeienG undH zwei Gruppen und seiedas neutrale Element vonG unde′ das neutrale Element
vonH. Zeigen Sie, daß für jeden Gruppenhomomorphismusϕ : G→ H gilt:

ϕ(e) = e′.

c) Sei(G, ·) eine Gruppe und seiM eine beliebige Menge. Wir betrachten die Menge

GM := { f : M→G}

aller Abbildungen vonM nachG. Für alle f ,g∈GM definieren wirf ∗g∈GM folgendermaßen:

( f ∗g)(x) := f (x) ·g(x) für allex∈M.

Zeigen Sie, daß(GM,∗) eine Gruppe ist.

d) SeiRein kommutativer Ring und seiR∗ die Einheitengruppe vonR. Zeigen Sie:

1 6= 0⇐⇒ 0 6∈ R∗.
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