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1 | Wir betrachten Gleichungssysteme der Form
a1 1 o+ a2 T2 ...+ G T, = 0
a1 1 + a2 Ta +...+ G Tn = 0
mi 1 + Gm2 L2 +...F Gmp Tn = 0
mit m Gleichungen und n Unbekannten fiir m,n € M und mit Koeflizienten a;; € {J sowie Lésungen
mit Eintrdgen aus . Fiir jedes solche System gilt:
10| Wenn m = n — 1 ist, hat das System genau eine Lésung. oJa o Nein
11| Wenn m > n ist, hat das System keine Lésung. oJa o Nein
12| Wenn m = n ist, hat das System genau eine Lisung, oJa o Nein
20| Wenn es eine von der Nullldsung 0 verschiedene Lisung gibt, gibt es oJa o Nein
auch eine von 0 verschiedene ganzzahlige Lisung.
21| Wenn es eine von der Nulllésung 0 verschiedene Losung gibt, gibt es oJa o Nein
auch eine von 0 verschiedene Losung, die nicht ganzzahlig ist.
30 [ Wenn (b, ..., b,)und (¢,,...,¢,) Lisungen sind, ist auch (b;+¢;, ..., b+ oJa o Nein
¢, ) eine Ltisung.
31| Wenn (by,....b,) und (¢y, ..., ¢,) Losungen sind, ist auch (b;—¢y, ... b, — oJa o Nein
¢, ) eine Ltisung.
32| Wenn (by,...,b,) eine Lisung ist und ¢ € J, dannist auch (¢ by, ..., chy,) oJa o Nein
eine Losung.
40| Wenn (by,....b,) eine Lisung ist, ist auch (b; + 1,...,b, + 1) eine oJa o Nein
Lisung.
41| Wenn (by,...,b,) eine Lisung ist, ist auch (b; — 1,....b, — 1) eine oJa o Nein
Lisung.
42| Wenn (by,....b,) eine Lisung ist, ist auch (b; + 1,...,b, + n) eine oJa o Nein
Lisung.
43| Wenn (by,...,b,) eine Lisung ist, ist auch (b, — 1,....b, — n) eine oJa o Nein
Lisung.
50| Wenn (by,...,b,) cine Lisung ist, ist (b; +1,...,b, + 1) keine Lésung. oJa o Nein
51| Wenn (by, ..., b,) eine Lisung ist, ist (b, — 1,...,b, — 1) keine Lésung. oJa o Nein
52| Wenn (by, ..., b,) eine Lisung ist, ist (b; +1,...,b, +n) keine Lisung. oJa o Nein
53 Wenn (by, ..., b, ) eine Losung ist, ist (b, —1,...,b, —n) keine Lisung. oJa o Nein
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2 | Wir betrachten Gleichungssysteme der Form
a;; 1+ 12 T2 ...+ i Tp = 1
a1 1 + az Ty +...F G Tp = 1
mi 1 + Gm2 T2 +...F Gmp Tn = 1
mit m Gleichungen und n Unbekannten fiir m,n € M und mit Koeflizienten a;; € {J sowie Lésungen
mit Eintrdgen aus . Fiir jedes solche System gilt:
10| Wenn m = n — 1 ist, hat das System genau eine Lésung. oJa o Nein
11| Wenn m > n ist, hat das System keine Lésung. oJa o Nein
12| Wenn m = n ist, hat das System genau eine Lisung, oJa o Nein
13| Wenn m = n ist, hat das System genau eine Ldsung, oJa o Nein
14| Wenn m = n ist, hat das System genau eine Losung. oJa o Nein
20| Wenn das System lsbar ist und alle Koeffizienten a;; aus Z sind, gibt oJa o Nein
es eine ganzzahlige Losung.
21| Wenn die Koeflizienten a;; nicht alle aus Z sind, gibt es keine ganzzah- oJa o Nein
lige Losung.
30| Wenn (by,...,b,) und (¢q, ..., ¢, ) Liosungen sind, ist auch (b;+e,, ..., b+ oJa o Nein
¢, ) eine Ltisung.
31| Wenn (by,....,b,) und (¢y, ..., ¢,) Losungen sind, ist auch (b;—¢y, ... b, — oJa o Nein
¢, ) eine Ltisung.
32| Wenn (by,...,b,) eine Lisung ist und ¢ € J, dannist auch (¢ by, ..., chy,) oJa o Nein
eine Losung.
40| Wenn (by,...,b,) eine Losung ist, ist auch (b; + 1,...,b, + 1) eine oJa o Nein
Lisung.
41| Wenn (by,...,b,) eine Lisung ist, ist auch (b; — 1,.... b, — 1) eine oJa o Nein
Lisung.
42| Wenn (by,....b,) eine Lisung ist, ist auch (b; + 1,...,b, + n) eine oJa o Nein
Lisung.
43| Wenn (by,...,b,) eine Lisung ist, ist auch (b, — 1,....b, — n) eine oJa o Nein
Lisung,.
50 [ Wenn (by,...,b,) eine Losung ist, ist (b; +1,...,b, + 1) keine Lisung. oJa o Nein
51| Wenn (by, ..., b,) eine Lisung ist, ist (b, — 1,...,b, — 1) keine Lésung. oJa o Nein
52| Wenn (by, ..., b,) eine Lisung ist, ist (b; +1,...,b, +n) keine Losung. oJa o Nein
53 Wenn (by, ..., b, ) eine Losung ist, ist (b, —1,...,b, —n) keine Lisung. oJa o Nein
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3 | Wir betrachten das Gleichungssystem
r1  —Is —Iy Hrs = 1
—2x1 +2r2 —2r3 +rs = 1
—3x1 213 Hxy +rg = 1
mit 3 Gleichungen und 4 Unbekannten und seine Lésungen mit Eintrigen aus {J. Welche der
folgenden Aussagen sind richtig?
10| (—2, —4,—6,—T7) ist eine Lisung. oJa o Nein
11| (3,6.9, 13) ist eine Losung. oJa o Nein
12| (—4, —3,3,5) ist eine Lisung,. oJa o Nein
13| (6, 7,3, 5) ist eine Lésung. oJa o Nein
14| (3, 5,6,9) ist eine Lésung,. 0Ja oNein
20 [ Das System hat nicht mehr als 12 Lisungen. oJa o Nein
21| Das System hat mehr als 12 Lisungen. oJa o Nein
22| Das System hat nicht mehr als 4 Lidsungen. oJa o Nein
23| Das System hat mehr als 4 Lésungen. oJa o Nein
30| Wenn (by,...,bs) eine Lisung ist, ist auch (b + 1,...,by + 1) eine oJa o Nein
Lisung.
31| Wenn (by, ..., by) eine Losung ist, ist auch (b, — 1,...,by — 1) eine oJa o Nein
Lésung.
32| Wenn (by, ..., by) eine Lisung ist, ist (by +1,...,by + 1) keine Losung. oJa o Nein
33| Wenn (by, ..., by) eine Losung ist, ist (b — 1,...,by — 1) keine Lisung. oJa o Nein
40| Wenn (by,...,by) eine Lisung ist, ist auch (b, + 1,...,by + 4) eine oJa o Nein
Lisung.
41| Wenn (by, ..., by) eine Lésung ist, ist auch (b; — 1,...,by — 4) eine oJa o Nein
Lisung.
42 Wenn (by,...,by) eine Lisung ist, ist (b, +1,...,by + 4) keine Lésung. oJa o Nein
43| Wenn (by, ..., by) eine Losung ist, ist (b — 1,..., by —4) keine Lisung oJa o Nein
50 | Zu jedem Wert a € @ gibt es eine Lisung (s, ..., 8;) mit s, = a oJa o Nein
51| Zu jedem Wert a € (¢ gibt es eine Lisung (s, ..., s4) mit s = a oJa o Nein
52| Zu jedem Wert a € (¢ gibt es eine Lidsung (s, ..., s4) mit s3 = a. oJa o Nein
53| Zu jedem Wert a € (¢ gibt es eine Lidsung (s, ..., ;) mit s, = a oJa o Nein
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4 | Es sei Z einer der Zahlbereiche @, R oder C und V ein Z-Vektorraum und n € M. Weiter sei
M = (my, ma, ms) eine Basis von V' (siehe Vorlesung vom 24.10.2002) und A = (a,, a5, a3, a4) ein
Erzeugendensystem von V. Sind die folgenden Aussagen richtig?

10| (m,,my) ist eine Basis von V. oJa o Nein

11| (mg, Mo, m,) ist eine Basis von V. oJa o Nein

12| C ist ein Z-Vektorraum. oJa o Nein
13| () ist kein Z-Vektorraum. oJa o Nein
14| R ist kein Z-Vektorraum. oJa o Nein
15| C ist kein Z-Vektorraum. oJa o Nein

20 [ M ist ein Erzeugendensystem von V. oJa o Nein

21| A ist eine Basis von V. oJa o Nein

22| £ ist ein C-Vektorraum. oJa o Nein

23| Z ist kein (J-Vektorraum. oJa o Nein

24| Z ist kein B-Vektorraum. oJa o Nein

25| Z ist kein C-Vektorraum. oJa o Nein

30| (my, Mg, ma,0) ist eine Basis von V (0 ist die Null von V). oJa o Nein

31| (ay, as,as,a4,0) ist ein Erzeugendensystem von V' (0 ist die Null von oJa o Nein
V).

32| & ist ein C-Vektorraum. oJa o Nein

33| @ ist kein B-Vektorraum. oJa o Nein

34| @ ist kein C-Vektorraum. oJa o Nein
35| R ist kein C-Vektorraum. oJa o Nein
40| (my, ma, My + My — mg) ist eine Basis von V. oJa o Nein
41| (ay, a9, ag,a; — Gy + ag — a4) ist ein Erzeugendensystem von V. oJa o Nein
42| C ist ein B-Vektorraum. oJa o Nein
43| B ist kein Vektorraum. oJa o Nein
44| C ist kein (- Vektorraum. oJa o Nein
45| C ist kein R-Vektorraum. oJa o Nein

50 [ m; lisst sich als Linearkombination von (my,mgy) schreiben. oJa o Nein

51 | mgq lisst sich nicht als Linearkombination von (my, mq) schreiben. oJa o Nein

52| C ist ein C-Vektorraum. oJa o Nein

53| @ ist kein (- Vektorraum. oJa o Nein
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54| | ist kein B-Vektorraum. oJa o Nein

55| C ist kein C-Vektorraum. oJa o Nein
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5 | Fiir welche Werte a € R hat das lineare Gleichungssystem

- +a—3)ry = 1
214 +2x9 +bxy = 2
2r1 +la+2)zs +(8—a)rs = 4

(a) keine, (b) genau eine, (¢) genau zwei oder (d) unendlich viele Lésungen mit Eintrigen aus R?

6 | Es sei Z einer der Zahlbereiche @, R oder C und V ein Z-Vektorraum (siche Definition in der
Vorlesung vom 24.10.2002). Leiten Sie die folgenden Rechenregeln her. Benutzen Sie dabei nur die
Axiome aus der Definition (Nummerierung wie in der Vorlesung):

(4) Esgilt x + 0=z fiir alle z € V.

(6) Esgilt (—z) +x =0 fiir alle z € V.

(11) Esgilt 0-2 = 0 fiir alle € V' (man beachte 0 € Z und 0 € V).
(12) Esgilt A- (—2) = —(A-z) fir alle A € Z und alle z € V.

(13) Esgilt (—A)-z = —(A-z) fiir alle A€ Z und alle z € V.

(14) Aus z +y =0 mit z,y € V folgt y = —x.

(15) Ausz+y=2+ zmit z,y,z € V folgt y = =.

(16) Aus A-z=A-yfirz,ye€ Vund A € Z mit A #0 folgt 2 = y.
(17) Aus Az = px fir A, p € Z und 2 € V mit 2 # 0 folgt A = pu.

Dokumentieren Sie bei jedem Schritt genau, welche der Axiome (bzw. bereits bewiesenen Regeln)
Sie verwenden.
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1| Es sei @ = {[a,b,c] | a,b,c € @} der Q-Vektorraum aller 1 x 3-Matrizen iiber Q. Sind die
folgenden Teilmengen von @** Teilrdiume von Q'**?
10| {la,b,¢||a,becQunda-b-c=0}. oJa o Nein
11| {la, b, ¢| |a,be e Qund a-b=c- b}. 0Ja o Nein
12| {la, b, ¢| | a,b,c €@ und a = b- ¢}. 0Ja o Nein
13| {la, b, ¢| | a,b,c eQ und a = 2- ¢}. 0Ja o Nein
14| {la.b.¢||a,b,c e Qund 4-a = 3-b}. 0Ja o Nein
20| {[a, b, || a,b,e € Q und 2a — 3b = 0}. oJa o Nein
21| {la,b,¢| | a,b,e € Qund a+ b— ¢ = 0}. oJa o Nein
22| {la,b,¢] | a,b,c € Q@ und a + ¢ = 3}. oJa o Nein
23| {la,b,¢| | a,b,ceQunda—b=a— c}. 0Ja o Nein
24| {la,b.c||a,bee Qund a+ b=a—c}. 0Ja o Nein
30| {[a, b, ¢]|a,b,c €@ und (a=boder a=—b)}. 0Ja o Nein
31| {[la, b, ¢| | a,b,c € @ und (a =1 oder b = ¢)}. oJa o Nein
32| {la,b,¢| | a,b,c € @ und (a = ¢ oder b = ¢)}. oJa o Nein
33| {la,b,¢| | a,b,c € Q und (a = coder a+ 1= ¢)}. 0Ja oNein
34| {la,b,c| | a,b,c € @ und (a = coder b+ 1 =¢)}. 0Ja o Nein
40| {la, b ¢| | a,b,c € Q@ und (a = bund a = —b)}. 0Ja o Nein
41| {[a,b,¢] | a,b,c € Q und (a = b und ¢ = 2b)}. 0Ja o Nein
42| {la,b,¢] | a,b,e e Qund (a —b=4 und a+ b= 4)}. oJa o Nein
43| {la, b, ¢] | a,b,e € Q und (a —b=2c und a + b= 2¢)}. oJa o Nein
44| {la, b, ¢|] | a,b,e € Qund (a —b=cund a+ b= 3)}. 0Ja o Nein
50| {la,b,¢| | a,b,e € Q@ und a = ET’F fiir geeignete m,n € Z, wobei n oJa o Nein
ungerade ist }.
51| {[a, b c] | a,b,ec € Q und a = ™ fiir geeignete m,n € Z, wobei n gerade oJa o Nein
ist}.
52| {la,b,c| | a b c € Qund a =2 fiir geeignete m,n € Z, wobei —100 < oJa o Nein
n < 100 ist}.
53 {[a} be| | a,bec € Qund a =" fiir geeignete m,n € Z, wobeim < 0 oJa o Nein
ist }.
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2

Essei B:=(|2|,]5
3

ganzen Zahl.

10 5
Fiir welches A € Qist | 7 | als Linearkombination von B darstellbar?
A
11 —3
Fiir welches A € (¥ ist | —3 | als Linearkombination von B darstell-
A
bar?
20 (0
Fiir welches A € (§ liegt | 3 | im Erzeugnis von BY?
| A
21 [0
Fiir welches A € (§ liegt | —3 | im Erzeugnis von B?
A
30 ) 1 4
Fiir welches A € (@ ist (| 1 2 5 ) keine Basis von Q%*1?
0 3
31 C A
Fiir welches A € (@ ist (| —1 ) keine Basis von @Q**'?
| —3
40 0
Fiir welches A € (§ ist A als Linearkombination von B darstell-
-12
bar?
41 6
Fiir welches A € Qist | A | als Linearkombination von B darstellbar?
12 |
50 (1] (4] [ —4]
Ist A- | 2 | +pu-| 5| =| —2 | mit A\, pe Q, was ist dann A — pu?
| 3 | 6 | 0
51 (1] [ 4] [ =3
Ist A- | 2 | +p-| 5= 0 | mitA pe @ was ist dann A — p?
3 6 3

]] € 1. Beantworten Sie die folgenden Fragen durch Angabe einer
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3 [Essei V= R = {[a,b,c] | a,b,c € B} der B-Vektorraum aller 1 x 3-Matrizen iiber I, und es
seien in V die Vektoren v; = [2,1,3], vo = [1,0,2], v5 = [3,2,4] und v, = [1,2, 3] gegeben. Sind die
folgenden Aussagen richtig?

10 | Das Erzeugnis (vq, vy, vy} ist ganz V. oJa o Nein

11| Das Erzeugnis (v, vy, v5) ist ganz V. oJa o Nein

12| Das Erzeugnis (v, vy, 1) ist ganz V. oJa o Nein
13| Das Erzeugnis (vy, vy, vy} ist ganz V. oJa o Nein
20| Der Vektor [1,1,0] aus V liegt im Erzeugnis (v, vy, v5). oJa o Nein
21| Der Vektor [1,0,1] aus V liegt im Erzeugnis (v, vs, vs). oJa o Nein
22| Der Vektor [1,1,1] aus V liegt im Erzeugnis (v, va, vg). oJa o Nein
30 | Die Erzeugnisse (vy, vy} und (uvg, vy) sind gleich. oJa o Nein
31| Die Erzeugnisse (vy, vy} und (vs, vy) sind gleich. oJa o Nein
32| Die Erzeugnisse (vy, vy} und (vy, v4) sind gleich. oJa o Nein
33| Die Erzeugnisse (vy, ) und (v, v4) sind gleich. oJa o Nein
34| Die Erzeugnisse (vy, vy} und (v, vy) sind gleich. oJa o Nein
35| Die Erzeugnisse (vy, vy} und (v, vy) sind gleich. oJa o Nein
40| Fiir alle i, j € {1,2,3,4} gilt (v, v} ={a- v +b-v; |a,be R} 0Ja o Nein
41| Fiir alle i, j € {1,2,3,4} gilt (v, v;) = {a- v +b-v; |a,be Z}. oJa o Nein
42| Firalled,j € {1,2,3,4} gilt (v,v;) ={a- v, +b-v; |a,be Q}. 0Ja o Nein
43| Fiir alle i, j € {1,2,3,4} gilt (v, v;) ={a- v, +a-v;|a € R} oJa oNein

50 | Fiir alle i, € {1,2,3,4} gilt: Das Erzeugnis (1;,v;,v;) ist ein Teilraum oJa o Nein
von (v;, U;).

51| Fiir alle 4, j, k € {1, 2,3, 4} gilt: Das Erzeugnis (v;, vy} ist ein Teilraum oJa o Nein
von (v, U;, Uy

52| Fiir alle 4,4,k € {1,2,3,4} gilt: Das Erzeugnis (v;,v;,v;) ist ein Teil- oJa o Nein
raum von (v, vy, Ug ).

53| Fiir alle i,7,k € {1,2,3,4} gilt: Das Erzeugnis (v;,v;,v;) ist ein Teil- oJa o Nein
raum von (1, v;).
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4 | In den folgenden Aufgaben sei Z einer der Zahlbereiche §, B oder C und V ein Z-Vektorraum.
Weiter seien n,m € N, und es sei B = (vy,...,v,) eine Basis und C = (w,, ..., w,,) ein Erzeugen-
densystem von V. Sind die folgenden Behauptungen in dieser Situation immer richtig?

10| Es gibt eini € N mit 1 <4 < n, so dass (vy,..., 0 1, W, Vi1, -..,Up) oJa o Nein
eine Basis von V' ist.

11 Esgibtein j € Nmit1 < j < m,sodass (wy,..., w0 1,0, W 1,0, W) oJa o Nein
eine Basis von V' ist.

20| Es gibt ein i € M mit 1 <4 < n, so dass (vy,... 0 1, W, V1,00, Up) oJa o Nein
ein Erzeugendensystem von V' ist.

21| Esgibtein j € Nmit 1 < j < m,sodass (wy,..., w1, U, Wi1,..., W) oJa o Nein
ein Erzeugendensystem von V' ist.

30| Es ist m > n. oJa o Nein
31| Es ist m = n. oJa o Nein
32| Esist m < n. oJa o Nein
40| (vy + wy,...,v, +w,) ist eine Basis von V. oJa o Nein
41| Esist m = n und (v; + wy, ..., U5 + Wy, Wy, .., W) ist ein Erzeu- oJa o Nein

gendensystem von V.

50 | Es gibt eine Folge (iy,...,4,) mit i, € {1,2,...,m} fiir 1 < k < n, so oJa o Nein
dassi; <iy < --- <4, gilt und (w;,,...,w; ) cine Basis von V ist.

51| Es gibt eine Folge (iy,...,4,) mit 4 € {1,2,...,n} fiir 1 < k < m, so oJa o Nein
dass i; < iy < -++ < i, gilt und (v,,...,v; ) ein Erzeugendensystem

von |V ist.
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5

Es seien m € N und n € M. Ein System von Gleichungen

|
=
S

dnn r1 + ai Tz +...+ g Ia
a1 1 + axm To +...+ don In

|
N

Gm1 £1 + Gm2 22 +...+ Gmn Tn = bm,

deren Koeffizienten a;; und b; alle in einem Zahlbereich Z (etwa Z,Q,R,...) liegen, heifit ein
lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen und n Unbekannten tiber Z. Wenn alle b,
gleich Null sind, heifit es homogen, sonst inhomogen. Eine Lésung des Gleichungssystems ist
eine Folge s = (s,,...,8,) mit s; € Z fiir alle j € {1,...,n} und mit a;;8; +apss + ... + a8, = b;
fiir allei € {1,...,m}.

(a) Zeigen Sie: Die Menge aller Lisungen eines homogenen linearen Gleichungssystems mit m
Gleichungen und n Unbekannten iiber R bildet einen Teilraum des Vektorraums E" aller
Folgen (34, ...,s,) mit s; € B. Diesen Teilraum nennen wir den Lésungsraum des Systems.

(b) Geben Sie ein konkretes Beispiel eines lésbaren linearen Gleichungssystems mit 3 Gleichungen
und 4 Unbekannten iiber R an, dessen Lésungen keinen Teilraum von R* bilden.

(¢) Wir betrachten nun ein beliebiges (homogenes oder inhomogenes) lineares Gleichungssys-
tem mit m Gleichungen und n Unbekannten iiber ®. Es sei M die Menge aller Lisungen
dieses Systems, und es sei L der Lisungsraum des ,zugehdrigen” homogenen Systems (das
wir erhalten, wenn wir alle b; auf der rechten Seite der Gleichungen durch Null ersetzen).
Zeigen Sie: Wenn M nicht leer ist und ¢t € M, dann ist M = {t+ s | s € L}.

Es sei [—1,1] € R das Intervall der reellen Zahlen a mit —1 < a < 1 und V der Vektorraum
der reellwertigen Abbildungen auf [—1,1], also V' = {f : [-1,1] — R} mit Addition (f + g)(z) =
f(z) + g(z) fiir f,g € V und 2 € [~1,1], und Multiplikation mit Skalaren (A - f)(z) = A- f(z) fiir
AeR feVund ze[-1,1].

Es sei M der folgende Teilraum von V:

M:={f:[-1,1] 2 Rz —az’ +br+c|a,b,cecR}
Weiter seien die drei folgenden Abbildungen gegeben:

fo=(z—1):[-1,1] - R
fi= (@) [-11] 5 R,
fo=(z—2%): [-1,1] - R.

(a) Zeigen Sie, dass (fo, f1, f2) eine Basis von M ist.
(b) Lisst sich die Abbildung fi = (z + 2%): [=1,1] = RinV aus fo, fi und f> linear kombinieren?
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1 | Wir betrachten Paare von Mengen M und Z von rellen Zahlen. Kénnen wir als Operationen +, n,
—, A« (fiir A € Z) auf M die fiir reelle Zahlen iiblichen Rechenoperationen nehmen, so dass M ein
Z-Vektorraum wird?

10| M =Zund Z = (). oJa o Nein

1N M=Zund Z = E. oJa o Nein

20| M =0Q und Z =Q oJa o Nein

2L M =R und Z = . oJa o Nein

0| M=K und £ =0Q. oJa o Nein

31| M =0 und Z =& oJa o Nein

40| M = {a € B | es gibt ein b € R mit a = b*} und Z = Q. oJa o Nein

41| M ={acR|esgibt ein b€ R mit a = b*} und Z = R oJa o Nein

50| M = {a € |es gibt ein b€ Q mita = b} und Z = Q. 0Ja o Nein

51| M = {a € & | es gibt ein b € R mit a = b*} und Z = Q. oJa o Nein

52|l M ={acR|esgibt einbe R mita= 0"} und Z = R 0Ja o Nein
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2 | Welche der folgenden Mengen U sind Teilraum des jeweils angegebenen E-Vektorraums V7?7 Dabei
verwenden wir die folgende Notation: Fiir eine Matrix A bezeichnen wir mit a;; den Eintrag in der
i-ten Zeile und der j-ten Spalte von A.

10| U:={f e R*| f ist beschrinkt} CV :=RF oJa o Nein

N|\U:={fek?| flz)<17firallez e R} CV =R} oJa o Nein

20| U:={f € R®| f ist monoton} C V :=R? 0Ja oNein

21| U:={f € B* | f ist monoton steigend} C V := RF oJa o Nein

22| U := {f € R* | f ist monoton fallend} C V := R? oJa o Nein

23| U:={f € B* | f ist streng monoton steigend} C V := RF oJa oNein

24| U := {f € R* | f ist streng monoton fallend} CV := R? 0Ja o Nein

30| U:={A e B | gy +ap=0} C V=R oJa o Nein

31| U :={A e B | gy +aypp =1} C V := B34 oJa o Nein

40| U :={A € BR¥3 |ay; - as =0} C V := R oJa o Nein

4| U:={Aec B |a? +ad, =0} C V.= R 0Ja o Nein

50| :=0CV:=R* oJa o Nein

51| U :=(()) C V :=R5*S oJa o Nein

52| U:= {0} C V := RS oJa o Nein

53[[/:=V CV :=R*5 oJa o Nein
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3 [ V sei ein endlich erzeugbarer Vektorraum. A und B seien linear unabhiingige Folgen in V', und C
sei ein Erzeugendensystem von V. Welche der folgenden Aussagen sind dann immer richtig?
10| Die Folge A Ul B ist linear unabhiingig. oJa o Nein
11| Die Folge A U B ist linear abhiingig. oJa o Nein
12| Die Folge A U B ist ein Erzeugendensystem von V. oJa o Nein
13| Die Folge A L C ist linear unabhiingig. oJa o Nein
14| Die Folge B U C ist linear unabhiingig. oJa o Nein
15| Ist A £ (), dann ist die Folge A LI C linear abhiingig. oJa o Nein
16| Ist B # (), dann ist die Folge B LI C linear abhiingig. oJa o Nein
17| Die Folge A LI C ist eine Basis von V. oJa o Nein
18| Die Folge B LI C ist eine Basis von V. oJa o Nein
19| Die Folge A LI C ist ein Erzeugendensystem von V. oJa o Nein
20| Die Folge C besitzt eine linear unabhiingige Teilfolge. oJa o Nein
21| Die Folge C besitzt eine linear abhéingige Teilfolge. oJa o Nein
22| Die Folge C besitzt eine Teilfolge, die eine Basis von V' ist. oJa o Nein
30| Es gibt eine Basis von V', die die Folge A als Teilfolge enthilt. oJa o Nein
31| Es gibt eine Basis von V', die die Folge B als Teilfolge enthélt. oJa o Nein
32| Es gibt eine Basis von V', die die Folge C als Teilfolge enthlt. oJa o Nein
33| Die Folge C lisst sich in V' zu einer linear unabhéngigen Folge ergiinzen. oJa o Nein
40| Jede Teilfolge der Folge A ist linear unabhéngig. oJa o Nein
41| Jede Teilfolge der Folge B ist linear unabhéngig. oJa o Nein
42| Jede Teilfolge der Folge A ist linear abhiingig. oJa o Nein
43| Jede Teilfolge der Folge B ist linear abhiingig. oJa o Nein
44 | Jede Teilfolge der Folge A ist eine Basis von V. oJa o Nein
45 | Jede Teilfolge der Folge B ist eine Basis von V. oJa o Nein
46 | Jede Teilfolge der Folge C ist ein Erzeugendensystem von V. oJa o Nein
50 | Jede Folge in V', die die Folge A als Teilfolge enthilt, ist linear un- oJa o Nein
abhiingig.
51| Jede Folge in V', die die Folge B als Teilfolge enthilt, ist linear un- oJa o Nein
abhingig,.
52| JedeFolgein V', die die Folge A als Teilfolge enthilt, ist linear abhéingig. oJa o Nein
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55

53| Jede Folge in V, die die Folge B als Teilfolge enthilt, ist linear abhéingig. oJa o Nein
54| Jede Folge in V', die die Folge C als Teilfolge enthilt, ist linear abhéingig. oJa o Nein
Jede Folge in V| die die Folge C als Teilfolge enthilt, ist ein Erzeugen- oJa o Nein

densystem von V.
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4 | Es sei fiir k € N jeweils §%* der (J-Vektorraum aller k x k-Matrizen tiber Q.

10 | Welche Dimension hat Q***?

11| Welche Dimension hat Q**4?

20 | Welche Dimension hat der Teilraum 7 der Diagonalmatrizen:

a 0 0
D= 0 b0
00 e

ab,ce @-} C QP37

21 | Welche Dimension hat der Teilraum D der Diagonalmatrizen:
|'a 000
0600
b= 00 e
000d

a,bc,deQp C Q47

30 | Welche Dimension hat der Teilraum & aller symmetrischen Matrizen:

a r y
8= r b z
y z ¢

a, b-. C,I, Y.z E Q} {; @35‘3?

31| Welche Dimension hat der Teilraum § aller symmetrischen Matrizen:

s={15 7]

ﬂ-.f}-.-’fEQ} c Q7

40 | Welche Dimension hat der Teilraum .4 aller antisymmetrischen Matri-

a T y
A= —x b oz

a, fl'-.ﬂ-.-f-.y-. ze Q} r,; @'35-:3?

-y —z c
41 [ Welche Dimension hat der Teilraum .4 aller antisymmetrischen Matri-

A= 3]

a,b,x € Q} c Q7

50 | Welche Dimension hat der Teilraum (2 aller oberen Dreiecksmatrizen:

a Ty
0= 0 b z
00 e

a, b-. ¢, T, Y,z € Q} r; Q‘!NH?

51 | Welche Dimension hat der Teilraum (O aller oberen Dreiecksmatrizen:

o-{l5 7]

a, b,IEQ} C QP27
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5 | Es seien n € N, und k € N,. Beweisen Sie den folgenden Satz: Der endlich erzeugte Vektorraum V
habe die Dimension n. Fiir eine Folge F = (f;...., f) in V sind dquivalent:
(1) Die Folge F ist eine Basis von V.
(2) Die Folge F ist linear unabhiingig, und es ist k = n.
(3) Die Folge F erzeugt V', und es ist k = n.
6 | Im Vektorraum R'** seien die Folgen von Vektoren

£=([1,2,~-1,-2,[23,1,1],[1,0,5,8],[2,1,~2, 1], [0,5,3, —5], [~4, —3,7, 3], [2. 2. 1,0, [1, 1, 0, 1])

und
U=(2,-1,31],[4-2,1,3])

gegeben. £ ist eine erzeugende Folge von B4, (Das brauchen Sie nicht zu zeigen.)

(a) Wenden Sie aufdie Folge £ den in der Vorlesung im Beweis des Verkiirzungssatzes angegebenen
Algorithmus an und verkiirzen Sie damit £ zu einer Basis von R'*4.

(b) Zeigen Sie: Die Folge U{ ist linear unabhingig.

(¢) Wenden Sie auf die Folge i den in der Vorlesung im Beweis des Erginzungssatzes angegebenen
Algorithmus an und erginzen Sie damit I{ zu einer Basis von R'**. Benutzen Sie dabei als
erzeugende Folge von B'** die Folge £.
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1 | Kreuzen Sie jeweils “Ja” an, wenn die Aussage stimmt, oder “Nein”, wenn sie nicht stimmt!
10| Die Abbildung f = (z ++ %) : R — R ist injektiv. oJa o Nein
11| Die Abbildung f = (z + 2?) : N — N ist injektiv. oJa o Nein
20 [ Die Abbildung f = (z + 2 2) : Q — @ ist surjektiv. oJa o Nein
21| Die Abbildung f = (z ++ 2- z) : £ — Z ist surjektiv. oJa o Nein
30| Die Abbildung f = ((z,y) = = +y) : Z x Z — Z ist surjektiv. oJa o Nein
31| Die Abbildung f = ((z,y) — 2 —y) : N x N — Z ist surjektiv. oJa o Nein
40 | Die Abbildung f = (z ++ (2, —2)) : Z — Z x Z ist surjektiv. oJa o Nein
41| Die Abbildung f = (z + (2, —2)) : Z — Z x Z ist injektiv. oJa o Nein
50| Die Abbildung f = ((z,y) = (z+y,2—y)) : Qx Q@ — Q@ x  ist oJa o Nein
surjektiv.
51| Die Abbildung f = ((z,y) = (z+y,x—y)) : Zx L — L= Z ist injektiv. oJa o Nein




RWTH Aachen, LA |, WS 2002/03, vollstandige Version von Ubungsblatt Nr. 4, Stand: 27.11.2002, Seite 2
Autoren: Prof. Dr. U. Schoenwaelder, Dr. V. Felsch, M. Neunhdéffer (Lehrstuhl D fir Mathematik)

2 | Es seien A, B und C Mengen, i, : A — B und i, : B — C injektive Abbildungen, s, : A —+ B und
8y : B — C surjektive, und by : A — B und b, : B — C bijektive Abbildungen. Kreuzen Sie jeweils
“Ja” an, wenn die Aussage fiir alle solchen Abbildungen stimmt, oder “Nein”, wenn nicht!

10| Die Abbildung i; o 4, ist injektiv. oJa o Nein

11| Die Abbildung i o i, ist surjektiv. oJa o Nein

12| Die Abbildung i5 o 4, ist bijektiv. oJa o Nein

20 [ Die Abbildung s, o s; ist injektiv. oJa o Nein

21| Die Abbildung s, o s; ist surjektiv. oJa o Nein

22| Die Abbildung s, o s; ist bijektiv. oJa o Nein

30 [ Die Abbildung by o4, ist injektiv. oJa o Nein

31| Die Abbildung by o, ist surjektiv. oJa o Nein

32| Die Abbildung iy o b; ist injektiv. oJa o Nein

33| Die Abbildung iy o b; ist surjektiv. oJa o Nein

40 | Die Abbildung by o s, ist injektiv. oJa o Nein

41| Die Abbildung b, o s, ist surjektiv. oJa o Nein

42 | Die Abbildung s, o b, ist injektiv. oJa o Nein

43| Die Abbildung s, o b, ist surjektiv. oJa o Nein

50 [ Die Abbildung s, o i, ist injektiv. oJa o Nein

51| Die Abbildung s, o i, ist surjektiv. oJa o Nein

52 | Die Abbildung i, o s, ist injektiv. oJa o Nein

53 | Die Abbildung i, o s, ist surjektiv. oJa o Nein
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3 | Schreiben Sie jeweils den angegebenen Vektor als Linearkombination in der Basis
5 2 2
HEHEH
B ( 0 0 }
* 2 ¥ 3 H 1
1 1 1
des @-Vektorraums V := (B} C **! und beantworten Sie die folgenden Fragen tiber die Kompo-
nentenspalte.
10 [ 3]
Wie lautet die 1. Komponente, wenn man : in der obigen Basis B
|0
linear kombiniert?
11 [ 3]
Wie lautet die 2. Komponente, wenn man : in der obigen Basis B
= D =
linear kombiniert?
12 [ 3]
Wie lautet die 3. Komponente, wenn man : in der obigen Basis B
| 0]
linear kombiniert?
20 [ 4]
Wie lautet die 1. Komponente, wenn man :g in der obigen Basis
- _5 =
B linear kombiniert?
21 C 4]
Wie lautet die 2. Komponente, wenn man :g in der obigen Basis
= _5 =
B linear kombiniert?
22 [ 4]
Wie lautet die 3. Komponente, wenn man :g in der obigen Basis
| =9
B linear kombiniert?
30 [ —7 ]
Wie lautet die 1. Komponente, wenn man :‘_?, in der obigen Basis
- _2 =
B linear kombiniert?
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31 7
. . -2 1. . .
Wie lautet die 2. Komponente, wenn man 7 in der obigen Basis
= _2 -
B linear kombiniert?
32 [ —7 ]
. . -2 1. . .
Wie lautet die 3. Komponente, wenn man ; in der obigen Basis
= _2 =
B linear kombiniert?
40 "0 ]
. . -2 1. . .
Wie lautet die 1. Komponente, wenn man 4| der obigen Basis
= {-} -
B linear kombiniert?
41 B
. . -2 1. . .
Wie lautet die 2. Komponente, wenn man | e der obigen Basis
= n -
B linear kombiniert?
42 B
. . -2 1. . .
Wie lautet die 3. Komponente, wenn man 4|0 der obigen Basis
b {} -
B linear kombiniert?
50 [ 3]
. . 0. . .
Wie lautet die 1. Komponente, wenn man e der obigen Basis B
= {-} -
linear kombiniert?
51 [ 3]
. . 0. . .
Wie lautet die 2. Komponente, wenn man e der obigen Basis B
= n -
linear kombiniert?
52 [ 3]
. . 0. . .
Wie lautet die 3. Komponente, wenn man R der obigen Basis B
= n -

linear kombiniert?
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4

Fiir n € N bezeichnen wir wieder mit B* den Vektorraum aller Folgen (ay, ...,a,) mit ¢; € R fiir

1 <i<n.

10

Ist die Folge ((1,0,1,0,1),(0,1,0,1,0),(0,0,1,0,1)) eine kanonische Ba-
sis des von ihr erzeugten Teilraums von B?

oJa

o Nein

11

Ist die Folge ((1,0,0,1,0),(0,1,0,0,1),(0,0,1,0,0), (0,0,0,1,0)) eine
kanonische Basis des von ihr erzeugten Teilraums von B°?

oJa

o Nein

12

Ist die Folge ((1.2,3.4,5)) eine kanonische Basis des von ihr erzeugten
Teilraums von R5?

o0 Ja

o Nein

13

Ist die Folge ((1,0,0,0,3),(0,1,0,4,0),(0,0,1,0,1)) eine kanonische Ba-
sis des von ihr erzeugten Teilraums von B?

oJa

o Nein

14

Ist die Folge ((1,0,-2,2,0),(0,1,2,1,0), (0,0,0,0,1)) eine kanonische
Basis des von ihr erzeugten Teilraums von R°?

oJa

o Nein

20

Gegeben seien Teilriume U; und U, von B® durch ihre kanonischen
Basen B, = ((1,0,0,1,0),(0,1,0, —3,0), (0,0,1,3, 0, (0,0, 0,0,1)) bzw.
By =((1,0,0,1,1),(0,1,1,0,3)). Ist U5 ein Teilraum von U,?

oJa

o Nein

21

Gegeben seien Teilriume U; und U/, von B® durch ihre kanonischen
Basen B, = ((1,0,0,1,0), (0,1,0, —3,0), (0,0,1,3,0), (0,0, 0,0,1)) bzw.
B, =((1,0,0,1,2),(0,1,1,0,2)). Ist 'y ein Teilraum von U/,?

oJa

o Nein

22

Gegeben seien Teilriume U; und U, von B® durch ihre kanonischen
Basen B, = ((1,0,0,1,0),(0,1,0, —3,0), (0,0,1,3,0), (0,0,0,0,1)) bzw.
By =((1,1,0,—-2,-1),(0,0,1,3,2)). Ist U; ein Teilraum von U;?

o0Ja

o Nein

23

Gegeben seien Teilriume U, und [y von B® durch ihre kanonischen
Basen B, = ((1,0,0,1,0), (0,1,0, —3,0), (0,0,1,3,0), (0,0, 0,0,1)) bzw.
B, =1((1,1,0,1,1),(0,0,1,3,2)). Ist U; ein Teilraum von U,?

oJa

o Nein

30

Sind die kanonischen Basen der Teilciume Ty = ((2,3,0,0,1),(2,1,—-4,0,3), (
und Ty = ((3,4,-1,0,2),(1,1, -1,0,1),(2,3,0,1,0)) von B® gleich?

lo-Jd,

o-Refh 1))

31

Sind die kanonischen Basen der Teilriume
Iy = {{23 n'.n-. 1} {2 ]-1 —4...“.. 3} {]- _11 _51 21 1}}

und
T? = {{3 21 _51{}14-}1 {2 _]-1 _81 n'. 5} {]- 21 lnn}}

von B® gleich?

oJa

o Nein

32

Sind die kanonischen Basen der Teilriume
Ty = ((3,4,-1,0,2), (1,1,—1,0,1),(2,3,0,1,0))

und
T? = {{3 21 _51{}14-}1 {2 _]-1 _8‘1 n'. 5} {]- 21 lnn}}

von B® gleich?

oJa

o Nein
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33

Sind die kanonischen Basen der Teilriume
Trl = ({34 _1'. D'. 2} {1 1'. _1'.{}'. 1} {2 3'. D'. 1'. D}}

und
Iy = ({3-. 2, —5,0, 4}-. {2-. -1, -8, 3, 2)1 {1'- 2, 11{}1{”}

von R® gleich?

oJa o Nein

40

Berechnen Sie die kanonische Basis B des Teilraums
U= ({21 3,0,0, 1}'. {2'. 1,—-4,0, 3}-. {1-. —1,-5,2, 1}}

von B® und geben Sie als Kontrollzahl die Summe der in den Basisvek-
toren vorkommenden Zahlen an.

n.a.,

evt.:

oJa

o Nein

41

Berechnen Sie die kanonische Basis B des Teilraums
U= ({21 3,2,0, 3} {2'- 1,-2,0, 5) {1-. —1,—4, 2, 2)}

von B und geben Sie als Kontrollzahl die Summe der in den Basisvek-
toren vorkommenden Zahlen an.

n.a.,

evt.:

oJa

o Nein

42

Berechnen Sie die kanonische Basis B des Teilraums
U= ({2 3'. 5'. D'. g} {2 1'. _1'. D'. T} {1 _1'. _5'. ED)}

von B und geben Sie als Kontrollzahl die Summe der in den Basisvek-
toren vorkommenden Zahlen an.

n.a.,

evt.:

oJa

o Nein

43

Berechnen Sie die kanonische Basis B des Teilraums
U = ({2 3'. 2'. D'. g} {2 1'. _2'. D'. T} {1 _1'. _4'. ED}:}

von B und geben Sie als Kontrollzahl die Summe der in den Basisvek-
toren vorkommenden Zahlen an.

n.a.,

evt.:

oJa

o Nein

44

Berechnen Sie die kanonische Basis B des Teilraums
U= ({23 2-.'[}'. 7} {2 ]--. _2-. D-. 5} {1 _1-. _4-. 2-. _1}}

von B und geben Sie als Kontrollzahl die Summe der in den Basisvek-
toren vorkommenden Zahlen an.

n.a.,

evt.:

o0 Ja

o Nein

50

Berechnen Sie die kanonische Basis B = (by,by) des Teilraums T' =
{la,b,e,d) | a,b,e,d € Rund a +b = a — ¢ = 0} von B* und geben
Sie den Basisvektor b; an [mit den Klammern und ohne Leerzeichen;
Beispiel: (0,1,-5,0)].

n.a.,

evt.:

o0Ja

o Nein

51

Berechnen Sie die kanonische Basis B = (by,by) des Teilraums 7' =
{(a,b,e,d) | a,b,e,d € Runda — b= a — ¢ = 0} von B* und geben
Sie den Basisvektor b; an [mit den Klammern und ohne Leerzeichen;
Beispiel: (0,1, —5,0)].

n.a.,

evt.:

oJa

o Nein
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52

Berechnen Sie die kanonische Basis B = (by, by) des Teilraums T =
{la,b,c,d) | a,b,e,d € Rund a +b = a + ¢ = 0} von R* und geben
Sie den Basisvektor b; an [mit den Klammern und ohne Leerzeichen;
Beispiel: (0,1,—5,0)].

n.a., evt.. o Ja o Nein

53

Berechnen Sie die kanonische Basis B = (by, by) des Teilraums T =
{(a,b,e,d) | a,b,e,d € Rund @ — b = a + ¢ = 0} von &* und geben
Sie den Basisvektor b; an [mit den Klammern und ohne Leerzeichen;
Beispiel: (0,1,—5,0)].

n.a., evt.. oJa o Nein
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S|Essei f: M — N eine Abbildung zwischen den Mengen M und N. Zeigen Sie die folgenden
Aussagen:
(a) f ist genau dann bijektiv, wenn eine Abbildung g : N — M existiert mit f o g = idy und
go [ =idy.
(b) f ist genau dann injektiv, wenn eine Abbildung g : N — M existiert mit g o f = idy,.
(¢) Wenn eine Abbildung g : N — M existiert mit f o g = idy, dann ist f surjektiv.
Beantworten Sie die folgenden Fragen jeweils fiir den Fall, dass die angegebene Abbildung g existiert:
(d) Ist die Abbildung g aus (a) immer eindeutig bestimmt?
(e) Ist die Abbildung g aus (b) immer eindeutig bestimmt?
(f) Ist die Abbildung g aus (¢) immer eindeutig bestimmt?
6 | Essein € Nund V ein Teilraum des Vektorraums ™ der Folgen (fy, ..., f.) mit f; € R. Weiter seien

Erzeugendensysteme A = (vy,...,v,) und B = (wy,...,w;) von V gegeben mit v; = (v, ..., 0:)

fiir 1 <4 < sund w; = (wy,...,wy,) fir 1 < ¢ < . Schliefilich nehmen wir an, dass es Zahlen
ay,....a, €M und by,..., b, € N gibt, so dass:

1) 1<a, <ay <--- <a,<n,

(2) v; =0 fiir alle Paare (i,j) mit 1 <i<sund1<j<a,

(3) tia; = &y fiir alle Paare (i,j) mit 1 <i <sund 1 <j <s,

(4) 1<by <by<--- <by<n,

(5) wy; =0 fiir alle Paare (i,j) mit 1 <i<tund1<j<¥,,

(6) ws, = &;; fiir alle Paare (4, j) mit 1 <i<tund 1< j <t
Dabeiistﬁ,;jz{é ﬂﬂjrr :;j .
Zeigen Sie:

(a) A und B sind Basen von V.

(b) Esist s =1.
(c) Esist a; =b; fiir 1 <i < s.
(d) Esist A=B.

Hinweis: Schreiben Sie sich die beiden Erzeugendensysteme A und B zunéchst einmal in Matrixform
hin. Die Bedingungen (1) bis (6) bedeuten nichts Anderes, als dass A und B kanonische Basen von
V sind, wobei die a; baw. b; die Stufenindizes sind. Hier soll also die Eindeutigkeit der kanonischen
Basis von V' gezeigt werden.
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1 | Ist A eine Matrix, so bezeichnen wir in dieser Aufgabe ihren Rang mit r. Die Abkiirzungen Zr
und Spr bedeuten Zeilenraum und Spaltenraum. FE bezeichnet jeweils eine Einheitsmatrix (mit
geeignetern Rang). Gelten die folgenden Aussagen fiir beliebige m,n € M und A € **"?

10| Ist r = m, so ist A+ = {0}. 0Ja o Nein

11| Ist r = n, so ist At = {0}. 0Ja oNein
12| Ist r = m = n, so ist A+ = {0}. oJa o Nein
13| Ist r = m, so ist tA = {0}. 0Ja o Nein
14| Ist r = n, so ist ~A = {0}. oJa oNein
15| Ist r = m = n, so ist 4 = {0}. oJa o Nein
20 [ Zu jedem b e Q™*! gibt es ein € %! mit Az = b. oJa oNein
21| Zu jedem b e "' gibt es genau ein z € @' mit Ax = b. oJa o Nein
22| Zu jedem ¢ € Q'™ gibt es ein y € Q™ mit yA = ¢. oJa o Nein
23| Zu jedem ¢ € Q'™ gibt es genau ein y € Q'™ mit yA4 = ¢. oJa o Nein
30| Ist r < m, so existiert kein ¥ € "*™ mit YA = F € "*". oJa o Nein
31| Ist r < n, so existiert kein ¥ € (J**™ mit YA = E € " ". oJa o Nein
32| Ist r < m, so existiert kein X € (™ mit AX = E € ""™, oJa o Nein
33| Ist r < n, so existiert kein X € (J™*™ mit AX = F e (Jm*™. oJa o Nein
40| Ist r = m < n, so existiert ein X € J™*™ mit AX = E e @ ™ oJa o Nein
41| Ist r = n < m, so existiert ein X € J™*™ mit AX = EF e @ ™ oJa o Nein
42| Ist ¥ = m < n, s0 existiert ein ¥ € ("™ mit YA = F € ™" oJa o Nein
43| Ist ¥ = n < m, so existiert ein ¥ € ("™ mit YA = F € ™" oJa o Nein
50 [ dim A+ + dim Spr A = n. 0Ja o Nein
51| dim A + dimZr A = n. oJa o Nein
52| dim A+ + dim Spr A = m. 0Ja oNein
53| dim At + dimZr A = m. oJa o Nein
54| dim A+ dimSpr A = n. 0Ja o Nein
55| dim*A + dimZr A = n. oJa o Nein

56 | dim A + dimSpr A = m. oJa oNein

57| dim A + dimZr A = m. 0Ja o Nein
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2 | Fiir diese Aufgabe legen wir folgende Bezeichnungen fest: Ist A eine Matrix, so bezeichnet A*
ihre Hermite-Normalform und r ihren Rang. Die Abkiirzungen Zr und Spr heifien Zeilenraum und
Spaltenraum. Gelten die folgenden Aussagen fiir beliebige m,n € M und A € m*"7

10| dim Spr A < m. oJa o Nein

11| dimZr A < n. oJa o Nein

12| dimSpr A < n. oJa o Nein
13| dimZr A < m. oJa o Nein

20 dim A+ < m. 0Ja o Nein

21| dim A+ < n. oJa o Nein

22| dim*A < m. 0Ja o Nein
23| dim*A < n. oJa o Nein
30| Zr A =Zr A*. oJa o Nein
31| Spr A = Spr A*. oJa o Nein

40 | Die ,blauen* Spalten von A erzeugen Spr A. oJa o Nein

41| Die ,blauen* Spalten von A® erzeugen Spr A*. oJa o Nein

42| Die ,blauen* Spalten von A erzeugen Spr A*. oJa o Nein
43| Die ,blauen* Spalten von A® erzeugen Spr A. oJa o Nein

50 [ Die ersten r Zeilen von A erzeugen Zr A. oJa o Nein

51| Die ersten r Zeilen von A® erzeugen Zr A*. oJa o Nein

52 [ Die ersten r Spalten von A erzeugen Spr A. oJa o Nein

53| Die ersten r Spalten von A* erzeugen Spr A*. oJa o Nein
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3

In dieser Aufgabe bezeichnen wir fiir einen Teilraum T < @Q'**, k € N, mit H(T) die Hermite-
Normalform M* der Matrix M, deren Zeilen gerade die Basisvektoren einer Basis von T sind. Wo
Sie als Ergebnis eine Zeile einer Matrix angeben sollen, schreiben Sie diese als Zeilenvektor (mit

den eckigen Klammern und ohne Leerzeichen; Beispiel: [0,1, -5, 0]).

10

Ist die Aussage ,,Wenn fiir Matrizen A, B, C die Matrixprodukte AB,
BC und AC definiert sind, dann ist mindestens eine der Matrizen A,
B, C quadratisch [das heifit, sie hat gleich viele Zeilen und Spalten)].*
richtig?

oJa o Nein

11

Ist die Aussage ,, Wenn fiir Matrizen A, B, C' die Matrixprodukte AB,
BC und CA definiert sind, dann ist mindestens eine der Matrizen A,
B, C quadratisch [das heifit, sie hat gleich viele Zeilen und Spalten].*
richtig?

oJa o Nein

12

Ist die Aussage ,, Wenn fiir Matrizen A, B, C die Matrixprodukte AB,
C'B und AC definiert sind, dann ist mindestens eine der Matrizen A,
B, C quadratisch [das heifit, sie hat gleich viele Zeilen und Spalten].*
richtig?

oJa o Nein

13

Ist die Aussage ,, Wenn fiir Matrizen A, B, C die Matrixprodukte AB,
C'B und CA definiert sind, dann ist mindestens eine der Matrizen A,
B, C quadratisch [das heifit, sie hat gleich viele Zeilen und Spalten].*
richtig?

oJa o Nein

14

Ist die Aussage ,, Wenn fiir Matrizen A, B, C die Matrixprodukte BA,
BC und AC definiert sind, dann ist mindestens eine der Matrizen A,
B, C quadratisch [das heifit, sie hat gleich viele Zeilen und Spalten].*
richtig?

oJa o Nein

15

Ist die Aussage ,,Wenn fiir Matrizen A, B, C die Matrixprodukte BA,
BC und CA definiert sind, dann ist mindestens eine der Matrizen A,
B, C quadratisch [das heifit, sie hat gleich viele Zeilen und Spalten)].*
richtig?

oJa o Nein

16

Ist die Aussage ,, Wenn fiir Matrizen A, B, C die Matrixprodukte BA,
CB und AC definiert sind, dann ist mindestens eine der Matrizen A,
B, C quadratisch [das heifit, sie hat gleich viele Zeilen und Spalten].*
richtig?

oJa o Nein

17

Ist die Aussage ,,Wenn fiir Matrizen A, B, C die Matrixprodukte BA,
C'B und C'A definiert sind, dann ist mindestens eine der Matrizen A,
B, C quadratisch [das heifit, sie hat gleich viele Zeilen und Spalten)].*
richtig?

oJa o Nein

20

Invertieren Sie die Matrix

-6 2 4 —-1

-2 01 1 ) . .
P = 692 4 2| € Q*** und geben Sie als Kontrollzahl die

-1 01 -1

Zahl an, die in der rechten unteren Ecke von P~! steht.

n.a., evt.. o Ja o Nein
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21| Invertieren Sie die Matrix n.a., evt. oJa o Nein
-7 2 4 -1
-2 01 1 » . .
P=1 6 24 —a|E Q** und geben Sie als Kontrollzahl die
-1 01 -1
Zahl an, die in der rechten unteren Ecke von P! steht.
22 | Invertieren Sie die Matrix n.a., evt. oJa o Nein
-1 -1 0 1
-1 -6 2 4 d . .
P = 1 201]|E€ Q** und geben Sie als Kontrollzahl die
-2 -6 2 4
Zahl an, die in der rechten unteren Ecke von P! steht.
23| Invertieren Sie die Matrix n.a., evt. oJa o Nein
-1 -1 0 1
-1 -7 2 4 d . .
P = 1 201]|E€ Q*** und geben Sie als Kontrollzahl die
-2 -6 2 4
Zahl an, die in der rechten unteren Ecke von P! steht.
30 0 2 3 5 n.a., evt.. oJa o Nein
Berechnen Sie die Hermite-Normalform N der Matrix g _; i _g
1 21 D
und geben Sie als Kontrollzahl die Zahl an, die in der rechten oberen
Ecke von N steht.
31 0 2 1 4 n.a., evt.: oJa o Nein
Berechnen Sie die Hermite-Normalform N der Matrix g _i ; ;
1 2 27
und geben Sie als Kontrollzahl die Zahl an, die in der rechten oberen
Ecke von N steht.
32 03 2 8 n.a.,evt..oJa o Nein
Berechnen Sie die Hermite-Normalform N der Matrix i é é _3
2 0 3 -5
und geben Sie als Kontrollzahl die Zahl an, die in der rechten oberen
Ecke von N steht.
33 0 2 —6 3 n.a.,evt..oJa o Nein
Berechnen Sie die Hermite-Normalform N der Matrix f ; _; é
2 2 -2 -1
und geben Sie als Kontrollzahl die Zahl an, die in der rechten ober
Ecke von N steht.
40 1 —3 5 3 n.a., evt.:oJa o Nein
Essei A=|1 0 —1 0 |. Berechnen Sie die Matrix H(*A4) und
1 -1 11

geben Sie ihre erste Zeile an.
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41 1 0 =1 0 n.a., evt.: o Ja o Nein
Esseid= |1 1 1 —1 |. Berechnen Sie die Matrix H(*A) und
1 2 3 -2
geben Sie ihre erste Zeile an.
42 (1 3 3 —27 n.a., evt.. oJa o Nein
Essei A= |11 1 0 |. Berechnen Sie die Matrix H(*4) und
1 00 1
geben Sie ihre erste Zeile an.
43 1 0 2 17 n.a., evt.. o Ja o Nein
EsseiAd =1 2 0 —1 |. Berechnen Sie die Matrix H(*A4) und
111 0]
geben Sie ihre erste Zeile an
50 1 -3 5 37 n.a. evt. oJa o Nein
Essei B= |1 0 —1 0 |. Berechnen Sie die Matrix H((B*)")
1 -1 1 1|
und geben Sie ihre erste Zeile an.
51 1 0 -1 0 n.a., evt.. oJa o Nein
Essei B= |1 1 1 -1 |. Berechnen Sie die Matrix H((B*)')
12 3 -2 |
und geben Sie ihre erste Zeile an.
52 1 3 3 —27 n.a. evt.. oJa o Nein
EsseiB=|1 1 1 0 |. Berechnen Sie die Matrix H((B*)") und
100 1
geben Sie ihre erste Zeile an.
53 1 0 2 17 n.a., evt.. oJa o Nein
Essei B=| 1 2 0 —1 |. Berechnen Sie die Matrix H((B*)") und
111 0

geben Sie ihr

e erste Zeile an.
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4 | Berechnen Sie die Dimensionen der folgenden Q-Vektorriume.

=2

Tl 2)

20

(
Mlam("[ 4 2 2))

30 1 11
dim 2 -3 7
0 -5 5

31 (l T

\
“of 11 -1t

41 1
. 1 -1 1
dun( [_1 ) _1])

50 dim([l 000]")

51|dim(*[1 0 0 0])
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5 | (Durchschnitt und Summe von Teilvektorriumen)
Der (J-Vektorraum V" habe die Basis B = (b,,. .., bg). Der Teilvektorraum S von V' werde von der
Folge § = (sy, 89, 83) der Vektoren
8i =I!]‘11+|5‘22— b'32+|5‘41+b"iﬂ
s2=b12+4+b25—b32+bs2+ b0
S =0124+bad —b33 +bsd+bsl
erzeugt, der Teilvektorraum T von der Folge T = (¢, 1, t3) der Vektoren
to=b 1 +by3+b32+by2+bs0
(a) Berechnen Sie eine Basis D = (d1,...,dr) von SNT. (Wie groB ist £7)
(b) Ergéinzen Sie D durch eine Teilfolge 8" von & zu einer Basis D LU S von S. Ergiéinzen Sie
analog D durch eine Teilfolge 77 von T zu einer Basis DU T von T. Ist D US' LT eine
Basis von S + 17
(e) Erginzen Sie D LIS’ durch eine Teilfolge 7" von T zu einer Basis von S+ T Ist DU T" eine
Basis von T7 Geht das fiir jede solche Wahl von 77
6 | Es sei A € Q™" mit m,n € M und r der Rang von A. Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen

fiir alle solchen A richtig sind. Mit £ ist jeweils die Einheitsmatrix gemeint.
(a) Ist r < n, so existiert kein ¥ € Q™™ mit YA = E € J**".
(b) Ist r < m, so existiert kein ¥ € Q**™ mit YA = E € "™,
(¢) Ist r = m, so existiert ein X € (™ mit AX = EF ¢ J*™.
(d) Ist r = n, so existiert ein X € "*™ mit AX = F e {J™*™.

Geben Sie jeweils ein Gegenbeispiel oder einen Beweis an!
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1 | Es sei m fiir m € N mit m > 2 jeweils der in der Vorlesung definierte Ring mit den Elementen
m = {0,1,2
Berechnen Sie jeweils das (multiplikative) Inverse des angegebenen Elements oder beantworten Sie
die Frage.

10| Was ist das Inverse von 13 in 1017 n.a. evt. oJa o Nein
11| Was ist das Inverse von 71 in 1017 n.a., evt. oJa o Nein
12 | Was ist das Inverse von 49 in 1017 n.a. evt. oJa o Nein
13| Was ist das Inverse von 97 in 1017 n.a., evt. oJa o Nein
20 | Was ist das Inverse von 13 in 2107 n.a., evt.. oJa o Nein
21| Was ist das Inverse von 71 in 2107 n.a., evt. o Ja o Nein
22| Was ist das Inverse von 97 in 2107 n.a., evt. oJa o Nein
30 | Was ist das Inverse von 100 in 5529117 n.a., evt:. 0Ja o Nein
31| Was ist das Inverse von 101 in 5529117 n.a., evt:. 0Ja o Nein
32| Was ist das Inverse von 102 in 5529117 n.a., evt. 0oJa o Nein
33| Was ist das Inverse von 103 in 5529117 n.a. evt. oJa o Nein
40 | Welches der folgenden Elemente ist in 230299 invertierbar? 0143 0187 0221

41 [ Welches der folgenden Elemente ist in 176111 invertierbar? 0143 0187 0221

42 | Welches der folgenden Elemente ist in 149017 invertierbar? 0143 0187 0221

50 | Was ist 241% in 2577 n.a., evt.: 0 Ja o Nein
51 Was ist 241%? in 2577 n.a. evt:oJa o Nein
52 [ Was ist 241% in 2577 n.a. evt:.oJa o Nein
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2 | Priifen Sie jeweils, ob es Matizen A, B € E*** mit Rang A # 0 und Rang B # 0 gibt, die die
folgenden Eigenschaften haben.
10| Rang( A+ B) < Rang A und Rang(A + B) < Rang B. oJa o Nein
11| Rang( A+ B) < Rang A und Rang(A + B) = Rang B. oJa o Nein
12| Rang( A+ B) < Rang A und Rang(A + B) > Rang B. oJa o Nein
13| Rang( A + B) = Rang A und Rang(A + B) < Rang B. oJa o Nein
14| Rang( A+ B) = Rang A und Rang(A + B) = Rang B. oJa o Nein
15| Rang( A+ B) = Rang A und Rang(A + B) > Rang B. oJa o Nein
16 | Rang( A+ B) > Rang A und Rang(A + B) < Rang B. oJa o Nein
17| Rang( A+ B) > Rang A und Rang(A + B) = Rang B. oJa o Nein
18| Rang( A+ B) > Rang A und Rang(A + B) > Rang B. oJa o Nein
20| Rang( A+ B) = Rang(A — B). oJa o Nein
21| Rang(A+ B) = 2. Rang(A — B). oJa o Nein
22| Rang(A+ B) =3 - Rang(A — B). oJa o Nein
23| Rang(A — B) =2 - Rang(A + B). oJa o Nein
24| Rang(A — B) = 3 - Rang(A + B). oJa o Nein
30| Rang(A + B) < Rang A + Rang B. oJa o Nein
31| Rang( A+ B) > Rang A + Rang B. oJa o Nein
32| Rang(A — B) < Rang A + Rang B. oJa o Nein
33| Rang(A — B) > Rang A + Rang B. oJa o Nein
40| Rang(A+ B) = 0. oJa o Nein
41| Rang(A — B) =10. oJa o Nein
42| Rang A # Rang B und Rang(A + B) = 0. oJa o Nein
43| Rang A # Rang B und Rang(A — B) = (. oJa o Nein
50 | Rang A = Rang B = 1 und Rang(A - B") =0 oJa o Nein
51| Rang A = Rang B = 1 und Rang( A" - B) =0 oJa o Nein
52| Rang A = Rang B = 2 und Rang(A - B™) = (. oJa o Nein
53| Rang A = Rang B = 2 und Rang( A" - B) =0 oJa o Nein
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3 | Fiir verschiedene Primzahlen p betrachten wir jeweils den Kérper K = p mit p Elementen sowie
0 -1 01
. , 1 101 e . rdd .
die Matrix A = 1 011 und die Einheitsmatrix £ aus K*** Auflerdem benutzen wir
0 -1 01
folgende Schreibweise: Ist n € M und ist a eine Zahl aus K oder eine Matrix {iber K, so schreiben
wir fiir a +-a + ... + a einfach n - a oder na.
10 | Berechnen Sie Rang(A + E) iiber dem Kérper K = 2. n.a. evt:oJa o Nein
11| Berechnen Sie Rang(A + E) iiber dem Kérper K = 3. n.a., evt. 0Ja o Nein
12 | Berechnen Sie Rang(A + E) iiber dem Kérper K = 5. n.a., evt. 0Ja o Nein
13| Berechnen Sie Rang(2A — E) iiber dem Kérper K = 3. n.a., evt. oJa o Nein
14| Berechnen Sie Rang(2A — F) iiber dem Kérper K = 5. n.a., evt. oJa o Nein
15| Berechnen Sie Rang(2A — F) iiber dem Kérper K = 5. n.a., evt. oJa o Nein
20| Berechnen Sie dim(*(3A)) iiber dem Kérper K = 2. n.a., evt.0Ja o Nein
21| Berechnen Sie dim(+(2A)) iiber dem Kérper K = 3. n.a., evt:oJa oNein
22 Berechnen Sie dim(*(24 + E)) iiber dem Kérper K = 3. n.a. evt:oJa oNein
23| Ist die Matrix 34 + 2F {iber dem Kérper K = 5 invertierbar? n.a., evt: 0Ja o Nein
30| Berechnen Sie dim((A + 2E)*) tiber dem Korper K = 11. n.a. evt:oJa oNein
31| Berechnen Sie dim((2A + 3E)™") iiber dem Korper K = 11. n.a.,evt.oJa o Nein
32| Berechnen Sie dim((2A4 + E)!) iiber dem Kérper K = 11. n.a. evt:oJa oNein
33| Berechnen Sie dim((A + 2E)!) iiber dem Kérper K = 7. n.a. evt:oJa oNein
34 Berechnen Sie dim((2A + 3E)™) tiber dem Kérper K = T. n.a., evt.oJa o Nein
40| Ist die Matrix 24 + 3F iiber dem Kérper K = 5 invertierbar? oJa o Nein
41| Ist die Matrix 34 — E iiber dem Kérper K = 5 invertierbar? oJa o Nein
42| Ist die Matrix 3A + E iiber dem Kérper K = 5 invertierbar? oJa o Nein
43| Ist die Matrix 34 + 2F iiber dem Kérper K = 5 invertierbar? oJa o Nein
50| Essei p=Tund 7= {0,1,2,3,4,5,6} der in der Vorlesung definierte n.a., evt.. oJa o Nein
Kérper mit 7 Elementen. Welches ist der gréfite Rang, den eine Matrix
M € 78 haben kann?
51| Essei p=Tund 7= {0,1,2,3,4,5,6} der in der Vorlesung definierte n.a., evt.. o Ja o Nein
Kérper mit 7 Elementen. Welches ist der gréfite Rang, den eine Matrix
M € 7 haben kann?
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52

Esseip=7und 7= {0,1,2,3,4,5,6} der in der Vorlesung definierte
Korper mit 7 Elementen. Welches ist der grifite Rang, den eine Matrix
M e 7** haben kann?

n.a., evt.. o Ja o Nein

53

Esseip=7und 7= {0,1,2,3,4,5,6} der in der Vorlesung definierte
Korper mit 7 Elementen. Welches ist der grifite Rang, den eine Matrix
M e 7 haben kann?

n.a., evt.. o Ja o Nein
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4 | Es sei p fiir Primzahlen p € N jeweils der in der Vorlesung definierte Korper mit den Elementen

p={0,1,2,...,p—1}.

Bestimmen Sie die folgenden Anzahlen.

10| Wie viele Elemente hat der Spaltenraum 24%'?

11 [ Wie viele Elemente hat der Spaltenraum 3°*'?

12 | Wie viele Elemente hat der Spaltenraum 5%%!7?

13 [ Wie viele Elemente hat der Spaltenraum 72%?

20| Wie viele Elemente hat die Menge 2%*% von Matrizen?

21| Wie viele Elemente hat die Menge 3%*? von Matrizen?

22| Wie viele Elemente hat die Menge 52*? von Matrizen?

30| Wie viele Elemente hat der Rechts-Orthogonalraum M einer Matrix
M € 2°*4 yom Rang 27

31| Wie viele Elemente hat der Rechts-Orthogonalraum M1 einer Matrix
M € 3% yom Rang 27

32| Wie viele Elemente hat der Rechts-Orthogonalraum M einer Matrix
M € 5*** vom Rang 27

33| Wie viele Elemente hat der Rechts-Orthogonalraum M einer Matrix
M e 74 yom Rang 27

40 | Wieviele Lésungen hat ein homogenes lineares Gleichungssystem Mz =
0, wenn M € 277 liegt und die Matrix M den Rang 6 hat?

41 | Wieviele Lésungen hat ein homogenes lineares Gleichungssystem Mz =
0, wenn M € 37 liegt und die Matrix M den Rang 6 hat?

42 | Wieviele Lisungen hat ein homogenes lineares Gleichungssystem Mz =
0, wenn M € 57 liegt und die Matrix M den Rang 6 hat?

50 | Wieviele Elemente hat ein 3-dimensionaler Teilraum des Spaltenraums
2 1234 % 1?

51| Wieviele Elemente hat ein 3-dimensionaler Teilraum des Spaltenraums
gl‘z:}-! b 1?

52| Wieviele Elemente hat ein 3-dimensionaler Teilraum des Spaltenraums
E 1234 % 1?
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5

Essei 5= {0,1,2,3,4} der Kérper mit 5 Elementen aus der Vorlesung und M die folgende Matrix:

3 4
-3

1

3‘ A%

3 ST
1 3 2

2 4
11
3 3
4 3
(a) Berechnen Sie die Hermitesche Normalform von M.

(b) Schreiben Sie die Zeilen von M als Folgen und berechnen Sie die kanonische Basis des von
diesen Folgen erzeugten Teilraums von 5°.

(c) Welchen Rang hat M?
(d) Geben Sie eine Basis von M+ an.
(e) Geben Sie eine Basis von ~M an.
(f) Bestimmen Sie die Ldsungsmenge des homogenen linearen Gleichungssystems

Mz =0 e 5**!

als Teilraum von 5°*1.

(g) Wie viele Losungen hat dieses Gleichungssystem?
Beweisen Sie alle Thre Behauptung und dokumentieren Sie alle Rechnungen genau.

In dieser Aufgabe soll ein Kérper mit Operationen &, @, &, @ und (@) konstruiert werden, der den
Kérper 2 = {0, 1} mit zwei Elementen als Teilkérper enthélt und in dem es ein Element o gibt mit
(a@a)dadl=20.

(a) Analyse: Nehmen Sie an, Sie héitten einen solchen Kérper L. Betrachten Sie darin die Menge
K:={(sol)@&(t®a)e L|s,te 2}

Ist das Produkt zweier Elemente aus K wieder in K7 Wie miisste dann die Multiplikations-
vorschrift fiir Elemente in K lauten?

(b) Konstruktion: Um die Elemente (s©1)® ({ @a) kiirzer zu bezeichnen, liegt es nahe, sie durch
: zu beschreiben. Definieren Sie mit Hilfe der Ergebnisse aus (a) Operationen &,
@, &, ® und @ auf dem 2-dimensionalen 2-Spaltenraum

o= [1]orer)

und zeigen Sie, dass Thre Konstruktion einen Kérper K ergibt, in dem ein Element o existiert
mit (¢ @a) P adl =10 Wasist a? Inwiefern ist 2 ein Teilkéirper von K7

Spalten

(c) Wie viele Elemente hat dieser neue Kérper?

Beweisen Sie alle IThre Behauptungen.
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1 | In dieser Aufgabe betrachten wir N, Z und @ als kommutative Monoide beziiglich der {iblichen
Multiplikation und Eins.
10| Ist ,der* ggT in M eines Paares natiirlicher Zahlen eindeutig bestimmt? oJa o Nein
11| Ist ,der* ggT in Z eines Paares ganzer Zahlen eindeutig bestimmt? oJa o Nein
12| Ist ,der® ggT in () eines Paares rationaler Zahlen eindeutig bestimmt? oJa o Nein
20| Ist ,die* Darstellung des ggT in Z cines Paares ganzer Zahlen als Z- oJa o Nein
Linearkombination dieser Zahlen eindeutig bestimmt?
21| Fiir alle a,b € 2 gilt (a — b)* = a® — b™. oJa oNein
22| Fiir alle a,b € 3 gilt (a — b)? = a® — b*, oJa o Nein
23| Fiir alle a,b € 3 gilt (a — b)* = a® — b*, 0Ja o Nein
30| Wenn a, b, ¢ ganze Zahlen sind und d ein gg'T in Z des Paares (a, b) € Z2 oJa oNein
ist, ist dann ein ggT des Tripels (a,b,¢) € Z* dasselbe wie ein ge'T des
Paares (d, c) € Z2?
31| Fiir alle a,b € 3 gilt (a +b)* = a® + b". oJa o Nein
40| Hat die lineare Gleichung 12z + 20y = 0 eine Lisung (z,y) € Z*? oJa o Nein
41| Hat die lineare Gleichung 12z + 20y = 4 eine Lésung (z,y) € Z27? oJa o Nein
42| Hat die lineare Gleichung 12z + 20y = 5 eine Losung (z,y) € Z27 oJa o Nein
43| Hat die lineare Gleichung 12z + 20y = 0 unendlich viele Ldsungen oJa o Nein
(z,y) € 72?7
44| Hat die lineare Gleichung 12z + 20y = 4 unendlich viele Lésungen oJa o Nein
(z,y) € 227
45| Hat die lineare Gleichung 12z 4 20y = 5 unendlich viele Lésungen oJa o Nein
(z,y) € Z2?
50| Ist 5 ein ggT in Z von (5,0)7 oJa o Nein
51| Ist O ein ggT in Z von (5,0)7 oJa o Nein
52 Ist 0 ein ggT in Z von (0,0)7 oJa o Nein
53| Ist 5 ein ggT in Z von (—10,—-15)7 oJa o Nein
54| Ist 5 ein ggT im Monoid (B, +,0) von (10, 15)? oJa o Nein
55| Ist 5 ein ggT im Monoid (I, +,0) von (5,7)7 oJa o Nein
56 | Ist 7 ein ggT im Monoid (M, +,0) von (5,7)7 oJa o Nein
57| Ist 7 ein ggT im Monoid (Mg, +,0) von (5,7)7 oJa o Nein
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2 | Welche der folgenden Aussagen sind richtig, welche sind falsch?

10| Fiir alle a,b € 5 gilt (a +b)® = a® + b°. oJa o Nein

11| Fiirallea,be 7 gilt (a+b)" =a” + 1. oJa o Nein

20| Fiir alle a,b € 2 gilt (a — b)? = a® — b*, oJa o Nein

21| Fiir alle a,b € 2 gilt (a — b)* = a® — b*, oJa o Nein

22| Fiir alle a,b € 3 gilt (a — b)? = a® — b*, oJa o Nein

23| Fiir alle a,b € 3 gilt (a — b)* = a® — ™. 0Ja oNein

30| Fiir alle a,b € 2 gilt (a + b)* = a* + b*. 0Ja o Nein

31| Fiir alle a,b € 3 gilt (a +b)" = a” + b, oJa o Nein

40| Die Abbildungen py = (x + 29): 5 — 5 und p; = (z + 2*): 5 — 5 sind oJa o Nein
gleich.

41| Die Abbildungen p; = (z + 2): 5 — 5 und py = (z + £°): 5 — 5 sind oJa o Nein
gleich.

42 | Die Abbildungen py = (z + 2?): 5 — 5 und pg = (z + 29): 5 — 5 sind oJa o Nein
gleich.

43| Die Abbildungen ps = (2 + 2%): 5 — 5 und p; = (2 + 27): 5 — 5 sind oJa o Nein
gleich.

44| Die Abbildungen p; = (x + 2*): 5 — 5 und pg = (z ++ 2*): 5 — 5 sind oJa o Nein
gleich.

50| Welches ist die kleinste ganze Zahl n > 100, fiir die die Abbildungen n.a., evt. oJa o Nein
=z z):T7—Tund p, = (z+ 2™): T — T gleich sind?

51 Welches ist die kleinste ganze Zahl n > 125, fiir die die Abbildungen n.a., evt. oJa o Nein
m=(zrrrz):7—Tund p, = (z+ 2™): T — T gleich sind?

52 | Welches ist die kleinste ganze Zahl n > 150, fiir die die Abbildungen n.a. evt. oJa o Nein
=z z):T7—Tund p, = (z+ 2™): T — T gleich sind?

53| Welches ist die kleinste ganze Zahl n > 175, fiir die die Abbildungen n.a., evt. oJa o Nein
m=(rrz):T7—Tund p, = (z+ 2™): T — T gleich sind?

54| Welches ist die kleinste ganze Zahl n > 200, fiir die die Abbildungen n.a., evt. oJa o Nein

=z z):T7—Tund p, = (2 + 2™): T — T gleich sind?
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3 | Es sei C der Korper der komplexen Zahlen, und es sei i € C mit i = —1.

10| Ist {a+ bi | a, b € Z} ein Teilkdrper von C? 0Ja o Nein
11| Ist {a — bi | a,b € Z} ein Teilkérper von C? 0Ja o Nein
12] Ist {a + by/2 | a,b € Z} ein Teilkérper von C? 0Ja o Nein
13| Ist {a — by/2 | a, b € Z} ein Teilkérper von C? oJa o Nein
141 Ist {a + bv/3 | a,b € Z} ein Teilkérper von C? oJa o Nein
15| Ist {a — b+/3 | a, b € Z} ein Teilkorper von C? o0Ja o Nein
16| Ist {a + bv/2 | a,b € R} ein Teilkérper von C? oJa o Nein
17| Ist {a — by/2 | a, b € R} ein Teilksrper von C? oJa o Nein
20| Ist {a+ bi | a,be Q} ein Teilkdrper von C? oJa o Nein
21| Ist {a+ bi | a,b € R} ein Teilkérper von C? oJa o Nein
22| Ist {a—bi|a,be Q} ein Teilkdrper von C? oJa o Nein
23 [ Ist {a — bi|a,be R} ein Teilkérper von C? 0Ja o Nein
24| Ist {a + b+/2 | a,b € @} ein Teilkérper von C? oJa o Nein
25| Ist {a — by/2 | a, b € Q} ein Teilkérper von C? oJa o Nein
26| Ist {a + b+/3 | a,b € Q} ein Teilkérper von C? oJa oNein
27| Ist {a — by/3 | a, b € Q} ein Teilkérper von C? oJa o Nein
28| Ist {a+ b+/3 | a,b € Q} ein Teilkéirper von C? 0Ja o Nein
29| Ist {a + b+/3 | a,b € R} ein Teilkérper von C? 0Ja o Nein
30| Ist {a+b(i+1)| a,b e Q} ein Teilkérper von C? oJa o Nein
31| Ist {a+ b(i+1)| a,b € B} ein Teilkérper von C7? oJa oNein
32| Ist {a+b(i—1)|a,be Q} ein Teilkérper von C? oJa o Nein
33| Ist {a+ b(i—1)|a,be R} ein Teilkirper von C? 0Ja o Nein
40 | Ist 1 ein Kérper? oJa o Nein
41| Ist 4 ein Kérper? oJa o Nein
42 [ Ist 7 ein Korper? oJa o Nein
43| Ist 8 ein Korper? oJa o Nein
44| Ist 9 ein Korper? oJa o Nein
45| Ist {a + by/4d + ¢(/4)? | a,b € R} ein Teilkérper von C? oJa o Nein
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46 | Ist {a + by/5 + ¢(4/5)* | a,b € Q} ein Teilkérper von C? oJa o Nein
47| Ist {a + by/5 + ¢(/5)% | a,b € R} ein Teilkérper von C? oJa o Nein
50| Ist 13 ein Teilkérper von C7 oJa o Nein
51| Ist 17 ein Teilkérper von C7 oJa o Nein
52| Ist 23 ein Teilkérper von C7 oJa o Nein
53| Ist 29 ein Teilkérper von C? oJa o Nein
54| Ist 37 ein Teilkérper von C? oJa o Nein
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4 | Es sei K ein Korper, V ein K-Vektorraum der Dimension 2 und U ein eindimensionaler Teilraum
von V.

10| Es sei V' ein Vektorraum. Ist ({0}, {0}) eine unabhiingige Folge von 0Ja o Nein
Teilrdiumen von V7

11| Es sei V' ein Vektorraum. Ist ({0}, {0}, {0}) eine unabhingige Folge 0Ja o Nein
von Teilrdumen von V7

12| Es sei V ein Vektorraum. Ist ({0},V) eine unabhingige Folge von oJa o Nein
Teilrfiumen von V7

13| Es sei V' ein Vektorraum. Ist ({V,0}) eine unabhingige Folge von oJa o Nein
Teilriumen von V7

14| Es sei V ein Vektorraum und U ein Teilraum von V. Ist ({0}, U) eine oJa o Nein
unabhiingige Folge von Teilriumen von V7

15| Es sei V' ein Vektorraum und U ein Teilraum von V. Ist (U, {0}) eine oJa o Nein
unabhiingige Folge von Teilriumen von V7

16 | Ist (U, V., {0}) eine unabhingige Folge von Teilriumen von V'? oJa o Nein

20 | Liisst sich ein 7-dimensionaler Vektorraum als innere direkte Summe oJa o Nein
einer 2-gliedrigen Folge von Teilrdumen schreiben?

21| Lisst sich ein 7-dimensionaler Vektorraum als innere direkte Summe oJa o Nein
einer 3-gliedrigen Folge von Teilriumen schreiben?

22 | Liisst sich ein 7-dimensionaler Vektorraum als innere direkte Summe oJa o Nein
einer 4-gliedrigen Folge von Teilrdumen schreiben?

23| Liisst sich ein 7-dimensionaler Vektorraum als innere direkte Summe oJa o Nein
einer 5-gliedrigen Folge von Teilriumen schreiben?

24 | Lisst sich ein 7-dimensionaler Vektorraum als innere direkte Summe oJa o Nein
einer 6-gliedrigen Folge von Teilriumen schreiben?

25 | Lisst sich ein 7-dimensionaler Vektorraum als innere direkte Summe oJa o Nein
einer 7-gliedrigen Folge von Teilriumen schreiben?

30| Lisst sich ein 3-dimensionaler Vektorraum als innere direkte Summe oJa o Nein
einer 4-gliedrigen Folge von Teilriumen schreiben?

31| Liisst sich ein 3-dimensionaler Vektorraum als innere direkte Summe oJa o Nein
einer 5-gliedrigen Folge von Teilriumen schreiben?

32| Lisst sich ein 3-dimensionaler Vektorraum als innere direkte Summe oJa o Nein
einer 6-gliedrigen Folge von Teilriumen schreiben?

33| Liisst sich ein 3-dimensionaler Vektorraum als innere direkte Summe oJa o Nein
einer 7-gliedrigen Folge von Teilriumen schreiben?

34| Lisst sich ein 3-dimensionaler Vektorraum als innere direkte Summe oJa o Nein
einer 8-gliedrigen Folge von Teilriumen schreiben?

35| Liisst sich ein 126-dimensionaler Vektorraum als innere direkte Summe oJa o Nein

von Teilrdumen der Dimension 8 darstellen?




RWTH Aachen, LA I, WS 2002/03, vollstandige Version von Ubungsblatt Nr. 7, Stand: 06.12.2002, Seite 6
Autoren: Prof. Dr. U. Schoenwaelder, Dr. V. Felsch, M. Neunhdéffer (Lehrstuhl D fir Mathematik)

36 | Lisst sich ein 126-dimensionaler Vektorraum als innere direkte Summe oJa o Nein
von Teilriumen der Dimension 9 darstellen?
37| Lisst sich ein 126-dimensionaler Vektorraum als innere direkte Summe oJa o Nein
von TeilrAumen der Dimension 12 darstellen?
38| Lisst sich ein 126-dimensionaler Vektorraum als innere direkte Summe oJa o Nein
von Teilrumen der Dimension 13 darstellen?
40 | Lisst sich ein 126-dimensionaler Vektorraum als innere direkte Summe oJa o Nein
einer Folge von Teilriumen der Dimension 3 darstellen?
41| Lasst sich ein 126-dimensionaler Vektorraum als innere direkte Summe oJa o Nein
einer Folge von Teilriumen der Dimension 4 darstellen?
42 | Lasst sich ein 126-dimensionaler Vektorraum als innere direkte Summe oJa o Nein
einer Folge von Teilriumen der Dimension 5 darstellen?
43| Lisst sich ein 126-dimensionaler Vektorraum als innere direkte Summe oJa o Nein
einer Folge von Teilriumen der Dimension 6 darstellen?
44 | Lasst sich ein 126-dimensionaler Vektorraum als innere direkte Summe oJa o Nein
einer Folge von Teilriumen der Dimension 7 darstellen?
dsst sich e imensi ‘ektorraum als innere direkte Summe oJa o Nein
45 | Lisst sich ein 126-dimensionaler V
einer Folge von Teilrfiumen der Dimension 8 darstellen?
Asst sich ei imensi ‘ektorraum als innere direkte Summe oJa o Nein
46 | Lasst sich ein 126-dimensionaler V
einer Folge von Teilriumen der Dimension 9 darstellen?
47 | Lisst sich ein 126-dimensionaler Vektorraum als innere direkte Summe oJa o Nein
einer Folge von Teilriumen der Dimension 12 darstellen?
48| Lisst sich ein 126-dimensionaler Vektorraum als innere direkte Summe oJa o Nein
einer Folge von Teilriumen der Dimension 13 darstellen?
50 | Wie viele Elemente hat der Durchschnitt zweier ( verschiedener) 3-dimensionalera., evt.: 0 Ja o Nein
Teilriume eines 4-dimensionalen 5-Vektorraums?
51| Wie viele Elemente hat der Durchschnitt zweier (verschiedener) 4-dimensionalera., evt.: 0 Ja o Nein
Teilrdume eines 5-dimensionalen 3-Vektorraums?
52 | Wie viele Elemente hat der Durchschnitt dreier (paarweise verschiede- n.a., evt. oJa o Nein
ner) 3-dimensionaler Teilriume eines 4-dimensionalen 3-Vektorraums
hiichstens?
53| Wie viele Elemente hat die Summe dreier (paarweise verschiedener) n.a., evt. oJa o Nein
eindimensionaler Teilriume eines 5-dimensionalen 7-Vektorraums min-
destens?
54 [ Wie viele Elemente hat die Summe zweier (verschiedener) 2-dimensionaler n.a., evt. oJa o Nein
Teilrdume eines 7-dimensionalen 3-Vektorraums mindestens?
55| Wie viele Elemente hat die Summe dreier (paarweise verschiedener) n.a., evt. oJa o Nein

2-dimensionaler Teilriume eines 7-dimensionalen 5-Vektorraums min-
destens?
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5 | Es sei K ein Korper und V ein K-Vektorraum. Ty, Ty und T seien Teilrdiume von V.
(a) Zeigen Sie: Ty U Ty, ist genau dann ein Teilraum von V', wenn 77 C T3 oder T, C T ist.
(b) Wenn T7 UT, UT; ein Teilraum von V' ist, folgt dann, dass T, C T, U T oder T, € T, UT;
oder Ty C T, UT, gilt? Beweis oder Gegenbeispiel.
Hinweis: Probieren Sie Beispiele aus (zuniichst mit kleiner Dimension).
6 | Es sei p € N eine Primzahl. Beantworten Sie die folgenden Fragen und geben Sie jeweils die Antwort

und einen Beweis dafiir an:
(i) Wie viele linear unabhiingige Folgen der Linge 2 gibt es in einem n-dimensionalen Vektorraum
iiber dem Kérper p mit p Elementen, wenn n > 2 ist?

(i1) Wie viele linear unabhiéingige Folgen der Léinge 3 gibt es in einem n-dimensionalen Vektorraum
iiber dem Kérper p mit p Elementen, wenn n > 3 ist?

(iii) Wie viele Basen hat ein 2-dimensionaler Vektorraum {iber dem Kérper p mit p Elementen?
(iv) Wie viele Basen hat ein 3-dimensionaler Vektorraum iiber dem Kérper p mit p Elementen?

(v) Wie viele invertierbare 3 x 3-Matrizen gibt es mit Eintriigen aus dem Kérper p mit p Elemen-
ten?
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1 | Es sei A= (P, V,*) der jeweils angegebene affine Raum (AAG) iiber dem K-Vektorraum V. Wie
viele Geraden hat A7

10|P=2"2 V=2"fir K=2, sv=(prrp+v7) fiir allev € V.
1| P=3"2 V=3 iir K=3, sv=(p+rp+ov) fiirallev € V.
20| P =3 V=3"fiir K=3, sv=(prrp+o) fiirallev € V.
21| P =23 V=2 fix K=2, sv=(p—rp+v7) fiirallev € V.
30| P=5"3 V=5 fir K=5 sv=(prrp+ov") firallev e V.
B | P=1" V=it K=7, sv=(p—r p+v') fiirallev € V.
40| P=2"2 V=222fir K=2 sv=(prrp+uv)firaleveV.
| P=3" V=3 1fir K=3, sv=(pr—rp+uv)firaleveV.
50l P=2, V=2fir K =2, su=(pr—rp-+uv) firallevel.

51| P=3, V=3fwr K =3, su=(pr—rp+uv)firalleveV.

52| P=5, V=5fir K =5, sv=(prrp-+uv)firalleveV.

53| P=7, V=TtiwK=T, sw=(prrp+uv) fiirallevel.
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2 | Es sei A = (315,35 %) der affine Raum (AAG) iiber dem 3-Vektorraum 3°*! mit
#v = (p+ p+o'7) fiirallev e V.
10| Sind die Gerade g = [1,2,0,1,2] = ([1,2,0,1,-2]"} und die Verbin- oJa o Nein
dungsgerade h von [2,1,0,2, 1] und [0,0, 0,0, 0] parallel?
11| Sind die Geraden g = [1,0,0,2, 0]*([1,0,0,0,1]*"} und h = [0,1,0, 1,0] = oJa o Nein
([0,1,1,0, 1]} parallel?
20 | Liegen die Dreiecke ([1,0,1,2,0],[0,0,1,2,0],[0,1,1,1,1]) und ([1,1,0, 2,1],[(},d J2, b Akinl, 2,1, 2, 1])
in einer gemeinsamen Ebene?
21| Liegen die Dreiecke ([1,0,1,2,0],[0,0,1,2,0],[0,1,1,1,1]) und ([2,1,1, 1, 1], [1,d 4, h Akif1, 2, 1,0,2])
in einer gemeinsamen Ebene?
30| Ist die Gerade [0,1,2,0,1] % ([1, 1,0, 2, 1]} parallel zur Ebene, in der oJa o Nein
das Dreieck ([1,0,1,2,0,[0,0,1, 2,0],[0,1,1, 1,1]) liegt?
31| Ist die Gerade [0,1, 2,0, 1] = ([1, 1,0, 2,0]*) parallel zur Ebene, in der oJa o Nein
das Dreieck ([1,0,1,2,0[,[0,0,1, 2,0, [0,1,1, 1,1]) liegt?
40| Sind die Ebene, in der das Dreieck (1, 0,0,0,0], [0, 0,1,0,0],[0,0,0,0,1]) oJa o Nein
liegt, und die Ebene, in der das Dreieck
(12,2,1,1,0],10,2,1,1,2], [0, 2,0,1,0])
liegt, parallel?
41| Sind die Ebene, in der das Dreieck ([1,0,0,0,0], [0, 0,1,0,0],[0,0,0,0,1]) oJa o Nein
liegt, und die Ebene, in der das Dreieck
(12,2,1,1,0],[0,2,1,0,2], [0, 2,0,1,0])
liegt, parallel?
50 | Liegt der Punkt [0,0,0,0,0] in der Ebene, in der das Dreieck oJa o Nein
(11,2,1,2,1],11,0,0,2,2], 2, 1,2,1,2])
liegt?
51| Liegt der Punkt [0,0,0,0,0] in der Ebene, in der das Dreieck oJa o Nein

(11,2,1,2,1],[1,1,2,2,0], (2, 1,2,1,2))

liegt?
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3 | Es sei A = (B4, R4, %) der affine Raum iiber dem R-Vektorraum R'** mit
#v = (p+ p+wv) fiir alle v e V.

10 | Liegt der Punkt [—7, —4, —1,2| auf der Geraden g = [1,2,3,4]%([4,3,2,1]}7 |o0Ja o Nein

11| Liegt der Punkt [-7, —4, —1, 3] auf der Geraden g = [1,2,3,4]%{[4,3, 2,1])? |o0Ja oNein

20 | Liegt der Punkt |7, —2, 5, —5] auf der Verbindungsgeraden von [3,2, 1, 3] 0Ja o Nein
und [4,1,2,1]?

21 | Liegt der Punkt [7, —3, 5, —5] auf der Verbindungsgeraden von (3,2, 1, 3] oJa oNein
und [4,1,2,1]7

30| Es sei g die Gerade, die durch [1,0,0, 0] geht und parallel zur Geraden oJa o Nein
[—1,1,—1,1] % {[0,1,1,0]) ist. Liegt der Punkt [1, 2,3, 0] auf g?

31| Es sei g die Gerade, die durch [1,0,0, 0] geht und parallel zur Geraden oJa o Nein
[—1,1,—1,1] % {[0,1,1,0]) ist. Liegt der Punkt [2, —7, —7,0] auf g?

32| Es sei g die Gerade, die durch [1,0,0, 0] geht und parallel zur Geraden oJa o Nein
[—1,1,—1,1] % {[0,1, 1,0]) ist. Liegt der Punkt [1, —7, —7,0] auf g?

40 | Geht die Gerade g = [1, —1,1,1]%([2,1, —1, 1]} durch den Punkt [-2, —10, 5, 12|3a o Nein

41| Geht die Gerade g = [1, -1, 1,1]%([2,6, —4, 2]} durch den Punkt [—2, —10, 7, -{2|3a o Nein

50 | Geht die Verbindungsgerade von [3,—2,1,3] und [4, —4, -2, 7| durch oJa oNein
den Punkt [10, —16, —19, 31]?

51 | Geht die Verbindungsgerade von [3,-2,1,3] und [4, —4, -2, 7| durch oJa oNein
den Punkt [10, —16, —20,31]?
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4 | Es sei A = (B, R %) der affine Raum iiber dem R-Vektorraum R'** mit
#v = (p+ p+wv) fiir alle v e V.

10 | Haben die Geraden g = [1,2,3,4] % ([4,3,2,1]) und h = [—4,0,4, 8] = 0Ja o Nein
([1,1,1,1]} einen Schnittpunkt?

11| Haben die Geraden g = [1,2,3,4] = ((4,3,2,1]) und h = [-4,0,3, 8] % oJa o Nein
([1,1,1,1]) einen Schnittpunkt?

20 | Es sei g die Gerade [1,1,2,2]% ([1,2,1,2]) und h die Verbindungsgerade 0Ja o Nein
von [3,2,1,3] und [4,1,2, 1]. Haben g und h einen Schnittpunkt?

21| Es sei g die Gerade [1,1,2,2]% {[1,2,1,2]) und h die Verbindungsgerade oJa o Nein
von [3,2,1,3] und [4,1,2, 2]. Haben g und h einen Schnittpunkt?

30| Es sei g die Verbindungsgerade von [-1,-1,—1,—1] und [1,1,1,3] 0Ja o Nein
und h die Gerade, die durch [1,0,0,0] geht und parallel zur Geraden
—1,1,—-1,1] % {[0,1, 1,0]) ist. Haben g und h einen Schnittpunkt?

31| Es sei g die Verbindungsgerade von [-1,-1,—1,—1] und [1,1,1,3] 0Ja o Nein
und h die Gerade, die durch [1,1,1,4] geht und parallel zur Geraden
—1,1,—1,1] % {[0,1,1,0]) ist. Haben g und h einen Schnittpunkt?

40| Es sei g die Verbindungsgerade von [—2,—1,0, 1] und [0,0, 0,1] und A 0Ja o Nein
die Verbindungsgerade von (3,2, -1, —1] und [1,1,—1,—1]. Haben g
und h einen gemeinsamen Punkt?

41| Es sei g die Verbindungsgerade von [—2, -1, =1, —1] und [0, 0, -1, —1] 0Ja o Nein
und h die Verbindungsgerade von [4,2, —1, —1] und [2,1, -1, —1]. Ha-
ben g und h einen gemeinsamen Punkt?

50 | Es sei g die Gerade, die durch [~1,—1, —2, —2| geht und parallel zur oJa o Nein
Verbindungsgerade von [1,2,3,4] und [4, 3,2,1] ist, und h die Verbin-
dungsgerade von [1,1,0,0] und [0,0, 1, 1]. Haben g und h einen Schnitt-
punkt?

51| Es sei g die Gerade, die durch [—1, —1, 2, 2] geht und parallel zur Ver- oJa o Nein
bindungsgerade von [1, 2,3, 4] und [4, 3, 2, 1] ist, und h die Verbindungs-
gerade von [1,1,0,0] und [0,0, 1,1]. Haben g und h einen Schnittpunkt?
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5

Es sei (P, V, #) ein affiner Raum iiber einem K-Vektorraum V, wobei K ein Kérper mit 1 +1 # 0
und dim V' > 2 ist. Gegeben sei ferner ein Zweieck (A, C') (das heiBit, dass A und C verschiedene
Punkte in P sind).

A B .. .

D C fir B, D € P durch einen ge-

meinsamen Punkt? Geben Sie einen Beweis oder ein Gegenbeispiel an.

Gehen die Diagonalen aller Parallelogramme der Form

Treffen sich die |, Seitenhalbierenden® eines ,Tetraeders® in einem Punkt? Prizisieren Sie dieses
umgangssprachliche Problem auf der 4. Diskursebene: definieren Sie die nétigen Begriffe in der
Sprache der Analytischen Affinen Geometrie, formulieren und beweisen Sie einen diesbeziiglichen
allgemeinen Satz fiir geeignete affine Riume.
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1 | Wir betrachten affine Abbildungen A: Q@ — Q' im Rahmen der AAG.

10| Jedes affine Bild (Bild unter einer affinen Abbildung) eines affinen Teil- oJa o Nein
raums ist ein affiner Teilraum.

11| Jedes affine Bild (Bild unter einer affinen Abbildung) eines Zweiecks ist oJa o Nein
ein Zweieck.

12| Jedes affine Bild (Bild unter einer affinen Abbildung) eines Dreiecks ist oJa o Nein
ein Dreieck.

13| Jedes affine Bild (Bild unter einer affinen Abbildung) eines Parallelo- oJa o Nein
gramms ist ein Parallelogramm.

14| Jede Parallelprojektion zwischen affinen Teilriumen eines affinen Raums oJa o Nein
ist injektiv.

15| Jede Parallelprojektion zwischen affinen Teilrfiumen eines affinen Raums oJa o Nein
ist surjektiv.

20| Bei jeder affinen Abbildung ist das volle Urbild eines Zweiecks ein Zwei- oJa o Nein
eck.

21| Bei jeder affinen Abbildung ist das volle Urbild eines Dreiecks ein Drei- oJa o Nein
eck.

22| Bei jeder affinen Abbildung ist das volle Urbild eines Parallelogramms oJa o Nein
ein Parallelogramm.

23| Bei jeder affinen Abbildung enthilt das volle Urbild einer Geraden eine oJa o Nein
Gerade.

24| Bei jeder affinen Abbildung enthilt das volle Urbild einer Ebene eine oJa o Nein
Ebene.

30| Jede affine Abbildung bildet je drei Punkte einer Geraden auf Punkte oJa o Nein

ab, die auf einer gemeinsamen Gerade liegen.

31| Jede affine Abbildung bildet je drei Punkte einer Ebene auf Punkte ab, oJa o Nein
die in einer gemeinsamen Ebene liegen.

32| Jede affine Abbildung bildet je vier Punkte eines 3-dimensionalen affi- oJa o Nein
nen Teilraums auf Punkte ab, die in einem gemeinsamen 3-dimensionalen
affinen Teilraum liegen.

40| Jede affine Abbildung kann bei geeigneter Wahl der Urspriinge durch oJa o Nein
eine lineare Abbildung als zugehiirige verpflanzte Abbildung beschrie-
ben werden.

41| Zu jeder affinen Abbildung und jedem Vektor u € T(Q') gibt es Ur- oJa o Nein
spriinge, so dass die beschreibende Vektorabbildung (die zugehdrige
verpflanzte Abbildung) das Produkt einer linearen Abbildung (erst)
und der Verschiebung um u (dann) ist.

42| Jede affine Abbildung kann bei gegebenem Ursprung U’ von Q' und oJa o Nein
geeignetem Ursprung U von @ durch eine lineare Abbildung als zu-
gehiirige verpflanzte Abbildung beschrieben werden.
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43| Jede affine Abbildung kann bei gegebenem Ursprung U von @ und oJa o Nein
geeignetem Ursprung U’ von Q' durch eine lineare Abbildung als zu-
gehiirige verpflanzte Abbildung beschrieben werden.

50 | Die Hintereinanderausfithrung einer Parallelprojektion (erst) und einer oJa o Nein
affinen Abbildung (dann) ist eine affine Abbildung.

51 | Die Hintereinanderausfiihrung zweier affiner Vektorabbildungen ist eine oJa o Nein
affine Vektorabbildung.

52 | Die Hintereinanderausfiihrung einer Verschicbung (erst) und einer li- oJa o Nein
nearen Abbildung (dann) ist eine affine Vektorabbildung.

53| Bei jeder affinen Vektorabbildung geht die Summe zweier Vektoren auf oJa o Nein
die Summe ihrer Bildvektoren.
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2 | Wir betrachten affine Teilriume eines 3-dimensionalen affinen Raums P iiber R, wobei B = (b, by, bs)
eine Basis des zugehérigen Vektorraums T(P) sei. Es sei U ein Punkt von P und K = (U, B) das
zugehorige Koordinatensystem. Daneben sei K' = (I, B') ein weiteres Koordinatensystem von P,
1 1 00

wobei ' = U« mit gu' = | 2 | und Hid‘Br =10 1 1| ist. Stimmen die folgenden affinen
1 010

Teilriume Q' von P mit dem affinen Teilraum Q = U % (by + by, ba + bs} iiberein?

10| @' ={X eP|X =Usz, z=ab+(a+3)by+08b, fiir geeignete o, 3 € oJa o Nein
R}.

11| Q@' ={X € P| X =x,b, + (z; — 29)by — x,by fiir geeignete z,, , € R}. oJa o Nein

20 [ 21 ] oJa o Nein
Q' ={XeP|xX=| x2 | erfilllt 21 — 25 + 23 = 0}.

= -.1:3 -
21 [ 21 ] oJa o Nein
Q' ={XeP|xX=| 22 | erfiillt 21 — 22 — 23 = 0}.
= :I:H -
30| @' ={X}v{Y}v{Z} fiir die Punkte X, V., Z mit oJa oNein
0 1 0
-K:x = 0 E .K:Y = 2 1 K_'Z = 1
0 1 1
31| @' ={X}v{Y}v{Z} fiir die Punkte X, Y, Z mit 0Ja o Nein
0 0 0
K—x - ]. . [Y = 3 s .K_-Z = 2
1 2 2
32| @ ={X}v{Y}v{Z} fiir die Punkte X, Y, Z mit oJa o Nein
0 0 0
kX=| -1, xk¥=]|-3|,kZd=| -2
1 2 2
33| @' ={X}v{Y}v{Z} fiir die Punkte X, Y, Z mit oJa o Nein
0 0
kX =] -1 |,xk¥=|-3|.xkZ=| -2
1 2 2

40| Q' =U" % (—by + by, by + ba). oJa o Nein

41| Q' =U"=% (b; + by, by — bs). oJa o Nein

42| Q' =U" % (—by, by). oJa o Nein

B ={XeP|X=U=s2, 2'=ab + b +vb, wobeiax— 8+~ = oJa o Nein
0 ist }.
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50( @' ={L}v{M}v{N} fiir die Punkte L, M, N mit

oJa o Nein
~1 0 -1
L= -1, xcM=|0], oN= 0
~1 0 —1
51| @' ={L}v{M} Vv {N} fiir die Punkte L, M, N mit 0Ja o Nein
0 0 ~1
eLl=|1|, eM=]0]|, ocN= 0
0 0 ~1
52| @' ={L}v{M} v {N} fiir die Punkte L, M, N mit 0Ja oNein

1 1 1
oLl=|0|,xcM=]1|, oN=| 2
1 1 1
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3 | Entscheiden Sie jeweils, ob die angegebene Abbildung ¢ zwischen den K-Vektorriumen V und W
linear ist.
WHK=0V=0Q W=0Qe=(z—2x+1):V =+ W. oJa o Nein
NK=0 V=0 W=0Q ¢g=(z—3z):V W oJa o Nein
20K =R, V=R W:=R, o= ([z, 23] = 21+ 3): V= W. 0Ja o Nein
21| K:=R, V:=R"2 W:=R, p= ([, 23] =+ 2y - 3): V= W, oJa o Nein
0| K:=2,V=2W:=2p=(z—2"): VW, oJa o Nein
B3| K:=2, V=2 W:==2 p=(z—2*): VW, 0Ja o Nein
WK =RV =R W:=RR o=(ff+f): VW oJa o Nein
MK =RV =B W=RE po=(faf-f: VW oJa o Nein
50 K:=R, V=K W:=K" p=(Mw~—[1,2]-M):V = W. oJa o Nein
51| K =R, V=K W =K" p=(Mw~[3,2,1] - M): V = W. oJa o Nein
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4 | Entscheiden Sie jeweils, ob die angegebene Abbildung f: V' — W zwischen den E-Vektorrdumen V
und W eine affine Vektorabbildung ist.
W(V=R=W, flz)=x+3. oJa o Nein
n|V=RK=W, flz)=x+4 oJa o Nein
RIV=R=W, f(z) =2 +4. oJa o Nein
BIV=R=W, f(z)=2"+3. oJa o Nein
20 V=R, W =R f 2 ) =1+ + 1. oJa o Nein
21 V=R =R f{-i:-]=3:1+23:2+3. oJa o Nein
22 V=]R9“.,W=]R,f{-j;-}=:::%+:u§. oJa o Nein
23 V:Rgx11ﬁfzmf{-z'}:ﬁ_m%_'_& 0Ja o Nein
V|V =R W=R"? flz)=[c+1,z+ 2 oJa o Nein
3|V =R, W=R"? f(z) =[x z]+][1,2] 0Ja o Nein
R|V=RW=R"2 flz)=2x-[1,1]+]1,2]. oJa o Nein
B V=R W=R"2 fz)=2o%[1,1]+[1,2] oJa oNein
0V =R W =RY?, f([r;,2,13]) = [x1 + 33,2, 32, + 23] 0Ja o Nein
4|V =R W =R, f([zy, 20, 23]) = 7 + 324, 29,32, + 23] oJa o Nein
2V =R W =R" f(lr,,zs,25]) = [1,2,3]. 0Ja o Nein
3|V =R W =RY, f([r,,29,23]) = T3, 20, 14]. 0Ja o Nein
50| V=R=W, flz) =2+ 2+ L. oJa o Nein
51| V=R=W, flz) =2+ 22+ 1. oJa o Nein
52| V=R=W, f(z) =2+ 3z + 2 oJa o Nein
53| V=R=W, f(z) =2+ 4z + 3. 0Ja oNein
54| V=R=W, f(z) =2+ 5z +4. oJa o Nein
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5

Ein Komet bewegt sich in einer reellen affinen Ebene (P, V), ) mit Koordinatensystem (U, B =
(b1,bs)) gemif der Vorschrift

R(N % ((1h)7)) = U s (bi7 +by7?) flr —2< 7 < +2,

wobei fiir den affinen Raum der Zeitpunkte (7, W, %) ein Koordinatensystem (N, (1h)) gewihlt ist
und der Komet im Zeitintervall [N = ((1h) - (—2)), N =((1h)- 2)], also fiir die Zeitpunkte T'= N st =
N#((1h)-7) mit —2 < 7 < +2,7 € R beobachtet wird. Welche Geschwindigkeitsvektoren in V hat
der Komet zu den Zeitpunkten N = ((1h) - (—1.5)), N und N = ((1h) - 1.5)7

Es seien K ein Kérper und V' und W Vektorriume iiber K. Weiter sei ¢ : V' — W eine lineare
Abbildung. Zeigen Sie:

(a) Kern ¢ ist ein Teilraum von V.
(b) Bild ¢ ist ein Teilraum von W.
(¢) Zu jedem Teilraum IF < V' gibt es eine lineare Abbildung 1f: V' — V' mit Kern ¢y = U.
(d) Folgern Sie aus dem Ergebnis in (¢) die beiden folgenden Aussagen iiber die Menge
VIU:={z+U|zeV}
(diese Menge heifit Menge der Nebenklassen von U).

(i) Zu jedem y € V gibt es genau eine Nebenklasse ¢ + U € V/U mit y € 2 + U.
(ii) Zu jeder Nebenklasse x + U € V/U gibt es eine bijektive Abbildung von U auf x + U.
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1 | Wir betrachten lineare Abbildungen ¢: V — W zwischen K-Vektorrdumen V und W. Dabei sei
jeweils V=L @& Kernyp und W = Bildy & M, und .A bezeichne eine nichtleere Folge in V.
Welche der folgenden Aussagen sind fiir jede solche lineare Abbildung richtig?

10| Ist A linear unabhiingig, so ist (.A) eine linear unabhiingige Folge in oJa o Nein
Il':[r'r

11| Ist @(.A) eine linear abhiingige Folge in W, so ist A linear abhiingig. oJa o Nein

20| Ist A linear abhiingig, so ist w(.A) eine linear abhéingige Folge in W. oJa o Nein

21| Ist @(.A) eine linear unabhiingige Folge in W, so ist A linear un- oJa o Nein
abhingig,.

30| Ist A ein Erzeugendensystem von V', so ist ¢(.A) ein Erzeugendensystem oJa o Nein
von W.

31| Ist w(.A) ein Erzeugendensystem von W, so ist A ein Erzeugendensy- oJa o Nein
stem von V.

40 | Ist A ein Erzeugendensystem von L, so ist ¢ .A) ein Erzeugendensystem oJa o Nein
von Bild ¢.

41| Ist Ain L und ¢(.A) ein Erzeugendensystem von Bild ¢, so ist A ein oJa o Nein
Erzeugendensystem von L.

42| Ist A in L und ¢(.A) linear abhéingig, so ist A linear abhiingig. oJa o Nein

43| Ist A in L und linear unabhiingig, so ist (.4) linear unabhiingig. oJa o Nein

50 | Ist .4 eine Basis von Kern ¢, so ist ¢(.A) eine Basis von M. oJa o Nein

51| Ist A eine Basis von L, so ist ¢(.A) eine Basis von M. oJa o Nein
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2 | Es sei (P,V,#) ein affiner Raum {iber dem K-Vektorraum V. Weiter sei U e Pund V =X gV
fiir Teilrdiume X, Y < V. Sind dann die folgenden Aussagen richtig?

10| In jeder Nebenklasse v + Y (mit v € V) liegt genau ein Element von oJa o Nein
X.

11| In jeder Nebenklasse x + Y (mit x € X) liegt genau ein Element von oJa o Nein
X.

12| In jeder Nebenklasse v + X (mit v € V') liegt genau ein Element von oJa o Nein
Y.

13| In jeder Nebenklasse y + X (mit y € ¥') liegt genau ein Element von oJa o Nein
Y.

20| Elemente v,w € V liegen genau dann in derselben Nebenklasse aus oJa o Nein

V/Y, wenn v — w € Y ist.

21| Jede Nebenklasse aus V/Y hat eine Darstellung = + Y fiir ein z € X. oJa o Nein

30| Ist w € V', so liegen w und —w in derselben Nebenklasse aus V/Y. oJa o Nein

31| Ist w € V, so liegen w und w + w in derselben Nebenklasse aus V/Y. oJa o Nein

40| Fiir jedes v € V ist die Punktmenge U(v+Y) = {Ux (v +y) |y € Y} oJa o Nein
ein affiner Teilraum von P.

41| Fiir jedes v € V' ist die Nebenklasse v + Y ein Teilraum von V. oJa o Nein

42 | Eine Nebenklasse v 4 Y mit v € V ist genau dann ein Teilraum von V, oJa o Nein

wenn v in Y liegt.

43 | Genau eine Nebenklasse aus V/Y ist ein Teilraum von V. oJa o Nein

50 | Sind v, w € V, so haben die Punktmengen Us(v+Y) :={U s (v+y) |y € Y} 0Ja o Nein
und U # (X +w) :={U # (¢ +w) | # € X} einen gemeinsamen Punkt.

51| Sind v, w € V, so haben die Punktmengen Us(v+Y) :={U = (v +y) |y € Y} 0Ja oNein
und U (X +w) := {U * (z +w) | 2 € X} keinen gemeinsamen Punkt.
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3 | Es sei V := Q% der @ Vektorraum der 2 x 3-Matrizen, W := Q**? der - Vektorraum der 2 x 2-
Matrizen und ¢ : V' — W die folgende (J-lineare Abbildung:

1 -3
o= (M M-A):V — W, wobei A=[2 —2] € QM ist.

-1
Weiter seien die Basen 3

s=([s 8oL [s s ol [0 sl[2e s I8 8 8] 800))

(e A )

von W gewiihlt. Berechnen Sie die Abbildungsmatrix »¢® von ¢ beziiglich dieser beiden Basen und
geben Sie die verlangten Eintriige an.

10| Der Eintrag in der 1. Zeile und der 1. Spalte von op® lautet

11| Der Eintrag in der 2. Zeile und der 2. Spalte von 0 lautet

20| Der Eintrag in der 1. Zeile und der 3. Spalte von cF lautet

21| Der Eintrag in der 2. Zeile und der 5. Spalte von P lautet

30| Der Eintrag in der 3. Zeile und der 2. Spalte von cp® lautet

31| Der Eintrag in der 4. Zeile und der 2. Spalte von ® lautet

40| Der Eintrag in der 3. Zeile und der 5. Spalte von op® lautet

41| Der Eintrag in der 4. Zeile und der 5. Spalte von cp® lautet

50 | Der Eintrag in der 4. Zeile und der 6. Spalte von o lautet

51| Der Eintrag in der 4. Zeile und der 4. Spalte von ¢F lautet
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4 | Essei V= R und W := B4, Weiter sei B die Basis ([0,1,0],[0,1,1],[1,1,1]) von V und C die
Basis ([0,1,0,0],[0,0,—1,0],[0,0,0,1],[—1,0,0,0]) von W und die lineare Abbildung ¢ : V — W
durch

1 0 1
=5 1
-1 0 -1
gegeben. Beantworten Sie die folgenden Fragen:

10 | Wenn [a, b, ¢, d| = ¢([1, 0,0]) ist, was ist dann a? n.a., evt: 0Ja o Nein

11| Wenn [a, b, e, d| = ¢([1, 0,0]) ist, was ist dann b7 n.a., evt: 0Ja o Nein

12| Wenn [a, b, e, d] = (1, 0,0]) ist, was ist dann ¢? n.a., evt.. oJa o Nein
13| Wenn [a, b, e, d| = ©([1, 0,0]) ist, was ist dann d? n.a., evt. oJa o Nein

20 [ Was ist die Dimension von Bild ¢7 n.a., evt. oJa o Nein

21| Was ist die Dimension von Kern 7 n.a., evt. oJa o Nein

30| Liegt der Vektor [1,2,2, —1] im Bild von ? oJa o Nein

31| Liegt der Vektor [1,1,—3,3] im Bild von ¢? 0Ja o Nein

32| Liegt der Vektor [0,1,1,0] im Bild von 7 0Ja o Nein

33| Liegt der Vektor [0,0,—1,1] im Bild von ¢? 0Ja o Nein

40| Wenn [a, b, e, d| = ([0, 0,1]) ist, was ist dann a? n.a., evt. oJa o Nein

41| Wenn [a, b, e, d| = ([0, 0,1]) ist, was ist dann b7 n.a., evt. oJa o Nein

42| Wenn [a, b, e, d] = ([0, 0,1]) ist, was ist dann ¢? n.a. evt: 0oJa o Nein
43| Wenn [a, b, e, d] = ([0, 0,1]) ist, was ist dann d? n.a. evt: 0Ja o Nein
50| Wenn [—1, —1,¢] im Kern von ¢ liegt, was ist dann e? n.a., evt. oJa o Nein
51| Wenn (1,1, e] im Kern von ¢ liegt, was ist dann e? n.a., evt: 0Ja o Nein
52| Wenn [—2, —2.¢| im Kern von ¢ liegt, was ist dann e? n.a., evt. oJa o Nein
53| Wenn (2,2, e] im Kern von ¢ liegt, was ist dann e? n.a., evt. oJa o Nein
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5 | Eine affine Abbildung A : @ — Q' zwischen affinen Teilriumen (Q, W, *) und (Q', W' %) eines
affinen Raums (P, V), %) sei beziiglich Urspriingen U/ von Q und U/ = A(U) von Q' durch die lineare
Abbildung a: W — W' gegeben, die beziiglich der Basen B = (by, by, bs) von W und B’ = (b, b,)
von W' durch

s 121
FE Tl 1 a1 1
festgelegt ist.
In Q seien Punkte P, (i = 1,2,3) beziiglich KX = (I, B) durch
1 0 1
=1 1| ,xh= Ll ,da=] 0
1 -1 =2
gegeben.

(i) Berechnen Sie die Koordinaten der Bildpunkte A(F;) beziiglich des Koordinatensystems (U7, B')
von Q.

(ii) Machen Sie auf Ihrem Blatt Papier eine Skizze von Q' durch (willkiirliche) Annahme von [,
U' = b} und U’ % b, und durch (korrektes) Einzeichnen der Bildpunkte A(L = b;) fiir i = 1,2, 3.
Konstruieren Sie hieraus die Bildpunkte A(F;) fiir i = 1,2,3 ohne Rechnung.

6 | a: V — W sei eine lineare Abbildung zwischen endlich erzeugten K-Vektorriumen V und W.

(a) Zeigen Sie: Es gibt ein Paar (B',C’) von Basen B' von V' und C’ von W, so dass die zugehorige
Matrix caf eine sogenannte Quasi-Einheitsmatriz ist, bei der links oben eine Einheitsmatrix
(etwa aus K7™"7) steht und sonst alle Eintréige gleich 0 sind. [Wir schreiben B, €', weil wir uns
vorstellen, dass a beziiglich Basen B und C durch caf gegeben ist.] Ist r durch a eindeutig
bestimmt oder hingt r von der Wahl des Basispaars (B',C’) ab?

(b) Fiir gewisse Basen B und C von (}Vektorrdumen V' bzw. W sei & durch

|'—E'. -1 -2 12 12'|
B _ § 1 2 —12 -—11
CO =1 94 3 6 —36 —16
—48 —6 —12 T2 28

gegeben. Berechnen Sie Kern o durch Angabe der Spalten gz fiir Basisvektoren 2 € Kern .
Berechnen Sie ein Komplement L < V zuKerne, d. h., einen Teilraum L mit V' = L @ Kern e
Geben Sie eine Basis von Bild o an. Geben Sie ein Basispaar (B',C’) an, fiir das oo eine
(Quasi-Einheitsmatrix ist.
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1 |Essei K =3, V ein 4-dimensionaler K-Vektorraum mit Basis B = (by,...,by) und ¢ € end(V)
der Endomorphismus mit
1 101
5= 0020
000 2
Wir betrachten den Vektorraum-m-E V.
10| Ist (by )k ein p-Teilraum von , V7 oJa o Nein
11| Ist (by)x ein p-Teilraum von , V7 oJa o Nein
20| Ist (by, by, by} i das @-Erzeugnis von by? oJa o Nein
21| Ist (by, by} der Durchschnitt von ,(bs) und ,(by)? oJa o Nein
30| Welche K-Dimension hat ,(by)? n.a., evt. oJa o Nein
31| Welche K-Dimension hat ,(b;)7 n.a., evt. oJa o Nein
32| Welche K-Dimension hat (b, bs)? n.a., evt. oJa o Nein
40 | Welchen Grad hat das Minimalpolynom von V7 n.a., evt. oJa o Nein
41| Welchen Grad hat das Minimalpolynom von (b, by, bs)? n.a., evt. oJa o Nein
50 | Welchen Grad hat das Minimalpolynom von (b, bs) + , (ba, bs)? n.a., evt.. oJa o Nein
51| Welchen Grad hat das Minimalpolynom von (b, bs} 1 ,(bs, by )7 n.a. evt. oJa o Nein
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2 | Wir betrachten einen n-dimensionalen K-Vektorraum-m-E oV mit Basis B. Bekanntlich ist § =
(z ¥ gz): V — K™ ein K-Vektorraum-Isomorphismus. Es bezeichne ¢’ die auf K™*! verpflanzte
lineare Abbildung zu . Durch ¢" wird K™*! ein K-Vektorraum-m-E.

Fiir p € K sei V, = {x € V | p(x) = - p}, und mit m,, sei das Minimalpolynom von ¢ bezeichnet.

10| Ist 3 ein K-Vektorraum-m-E-Isomorphismus? oJa o Nein
11| Gilt fop=¢ 0?7 oJa o Nein
12(|Gilt " =Bopo 17 oJa o Nein
B(Giltg=3"Top o7 oJa o Nein
14| Gilt gp(z) = ¢ (pz) fir alle z € V7 oJa o Nein
20 [ Haben ,V und K™*' dasselbe Minimalpolynom? oJa o Nein
21| Haben ,(z} und gz} dasselbe Minimalpolynom fiir alle z € V7 oJa o Nein
22| Haben T und S(T) dasselbe Minimalpolynom fiir alle o Teilriume T oJa o Nein
von V7
30| Kann man B immer so wihlen, dass gp® eine Quasi-Einheitsmatrix ist? oJa o Nein
31| Kann man B immer so wihlen, dass zp® eine Diagonalmatrix ist? oJa o Nein
40 | Ist fiir Teiler X — pX® (vom Grad 1) von m,, das Korperelement p ein oJa o Nein

Eigenwert von ¢?

50| Gibt es zu jedem p € K und jedem k € {0,1,...,n} ein Beispiel ,V, oJa o Nein
wo V,, die Dimension k hat?

51| Gibt es fiir n = 2 zu jedem p € K Beispiele fiir V', wo das Minimal- oJa o Nein
polynom von ,V die Form (X — pX?)? hat und dim V), =1 ist?

52| Gibt es fiir n = 2 zu jedem pu € K Beispiele fiir ,V/, wo das Minimal- oJa o Nein
polynom von ,V die Form (X — pX?)? hat und dim V), = 2 ist?

53| Ist fiir jeden Teiler u( X) vonm,, mit 1 < Grad uder Teilraum Kernu(y) # [oJa o Nein

(0}?
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3 | Wir betrachten einen n-dimensionalen K-Vektorraum-m-E V. Ist T < V ein p-invarianter Teil-
raum, dann bezeichnen wir mit ¢ die Einschrinkung von @ auf T. Mit m,, sei das Minimalpolynom
von ¢ bezeichnet.

10| Ist fiir jeden Eigenwert A von ,V das Polynom X — AX? ein Teiler von oJa o Nein

?

my,?

. ] ] R . 2 .
11| Ist jedes unzerlegbare Polynom p(X) mit p(¢) = 0 gleich m,? oJa o Nein
12| Ist jedes unzerlegbare Polynom p(X), fiir das fiir einen ¢-invarianten oJa o Nein

Teilraum T' # 0 gilt, dass p(pr) = 0 ist, ein Teiler von m,,?

20| Ist jedes Polynom ¢(X) mit g(y) = 0 ein Teiler von m,7? oJa o Nein

21| Ist jedes Polynom r(X) mit r(p) = 0 ein Vielfaches von m,,? oJa o Nein

30 [ my, my seien die Minimalpolynome der @-Teilrfiume T, baw. T, Ist oJa o Nein
my -my das Minimalpolynom von T + 157

40 | my, mq seien die Minimalpolynome der @-Teilrdiume T bzw. T, und g oJa o Nein
sei der grisfite gemeinsame Teiler mit Leitkoeflizient 1 von m,; und m..

Ist g das Minimalpolynom von T N 157

50| Esseim, = m;m, mit teilerfremden Polynomen m, und m, vom Grad oJa o Nein
> 1. Gibt es immer @-Teilrdume T} und T5 von , V' mit Minimalpoly-
nomen m, baw. my, so dass V =T, ¢ T, ist?

51| Es sei p | m, und Gradp > 1 und p unzerleghar. Gibt es immer einen oJa o Nein

Teilraum T' < [V, dessen Minimalpolynom p ist?
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4 | Berechnen Sie mit dem erweiterten euklidischen Algorithmus fiir Polynome in B[X] den griften

gemeinsamen Teiler g mit Leitkoeflizient 1 der beiden Polynome

p=X°"—3X"—-7X*-10X - 14X° und ¢=X*-2X° - 4X —4X°

sowie zwei Polynome a und b aus R[X], so dass g = a-p + b-q ist.
10| Welchen Grad hat das Polynom g7 n.a., evt. oJa o Nein
11| Welchen Grad hat das Polynom p/g? n.a., evt. oJa o Nein
12| Welchen Grad hat das Polynom g/g? n.a. evt:oJa o Nein
13| Wie grofi ist die Summe der Koeflizienten des Polynoms g? n.a. evt:oJa o Nein
20| Gibt es in R[X] einen grofiten gemeinsamen Teiler von p und ¢, der oJa o Nein

weder gleich g noch gleich —g ist?
21 Gradd oJa o Nein

Gibt es in R[X] einen gréfiten gemeinsamen Teiler d = E d; X* von

p und g mit dy = —/297 o
22 Gradd oJa o Nein

Gibt es in R[X] einen grofiten gemeinsamen Teiler d = E d; X* von

p und g mit d; = /417 =
23 Gradd oJa o Nein

Gibt es in R[X] einen groften gemeinsamen Teiler d = E d; X* von

p und g mit dy = —/737 e
30| Welchen Grad hat das Polynom a? n.a., evt. oJa o Nein
31| Welchen Grad hat das Polynom b7 n.a., evt. oJa o Nein
40 | Wie grofi ist die Summe der Koeflizienten des Polynoms a? n.a. evt:0Ja o Nein
41| Wie grofi ist die Summe der Koeflizienten des Polynoms b7 n.a., evt:0Ja o Nein
50| Gibt es in R[X]| Polynome a' # a und ¥ £ b, so dass g = a'-p +V-q ist? 0Ja o Nein
51| Gibt es in R[X]| ein Polynom a' # a, so dass g = a'-p+ b-q ist? 0Ja o Nein
52| Gibt es in B[ X ein Polynom ¥ # b, so dass g = a-p + b'-q ist? oJa o Nein
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b

5 [ In einem Vektorraum V iiber  seien lineare Abbildungen ¢: V — V und ¢: V' — V durch ihre
Matrizen
-2 1 -1 1 3 0 4 0
Bs._| 2 -1 0 2 5_ | 0 6 18 12
=g 4 g -s| W A= 3 0 4 o
2 -1 2 —4 0 -2 -6 -4
beziiglich Basen B und C von V' gegeben.

(a) Berechnen Sie Basen B' und C" von V', beziiglich derer die Matrix von ¢ eine Quasi-Einheitsmatr]

ist.

(b) Berechnen Sie Basen B"” und C” von V', beziiglich derer die Matrix von 1 eine Quasi-Einheitsmaty

ist.

(c) Ermitteln Sie jeweils eine Eigenvektor-Basis von V" bzw. von 4V, falls eine existiert.
Hinweis: Das Minimalpolynom von g ist X (X?+ 7X +20) und das von ¢ ist X - (X + 1)(X — 2).
Dies diirfen Sie ohne Beweis verwenden.

6 | Untersuchen Sie den folgenden R-Vektorraum-m-E ,V. Er habe eine Basis B = (by,...,bs) und

0 -6 2 -3
. . B 1 0 1 1 -
den Endomorphismus ¢ mit g™ = A = 1 2 -1 1l Das Minimalpolynom von ,V zu
-1 3 -1 2

berechnen, wiire fiir diese Ubungsaufgabe zu rechenaufwiindig. Deshalb helfen wir.

(a) Zeigen Sie, dass T} = (by, by + by, by)g und Ty = (by, by — by, by)p @-Teiltdume von ,V sind.
Berechnen Sie Ty N T,. Bestimmen Sie das Minimalpolynom d(X) von Ty NT, < V. Hat
Ty N'Ty Eigenrdume?

(b) Ist 3 ein Eigenwert des p-Teilraums Ty [der Abbildung |7 ]? Was ist das Minimalpolynom
von Ty [der Abbildung o|r, |?

(c¢) Gibt esin T% einen Vektor y mit ¢(y) = —2y? Was ist das Minimalpolynom des ¢ Teilraums
T3 [der Abbildung ¢|7,|?

(d) Ist V =1T; + 157 Was ist das Minimalpolynom von ,V [der Abbildung ¢|?
(e) Schreiben Sie , V" als innere direkte Summe von drei ¢-Teilrdiumen, deren Basen Sie angeben.
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1 | In dieser Aufgabe betrachten wir kleinste gemeinsame Vielfache und grofite gemeinsame Teiler
von (von 0 verschiedenen) Polynomen iiber einem Kérper K. Dabei bezeichnen wir den grifiten
gemeinsamen Teiler mit Leitkoeffizient 1 und das kleinste gemeinsame Vielfache mit Leitkoeffizient
1 abkiirzend mit ,,der ggT* bzw. ,das kgV*.

10| Kann man das kgV zweier (J-Polynome durch eine ggT-Berechnung oJa o Nein
[EA] ermitteln, ohne eine volle Faktorisierung dieser Polynome durch-
zufiihren?

20 | Die B-Polynome p und ¢ haben die Grade 70 und 80, ihr gg'T' den Grad n.a. evt. oJa o Nein
62. Welchen Grad hat das kgV von p und ¢7

21 | Die E-Polynome p und g haben die Grade 51 und 37, ihr kgV den Grad n.a., evt.. 0 Ja o Nein
76. Welchen Grad hat das ggT von p und ¢?

22| Ein B-Polynom p habe den Grad 10, sein ggT mit dem E-Polynom g n.a., evt:.0Ja o Nein
den Grad 5, das kgV der beiden den Grad 20. Welchen Grad hat ¢?

30 Von den {-Polynomen p und g kennt man die Grade ihres ggT und n.a. evt.. oJa o Nein
ihres kgV, nfimlich 12 und 21. Bestimmen Sie die Summe der Grade
von p und g.

31| Zwei Polynome p und g iiber dem Korper C haben einen gg'T vom Grad n.a. evt. oJa o Nein
19 und ein kgV vom Grad 46. Wie grof§ ist die Summe der Grade von
p und g?

40| p und g seien Polynome vom Grad 8 und 9 iiber iiber dem Korper n.a., evt.. 0 Ja o Nein
K = 11. Thr ggT habe den Grad 1. Welchen Grad hat das kgV von p
und g?

41| p und g seien Polynome vom Grad 8 und 9 iiber iiber dem Kérper n.a., evt.. 0Ja o Nein
K =13. Thr ggT habe den Grad 2. Welchen Grad hat das kgV von p
und g7

50 | Wie viele grifite gemeinsame Teiler besitzen zwei Polynome vom Grad n.a. evt.:0Ja o Nein
7 iiber dem Kérper K = 57

51| Wie viele kleinste gemeinsame Vielfache besitzen zwei Polynome vom n.a. evt. oJa o Nein
Grad T iiber dem Kérper K = 57

52 | Wie viele griofite gemeinsame Teiler besitzen zwei Polynome vom Grad n.a., evt: 0Ja o Nein
5 iiber dem Kérper K = 77

53| Wie viele kleinste gemeinsame Vielfache besitzen zwei Polynome vom n.a., evt. oJa o Nein

Grad 5 iiber dem Kérper K = 77
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2 | Ist K ein Kérper, d € Nund A € K94, dann nennen wir das normierte Polynom m 4 kleinsten Gra-
des in K[ X], fiir das m4(A) = 0 ist, das Minimalpolynom von A. Dies ist das Minimalpolynom
des Endomorphismus (v + Av): K91 — K91 Genauso iibertragen wir auch die Begriffe , Eigen-
raum®,  Eigenwert® und ,Hauptraum*® auf quadratische Matrizen. Beantworten Sie die folgenden
Fragen.

10 o (5 1 - oJa o Nein
Ist das Minimalpolynom von 05 € [B**° unzerlegbar?

11 o [5 —1 e oJa o Nein
Ist das Minimalpolynom von 0 5 € B*** unzerlegbar?

12 o (5 1 9w oJa o Nein
Ist das Minimalpolynom von 05 € C**° unzerlegbar?

Ist das Minimalpolynom von 0 5 | € C=* unzerlegbar?

20| ) L A 1] - oJa o Nein
Gibt es ein A € R, fiir das das Minimalpolynom von 0o x| € R~
unzerlegbar ist? ] _

21| ) L A 1] 9 oJa o Nein
Gibt es ein A € C, fiir das das Minimalpolynom von 0o x| € 2
unzerlegbar ist? ] _

30 [ Welche Dimension hat der Eigenraum zum Eigenwert 17, 5 der Matrix n.a., evt. oJa o Nein

]-?1 5] 1 € Rﬂ w2
0 17,5 | )

31| Welche Dimension hat der Eigenraum zum Eigenwert 17, 5 der Matrix n.a. evt:oJa o Nein

(17,5 1 ] >
} 7
0 17,5 | €O

32| Welche Dimension hat der Eigenraum zum Eigenwert 5 € 7 der Matrix n.a., evt:0Ja o Nein

[ 2 1 w2
7
[0 5 ] € 7937

40 . . . . (17, 1 ] n.a. evt.. oJa o Nein
Was ist die hochste Dimension eines Hauptraums von E : 17.5 €
C‘E w2 ? - -

41 . . . . (17, 1 ] n.a. evt.. oJa o Nein
Was ist die hichste Dimension eines Hauptraums von E : 17.5 €
R2%27 - TS

42 . . . . . 1 9 n.a.,evt..oJa o Nein
Was ist die héichste Dimension eines Hauptraums von 05 € 7%27

50 . . -1 338 n.a.,evt..oJa o Nein
Welche Dimension hat der Hauptraum von 1 6 € RE**° zum
Faktor X — 5+ X des Minimalpolynoms dieser Matrix?
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51

1 6
Faktor X —5- X des Minimalpolynoms dieser Matrix?

. . 4 -1
Welche Dimension hat der Hauptraum von [ ] e T2 zum

n.a., evt.. o Ja o Nein

52

6
1 6
X + 2+ X des Minimalpolynoms dieser Matrix?

Welche Dimension hat der Hauptraum von [ ] € 7%%? zum Faktor

n.a., evt.. o Ja o Nein
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3 | In dieser Aufgabe sei jeweils ,V ein K-Vektorraum mit Endomorphismus . Mit z und y bezeichnen
wir Vektoren aus V.

10| Gibt es einen K-Vektorraum ,V (iiber irgend einem Korper K), wo oJa o Nein
ein Eigenraum V) einen Eigenraum V, mit pu # A enthélt?

11| Gibt es einen R-Vektorraum V', wo ein Eigenraum V), einen Eigenraum oJa o Nein
V., mit g < A enthilt?

12| Gibt es einen R-Vektorraum V', wo ein Eigenraum V), einen Eigenraum oJa o Nein
V, mit g > A enthilt?

13| Gibt es einen (-Vektorraum V', wo ein Eigenraum V) in einem Eigen- oJa o Nein
raum V, mit g < A enthalten ist?

14| Gibt es einen (-Vektorraum V', wo ein Eigenraum V) in einem Eigen- oJa o Nein
raum V,, mit g > A enthalten ist?

20| Gibt es ein Beispiel V', wo die Summe V), + V), zweier p-Eigenrdume oJa o Nein
einen p-Eigenraum V), mit v & {A, u} enthilt?

21| Gibt es ein Beispiel V', wo die Summe V), + V|, zweier p-Eigenrdume oJa o Nein
in einem p-Eigenraum V, mit v & {A, u} enthalten ist?

30| Ist mit A, p € K auch A + p ein Eigenwert von V7 oJa o Nein

31| Ist mit A, p € K auch A-p ein Eigenwert von V7 oJa o Nein

40| Gibt es einen (-Vektorraum V', wo alle natiirlichen Zahlen von 1 bis oJa o Nein
100 Eigenwerte von ,V sind?

41| Gibt es einen (Vektorraum V', wo die Eigenwerte von ,V gerade die oJa o Nein
positiven Teiler der Zahl 60 sind?

42 | Gibt es einen (}Vektorraum V', wo die Eigenwerte von ,V gerade die oJa o Nein
negativen Teiler der Zahl 60 sind?

50 | Kann ein Hauptraum, der kein Eigenraum ist, das ¢ Erzeugnis eines oJa o Nein
einzigen Vektors sein?

51| Gibt es ein Beispiel ,V mit z € ,V, wo ,(z) einen eindimensionalen oJa o Nein

p-invarianten Teilraum (y} 5 echt enthilt [ (x) > (y)]?
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4 | Es seien K ein Korper, V ein K-Vektorraum, ¢, v € end(V) und p und ¢ Polynome in K[X]. Damit

ist ,V ein K-Vektorraum-m-E. Weiter sei das Minimalpolynom m,, von der Form

M, =vty v, mitr >3

und Polynomen wvy,...,v, € K[X], die paarweise teilerfremd und vom Grad mindestens 1 sind.

Schliefilich sei jeweils T; der Hauptraum von ,V zu o fiir 1 <4 <r.
Sind die folgenden Aussagen unter diesen Voraussetzungen immer richtig?

10| Wenn g o1 = 1) o gilt, dann ist Kern  ein t-invarianter Teilraum. oJa o Nein
11| Wenn g o ) = 1 o  gilt, dann ist Kern 1 ein p-invarianter Teilraum. oJa o Nein
12| Wenn g o 1) = 1) o p gilt, dann ist Bild ¢ ein t-invarianter Teilraum. oJa o Nein
13| Wenn g o ) = 1 o  gilt, dann ist Bild ¢ ein g-invarianter Teilraum. oJa o Nein
20 [ Wenn @ o 1f = 1) o gilt, dann ist p(w) o g(t) = g(y) o p(p). oJa o Nein
21| Wenn @ o 1h = 1f o p gilt, dann ist p(g) o g(t) = p(i) o g(p). oJa o Nein
30 Wennz € Vund m € K[X]ist mit m(y)(z) = 0, dann ist m(p)(@*(z)) = 0Ja o Nein
0 fiir alle i € M.
31| Wenn z € V und m € K|[X] ist mit m(p)(x) = 0, dann ist m(p)(y) =0 oJa o Nein
fiir alle y € , (z).
40| Ty @ Ty = Kern vy(p) o va(gp). oJa o Nein
a1 Ty @ Ty = Bild va(p) o -+ ov (). oJa o Nein
50 | 77 N Bild vy(p) # {0}. oJa o Nein

51T Ty < Bild wy(w). oJa o Nein
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5

Diagonalmatrizen sind nicht nur schéin, sondern auch praktisch! Wir sehen das am folgenden Beispiel
einer Differenzengleichung. [Ahnlich verfihrt man bei Differentialgleichungen.|

und die Anfangswerte f; = 0, f, = 1 definiert. [Sie kommt in vielen biologischen Anwendungen
vor. Es gibt eine mathematische Zeitschrift, The Fibonacei Quarterly, die sich mit ihr und ihren
Anwendungen beschiftigt.] Wir fragen: Wie kann man f 4, ausrechnen? Gibt es Wege, ohne
vorher fs, fy, ..., foas zu berechnen?

Dazu bringen wir das Problem zuniichst in die Sprache der Linearen Algebra: f; 5 ergibt sich linear
aus den beiden vorhergehenden Gliedern:

e =[E o] memam s me | ]

also xy,; = AFx, fiir alle k € N.Wie also berechnet man hohe Potenzen einer quadratischen Matrix?
Die Idee ist, dass dies fiir eine Diagonalmatrix einfach ist:

] KN

D:l ARJ ergibt D":l .lﬂ:_J.

Eine Eigenvektorbasis von V = E**! zum Endomorphismus ¢ := ¢4 = (x — Az) wiirde uns eine
Diagonalmatrix D liefern! Wie hingt also D mit A zusammen, und wie erhilt man A* aus D¥*?
Welche Formel ergibt sich fiir f? Berechnen Sie fip und fap.

(a) Wir nehmen einmal an, dass sich die Bevilkerung Nordrhein-Westfalens (NRW) nicht durch
Tod oder Geburt oder durch Wegzug oder Zuzug aus dem Ausland verringere oder vergrifiere.
Vielmehr soll sich die Einwohnerzahl nur durch Wegzug und Zuzug aus anderen Bundeslindern
veriindern. Die ﬁ_nderu_ugsratcn pro Jahr seien konstant: ﬁ der Einwohner der anderen
Bundeslinder ziehe im jeweils folgenden Jahr nach NRW, 110 der Einwohner NRWs ziehe im
folgenden Jahr in andere Bundesléinder um.

Wenn das immer so weiter ginge, wiirde sich NEW schliefilich entvélkern? Oder wiirde die
Einwohnerzahl explodieren? Oder kann man mit einer Stabilisierung der Einwohnerzahl rech-
nen?

(b) Bei einer Epidemie werden jeden Monat die Hilfte der gesunden Leute krank, und ein Viertel
der Kranken stirbt. Was passiert im Laufe der Zeit?
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