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1 Es seien die folgenden MatrizenüberQ gegeben:

A :=


0 0 −1 0
3 0 1 −7
0 1 0 −8
−1 0 0 2

 , B :=

 1 2 3 1
−1 2 −1 2

3 −2 5 −3

 und C :=

 4 1 0 −39
2 −5 1 −8
−3 5 −5 −32


Berechnen Sie jeweils den Rang der angegebenen Matrix.

Ct − AtBt

C

ACt +Bt

A

BA− C
2 Es seiK ein Körper,A ∈ Km×n mit m,n ∈ N undb ∈ Km×1. Sind die folgenden Aussagenüber

das lineare GleichungssystemAx = b richtig?

Wenn es einc ∈ Km×1 gibt, so dassAx = c eine eindeutige L̈osung hat,
dann hatAx = b auch eine eindeutige Lösung.

© Ja /© Nein

Ax = b ist genau dann unlösbar, wenn rang(A) = rang(A, b)− 1 ist. © Ja /© Nein

Fallsm = n ist undA nicht invertierbar ist, dann gibt esc ∈ Km×1, so dass
Ax = c unlösbar ist.

© Ja /© Nein

Für c ∈ Km×1 gibt es eine Bijektion zwischen der Lösungsmenge vonAx =
b und der vonAx = c.

© Ja /© Nein

Für c = 0 hatAx = c mindestens|n−m| (Absolutbetrag) L̈osungen. © Ja /© Nein

3 Es seiK ein endlicher K̈orper mitq Elementen. Bestimmen Sie jeweils die Anzahl der Elemente
in den folgenden Mengen.

Die Lösungsmenge eines linearen GleichungssystemsAx = 0, wobeiA ∈
K3×2 vom Rang1 ist undq = 2.

Die Menge derK-linearen Abbildungen vonK2 nachK für q = 17.

Die Menge der1-dimensionalen Untervektorräume vonK3 für q = 5.

K2 für q = 13.

Die Menge der nicht-invertierbaren Matrizen inK2×2 für q = 3.

4 Alle vorkommenden Matrizen haben Einträge in einem K̈orperK. Sind die folgenden Aussagen
wahr?

Der Spaltenrang einer Matrix ist gleich der Dimension ihres Zeilenraums.© Ja /© Nein

Für 0 6= c ∈ K und eine MatrixA habenA undc · A den gleichen Rang. © Ja /© Nein

Der Zeilenrang einer Matrix ist gleich der Dimension ihres Spaltenraums.© Ja /© Nein

Die Dimension des L̈osungsraums eines homogenen linearen Gleichungs-
systemsAx = 0 ist gleich der Differenz der Anzahl der Unbekannten und
dem Rang der MatrixA.

© Ja /© Nein



Es seiA eine quadratische Matrix. Dann hat das lineare Gleichungssystem
Ax = 0 genau dann eine eindeutige Lösung, wenn die Matrix−A invertier-
bar ist.

© Ja /© Nein

Die folgenden Aufgaben sind schriftlich zu bearbeiten.

5 SeiK ein Körper und seienV undW Vektorr̈aumeüberK. Dabei seiV endlich-dimensional und
W nicht der Nullvektorraum.

(i) Zeigen Sie, dass ein Tupel(v1, . . . , vn) (mit n ∈ N) von Vektoren ausV genau dann eine
geordnete Basis vonV ist, wenn folgendes gilt: Zu jedem Tupel(w1, . . . , wn) von Vektoren
ausW gibt es genau eine lineare Abbildungϕ vonV nachW mit ϕ(vi) = wi für 1 ≤ i ≤ n.

(ii) Sei K nun ein endlicher K̈orper mitq Elementen unddimK V = n. Bestimmen Sie die
Anzahl der geordneten Basen vonV .

(iii) Sei K wie in (ii). Bestimmen Sie|GLn(K)|.

6 SeiK ein Körper,A ∈ Kk×m undB ∈ Km×n.

(i) Seim = 1. Berechnen Sie rang(A ·B).

(ii) Zeigen Sie: rang(A ·B) ≤ min{rangA, rangB}.
(iii) Geben Sie ein Beispiel an, in dem rang(A ·B) < min{rangA, rangB} ist.

Abgabe bis sp̈atestens am Freitag, dem 21. Dezember 2001, um 12 Uhr im Zettelkasten am Lehrstuhl D für
Mathematik.


