Sammlung der Blatter zur
LA 1-Vorlesung 1996/97

Die vorliegende Sammlung enthdlt die Blatter, die im Rahmen der Vorlesung Lineare
Algebral von Prof. Neubiiser im Wintersemester 1996/97 herausgegeben wurden. Sie
enthalten eine Literaturliste, ein deutsch-engliches Glossar, einige Blatter mit Definitionen
und Sitzen aus den ersten Wochen der Vorlesung, alle Ubungsaufgaben und Klausuren
sowie Lésungen zu einigen der Aufgaben. Die organisatorischen Hinweise haben wir so
weit wie moglich herausgeworfen.

Vielleicht kann euch die Sammlung bei der Vorbereitung auf eure eigenen LA 1-Klausuren
helfen. Wenn-ihr sie benutzt, solltet ihr aber folgendes bedenken.

1. Die Stoffauswahl der Vorlesungen von Prof. Hi8 und Prof. Neubiiser ist etwas un-
terschiedlich (die Lineare Algebra ist halt ein sehr groBes Gebiet).

2. Noch starker unterscheidet sich die Reihenfolge, in der der Stoff in den beiden
Vorlesungen entwickelt wird.

3. Der auffalligste Unterschied liegt aber in den verschiedenen Bezeichnungsweisen der
beiden Vorlesungen (genauso geht es einem, wenn man zwei verschiedene Lehrbiicher
zur Hand nimmt). Die Abkiirzung K™ bedeutet etwa bei HiB den Zeilenraum I{'*",
aber bei Neubiiser den Spaltenraum K™*!. Und wahrend Herr HiB in der Regel Vek-
torraume mit V', U, W, Vektoren mit v, u, w, Koordinatenvektoren mit kg(v) und

Abbildungsmatrizen mit MEF () bezeichnet, sind die entsprechenden Bezeichungen
bei Herrn Neubtiser V', U, W, X, Y, Z, g X und ¢cpps. Der Satz 3.8

ke(p(v)) = Mg () - k5 (v)
aus der HiBschen Vorlesung wiirde in der Neubiiserschen Schreibweise also

(X)) = cpp - X

heiBen. Das sieht zundchst etwas fremd aus, man gewdhnt sich aber schnell daran.

Wir wiinschen euch jedenfalls viel Erfolg,

eure Fachschaft
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Definitionen zur Vorlesung Lineare Algebra I (WS 96/97)
Prof. Dr. Neubiiser

Verkniipfung
Auf einer Menge A/ ist “o” eine Verkniipfung, wenn jedem Paar (a,b) mit a € M, b € M genau ein
Element a o b € M zugeordnet ist.

Gruppe
Eine Menge G mit einer Verkniipfung o ist eine Gruppe, wenn
(a) (aobyoc=uao(bec) gilt fir alle a,b,c € G,

(b) ein e € G existiert, so daB aoe = ecoa=afirallea € G gilt und es fiir jedes a € Geina™' € G
gibt mit aoal=aloa=e.

Bemerkung. Man kann hieraus herleiten, daff dann auch nur genau ein e mitaoe = eoa = q fiir alle
a € G und zu jedem a € G genau ein a™' € G mit aca™! = a7t oa = e existiert. e heifit das neutrale
Element von G und a~! das zu ¢ inverse Element.

. Kommutative Gruppe

Eine Gruppe G mit Verkniipfung o (kurz: (G,0)) heifit kommutativ (oder abelsch), wenn aob =boa
fiir alle a,b € G gilt.

. Ring

Eine Menge R mit Verkniipfungen + und - (kurz: (R, +,:)) heift Ring, wenn

(a) (R, +) eine kommutative Gruppe ist, d.h,,
i. {(a+b)+c=a+ (b+c) fir alle a,b,c € R gilt,
ii. ein 0 € R existiert, so dal a +0 = 0 + a = ¢ fiir alle ¢ € B ist und fiir jedes a € R ein

—a € R existiert mit @ + (-a) = (-a) +a =0, und

ili. a+b=>b+a fir allea,b € R gilt,

(b) (a-by-c=a-(b-¢) fr alle a,b,c € R ist und

() a-(b+c)=(a-b)+(a-c)sowie (a+b)-c=(a-c)+(b-c) fiir alle a,b,c € R gilt.

Bemerkung. Um Klammern zu vermeiden, vereinbart man, daf} - “starker” bindet als + und schreibt
z.B. a-b+ c anstelle von (a-b) +c. '

Eine Menge K mit Verkniipfungen + und - (kurz: (K, +,-)) heifit Kérper, wenn
(a) (K,+) eine kommutative Gruppe ist, d. h.,

i (a+b)+c=a+(b+c) fir alle a,b,c € K gilt,

ii. ein 0 € K existiert, so daB a +0 = 0 + a = a fiir alle ¢ € K ist und fiir jedes a € K ein
—a € K existiert mit a + (—a) = (-a) +a =0, und

iii. a+b=">+afiir alle a,b € K gilt,

(b) i (a-b)-c=a-(b-c)firallea,bcé K ist,

ii. ein e € K\ {0} existiert, so daBa-e=e-a =qafiir alle a € K ist und fiir jedes a € K \ {0}
ein a”! € K'\ {0} existiert mit a-a™! =a"!-a=¢, und

iii. a-b=b-a fir alle a,b € K gilt und

(c) a-{(b+c)=(a-b)+ (a-c)sowie (a+b)-c=(a-c)+ (b-c) fir alle a,b,c € K gilt.

Bemerkung. Ein Koérper ist also ein Ring mit der zusitzlichen Eigenschaft, dafi (K \ {0},:) eine
kommutative Gruppe ist.

. Vektorraum

Es sei (K, +,) ein Korper und (¥, +) eine kommutative Gruppe. V heifit K'-Vektorraum, wenn jedem
Paar (k, X) mit k € K und X € V ein Element ko X € V' zugeordnet ist, so daf fiir alle k, &y, ks € K
und X, X, X, € Vogilt:

(a) ko (X1F+X3) = (ko X()+(ko Xa),

(b) kyo(kzoX) = (ki kK)o X,

(©) (ki +ka)oX = (ky o X)F(k2 0 X),

(d) eo X = X, wobel e das multiplikativ neutrale Element von K ist.

Definitionen und elementare Sdtze zur Vorlesung
Lineare Algebra I (WS 96/97)

Prof..Dr. Neubiiser

7. Definition (Teilraum)

Es sei (V,+,0) ein K-Vektorraum beziiglich + und o, und es sei T eine nicht leere Teilmenge von V,
d.h.T CVund T # 9. Ist T ein /-Vektorraum beziiglich + und o, so nennen wir T einen Teilraum
von V' (englisch: subspace) und schretben T' < V.

8. Vereinbarung

Von jetzt an werden wir, wenn eine explizite Unterscheidung der verschiedenen Verkniipfungen nicht
unbedingt nitig ist, einfach X +Y statt X+Y und c.X statt co X schreiben, wenn X und ¥ Vektoren
aus V" sind und ¢ ein Kérperelement aus K ist. AuBerdem werden wir nicht mehr immer ausdriicklich
sagen, daf K ein Korper ist, wenn wir von einem K-Vektorraum reden.

9. Satz
Es sei V ein K'-Vektorraum und T C V. Dann gilt: T ist ein Teilraum von V' genau dann, wenn gilt
(a) T#8,
b) X\, YeT=X+YeT,
(¢) XeT,ce K=cXeT.

10. Definition (Erzeugnis)
Es sei V" ein K-Vektorraum und X € V. Dann heiit (X) := {c¢X | ¢ € R’} das K-Erzeugnis von X.

Bemerkung. (X) ist ein Teilraum von V, also (X) < V.

11. Definition (Erzeugnis)
Es sei V ein K-Vektorraum, M C V und M # 0. Dann heifit

n
(My:={} eX;[neNX; € MceK}
i=l
das K-Erzeugnis von M, und M heifllt ein Erzeugendensystem von (M).
Bemerkung. (M) ist ein Teilraum von V, also (M) < V.
Bemerkung. Ist M = {Xy, ..., Xp}, so schreiben wir fiir (M) auch (Xi,..., X,).

12. Bemerkung (Durchschnitt von Teilrumen)

Es sel V ein K-Vektorraum, I eine nicht leere Menge und {T; | i € I, T; < V'} eine Menge von
Teilrdumen von V. Dann ist der Durchschnitt (,., Ts = {X € V | X € T; fiir alle ¢ € I} ein Teilraum
von V.

13. Definition (linear abhingig, linear unabhingig)
Es sei V ein K-Vektorraum, M C V und M # .

(a) M heifit linear abhéingig, wenn es ein n € N, Vektoren Xi,..., X, € M und Korperelemente
Ciy.yCn € K gibt, so daB mindestens eins der ¢; ungleich 0, aber Mwup ¢Xi=0 €V ist.

(b) M heiBt linear unabhéngig, wenn M nicht linear abhéngig ist, d.h., wenn fir alle n € N und
jede Wahl von Xi,..., X, € M gilt: Muwl cXi=0 e c;=--=c,=0.

Bemerkung. Ist M endlich, etwa M = {X},..., X}, so gilt: M ist genau dann linear abhingig, wenn es
Kérperelemente ¢y, ..., ¢, € K gibt, so dall mindestens eins der ¢; ungleich 0, aber MHHH gXi=0€eV
ist. A ist genau dann linear unabhingig, wenn gilt: Mwﬂ Xi=O0< e = =c,=0.

14. Definition (Basis)
Fine Teilmenge B eines K-Vektorraums V" heifit eine Basis von V', wenn B linear unabhingig und
(B)y =V, also B ein Erzeugendensystem von V', ist.

13. Satz (Steinitzscher Austauschsatz)

Es sei ¥ ein K-Vektorraum, 3/ = {¥7,.., YV} C V und vV = {X{, .., X,} C V,so daB (M) = V und
N linear unabhingig ist. Dann giit:

(a) m2n,

(b) es existieren m — n Elemente Y ,,,....Yi,, € M, so daf} (Xi,.., Xn, Y5, Y5, ) = Vist.



Matrizen, Koeflizientenspalten und lineare Abbildungen

Erliuterungen zur Matrizenschreibweise in der Vorlesung Lineare Algebra I (WS 96/97)
Prof. Dr. J. Neubiiser

A. Matrizen

Es sei K ein Kérper. Fir natiirliche Zahlen m und n ist
a1y .. Gin
m = : : laye Kfirl<i<m,1<j<n}
" Ami -+ Omn
die Menge der m x n-Matrizen iiber K. Die Anzahl der Zeilen jeder Matrix in K™" ist m,

und n ist die Anzahl der Spalten. Ist 1 <7 <mund 1 < s < nund A = [g;]iciem € K™,

< \
1%<n

so steht die Zahl a,; in der r-ten Zeile und s-ten Spalte von A.
(Merkregel: LZVS* fiir ,,Zeile vor Spalte®.)

Rechnen mit Matrizen:

Sind [ay]icicm und {bij]igicm in K™ und ¢ € K, so ist
125%n 1%5%n

agligism + Dijligign = [egligign € K™

mit ¢pg = ars + by fiir 1 <r<m,; 1 <5 <n, und es ist
N — L. : mxn
v lealgg =iligg < K

mitdys =qasfirl <r<m,1<s<n

Bemerkung: K™*" ist mit diesen Verkniipfungen ein K-Vektorraum.

Ist A := TSL 1cicm € K™% und B := FH..L 1gi<n € Nm‘:x», SO ist

1270 125%k
A . B - C e Kmxk
| i I
lagliggm - [bis] 55 = leiligien
[l I fl
ai C1n Ciy Cls - Clk
bt e b : : :
: : = | ¢ Cric
. bar .. bk . :
Amt --- Qmn ‘ Cnl -+ Cms ... Cmk

n
mit ¢rs = r1-bis + Qrabas + 00+ Qrprbns = Mg:.@a fir 1 <r <m, 1< s <k Das heifit,

t=1
um den Eintrag in der r-ten Zeile und s-ten Spalte von A-B zu berechnen, muff man der
Reihe nach die Eintrége der r-ten Zeile von A mit den Eintrigen der s-ten Spalte von B
multiplizieren und diese Produkte aufaddieren.

Vorlesung , Lineare Algebra I (W396/97) Matrizen

Bemerkung:

Matrizen 4 und B kann man nur multiplizieren, wenn sie ,zusammmenpassen®, d. h., wenn
die Anzahl der Spalten von A gleich der Anzahl der Zeilen von B ist. Die Anzahl der Zeilen
von - B ist gleich der Anzahl der Zeilen von A, und die Anzahl der Spalten von A-B ist
gleich der Anzahl der Spalten von B. :

B. Vektoren und Koeffizientenspalten

Es sei V ein endlich erzeugbarer K-Vektorraum, und es sei n = dim V. Um Vektoren in V
durch (einspaltige) Matrizen (Koeffizientenspalten) beschreiben zu kénnen, muf} eine Ba-
sisfolge B = (B, ..., B,) von V festgelegt werden.

Ist X € V, so 1aBt sich X eindeutig als Linearkombination X = a;B) + @2B; + ... +a, B,
der Elemente aus B mit a; € K ausdriicken. Die Koeffizienten dieser Zerlegung werden in
ay

az
eine Spalte | . | = pX geschrieben.

Qn

Veranschaulichung:

Q;.mw
+ a
az By mw
- - 2 .
X = + —  gX = } e k™l = g
+ an
Q\:.m;

:F 5X stehen die Koeffizienten der Zerlegung des Vektors X € V in der Basis B von <:

Bemerkung:

Die Abbildung, die jedem Vektor X aus V seine Koeffizientenspalte z.X € K™*! = K»
beziiglich der Basis B von V' zuordnet, ist ein Isomorphismus von V" auf K™. Beachten Sie,
daf} dieser Isomorphismus von der Wahl der Basis £ abhangt!
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Definition (endlich erzeugbar)

Ein K-Vektorraum V' heiBt endlich erzeugbar, wenn es eine endliche Teilmenge A C V7 gibt, so
daB (M) =V ist.

Bemerkung. Jeder endlich erzeugbare K-Vektorraum besitzt eine Basis, und je zwei Basen eines
endlich erzeugharen Vektorraums bestchen aus gleich vielen Elementen.

Definition (Dimension)

Ist 17 ein endlich erzeugbarer K-Vektorraum und ist B eine Basis von V', so heif3t | B| die Dimension
von V. Ein nicht endlich erzeugbarer Vektorraum hat die Dimension oc.

Beispiel (nicht endlich erzeugbarer Vektorraum)

Die Menge F = Abb(N,Q) aller unendlichen Folgen von Elementen aus Q ist ein nicht endlich
erzeugbarer Q- Vektorraum.

Satz (Hquivalente Beschreibungen von Basen)

Es sei V ein endlich erzeugbarer K-Vektorraum, ¥ # {O} und B C V. Dann sind dquivalent:
{a) B ist eine Basis von V', d.h.,
i. B ist linear unabhingig,
i (By=V,
(b) i. B ist linear unabhéngig, )
it. fiir jedes linear unabhingige B' C V gilt |B'l < |B| (B ist “groftmdglich” linear un-
abhingig),
(c) i B ist linear unabhingig,

it. jedes B' C V mit B C B',d.h. BC B’ und B # B, ist linear abhingig (B ist “maximal”
linear unabhingig),

(d) i (By=V, ,
ii. fiir jedes B’ C V mit (B') = V gilt |B'| > |B| (B ist “kleinstmdgliches” Erzeugendensy-
stem),
(e) L (B)=V,

ii. fiir jedes B C V mit B' € B,d.h. B'C Bund B' # B, gilt (B') < V, d.h. (B') <V und
(BYy # V (B ist “minimales” Erzeugendensystem).

Satz (Dimensionssatz fiir Teilriume)

Es seien V ein K-Vektorraum und T} und T, zwei endlich erzeugbare Teilrdume von V. Dann gilt:
dim T} + dim Tz = dim T3y N Ty + dim (T, Ty).
Definition (injektiv, surjektiv, bijektiv)
Es sel ¢: M — N eine Abbildung von einer Menge A in eine Menge N.

(a) ¢ heifit surjektiv (Abbildung auf), wenn es zu jedem n € N ein i € M gibt mit p{m) =n.
(b) ¢ heifit injektiv, wenn aus (i) = ¢(m') fiir Elemente m,m’ € M folgt, dal m = m/' ist.
(¢) » heifit bijektiv, wenn ¢ surjektiv und injektiv ist.

2. Definition (lineare Abbildung)

Es seien V' und W zwel K-Vektorrdume zu demselben Kérper K. Eine Abbildung ¢: X s o(X)
von V in W heift eine lineare Abbildung von V' in W, wenn

(2) (X +7) = o(X) + oY) fiiralle X,Y € V,
(b) @leX) = co(X) firallece K, X € V.

Definition {Epimorphismus, Monomorphismus, Isomorphismus)

Es seien V" und W zwei A-Vektorriume zu demselben Kérper K, und es sei p: ¥V — W eine lineare
Abbildung von V" in IV,

(a) ¢ heiBt ein Epimorphismus von V auf IV, wenn ¢ surjektiv ist.
(b) ¢ heifit ein Monomeorphismus von V in I, wenn ¢ injektiv ist.

(¢) ¢ heiBt ein Isomorphismus von 17 auf 1%, wenn ¢ bijektiv ist.
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C. Lineare Abbildungen und Matrizen

Es seien ¥ und 11" zwei endlich dimensionale K-Vektorraume der Dimensionen n und m.
Um lineare Abbildungen von V nach W durch Matrizen beschreiben zu kénnen, miissen
eine Basisfolge B = (B4, ..., Bn) von V und eine Basisfolge C = (C,...,Cpn) von W fest-
gelegt werden.

Sei p: V' — 1} eine lineare Abbildung. ¢ ist bereits eindeutig durch die Bilder der Basis-
vektoren aus B festgelegt. Fiir jeden Vektor B; € B lifit sich das Bild ¢(B;) eindeutig als
Linearkombination

. 9Bi) = a;Cr + a5iCo + . + amiCin

der Elemente aus C mit aj; € I ausdriicken. Die Koeffizientenspalten

nAﬁAmvaq LR nﬁﬁﬁm:z

der Bildvektoren ¢(Bi),...,w(Bn) beziiglich der Basis C von W werden nebeneinander
geschrieben. Die so erhaltene Matrix

[c(e(Br)) ... c(p(BY)) - c(p(Ba)}]

aus K™*™ heifit die Abbildungsmatrix von ¢ beziiglich der Basen B und C. Sie wird mit
cwp bezeichnet.

Veranschaulichung:
e(Bi) .- @(Bi) ... @(Ba)
l __@ I
a .QH N / £ T 2 T 4 A1 .QH
:.T ~+ :+ M: M: oo Q1p
@ — a1-Ca oo @iCy ... 0a-Co cop = .ﬁ .w mwz € Fmxn
+ + + : : :
: : Ami -+ Qmi .. Gmn
+ + +
1 Cm oo @mi'Cm oot - Cn

In der ¢-ten Spalte der Abbildungsmatrix ¢z stehen die Koeffizienten der Zerlegung von
@(B;) in der Basis C von W.

Bemerkung:

Die Abbildung, die jeder linearen Abbildung ¢ € Hom (V,¥V) die Matrix cpg € K™
zuordnet, ist ein Isomorphismus von Hom (V, W) auf K™*". Beachten Sie, daf dieser Iso-
morphismus von der Wahl der Basen B von V und C von W abhéngt!

Vorlesung ,Lineare Algebra [ (WS 96/97) Matrizen

D. Rechenregeln

1.) Fiir ¢,¢ € Hom (V,1V), s € K und X € V gilt:

(i) TT: +wls= 8§ cUs + c¥B
(i) [c(o(X)) = cvs - 5Y]
Als Spezialfall (IV = V', ¢ = id) von (ii) ergibt sich:

Sind B und B’ Basen von V, so stehen die Koeffizientenspalten eines Vektors X € V'
beziiglich der Basen B und B’ in folgendem Zusammenhang:

T:v ‘D:M/M = m;“&m ’ a;/. _
sids heiflt Basigwechselmatrix. In ihren Spalten stehen die Koeffizienten der Zerlegun-

gen der Elemente aus B (oder genauer: deren Bilder unter der Identitit) in der Basis
B'. Die Basiswechselmatrix ist invertierbar, und es gilt:

(pidg)™" = pidp

2.) Ist T ebenfalls ein endlich dimensionaler K-Vektorraum, D eine Basisfolge von T,
© € Hom (V, W) und ¢ € Hom (W, T), so gilt:

(v) _UEoEmH p¥e - %L

3.) Aus zweimaliger Anwendung von (v) folgt sofort:
Sind U, V', W und T endlich dimensionale K-Vektorrdume mit Basen A, 5, C, D, und
ist @ € Hom (U, V), ¢ € Hom (V, W) und 8 € Hom (W, T), so gilt:

(vi) _ p(fogoa)s= pbe - cyn - aoﬁ.

Sind o € Hom (U, V) und 8 € Hom (W, T) fest gewihlt, so ist durch die Vorschrift
@(¢) :==Pogpon e Hom(U,T) fiir ¢ € Hom (V, W)
eine Abbildung (sogar ein Homomorphismus)
®: Hom (V, W) — Hom (U, T)
definiert.

Gleichung (vi) beschreibt, wie die Abbildungsmatrix cpp von ¢ beziiglich der Basen B
von V" und € von W und die Abbildungsmatrix p®().4 von ®(y) beziiglich der Basen
A von U und D von T zusammenhingen.

Als Spezialfall (U =V, A=0, a=1d, W=T,D = und 8 = id) erhilt man aus
Gleichung (vi):

?5 _ cop = mé.&n CC¥B - mﬁ.&m‘

Gleichung (vit) beschreibt, wie man die Abbildungsmatrix'¢crop der linearen Abbildung
w € Hom (V, 1V) beziiglich der Basen B’ und €' mit Hilfe der Basiswechselmatrizen ide
und pids aus der Abbildungsmatrix ¢@p von ¢ beziiglich der Basen B und C erhilt.

Ist dariiberhinaus W =V sowie C = B und €' = B/, so folgt aus (iv) und (vii):

(viii) _ gos = (pide)™" - gos - pids
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abelian

adjoint

associative law
assume
assumption
augmented matrix

basis (bases)
bijective
codomain
coefficient
coefficient matrix
column
commutative
complex number
composition
contain

coset
counterexample
degree
determinant
dimension
distributive law
domain

dual space
echelon form
element

empty set
epimorphism
equation
extension field
field

finite

finitely generated
generate
generating system
group
homogeneous
homomorphism
hyperplane
identity

iff (if and only if)

image

infinite
inhomogeneous
injective

inner product
integer
intersection
inverse element
invertible
isomorphic
isomorphism
kernel

linear equation

kommutativ, abelsch

adjungiert

Assoziativgesetz

annehmen

Annahme

erweiterte Koeffizienten-
matrix

Basis (Basen)

bijektiv, eineindeutig

Wertebereich

Koeffizient

Koeffizientenmatrix

Spalte

kommutativ, abelsch

komplexe Zahl

Hintereinanderausfiihrung

enthalten

Restklasse

Gegenbeispiel

Grad

Determinante

Dimension

Distributivgesetz

Definitionsbereich

Dualraum

Stufenform

Element

leere Menge

Epimorphismus

Gleichung

Erweiterungskdrper

Korper

endlich

endlich erzeugbar

erzeugen, aufspannen

Erzeugendensystem

Gruppe

homogen

Homomorphismus

Hyperebene

neutrales Element, Eins-
element

genau dann, dann und
nur dann

Bild

unendlich

inhomogen

injektiv

Skalarprodukt

ganze Zahl

Durchschnitt

inverses Element

invertierbar

isomorph

Isomorphismus

Kern

lineare Gleichung

linearly dependent
linearly independent
map

mapping

mapping onto
matrix {matrices)
monomorphism
natural number

null set

null space

nullity

one-to-one

operation

pair

polynomial

proof

proper subset

property

prove

rank

rational number

real number

residue class

ring

root

row

scalar product

sequence

set

solution

solution space

span

span

square matrix

subset

subspace

subspace generated by

suppose

surjective

theorem

trace of a matrix

transpose

triangular matrix

union

unique

unknowns

vector

vector space

vice versa

void set

w.l.0.g. (without loss
of generality)

zero cotumn

ZEro row

zero space

Zero vector

linear abhangig

linear unabhingig

abbilden, Abbildung

Abbildung

Abbildung auf

Matrix (Matrizen)

Monomorphismus

natiirliche Zahl

leere Menge

Kern (einer linearen Abbil-
dung)

Dimension des Kerns

eineindeutig, bijektiv

Verkniipfung

Paar

Polynom

Beweis

echte Teilmenge

Eigenschaft

beweisen

Rang

rationale Zahl

reelle Zahl

Restklasse

Ring

Wurzel

Zeile

Skalarprodukt

Folge

Menge

Lasung

Lisungsraum

aufspannen, erzeugen

Erzeugnis

quadratische Matrix

Teilmenge

Teilraum

Erzeugnis

annehmen

surjektiv

Satz

Spur einer Matrix

transponieren

Dreiecksmatrix

Vereinigung

eindeutig

Unbekannte

Vektor

Vektorraum

umgekehrt

leere Menge

0.B.d. A. (ohne Beschrin-

kung der Allgemeinheit)

Nullspalte

Nullzeile

Nullvektorraum

Nullvektor
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abbilden
Abbildung
Abbildung auf
abelsch
adjungiert
Annahme
annehmen
Assoziativgesetz
aufspannen
Basis (Basen)
Beweis
bewelsen
bijektiv
Bild
Definitionsbereich
Determinante
Dimension
Dimension des Kerns
Distributivgesetz
Dreiecksmatrix
Dualraum
Durchschnitt
echte Teilmenge
Eigenschaft
eindeutig
eineindeutig
Einselement
Element
endlich
endlich erzeugbar
enthalten
Epimorphismus
erweiterte Koeffizien-
tenmatrix
Erweiterungskdrper
erzeugen
Erzeugendensystem
Erzeugnis

Folge

ganze Zahl

Gegenbeispiel

Gleichung

Grad

Gruppe

Hintereinanderausfiih-
rung

homogen

Homomorphismus

Hyperebene

inhomogen

injektiv

inverses Element

invertierbar

map

mapping, map
mapping onto
abelian, commutative
adjoint
assumption
assume, suppose
associative law
generate, span
basis (bases)
proof

prove

bijective, one-to-one
image

domain
determinant
dimension

nullity
distributive law
triangular matrix
dual space
intersection
proper subset
property

unique

bijective, one-to-one
identity

element

finite

finitely generated
contain
epimorphism
augmented matrix

extension fleld

generate, span

generating system

subspace generated by,
span

sequence

integer

counterexample

equation

degree

group

composition

homogeneous
homomorphism
hyperplane
inhomogeneous
injective
inverse element
invertible

isomorph
Isomorphismus
Kern

Koeffizient
Koeffizientenmatrix
kommutativ
komplexe Zah!
Kérper

leere Menge

linear abhdngig

linear unabhingig

lineare Gleichung

Lésung

Lésungsraum

Matrix (Matrizen)

Menge

Monomorphismus

natiirtiche Zahl

neutrales Element

Nullspalte

Nullvektor

Nullvektorraum

Nullzeile

0.B.d. A. (ohne Beschrin-
kung der Allgemeinheit)

Paar

Polynom

quadratische Matrix

Rang

rationale Zahl

reelle Zahl

Restklasse

Ring

Satz

Skalarprodukt

Spalte

Spur einer Matrix
Stufenform
surjektiv
Teilmenge
Teilraum
transponieren
Unbekannte
unendlich
Vektor
Vektorraum
Vereinigung
Verkniipfung
Wertebereich
Wurzel

Zeile

isomorphic

isomorphism

kernel, null space

coefficient

coefficient matrix

commutative, abelian

complex number

field

empty set, void set,
null set

linearly dependent

linearly independent

linear equation

solution

solution space

matrix {matrices)

set

monomorphism

natural number

identity

zero column

zero vector <

Ze10 space

Z8I0 LOW

w.l.0.g. (without loss
of generality)

pair

polynomial

square matrix

rank

rational number

real number

coset, residue class

ring

theorem

scalar product, inner
product

column

trace of a matrix

echelon form

surjective

subset

subspace

transpose

unknowns

infinite

vector

vector space

unjon

operation

codomain

root

row




Prisenzaufgaben

Aufgabe P1.

(a) Diskutieren Sie fallweise die verschiedenen Moglichkeiten fiir die Losungen eines linea-
ren Gleichungssystems mit 2 Gleichungen und 2 Unbekannten {iber dem Kérper Q der
rationalen Zahlen (d. h., mit Koeffizienten aus Q). Geben Sie insbesondere jeweils ein
Beispiel fiir ein solches lineares Gleichungssystem an, welches

(1) nicht lgsbar ist,
(2) eindeutig lésbar ist,
(3) mehrere verschiedene Losungen besitzt.
(b) Gibt es ein lineares Gleichungssystem tiber Q, das genau 5 Losungen hat?
¢) Gibt es ein lineares Gleichungssystem ber Q mit einer Gleichung und zwei Unbekannten
&sS} g )
welches eindeutig lsbar ist?
Aufgabe P2.

Zeigen Sie: Definiert man auf der Menge K = {a, b, ¢} zwei Verkniipfungen + und * durch
g g ‘ g

| |

*
o]

olo|o 4
2 |o|o|j o
ol (ojo

olofe|e
2
olo| e o

IO REO

ool
]

so erhdlt man einen Kérper.

1. Ubung zur Vorlesung ,,Lineare Algebra I¢
(WS 96/97)

Prof. Dr. J. Neubiiser

Die beiden umseitigen Prisenzaufgaben P1 und P2 werden am Mittwoch. dem 23.10.96, in
der Ubungsstunde erarbeitet. Die Aufgaben 1 bis 3 sind zu Hause zu bearbeiten und am
Montag, dem 28.10.96, bis 14.00 Uhr im Ubungskasten des Lehrstuhls D fiir Mathematik,
zweite Etage im Sammelbau der Fachbereiche 1 und 8, Templergraben 64, einzuwerfen.

Schreiben Sie auf Ihre Lésungen Ihren Namen, Ihre Matrikelnummer sowie den
Namen Ihres Ubungsgruppenleiters und den Horsaal Ihrer Ubungsgruppe! Sollte
Thre Lésung mehrer Blitter umfassen, heften Sie diese bitte zusammen. Das Aufgabenblatt
braucht nicht mit abgegeben zu werden.

Hausaufgaben

Aufgabe 1.

Es seien R der Kérper der reellen Zahlen und C = {(a.b) | a,b € R} die Menge aller Paare
aus R. Es seien auf C die Addition + durch (ay, b1} + (az, b)) = (a1 + a2, b1+ by) und die
Multiplikation - durch (ay, b;) - (a2, 02) = (@102 — b1be, arhs + byas) fiir alle (a1, b1), (az,80) € C
definiert.

m

i

Zeigen Sie, dafi C ein Korper ist. Bestimmen Sie das neutrale Element e beziiglich der Mul-
tiplikation, und zeigen Sie, daf die quadratische Gleichung z? + ¢ = 0 in C eine Lésung
besitzt.

C wird iiblicherweise der Korper der komplezen Zahlen genannt und mit C bezeichnet.

Aufgabe 2.

Es seien N die ' Menge der natiirlichen Zahlen und Ny = NU {0}. Auf Ny se eine Verkniipfung
& durch a © b = |a — b| fiir alle a,b € Ny definiert, wobei — die gewdhnliche Subtraktion
ganzer Zaklen und | | den Absolutbetrag bezeichnet. Ist Ny mit dieser Verkniipfung eine
kommutative Gruppe?

Aufgabe 3.

Untersuchen Sie die Losbarkeit des folgenden linearen Gleichungssystems iber Q.

lozy + 0-20 + O.Hm + O.&A + M.Hm = 9
O-z; + lexg + lozg + 324y + G-25 = by
0-zy + l-z9g + 0-z5 + lezg + 0-2z5 = by
H.HH - M.H.N + O..N.u —_ M.H» + w..N.m = mﬁ

mﬁw F”@m”vunv‘mno

bzw. fir by =2, bp=10b=3, by=-3

bzw. fir by = 86, by = ~T4, b3 =17, by =52

und geben Sie jeweils die Losungsmenge an.
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Hinweis: Auf den Ubungsblittern werden wir Spaltenvektoren, anders als in der Vorlesung,
immer mit eckigen Klammern schreiben, um Platz zu sparen.

Hausaufgaben

Aufgabe 4. (komplexe Zahlen) ,

Es seien € der Kdrper der komplexen Zahlen (vgl. Aufgabe 1) und H = {(a,b) | a,b € C}.
Auf H seien die Addition ® durch {a;,b,) & (ag, b) = (a1 + a2, by +by) und die Multiplikation
@ durch (ar,by) ® {az,b2) = (@102 = biba, a1by + biay) fiir alle (a1, b1), (@2, b2) € H definiert.

Ist H beziiglich dieser Verkniipfungen ein Korper?

Aufgabe 5. (Vektorrdume) -

Es seien C die Menge der komplexen, R die Menge der reellen, Q die Menge der rationalen
und Z die Menge der ganzen Zahlen mit den jeweils tiblichen Verkniipfungen.

a) Ist Z ein @-Vektorraum? b) Ist Q ein Z-Vektorraum?
¢) Ist Q ein @-Vektorraum? d) Ist C ein Q-Vektorraum?
e) Ist C ein R-Vektorraum? f) Ist R ein C-Vektorraum?

(Kurze Antwort bzw. Gegenbeispiel geniigt!)

Aufgabe 6. (Teilrdume a
Es sei V der aus der Vorlesung bekannte R-Vektorraum V := B> = {| b | | a,b,c € R}.
c

Welche der folgenden Teilmengen von V sind Teilriume von V', also ebenfalls R-Vektorrdume?

a a
a) Mi={| b||lab=c-b} b) Mo={|blla+b=c-b},
c c
a a
¢) My={|b||a+b=c=—0b}, d) My={|b||a+b=1}
c c
Aufgabe 7. (Teilrdume) 1 -1 3 2
Wihlen Sie aus der Menge M ={} 2 |,| 3 |, 11],| 4 |} von vier Vektoren aus R®
4 6 2 5
dreielementige Teilmengen M, M, und M so aus, dal (M) # R® |, (My) =R®, (M) = R®

und My # M; gilt. Beweisen Sie jede Ihrer Behauptungen!

Abgabe: Montag, den 4.11., bis 14.00 Uhr im Ubungskasten am Lehrstuhl.

3. Ubung zur Vorlesung ,,Lineare Algebra I
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Hausaufgaben
Aufgabe 8. (Kérper und Vektorraum)
Essei L= {a+b¥2+c¥4d|a,bceqQ}
(a) Zeigen Sie, daf L ein Kérper ist. (Hinweis: Beachten Sie, dal L C R gilt.)
(b) Zeigen Sie, daB L ein Vektorraum iiber Q ist.
(¢) Zeigen Sie, daB {1, ¥2, ¥4} cin Basis des Q-Vektorraums L ist.
Hinweis: Zeigen Sie zunéchst, das Y2 nicht in Q liegt. Nehmen Sie dazu an, es sei M ein
a

gekiirzter Bruch mit a,b € Z und ;= ¥2, und folgern Sie daraus, dafl sowohl a als auch

b durch 2 teilbar sein miissen. Zeigen Sie auBerdem, da ¥/4 nicht in {a +6V2 | a,b € Q}
liegt. Nehmen Sie dazu an, es gibe a,b € Q mit
* Vi =a+b32
Multiplizieren Sie beide Seiten dieser Gleichung mit /2 und eliminieren Sie mit Hilfe
von {*) jedes Auftreten von /4. Da Q ein Kérper ist und ¥/2 ¢ Q, kénnen Sie nun
a +b* = 0 und dann einen Widerspruch zur Annahme folgern.

{d) Welche Dimension hat L als Q- Vektorraum?

(e) Finden Sie einen nicht-trivialen Teilraum T von L, der kein K&rper ist. (Mit Begriindung)

Aufgabe 9. (Vektorraum)
Es sei F3 der in Aufgabe P2 eingefithrte Kérper mit drei Elementen. Zur Vereinfachung der

Schreibweise setzen wir 0:=a, T := b und 2 := c. Es seien weiter

Z1
a,HmﬂuN”H,ﬁ MH | 21,72 € F3} und S‘Hm.wwun,ﬁ Ty | {21, 00.23 € F3}
2
2 .

(a) Wie viele Vektoren liegen in V?

{b) Bilden Sie fiir jeden Vektor .X' € V das Erzeugnis (X). Wie viele verschiedene Teilriume
von V entstehen auf diese Art?

{c) Wie viele verschiedene Teilrdume hat W?

Aufgabe 10. (Erzeugendensysteme)

1 -1 0 ~1

-2 2 -1 1

Esselen M ={| 1 11,] 2(}C@, U={{M) und X = 1
0 1 2 2

2 0 1 -1

Zeigen Sie, daB X linear abhingig von M ist, und bilden Sie simtliche Erzeugendensysteme
von U, die aus X und zwei Elementen von A bestehen.

Aufgabe 11. (Lineare Unabhingigkeit)
Konnen Sie eine unendliche Teilmenge Af des R-Vektorraumes R? finden mit der Eigenschaft,

daf} alle zweielementigen Teilmengen von M/ linear unabhingig sind?

Abgabe: Montag, den 11.11,, bis 14.00 Uhr im Ubungskasten am Lehrstuhl.



4. Ubung zur Vorlesung ,,Lineare Algebra I¢
(WS 96/97)
Prof. Dr. J. Neubiiser

Hausaufgaben
Aufgabe 12. (Lineare Abhingigkeit)
Im Vektorraum Abb (R, R) der Abbildungen von R nach R seien die Vektoren fi, fo; und f3
gegeben durch @) =z+1,
falr) =z +2,
falz)=x*+3z+2
fiir r € R. Ist die Menge {f1, f2. f3} linear abhiingig? (Antwort mit Beweis)
Aufgabe 13. (Abbildungen)
FEs-sei M eine endliche Menge und f: M — A eine Abbildung von M in M. Beweisen Sie:
(a) Ist f injektiv, so ist f bijektiv.
(b) Ist f surjektiv, so ist f bijektiv.

Aufgabe 14. (Abbildungen)
Fiir jede Zahl z € Q definieren wir

fi(z) = 2%,

Fo(z) = =3z,

falz) = z* — 3z und

fa(z) = {z| (Absolutbetrag).

Weiterhin seien die Mengen M; =Q, My =2Z, My =N, M, =R und M; = {-2,-1,0,1,2
gegeben. Untersuchen Sie fiir jedes f; und jedes AJ;, ob f; eine injektive Abbildung, eine
surjektive Abbildung oder eine bijektive Abbildung von Af; in M definiert.

Aufgabe 15. (Lineare Abbildungen)

(a) VWelche der Abbildungen @1, ¢ und @3 von R® in K® sind linear? Es sei

I To+ T T .7 1 P
3 1°Z2
ﬁwﬁ ) v = T — T3 1 ﬁNA T2 v = 0 y Gmm ] v = o AHIH
T3 3 zZ3

(b) Es sei F(R) der R-Vektorraum aller Funkticnen von R nach R, und es sei D(R) der
Teilraum aller auf ganz R differenzierbaren Funktionen. Es ist bekannt, daf jede Funk-
tion aus D(R) auch integrierbar ist. Es sei ¢: D(R) — F(R) die Abbildung, die jeder
Funktion aus D(R) ihre Ableitung zuordnet, und 7v: D(R) — F(R) die Abbildung, die
jeder Funktion f € D(R) ihre Stammfunktion F mit F(0) = 0 zuordnet. Fiir ¢ € R,
c # 0, selen ¢, bzw. 8, die Abbildungen von F(R) in F(R), die jeder Funktion f € F(R)
die Funktion fe mit fo(z) = f(z +¢) bzw. f° mit f%(z) = f(z) + ¢ zuordnen. Welche
der Abbildungen §, v, a. und 3, sind linear?

(¢) Welche der unter (a) und (b) auftretenden linearen Abbildungen sind Epimorphismen,
Monomorphismen, Isomorphismen, Endomorphismen oder Automorphismen?

Abgabe: Montag, den 18.11., bis 14.00 Uhr im Qdczmmrmﬂmz am Lehrstuhl.
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Hausaufgaben

Aufgabe 16. (Teilriume)

(a) Es seien Ty, T Teilrdume eines K-Vektorraums V. Zeigen Sie: T U T ist genau dann
ein Teilraum von V', wenn Ty € T, oder T3 C T ist.

(b) Es seien 77, T und T3 Teilrume eines K'-Vektorraums V', so dafl 71 U T2 U T3 auch ein
Teilraum von V ist. Gilt dann Ty, C Th U T3 oder T, C T\ U Tz 0der L, C T U T 7
Hinweis: Betrachten Sie einen 2-dimensionalen Vektorraum iiber einem Kérper mit zwei
Elementen!

Aufgabe 17. (Aquivalenzrelationen)

Untersuchen Sie, welche der folgenden Relationen auf der Menge Z reflexiv, svmmetrisch, tran-
sitiv sind. Welche der Relationen sind Aquivalenzrelationen? (Bitte keinen Beweis, wenn eine
Eigenschaft erfiillt ist, sondern jeweils nur ein kurzes Gegenbeispiel, wenn sie nicht erfillt ist.)

Ry ={{a,b) € Z xZ|ab>0}, Ry={{a,b) € ZxZ|a > b},
Ry ={{a,b) € Zx Z|ab>0}, Ry ={(a,b) € Zx Z|a® > %},
Ry ={(a,b) €Z x Z | ub =0}, Re={(a,b) € ZxZ|a® =1}

Aufgabe 18. (Kombinatorik)

(NI = K|

(a) Esseil K ein Korper, V ein K-Vektorraum und X € V'\ {0}. Zeigen Sie, daf
ist.

(b) Es sei K ein endlicher Kérper mit |K| = p” Elementen (wobei p eine Primzahl und
n € N ist), und es sei V" ein K-Vektorraum der Dimension d € N. Wie viele Vektoren
hat V7 ,

(c) M und N seien Mengen mit |M]| = 5 bzw.
von M in N gibt es?

N| =7 Elementen. Wie viele Abbildungen

{d) M und N selen gegeben wie in (c). Wie viele injektive Abbildungen von M in N gibt

es?

Aufgabe 19. (Restklassenringe)
{a) Stellen Sie fiir den Restklassenring Zs = Z/3-Z eine Additionstafel und eine Multiplika-
tionstafel auf. (Bezeichnen Sie dabei die Elemente mit 0, T, 2, 3 und 4)
(b) Gegeben sei das Element a = 10 im Restklassenring Zs, = Z/31-Z. Berechnen Sie die
Elemente —a und ™!, Warum gibt es a='? Berechnen Sie a*.
(c) Gegeben sei das Element b = 10 im Restklassenring Zs, = Z/32-Z. Berechnen Sie das

Element —b, und zeigen Sie, daff b ein Nullteiler von Zj; ist. Gibt es zu b ein inverses
Element 5~'7 Berechnen Sie b*.

Hinweis zu (b) und (c): Benutzen Sie die Methode aus dem Beweis von Hilfssatz 1, Nr. 8 aus
der Vorlesung vom 14.11.96.

Abgabe: Montag, den 25.11., bis 14.00 Uhr im Ubungskasten am Lehrstuhl.
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Hausaufgaben

Aufgabe 20. (Endliche Korper)
Es sei p eine Primzahl und ¥, = Z/pZ der Kérper mit p Elementen. Zeigen Sie, daB fiir alle

a,b eF, gilt: (@b = + 1.
Aufgabe 21. (Restklassen)

Es sei Fy = Z/37Z der Korper mit drei Elementen, V" der Vektorraum F3® und T der von
erzeugte Teilraum von V7.

—| ot

(a) Bestimmen Sie die Dimension von V/T. Ist die Anzahl der Elemente in V/T gleich
6=123 8=23 9=23%oder 24 = 3° - 37

1 1 2
(b) Geben Sie die Elementevon By =T+ | 1 |, Ro =T+ | 0 | und Ry =T+ | 2 | an
0 2 2
{¢) Geben Sie jeweils die Elemente der Restklassen Ri-+Ra, Ri+ Ry, 0-Ri, 1+ Ry und
M . mw~ an.

Aufgabe 22. (Isomorphiesatz)

Es seien U und W Teilriume eines K-Vektorraumes V. Zeigen Sie: (U, W)/W ist isomorph
zu U/(UNW).

Hinweis: Zeigen Sie, daf die Abbildung ¢: U — (U, W)/W, X — W + X eine wohldefinierte
lineare Abbildung ist, und betrachten Sie Kern ¢ und Bild .

Aufgabe 23. (Homomorphiesatz)

1 -1 0
EsseiV=R,Ty=(] 2 |YundTo={| 11],|3]).
3 -1 2

(a) Geben Sie eine Basis von V/T} an.

(b) Geben Sie eine lineare Abbildung ¢: V — V an, so dafi T} = Kerng¢ und 73 = Bildg
ist. Ist ¢ eindeutig bestimmt? Falls nicht, wie viele solcher linearen Abbildungen ¢ gibt
es?

Aufgabe 24. (Restklassenraum)

Es sei V ein Vektorraum, T ein Teilraum von V, der nicht nur aus dem Nullvektor besteht, und
X, Xp eV, sodaB (T+X,,...,T+ X,) eine Basis von V/T ist. Beweisen oder widerlegen
Sie:

(a) (X1,... X,) ist ein Erzeugendensystem von V.

(b) (Xi,....X,) ist eine Basis von V.

(c) (Xy,..,X,) ist linear unabhéngig in V.

Abgabe: Montag, den 2.12., bis 14.00 Uhr im Ubungskasten am Lehrstuhl.
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Hausaufgaben

Aufgabe 25. (Lineare Abbildungen)

Cegeben seien die Spaltenriume V = R? und W = R? sowie die Vektoren

a=] 2= a0

3 von W. Wir setzen A = (A1, Ay, A3). Weiter seien in

e

1 0 -2 3

17" die Standardbasis C = ({ ol 01 } und die Basis ¢’ = ( ) gegeben.

217 =5
{(a) Geben Sie die Koeffizientenspalten ¢A; der Vektoren A;, A,, 43 beziiglich C an.
(b) Geben Sie die Koeffizientenspalten ¢ A; der Vektoren Ay, 4>, 4; beziiglich ¢’ an.

(c) Es sei ¢: V' — 13" die (nach einem Satz der Vorlesung eindeutig bestimmte) lineare
Abbildung mit ¢(B) = A, wobei B die Standardbasis von V" bezeichnet. Geben Sie die
Matrizen ¢cpp und ¢r@p an.

12
(d) Weiter sei der Vektor X = | —23 | € V gegeben. Berechnen Sie denr Vektor ¢(.X), und
—26
geben Sie die Koeffizientenspalten ¢@(X) und ¢¢(X) a

Aufgabe 26. (Lineare Abbildungen))
Essei V = @ und W = @Q*. Dann sind

1 0 0 1 1 3
B=({0|,[1},{0{)undB =(|2],|1],|2])Basen (Basisfolgen) von V'
0 0 1 3 1 2
. 17 o .1 1 .
sowie C = ( ol:l Jund C' = ( L] 2 ) Basen von W
o Ttz -1
Es sel ¢: V — W definiert durch (| 23 |) = a_ Hm und X = 21 eV
2= I3 | .
T3 1

Berechnem Sie U&&GJ m;.&mq G&Qof. n;.&h, c¥B, C'PB, c¥n, C¥n, m.%\q mf\/w, nﬁA.v»‘v und
ce(X).

Aufgabe 27. (Lineare Abbildungen)
Gibt es eine lineare Abbildung ¢: R? — R® mit

1 -2 1 1 1 7
elld =1 0. ({3 )=]-11], o 1)=1-37],
2 ~2 1 -1 -1 1

so daB ,
(a) ¢ ein Isomorphismus ist? (b) ¢ kein Isomorphismus ist?

Abgabe: Montag, den 9.12., bis 14.00 Uhr im Ubungskasten am Lehrstuhl.
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Hausaufgaben

Aufgabe 28. (Abbildungsmatrizen)
In Abb (R, R) betrachten wir den von den drei 9:85

fiz) =€* + e, falzy =e"+e7, fiz)=2€ +e7"
definierten Funktionen fi, fa, f3 erzeugen Teilraum V' = (fy, fo, f3).

(a) Zeigen Sie (wie iblich durch Betrachten geeigneter Funktionswerte), da 5 = (f1, f, f3)
eine Basis von V' ist.

(b) Zeigen Sie: Es gibt eine lineare Abbildung ¢: 1V — V' mit ¢(f) = f'. Hinweis: Da ¢
nach Aufgabe 15 linear ist, brauchen Sie nur noch zu zeigen, daf jedes fiin V liegt.
Das geht am einfachsten, wenn Sie zunidchst die durch

.QHAH.V = mH. QMAHV = mlau .QWAHV =™
definierten Funktionen g;, g2, g3 und dann mit deren Hilfe die drei Ableitungen fi', /o',
fs' als Linearkombinationen in den drei Funktioen fi, f;, fs3 darstellen.

(c) Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix s¢s.

{d) -Wir betrachten nun die Abbildung ¢: V' — V, die jeder Funktion f € V" ihre 27. Ablei-

tung f@7 zuordnet. Begriinden Sie, warum ¢ ebenfalls linear ist.

(e

~

Ziel unserer Aufgabe ist es, die Abbildungsmatrix gz auf zwel verschiedene Weisen aus
der Abbildungsmatrix syp zu berechnen und zu sehen, dafl der Aufwand unterschiedlich
grof} ist. Zeigen Sie zunichst, daB v eine Potenz von gyp ist, und rechnen Sie diese
direkt aus. (Berechnen Sie dabel maglichst wenige Potenzen von zpp.)

(f) Uberlegen Sie nun, ob Sie sich die Arbeit durch Ubergang zu einer anderen Basis er-
leichtern kénnen. Wie miifite eine Basis C von V' aussehen, beziiglich derer wir eine
Abbildungsmatrix ¢ erhalten, die sich leichter potenzieren 148t als mit zpp? Versu-
chen Sie, eine solche Basis zu finden, bestimmen Sie dafiir die Basiswechselmatrizen ¢idg
und pide, und berechnen Sie dann der Reihe nach die Abbildungsmatrizen cpc, ¢ und
schliefilich zv¥5.

(g) Wenn Sie in (f) keinén Erfolg hatten, versuchen Sie es einmal mit der Basiswechselmatrix

011
cidg= |11 2
100
Wie sieht die zugehorige Basis C aus, und warum ist jetzt das Potenzieren leichter?

8. Ubung zur Vorlesung ,Lineare Algebra I* WS 96/97

Aufgabe 29. (Dimension von Vektorriumen)
Bestimmen Sie die Dimension der folgenden Vektorrdume iiber den angegebenen Korpern.

. 11 1 -1 -1 0 i
AWV Nw |.©« A H ||H bl l.w .IH 1 D H v -— @r N

(b) K =R, V =Hom(R R).
?v K ein Kérper mit 9 Elementen, V = Abb (K, K).

I

Aufgabe 30. (Lineare Abbildungen)
Es sei n eine natiirliche Zahl, K ein Kérper und A eine n x n-Matrix mit Eintrigen in K.
Eine Abbildung w: A™*™ — K™*" sei definiert durch ¢(X) := AX — XA fiir X € K™,

(a) Zeigen Sie, daff ¢ eine lineare Abbildung des K-Vektorraums K™ in sich ist.
010

{b) Bestimmen Sie im Spezialfalln =3 und A= | 0 0 0 | Kern und Bild von ¢
001

Aufgabe 31. (Lineare Abbildungen)
Es sei P3(R) der Vektorraum der Polynomfunktionen von R in R vom Grad < 3 mit der aus
der Vorlesung bekannten Basis (pg, p1, pa, P3), wobel

m() =1 ple)=z, pme)=2% ple)=z
ist, und es sei T die Teilmenge aller f € Py(R) mit zf'(z) — f(z +1) = 0 fiir alle 7 € R,
wobei f' die {ibliche Ableitung von f ist. Zeigen Sie, dafi T" ein Teilraum von F3(R) ist, und
bestimimen Sie die Dimension von 7.

3

Hinweis: Finden Sie eine lineare Abbildung ¢: P3(R) — P3(R), so dall Kernyp =T ist.
Aufgabe 32. (Lineare Abbildungen)

Gegeben seien K-Vektorrdume ¥ und W und eine Abbildung f: V' — ¥ mit
FIX+Y)=fX)+f{Y) firalle X,Y eV

(a) Zeigen Sie: Ist R = Q oder K = Z, fiir eine Primzahl p, so ist f cine lineare Abbildung.

{(b) Gilt diese Aussage auch noch, wenn K ein beliebiger anderer Kérper ist?

Aufgabe 33. (Invertieren von Matrizen)

2 1 -2
Invertieren Sie die Matrix A = 3 03 -1 | e@.
-1 -1 1

Abgabe: Montag, den 16.12., bis 14.00 Uhr im Ubungskasten am Lehrstuhl.
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Hausaufgaben

Aufgabe 34. (Lineare Abbildungen)

Es seien V und W endlich erzeugbare Vektorrdume und ¢: V' — 11 eine lineare Abbildung.
Zeigen Sie: Es gibt Basen B von V und C von W so, dafl ¢ die Form

1 0
0

c¥s = : 1 hat.

Aufgabe 35. (Lineare Abbildungen)
Es sei K ein beliebiger Koérper. Beweisen Sie:

(a) Eine lineare Abbildung ¢ von einem A-Vektorraum V' in einen K-Vektorraum W ist
genau dann injektiv, wenn Kern y nur aus dem Nullvektor besteht.

(b) Ist V ein K-Vektorraum und T < V ein echter Teilraum von V, also T'# V', und ist ¢
ein injektiver Homomorphismus von V" auf 7', so gilt dim V' = co.

Aufgabe 36. (Rang einer Matrix)

|

1 OF N =

Es sei p eine Primzahl und A = € Z}**. Bringen Sie A durch elementare

[T B B
Ol Rl Of Of
|

o

O ]

Zeilenumformungen auf Stufenform, und geben Sie den Rang der Matrix an
(a) firp=2, ~ (b) firp=3, (c) fiir p=35.

Erldutern Sie jeweils die benutzten Zeilenumformungen.

Aufgabe 37. (Lineare Gleichungssysteme)
Es sei ein ldsbares inhomogenes lineares Gleichungssystem mit 3 Gleichungen und 5 Unbe-
kannten iiber dem Korper Zgog mit 1009 Elementen gegeben (1009 ist eine Primzahl). Fiir
welche der Zahlen
n =1, nz = 1000, ns
Ny = 10, Ty = HOHO g

Il
i

10000, n7 = 10000 000,
1000 600, ng = 1000000000

ist die Aussage ,das System hat notwendigerweise mindestens n; Losungen® wahr, fiir welche
ist sie falsch? Geben Sie flir Ihre Antwort einen ausfithrlichen Beweis.

9. Ubung zur Vorlesung ,Lineare Algebra I* WS 96/97

Aufgabe 38. (Lineares Gleichungssystem)

Es sei M die Lésungsmenge des inhomogenen linearen Gleichungssystems

0z, + 2z + dx3 — 3z4 + 325 = 8
lay — 2z + 0z3 — lzy + 225 = =5
2z1 + 0z9 + 823 — 6zy + 4dz; = 2
3zy — 229 + 8z3 — Szy + 0O0z5 = =7
lzy, — 1z + 2z23 — 224 + 215 = -2

iiber Q und L der Losungsraum des zugehdrigen homogenen Systems.

{a) Bestimmen Sie mit Hilfe des Gauf-Algorithmus eine Basis von L. Erldutern Sie dabei
jeden Schritt und insbesondere auch, wie Sie die Basisvektoren auswéhlen.

{b) Bestimmen Sie die Ldsungsmenge M und stellen Sie sie als Restklasse von L dar.
Erldutern Sie dabei, wie Sie eine konkrete Losung des inhomogenen Gleichungssystems
finden.

(c) Stellen Sie einen allgemeinen Losungsvektor aus M in parametrisierter Form dar, und
geben Sie M als Menge von solchen Vektoren an.

Aufgabe 39. (Teilrdume

In V = R! seien die Teilrdume T} = { Yund 75 = {

(S SV NV

\lo:w»—-t
= D
O
[ N

%Q:lor—‘
~

[
[en]
[V}

gegeben. Bestimmen Sie mit Hilfe des Zassenhaus-Algorithmus eine Basis von (T}, T3) und
eine Basis von 71 N T5.

Abgabe: Dienstag, den 7.1.97, bis 14.00 Uhr im Ubungskasten am Lehrstuhl.



8 ng ,,Lin “ . ‘ -
10. GUCSW Zur /\nNH%WEmewm\mwwv care \Vw@@.UﬁN I 10. Cbungen zur Vorlesung ,Lineare Algebra I* WS 96/97

Prof. Dr. J. Neubliser Aufgabe 44. (Permutationen)

Gegeben seien die Permutationen

(1,2)(3,4,5,6) € Sg,
(1,2,3,4,5,6,7) € S,

(1,2,3,4) (5,6,7,8) € Ss.

Hausaufgaben

|
Il

—

)

i

Aufgabe 40. (Lineare Gleichungssysteme)

Untersuchen Sie fiir jede der folgenden, willkiirlich aus 3 und 2 gebildeten Zahlen : .

-1 849 =5 =3.9 = 93— =32 .
ne=3-2=1 mp=3+2=5 ngi=3-2=0 no=2=8  n;=3=9 (a) Schreiben Sie jede dieser Permutationen als Produkt von Transpositionen.

ob es ein inhomogenes lineares Gleichungssystem mit 2 Gleichungen und 3 Unbekannten iiber
einem geeigneten Kérper A gibt, das genau n; Losungen hat. Geben Sie jeweils ein konkretes
Beispiel oder einen Gegenbeweis an.

(b) Versuchen Sie, jede dieser Permutationen als Produkt von 3-Zykeln zu schreiben.

Anmerkung: Fiir ny kénnen wir die Frage mit unseren bisherigen Kenntnissen nicht vollstindig
behandeln. Wie weit kommen wir?

Aufgabe 41. (Lineare Gleichungssysteme)

Es sei p eine Primzahl, und es seinen m,n € N.

(a) Gibt es ein homogenes lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen und n Unbekannten
iber Z,, das genau p* Losungen hat? (Antwort mit Beweis)

(b) Gibt es ein inhomogenes lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen und n Unbe-
kannten iiber Z,, das genau p™ Losungen hat? (Antwort mit Beweis)

Aufgabe 42. (Permutationen)

Es sei M := {1,2,...,10}, und esseien zwei Permutationen 7 und p aus Sy; gegeben durch
i|1]2]3]4]5]|8]7|8]|9]10 und L2 13]4]516]7]8]9]10
w|3]5]7]10]4]9]1]2]6] 8 ipl|6]10]5]8[7]1{3[2|9]4

(a) Schreiben Sie = und p in Zykelschreibweise.

(b) Geben Sie jeweils dic Bahnen auf M unter 7 bzw. unter p an.

(¢) Berechnen Sie #7%, p~!, 7p und pr. (Multiplikation der Permutationen von links nach
rechts wie in der Vorlesung definiert)

(d) Bestimmen Sie fiir jede der Permutationen =, p, ©~!, p™', 7p und p=, ob sie gerade
oder ungerade ist.

(e} Berechnen Sie p~'wp und 7~ !pm: Was fillt Ihnen beim Vergleich dieser Permutationen
mit 7 bzw. p auf? Konnen Sie daraus eine allgemeine Vermutung herleiten und beweisen?

Aufgabe 43. (Permutationen)
Betrachten Sie die Menge S5 aller Permutationen auf der Ziffernmenge {1,2,3, 4, 5}.

(a) Wie viele solche Permutationen gibt es?

(b) Welche Zykelstrukturen kommen dabei vor?

(c) Wie viele Permutationen aus S; gibt es zu jeder dieser Zvkelstrukturen?

)

{(d) Wie viele der Permutationen aus S; sind gerade, wie viele ungerade? Abgabe: Montag, den 13.1.97, bis 14.00 Uhr im Ubungskasten am Lehrstuhl.
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Hausaufgaben

Aufgabe 45. (Rang von Matrizen)

Es seien A4 und B Matrizen iiber einem Kérper K, so dafl das Matrixprodukt AB definiert
ist. Zeigen Sie: Rang (4AB) < Rang (4) und Rang (4B) < Rang (B).

Aufgabe 46. (Permutationen)

Definition: Es sei 7 eine Permutation aus S,. Dann heifit die kleinste positive Zahl & mit
#% = id die Ordnung von 7 (Schreibweise: {7} = k).
(a) Zeigen Sie: Besitzt die Permutation « die Zerlegung m = my - - - 7 in ziffernfremde Zykeln
71, ..., 7y der Lingen ny, ..., ., so ist die Ordnung |7| von 7 gleich kgV (ny, ..., n,).
Hinweis: Uberlegen Sie sich zunéchst, daf fiir je zwei ziffernfremde Zykeln #; und n; gilt,

daB w; w; = 7; 7 ist.

(b) Welches ist die grofite Zahl, die als Ordnung einer Permutation aus S3 vorkommt?

Aufgabe 47. (Determinanten) 1 -1 2 4
Berechnen Sie die Determinante der Matrix A = lm w HW IM € Zixs
(2) mit Hilfe elementarer Umformungen, 2 =9 6§ 0

(b) mittels Entwicklung nach der ersten Zeile.

(c) Berechnen Sie mit Hilfe der Summen-Produkt-Formel aus der Vorlesung die Determinante

-1 2 4
der rechten oberen Untermatrix B = 2 -2 =5 | von A.
1 -2 4

Aufgabe 48. (Determinanten)

Es sein € N und 4 = [g;5] € Z™" mit ay; = ¢ fiir { = j und a;; = 1 fiir ¢ # j. Berechnen Sie
die Determinante von A.

Abgabe: Montag, den 20.1.97, bis 14.00 Uhr im Ubungskasten am Lehrstuhl.
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Hausaufgaben

Aufgabe 49. (Determinanten)

Fiir welche n € N gilt die folgende Aussage?

A

Sind 4, B, C, D € Q"*", soist det c N =detA-det D —det B-detC.

Aufgabe 50. (Determinanten)

Essein € Nund R ein Korper oder ein kommutativer Ring mit 1, und es selen z,,...,3, € K.
Berechnen Sie die Determinante der durch a;; = 277" definierten Matrix A = [a;;] € K",
Diese Determinante wird als Vandermondesche Determinante bezeichnet,

Hinweis: Vollstandige Induktion.

Aufgabe 51. (Determinanten)

- 2 -1 0 ... 0
-1 2 -1
Esseine Nund A = 0 -1 2 '-. 0| €@Q"". Berechnen Sie det A..
Do T s ~1
0 ... 0 -1 2

Aufgabe 52. (Determinanten)

(a) Beweisen Sie den moﬂmmsmm: Spezialfall des Laplaceschen Entwicklungssatzes: Ist K ein

Korper, n € N und M € K™" eine Matrix der Form M = N W mit quadratischen

Untermatrizen 4 und C, so ist ‘det A/ =det A-detC.
(b) Es sei K ein Korper, V' ein endlich dimensionaler K-Vektorraum, ¢ : V — V' eine
lineare Abbildung und T < V mit ¢(T) < T. Weiter sel @ : V/T — V/T definiert durch

PX+T) = (X)+T fir alle X € V. Zeigen Sie, daf§ det =det - det |y ist, wobei
mit |y die auf T eingeschrinkte lineare Abbildung ¢ bezeichnet ist.

Aufgabe 53. (Eigenwerte)

2 2 -1
Berechnen Sie die Eigenwerte der Matrix | ~1 1 -1 | € R¥*3,
’ -3 3 0

Abgabe: Montag, den 27.1.97, bis 14.00 Uhr im Ubungskasten am Lehrstuhl.
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Aufgabe 54. (Polynome)
Es sei K ein Korper, P(K) der Ring der Polynomabbildungen von K in K, K{z] der Poly-
nomring iiber K und ¢ der Homomorphismus von K{z] auf P(K), der jedem Polynom
f=ay+aiz+... +a,2" € Kz}
die durch -
frhk—a+ak+...+a,k™ fiiralleke K

definierte Polynomabbildung f € P(K) zuordnet. Wir definieren den Kern des Ringepimor-
phismus ¢ wie iiblich durch
Kerne = {f € K[z] | «(f) =0 € P(K)}.
(a) Zeigen Sie, daB Kerns ein Teilring von K{z] ist mit der Eigenschaft
f-Kemne C Kerne und Kerne- f C Kerne fiir alle f € Kz].
Man nennt einen solchen Teilring ein Ideal

(b) Berechnen Sie Kerne fiir den Fall K = Z3 und geben Sie dafiir ein Ideal-Erzeugenden-
svstem an, d. h., eine Menge von Polynomen aus K[z], so daff Kerne das kleinste Ideal
von K[z] ist, das diese Menge enthalt.

Aufgabe 55. (Polynome)
Es seien f,g € Qo] mit f=2% - 3z* + 72° + 222 — 122 + 9 und g = 22 — 22 + 3.

(a) Dividieren Sie f mit Rest durch g.

(b) Berechnen Sie g(4) und f(4) fiir A = lw WW € Q¥
Aufgabe 56. (Eigenvektoren) 6100
o T s Tes . 0010 44 . o
Es sei K ein Kérper, und es sei 4 = 000 1]|E€ K*** Bestimmen Sie die Eigenwerte
1000

von 4 und zu jedem Eigenwert seine Vielfachheit und die Dimension des zugehérigen Eigen-
vektorraums, und zwar

(a) fiir den Fall char K =2, (b) fiir den Fall char K # 2.

13. Ubungen zur \orlesung ,Lineare Algebra I* WS 96/97

Aufgabe 57. (Eigenvektoren)

2 -1 1 .
Gegeben sei die Matrix A= | 3 0 =1 | e Q3%
3 -1 0

Finden Sie eine Matrix T € Q**, so dafl T~14T Diagonalgestalt hat. Gehen Sie dazu folgen-
dermafien vor.

(a) Berechnen Sie die Eigenwerte von A.

(b) Berechnen Sie fiir jeden Eigenwert eine Basis des zugehdrigen Eigenvektorraums.

(¢) Gewinnen Sie daraus eine Basis von Q.
(

d} Berechnen Sie die Basiswechselmatrix T':= gide, wobei B die Standardbasis und € die
von Ihnen berechnete Eigenvektorbasis von Q2 ist.

(e) Zeigen Sie, dal T~1AT Diagonalgestalt hat, und zwar
(1) durch Nachrechnen,
{2) durch eine ausfiihriiche theoretische Uberlegung.

Abgabe: Montag, den 3.2.97, bis 14.00 Uhr im Ubungskasten am Lehrstuhl.
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Aufgabe 58. (Eigenwerte)
Fssei V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum, ¢ ein Endomorphismus von V und .X € V/
ein Eigenvektor von ¢ zum Eigenwert ¢ € K.

(a) Es sei ¥ = @ — a-id mit a € K. Zeigen Sie, dal X auch ein Eigenvektor von 1 ist.

(b) Zeigen Sie: Ist @ invertierbar, so ist ¢ # 0.

(c) Zeigen Sie: Ist ¢ invertierbar, so ist X' auch ein Eigenvektor von oL

Geben Sie den zugehdrigen Eigenwert an.

(d) Es seien m,n € N und A € K™, Zeigen Sie: Ist c € K ein Eigenwert von A, so ist ¢™
ein Eigenwert von A™.

Aufgabe 59. (Eigenwerte) L

2
Es sei C der Korper der komplexen Zahlen und A = | =2 -3 -2 | € C¥3,
1 1

(V]

&3

(a) Bestimmen Sie die Eigenwerte von- A.
(b) Berechnen Sie mit Hilfe von (a) die Matrix A7

Aufgabe 60. (charakteristisches Polynom)
Es sei K ein Koérper, n € N und 4, B € K™*". Zeigen Sie:

(a) Tst 2%+ a2 P4+ ..+ a1z! + ag das charakteristische Polynom von A, so ist 4 genau
dann invertierbar, wenn ag # 0 € A gilt.

(b) Ist A oder B invertierbar, so sind die charakteristischen Polynome von AB und BA

gleich.
Aufgabe 61. (Ficherbasis) 9 10
Es sei B die Standardbasis von Q3 und ¢ der durch gps = 0 1 1| definierte En-
-1 -1 0

domorphismus von Q3. Berechnen Sie eine Ficherbasis B’ von Q3 beziiglich ¢ sowie die
zugehdrige Abbildungsmatrix g s .

Aufgabe 62. (Annihilator)

(a) Es sei V' ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und V™* sein Dualraum. Es seien
weiter Teilriume 77 und 7y von V gegeben. An (7;) bezeichne den Annihilator zu T; in
17, Bestimmen Sie die Dimension des Annihilators von (An (T}), An (T3)).

i 1

(b) Berechnen Sie den Annihilator von { ) im Dualraum von R*.

A O
O O N2

Abgabe: Dienstag, den 11.2.97, bis 14.00 Uhr im Ubungskasten am Lehrstuhl.



Ferieniibung zur Linearen Algebra I (WS 96/97)
Prof. Dr. J. Neubiiser

Hinweis: Die folgenden Aufgaben sollen nicht abgegeben werden. Sie werden auszugsweise
in den ersten Ubungs- oder Diskussionsstunden zur Linearen Algebra II besprochen (sowie
auf Nachfrage in den Diskussionsstunden wihrend der vorlesungsfreien Zeit).

Aufgabe 63. (Dualraum)

Es sei V" ein endlich dimensionaler Vektorraum, und ¢, ¢ seien Elemente des Dualraums V7",

so daf Kern ¢ = Kern ¢ gilt. Zeigen Sie, daf () = (¥) < V* ist.

Aufgabe 64. (Skalarprodukt)

Es sei I ein Korper und n eine natiirliche Zahl. Fiir A = (a;;)1<i,j<n € K™ sei
SpurA:=ai;; +an+...+a,, (Summe der Diagonaleintrige).

Es sel @: K™*® x K™ — K definiert durch ®(A, B) = Spur (4:B) fir 4, B € K™,
Zeigen Sie, daB8 @ eine nicht ausgeartete, symmetrische Bilinearform auf K™*" ist.

Aufgabe 65. (Skalarprodukt)

Es sei V" ein endlich dimensionaler reeller Vektorraum, W sei cin Teilraum von V und @ sei
ein positiv definites Skalarprodukt auf V. Bekanntlich gilt V' = W @ W+, d.h., jeder Vektor
X € V ldfit sich eindeutig in der Form X = Xy + Xypr mit Xy € W ound Xy € W
schreiben.

(a) Zeigen Sie: Ist ¥7,...,¥; eine Orthogonalbasis von W, so gilt

r

. PX, YY) o
Ny = M Pk et k7474 eV
w @Q.M,Kv? fiir jedes X eV

i=1
{b) Fiir jedes X € Vund Y € Wist (X -V, X - V) > &(X - Xy, X — X).

Definition: Xy heifit die beziiglich & beste Approximation von X € V durch ein Element
von W,

Aufgabe 66. (Skalarprodukt)

Essel ¥ < Abb (R, R) der Vektorraum der auf R integrierbaren Funktionen und ®: VxV — R

definiert durch 1
(f,q) = \ f(@)g(z)dz fir fg e V.
-1

(a) Zeigen Sie: ® ist ein positiv definites Skalarprodukt auf V.

(b) Es sei p € V mit p(z) = 22* + 2° fiir alle z € R. Berechnen Sie eine beziiglich ® beste
Approximation von p durch eine Polynomfunktion vom Grad kleiner gleich 3.

Ferienitbung zur Vorlesung , Lineare Algebra I* WS 96/97

Aufgabe 67. (Bilinearform)

Es sei 17 ein reeller Vektorraum, B eine Basis von V' und @ eine Bilinearform auf " mit

1 54 0
5 30 =2

sPs=1 4y g1 1]
0 -2 1 3

Berechnen Sie Index und Signatur von @, und bestimmen Sie die Basiswechselmatrix zu einer
normierten Orthogonalbasis von V' beziiglich ®.

Aufgabe 68. (Orthogonale Funktionen)

Essel V' < Abb (R, R) der Vektorraum der auf R integrierbaren Funktionenund @: V'xV" — R
definiert durch

2(ig) = [ " F@)g(x)dz fur fLge V.

Zeigen Sie, daB die trigenometrischen Funktionen {sin(kz),cos{jz) | £ € NU {0}, € N} ein
System paarweiser orthogonaler Funktionen bilden.

Hinweis: sinmz-sinnz 1 {cos (m — n) £ — cos (m + n) z),

L(sin(m+n)z +sin(m —n) ),

SinmT-cosn
cosmz-cosnz = &(cos(m+n)z+cos(m—n)z)
Aufgabe 69. (Orthogonale Polynome)
{a) Zeigen Sie, dafl es zu n € N U {0} ein Polynom Ty (z) vom Grade n (das sogenannte

Tschebyscheff-Polynom T,) gibt mit cos(ng) = T,{cos(y)). Geben Sie, ausgehend von
Ts = 1 und 7, = z, eine Rekursionsformel fiir T;, an.

Hinweis: Fiir 7 € N gilt cos((n -+ 1)) + cos((n ~ 1)) = 2cos(¢)cos(ne).

{b) Es sei V" der von den Polynomen T, fiir n > 0 aufgespannte Teilraum von Abb (R, R)
und ¢: V' x V" — R das durch

1
1
3(f,9) = | = fadalalds
definierte Skalarprodukt auf V.

Zeigen Sie: Die Tschebyscheff-Polynome T, bilden ein System orthogonaler Polynome
bezliglich $.

Hinweis: Substituieren Sie z = cos{¢) und benutzen Sie Teil 1. Nehmen Sie aufierdem
ohne Beweis an, dafl die auftretenden uneigentlichen Integrale existieren.

Aufgabe 70. (Dualraum)
Seien V, 11" endlich-dimensionale K-Vektorrdume und ¢: V' — VW linear. Definiere
bo W=V, A Ao,
(wobei ¥, 137" die Dualrdume von V bzw. 1} sind). Zeigen Sie:
(a) ' ist linear,
{b) ¢ ist surjektiv (bzw. injektiv) genau dann, wenn *y injektiv (bzw. surjektiv) ist,

{c) sind B,C Basen von 1" bzw. W und B*,C* die dazu dualen Basen von 1™ bzw. W,
dann ist ¢ ¢
5 (#) e = (cwn)
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Lésung zur Aufgabe 4.

Die Konstruktion von H iber C ist die gleiche wie die von C iber R Wir konnen des-
halb genauso vorgehen wie in Aufgabe 1. Insbesondere kdnnen wir alle Schliisse, die nur die
Kéorpereigenschaften von R benutzten, direkt auf die jetzige Situation iibertragen. Damit folgt
bereits, daB (H, @, ®) die Bedingungen (a) i bis iii sowie (b) i und iii und (c) erfiillt und ein
Einselement {(1,0), (0,0)) besitzt.

Die Existenz von multiplikativ inversen Elementen haben wir allerdings nur fiir alle Paare
(a,b) mit a + + 6% # 0 bewiesen. Das war in Aufgabe 1 ausreichend, weil alle Elemente aus
C\ {(0,0)} diese Eigenschaft haben, aber in H\ {((0, 0),(0,0))} gibt es Elemente, fiir die das
nicht gilt, z. B. das Element h = ((1,0),(0,1)). Um zu E:mamcome ob auch solche Elemente
Inverse besitzen, nehmen wir an, es gébe ein zu A inverses Element ({a1,b,), (a2, bs)). Dann

gilt ((1,0), (0,0)) (1,0),(0,1))® ((ay, b1), (as, b))

(1,0)(a1,51) & (0,1) (a2, ba), (1,0)(az, b2) ® (0,1)(ay. b))
(a1

(a

i

by) — A ba, ag), (ag, ba) + (=b1,a1))
H+3 by — ap), (a2 — b1, by + ay)).

Il

(
(
(
(

Durch Vergleich der einzelnen Komponenten folgt einerseits 1 = a; + by und andererseits
0 = by + a;. Die Annahme, h habe ein Inverses, fithrt damit zu einem Widerspruch. Also ist
(H, &, ®) kein Korper, sondern nur ein kommutativer Ring, der ein Einselement- besitzt. -

Bemerkung: Definieren wir auf H eine etwas andere Multiplikation durch
(ay, b1) o (a2, b2) = (a1as — biby, a1y + by3),

wobei- jeweils @ die zu a konjugiert komplexe Zahl bedeutet, also @ = (r, ~s) fiir a =
(r,s) € C, so hat jedes Element aus (H,&,0) ein inverses Element beziiglich o. Trotzdem
ist auch (H, &, o) kein Korper, sondern nur ein Ring (Warum?). Man nennt ihn den Ring der
hamiltonschen Quaternionen.

Lésung zur Aufgabe 3.

a) Neir, Qm:bmmm:nimQ:mmHmN mdmﬁl H|mN
b) Nein. Es gibt keine Z- Vektorraume, weil N kein To%ﬁ ist.

Zwischenbemerkung: Es sei L ein K&rper und K ein Teilkdrper von L. Durch Vergleich der
Kérper- und Vektorraumdefinitionen sieht man sofort, da L ein Vektorraum iiber K ist.
(Insbesondere kann man jeden Korper als Vektorraum {iber sich selbst auffassen.)
¢) Ja, weil @ ein Teilkérper von Q ist (nach Zwischenbemerkung).
d)
e) Ja, weil R ein Teilkorper von C ist (nach Zwischenbemerkung).
) Nein, denn es gilt (0,1) € Cund 1 € R, aber (0,1}-1=(0,1) ¢ R.

Ja, weil Q ein Teilkorper von C ist (nach Zwischenbemerkung).

2. Ubung zur Vorlesung . Lineare Algebra I* (W396/97) Lésungen

Ldsung zur Aufgabe 6. 0 0 o 1 0

Wiihlen wir in ¥V die Vektoren X; = [ 0 |, Xo= | 1 |, 3= 0 jundXy= |11, s0
1 1 1 0

gilt X; € M; und daher AM; # 0 fiir I <4 < 4. Nach einem Sitzchen aus der Vorlesung ist eine
nicht leere Teilmenge A von V' genau dann ein Teilraum von V', wenn fiir beliebige Vektoren
X.Y € M und Elemente & € R gilt, daB auch die Vektoren X + Y und kX in M liegen.
a) M, ist kein Teilraum, denn es gilt X; € M, und Xy € M), aber X, + Xy = Xo € M.
b) M, ist kein Teilraum, denn es gilt X, € My, aber 2X; ¢ My,
c) Mj ist gerade die Ldsungsmenge des homogenen linearen Gleichungssystems
T+ me — X3 = 0
mit einer Gleichung und drei Unbekannten {iber dem Koérper R. Nach einem Satz in der
Vorlesung ist M5 deshalb ein R-Vektorraum, also ein Teilraum von V.
d) Hier habern wir viele Maglichkeiten zu argumentieren, z. B.:
(1) Esgilt Xy € My, aber 2X,; € M. Nach unserem Sétzchen ist A, also kein Teilraum.
(2) M, enthilt nicht den Nullvektor von R?, ist also kein R-Vektorraum beziiglich der
Verkniipfungen von V' und damit nach Definition auch kein Teilraum von V.
(3) M, ist gerade die Lésungsmenge des inhomogenen linearen Gleichungssystems
Ty +z9+0z3=1
mit einer Gleichung und drei Unbekannten iber dem Kérper R. Nach einem Satz
in der Vorlesung ist M4 deshalb kein Teilraum von V.

Losung zur Aufgabe 7

Der Einfachheit halber bezeichnen wir die gegebenen Vektoren der Reihe nach mit A4,, 45, A
und A;. Um die Menge dieser Vektoren auf lineare Abhdngigkeit zu untersuchen, ermitteln
wir, auf welche Weisen sich der Nullvektor aus R? iiber R als nicht-triviale Linearkombination
A1z + Agxg + Agz3 + Agzy = O darstellen 1a8t. Dazu betrachten wir die 4; als die Spalten der
Koeffizientenmatrix eines homogenen linearen Gleichungssystems. Die Lésungsmenge ergibt
—2z3 -2
MM _ &um%w”muﬁm. %
0 - 0

sich zu L = { | z3 € R}. (Nachrechnen!)

Das heifit einerseits, dafl 43 = 24; — A, ist. Setzen wir also M = Af,bjmi so ist M,
linear abhingig, und (M;) hat héchstens die DHBmzm_os . Folglich ist (M) # R®.

Andererseits folgt, dafl jede der drei Mengen M, := @f?»m“.}rf My = {4, 43, 4,} und
My = {43, A5, 44} linear unabhéngig ist. Also sind (M), (M) und (M) jeweils von der
Dimension 3 und damit gleich K?.
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L&sung zur Aufgabe 8.

Zu (a). Da L C R und R ein K&rper ist, brauchen wir nur zu zeigen, dali L abgeschlossen ist
gegeniiber den Korperverkniipfungen. Das heifit:
(1) Wir miissen zeigen, dafi 0 und 1 in L liegen. Das ist trivial.

(2) Wir miissen zeigen, dafl L abgeschlossen ist beziiglich Addition, additiver Inversion und
Multiplikation. Das konnen wir durch einfaches Nachrechnen tun. Sind etwa

xf.ﬂngwn_‘FM\M»TnN/u\M und uf.m”@ml_uvw/u\M.anm\M
beliebige Elemente aus L, so gilt

X+ Xy = AQH +QmV + @H +vmv . $+AGH +OMV . QNm L,

i.me = —Qaq = v:u\.Ml OH/u\M €L
und
X Xy = (a1a0 + 2b1ca + 2c109) + (arby + brag + mDn&@\M.T (aico + b1by + ngvm\M e L.
(3) Wir miissen zeigen, daBl L\ {0} abgeschlossen ist beziiglich der multiplikativen Inversion.

Sei X = a+b¥/2+c¥/4 also ein beliebiges Element aus L\ {0}. Wegen X € R\ {0}

existiert X~! € R\{0}. Wir miissen nur noch zeigen, dal X" in L liegt. Das verschieben
“wir hinter Teil (d).

Zu (b). Hier kénnen wir genauso argumentieren wie in der Zwischenbemerkung in Aufgabe
5. Die Existenz multiplikativ inverser Elemente in L brauchen wir dabei nicht.

Zu (c). Wir zeigen der Reihe nach, daf die Mengen {1}, {1, /w\mT und {1, ¥2, ¥/4} linear
unabhéngig sind. .

(1) Fir {1} ist das trivial.

(2) Wir nehmen an, es sei &2 linear abhingig von {1}, d. h., es gibt ein k € Q mit

V2=k-1=keQ

Sel m mit a, b € Z eine Darstellung von k als gekiirzter Bruch. Dann gilt
a= TYM
also B =p.0

Folglich teilt 2 die Zahl a® und daher, weil 2 eine Primzahl ist, auch die Zahl a. Dann
ist aber die Zahl a® == 2- 5% durch 23 teilbar, und 2 teilt auch b. Das ist ein Widerspruch
zu unserer Annahme, der Bruch sei gekiirzt.

(3) Wir nehmen schlieBlich an, V4 sei linear abhingig von {1, ¥/2}, etwa
M Vd=a+b¥2 mit abeQ
Wir multiplizieren beide Seiten von (*) mit ¥/2 und erhalten
2=V4-V2 = (a+b¥2) V2
a-V2+b-4
a - V2+b-(a+6¥2) (wegen (%))

ab+(a+b) V2

I

und damit , 0=(ab=2) -1+ (a+ %v 33

Mit (2) folgt, daB beide Koeffizienten, (ab — 2) und (a + %), gleich Null sind. Daraus
kénnen wir b berechnen, indem wir etwa a = —b? einsetzen. Wir erhalten

0=2-ab=2-b- (b)) =2+
und damit 5 = —2 und schlieBlich 6 = ¥=2 = —¥/2 ¢ Q im Widerspruch zu unserer

Annahme.

Zu (d). Da L eine Basis der Lange 3 hat, ist dim L = 3.
Zu (a). Um zu zeigen, daBl X! in L liegt, betrachten wir die Folge der Potenzen
(1, X, X% X%,
Wegen dim L = 3 ist sie linear abhéngig. Es gibt also eine nicht-triviale Q-Linearkombination
ko 14+k X +k - X2+ ks X3 =0,

Wir kénnen o. B. d. A. annehmen, dafl kg # 0 ist. (Sonst dividieren wir einfach beide Seiten
durch eine geeignete Potenz von X. Das ist moglich, weil wir uns im Kérper R befinden.) Also
kénnen wir durch ko dividieren. Multiplizieren wir noch mit X!, so ergibt sich

!

.%\IHITN..A\AH.HAT\AN.\/»‘T\(‘”W.V‘MV =0,

0

also 1
wiu1»1.?.?5%1%3 eL.
0
Zu (). Wir betrachten etwa den Teilraum
T:=(1,V2) = {a+ b2 | a,b,c € Q}

von L. Dann ist ¥2 € T, aber /2 - /2= ¥4 & T. Also ist T kein Teilkdrper von L.

Anmerkung.

Es ist nicht ratsam, zum Nachweis der Existenz von multiplikativ inversen Elementen in L
das Inverse von X tatsichlich auszurechnen. Wenn man das tut und dabei, ebenso wie wir es
in der obigen Lésung gemacht haben, bereits benutzt, daf die Menge {1, ¥/2, ¥4} in L linear
unabhingig ist, kommt man etwa auf ein inhomogenes lineares Gleichungssystem mit drei
Gleichungen und drei Unbekannten. Da wir die Theorie der linearen Gleichungssysteme in der
Vorlesung noch nicht entwickelt haben, kdnnen wir die Tatsache, da8 dieses Gleichungssystem
losbar ist, nur dadurch beweisen, dafl wir eine Losung berechnen, und das kénnen wir mit
unseren derzeitigen Kenntnissen nur dadurch tun, daf§ wir uns durch mehrere Fallunterschei-
dungen kdmpfen. Davor sollte Sie der Hinweis bewahren, daf L C R gilt.

Obwohl die benutzten Hilfsmittel in der obigen Lésung ganz einfach sind, ist es nicht leicht, auf
einen solchen Ansatz zu kommen. In den abgegebenen Bearbeitungen zeigt sich, daf es besser
gewesen wére, wenn wir hier noch einen deutlicheren Hinweis (wie in Teil (¢) der Aufgabe)
gegeben hidtten.

Das inverse Element zu X = a -+ b/2 + ¢¥/4 ist iibrigens

(a* = 2bc) + (2¢* ~ ab) - V2 + (B* ~ ac) - V4

. Y-l =
) a3 + 263 + 4¢3 — Gabe
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Die folgende Aufgabe stammt aus dem 4. Ubungsblatt der LAl-Vorlesung vor drei Jahren.
Der dort vorkommende Vektorraum M ist ein Zeilenraum, der véllig analog zu unserem Spal-
tenraum QF aus Zeilen statt aus Spalten gebildet wird.

Aufgabe (WS 93/94).

Es sei M = Q x Q x Q die Menge aller Tripel (a,b,¢) mit a,b,c € Q. Wir betrachten M
als Q-Vektorraum. In M seien die Vektoren S, := (1,0,0), S; :=(0,1,0) und S; := (0,0, 1)
gegeben. Zeigen Sie, daB die Menge S := {51, Sz, S5} eine Basis von M ist.

Lésung.

Offensichtlich ist S ein Erzeugendensystem von M, denn jedes Element (a,b,c) von A 1Bt
sich als Q-Linearkombination

a-(1,0,0)+b-(0,1,0) +¢-(0,0,1)

der Vektoren Si, S, S3 darstellen. Andererseits ist diese Darstellung. eindeutig, denn nehmen
wir an, es sei

ay-(1,0,0) +b:-(0,1,0) + ¢+ (0,0, 1) = a - (1,0,0) + by - (0, 1,0) 4+ ¢2 - (0,0, 1)
fiir irgendwelche a;, b;, ¢; € Q fidr ¢ € {1, 2}, so folgt
Anrvrﬁv = ?PF%&

und damit a; = ag, by = by und ¢; = ¢p. Also ist S linear unabhingig und folglich eine Basis
von M.

Cbungen zur Vorlesung ,Lineare Algebra I WS 96/97

Hier ist wieder ein Beispiel von friither (diesmal handelt es sich tatséchlich um eine Aufgabe
aus dem 4. Ubungsblatt von vor zwei Jahren; die Aufgabe neulich war schon ein Jahr dlter).

Wir hatten damals die folgende Schreibweise eingefiihrt. Ist T ein Vektorraum und sind A
und B Teilriume von T, so setzen wir A+ B = {a+b{a € 4, b € B}. Man sieht leicht, daff
A+ B =(A, B) ist (weil 4 und B Teilrdume sind).

Aufgabe (WS 94/95).
Es sei V ein Vektorraum, und es seien 4, B und C Teilrdume von V.
(a) Zeigen Sie: Ist C C 4, sogilt AN(B+C)=(4nB)+C.
(b) Gelten allgemein die Beziehungen
AN(B+C)=(ANB)+(4ANC)
A+(BNC)=(A+B)n(A+C)?

und

Losung.

(a) Ist v ein beliebiger Vektor aus AN (B + C), so gilt insbesondere v € B + C, also etwa
v=b+cmitbeBundc€e CC A Wegenv e Aund c€ Agilt auchb=v ~c € 4,
alsobe AN B,und damit v=b-+ce (AN B)+C.

Ist umgekehrt v ein beliebiger Vektor aus (AN B) + C, so hat v die Form v = b+ ¢ mit
be ANB C Bund c € C. Also gilt v € B + C. Andererseits liegt v = b + ¢ wegen
beANBCAundceC C Ain A Folglich gilt ve AN(B+C).

(b) Um zu zeigen, dafl die beiden Beziehungen nicht allgemein gelten, geben wir fiir jede
ein konkretes Gegenbeispiel an. Dazu wihlen wir als V den in Aufgabe 9 untersuchten
Vektorraum Fs? und setzen

- 0
a\o“A 0 uv_
01 Jol o] fo]
.%.]A.H.V|A.H.,.w.‘uo.ur
) g frl T2l fo]
mlA.O.vlﬁ.O.“.O._.O‘T CEQ
vy MY 27 To]
Q.’A.H.vlﬁuw.,.w.<-o.v.
Dann gilt )
AN(B+C)=A # Vp=(4ANB)+{4nC)
und '

A+(BNC)=4 #V=(4+B)n(4+C).
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Lsung zur Aufgabe 12

Essei fo: @ — 0 die Nullabbildung von R in R. Wir miissen priifen, obsich fo auf nicht-triviale

1Weise als %-szmawos?smwzo: von f1, fo und f3 darstellen [dBt. Wir nehmen daher an, es sei
fo=aifi+ayfs +asfs

fnit ay; as, 03 € R, das heift, es gelte fiir allez € R

0 = (aifi+aafa+asfs)(z)
= a1 fi(z) + a2 folr) + a3 f3(z)
= a-{z+1)+a(z+2) +ay (@ +3z+2).
Wihlen wir fiir z etwa der Reihe nach die zmwm:m%:mm: Werte —2 und ~1, so erhalten wir
a; = 0 und a; = 0. Daraus folgt dann auch a3 = 0. Die Menge {f1. fa, f3} ist also linear

unabhiingig in Abb (R, R}. (Eine nicht lineare Beziehung zwischen fi, fo und f; gibt es
allerdings: Es ist f3(z) = fi(z) - fa(z) fir alle z € R)

Ldsung zur Aufgabe 14.

Vorbetrachtung. f; bis fi legen keine Bilder auf R \ Q fest, also definieren sie auch keine
Abbildungen von R. Wegen 23 =8 ¢ M; und =32 = —6 & M; definieren f, und f, keine
Abbildungen in Mj;, und wegen —3-1 ¢ N und 1° —3-1 ¢ N definieren f, und f; keine
Abbildungen in Af;. Alle anderen Paare (f;, M;) liefern Abbildungen von M; in M. Wir
brauchen also nur noch diese auf Injektivitdt und mcc.mwﬁ?.:mﬁ zu untersuchen.

fi{z) = 2% Sind z,y € Q mit z # y, so ist auch 23 # y5. Also ist f, injektiv auf Q und damit
erst recht auf Z und N. Andererseits gibt es nach Aufgabe 8 keine rationale und damit erst
recht keine ganze Zahl z mit z® = 2. Also ist f, nicht surjektiv auf Q, Z und N,

folz) = =3z. fp ist offensichtlich bijektiv auf @ und injektiv auf Z, aber nicht surjektiv auf
Z, weil dort nur ganzzahlige Vielfache von 3 als Bilder auftreten.

z]~-2 -1 0 1
TR@ -2 20 -2 3
so sehen wir, dafl f3(—1) = f3(2) ist. Also ist f; nicht injektiv auf AJ5 und erst recht nicht auf
Z und Q. AuBerdem sehen wir, dafl 1 in der Tabelle nicht als Bild vorkommst. f3 ist also nicht
surjektiv auf M. Um zu zeigen, dafl f3 auch nicht surjektiv auf Q und Z ist, zeigen wir etwa,
das es keine rationale Zahl z mit f3(z) = 3 gibt. Das machen wir so, wie wir es in Aufgabe 8

. 3
gelernt haben. Wir nehmen an, es sei m mit a,b € Z ein gekiirzter Bruch mit ,Mw - m% =3,
also a® — 3ab? = 38%. Daraus folgt sofort, daf 3 ein Teiler von ¢ ist. Dann muf 3 aber auch
ein Teiler von b sein, und das ist ein Widerspruch.

falz) = |z|. [y ist offensichtlich bijektiv auf N, aber wegen fy(—1) = fi(1) und fy(z) > 0 fiir
alle z € Q weder injektiv noch surjektiv auf Q, Z und M.

(]

falz) = ¥ — 3z. Machen wir und eine Wertetabelle fiir M,

Ergebnis. Wir fassen die Ergebnisse in einer Tabelle zusammen.

Mi=Q|My=Z | My=N|M=R|M={2-1012}
fi(z) =2? injektiv | injektiv | injektiv — —

falz) = =3z bijektiv | injektiv — — —

falr) =2 =3z | Abb. Abb. — — Abb.

filz) = |z} Abb. Abb. | bijektiv — Abb.

4. Ubung zur Vorlesung . Lineare Algebra I* (WS 96/97) Lasungen

Noch einmal zu Aufgabe 12

In vielen Bearbeitungen der Aufgabe 12 haben wir Beweise fiir die lineare Unabhéngigkeit
von {fi, fs, f3} gefunden, die ungeféhr folgendermaflen argumentieren.

Essel fy: z— 0die Nullabbildung von R in R. Wir miissen priifen. ob sich fq auf nicht-
triviale Weise als R-Linearkombination von f;, f; und f; darstellen 146t Wir nehinen
daher an, es set fo=aifi +asfo +asfs
mit ay, as, a3 € R, das heifft, es gelte fir allez € R

0 = (aifi+arfa+asfs)(z)
ar-fi{z) + aa fol2) + as- falx)

i

= Qm,HmnTAm:ngm;uwav. An: uQN wauv.w. va

Hieraus folgt
a3=0 und a;+a+3a;=0 und a;+2a;+2a3 =0, (2)
und dieses lineare Gleichungssystem flir ai, as, as hat offensichtlich nur die triviale

Losung.
It diesem Beweis fehlt ein wichtiges Argument. Das wird deutlich, wenn wir die Situation ein
wenig verallgemeinern, indem wir statt R einen beliebigen Kérper K nehmen und dann f;, fo,
f3 als Abbildungen von K in K betrachten {wobei wir die Zahlen 1, 2, 3 entsprechend durch
das Einselement e und die Elemente ¢ + e bzw. e + e + ¢ von K ersetzen). Dann konnen wir
unsere Behauptung nicht mehr beweisen, denn es gibt Kérper, und sogar unendlich viele, fiir
die {fi, f2, f3} linear abhingig ist. Einfachstes Beispiel: Fiir K = Z ist f3 = f;.

Frage:
Wo ist die Stelle in unserem Beweis, die fiir Zy nicht funktioniert? -

Vielleicht versuchen Sie einmal, das herauszufinden, bevor Sie weiterlesen.
Antwort:

Es ist der Schritt von (1) nach (2). Das durchaus nicht triviale Argument, das hier fehlt, ist
folgende Uberlegung. Dmm:,mama wir die Abbildungen py, p1, p; von K in K durch py(z) =1,
p1(z) = z und po(z) = 22 fiir 7 € K, so folgt aus (1)

fo=as-p2+ (a1 +ay + 3a3) pr + (01 + 205 + 203) - po. 3)
Wenn wir jetzt noch wissen, daff @?P%& linear unabhéngig ist, kénnen wir schlieflen, daf
jeder der drei Koeffizienten in (3) gleich Null sein muf. Diese Voraussetzung gilt aber nichs
iiber jedem Kérper: Fiir K = Z; etwa ist p; = pa.

Wir miissen also begriinden, daf {pg, p1, p2} iiber R linear unabhiingig ist. Das kénnen wir etwa
dadurch tun, dafl wir auf den entsprechenden Beweis aus der V olmm:zq vom 12.11. verweisen.
Beachten w_m Dieser Beweis enthilt u. a. den Schlufl

200 =0 = ay =0.
Das gilt bekanntlich in R, aber nicht in Z,.

Bemerkung:

Letztendlich greift auch diese Losung von Aufgabe 12 auf das Einsetzen geeigneter konkreter
Werte fiir z zuriick. Dafl wir das hier nicht explizit tun miissen, liegt nur daran, daB uns der
zitierte Beweis diese Arbeit schon abgenommen hat.
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Einige Bemerkungen zu Aufgabe 18 (a).

Die Aufgabe 18 (a) scheint mﬁo? Schwierigkeiten gemacht zu haben. Sie ist kaum richtig
bearbeitet worden. Fast alle abgegebenen Lésungen fangen ganz richtig mit der Feststellung
an, daB nach Definition des Erzeugnisses als Menge der endlichen K-Linearkombinationen auf
den Erzeugenden gilt, dafl (V)= {k-X | ke K} (1)

ist, schiieBen dann aber zu Unrecht daraus, daf [(X}] = |/ ist. Im Spezialfall |K] < o
etwa, auf den wir uns hier der Einfachheit halber beschrinken wollen, kénnen wir aus (1) aber
tatsichlich nur schliefen, daf, weil alle Vektoren aus (X) unter den || Lincarkombinationen
k- X vorkommen, ihre Anzahl hochstens gleich |K|, also |{X)| £ |K] ist. Dazu drei Beispiele.

(1) Alles, was wir bisher gesagt haben, gilt auch, wenn wir als X den Nullvektor Xy von
V' withlen. Ganz offensichtlich ist aber |(X;)] = 1 # |K|. Der Unterschied zum Fall
X £ X ist, daB {Xy} zwar auch ein Erzeugendensystem, aber keine Basis von (Xj)
ist, und das reicht nicht. Wir brauchen die lineare Unabhangigkeit von {Xo}, um zu
beweisen, daf die |A| verschiedenen Linearkombinationen k- X paarweise verschiedene
Vektoren darstellen, dafi (X) also mindestens [R’| verschiedene Elemente enthilt.

(2) Es ist dies genau das gleiche Problem, das wir in Aufgabe 12 hatten (vgl. die Bemer-
kungen auf der Riickseite des 6. Ubungsblattes). Auch dort ging es darum, daf aus den
formal verschiedenen Definitionen von p; und ps durch pi(z) = 7 und ps(z) = 2% noch
nicht folgte, daff p; und py linear unabhiingig oder auch nur verschieden sein miissen.

(3) Hier ist noch ein anderes Beispiel dafiir, dafl die Anzahl der Elemente nicht gleich der
Anzahl der formal verschiedenen Ausdriicke zu sein braucht, mit denen die Elemente be-
schrieben sind. In der Vorlesung haben wir den Restklassenraum V/T eines Vektorraums
V nach einem Teilraum T durch

VIT={T+X|XeV}
definiert. Wihlen wir z. B. als V' den Vektorraum K? iiber einem Korper K = {0,1}
mit zwei Elementen, so ist nach unserer Definition

VT = {T + w T a0 s w 1

0 1
Trotzdem ist |V/T| im allgemeinen nicht gleich 4, denn nach dem Dimensionssatz fiir
Faktorrdume endlich erzeugter Vektorrdume ist

_M.\NJ_ — _Mwwmazs viT _ _Nrw_&_.:v.l&aﬂ — NMI&EH

1

also gleich 1 oder 2 oder 4, je rach der Dimension von 7.

Einige Bemerkungen zu Aufgabe 19 (b) und (c).

Sinn einer solchen Aufgabe ist es natiirlich nicht, irgendwie das inverse Element a~! zu erahnen
oder zu erraten und dann durch eine sogenannte ,,Probe® zu verifizieren, sondern vorzufiihren,
wie man es berechnet. Dabei sollte der gegebene Hinweis fir einen besonders geringen Arbeits-
aufwand sowohl beim Lasen als auch beim Korrigieren der Aufgabe sorgen. Leider wurde dicse
Absicht dadurch unterlaufen, dafl fast niemand den Hinweis beachtet hat.

Worauf wir dabei verwiesen hatten, war der Beweis fiir die Existenz eines multiplikativ inversen
Elementes in Ky. Die entscheidende Beweisidee war dabei, das Element, zu dem ein Inverses
gesucht wird, der Reihe nach, etwa von links, mit allen Elementen von Kj zu multiplizieren
und dann einfach in der Liste der Produkte nachzusehen, wo das Einselement auftaucht. Diese
Idee ist konstruktiv. Sie liefert daher ein simples Verfahren zur Berechnung des multiplikativ
inversen Elements zu einem Element ungleich Null in einem Restklassenkérper Z,. Und wenn

wir einen Restklassenring Z, nehmen, der kein Kérper ist, kdnnen wir dasselbe Verfahren
henutzen, um zu testen. ob unser Element ein Nullteiler ist, indem wir unter den Produkten
nach dem Nullelement statt nach dem Einselement suchen.

Wir legen also fir unsere beiden Restklassenringe Zs;, der ein Korper ist, und Zs,, der kein
Korper ist, die entsprechenden Listen fiir @ bzw. b an (mit den gegebenen Zahlen 10 und 31
bzw. 10 und 32 ist das wirklich ganz einfach)-

z{xa inZgy M HM in Zs
m le 1| 10
3| 2| 20
3 W 3| %0
19 1 8=¢
o H B
i ik
7| 8=a 3| T =
5| % i
Q'g Iﬂ ”Dm @”% ’.M”@m
Iﬂ T 11 14
7| 7 A
2] o3
| % [N
,WM 2 6| 0
ol T 1o
E I3
T 1 L)%
-~ =2 3 ]
0| 11 .m.w m
A R a1
5350 3 —b=221 28
kel - ) 3
3 13 mw m
3| B 24116
B2 2 2%
% ™ %) 4
55 55 27 14
il % | o
el = 28 1 == =
- I 9
59| 1T 2| 2

Aus der Liste fiir Zy, liest man sofort ab, daf a™! = 28 ist, und durch Entlanghangeln in der

Liste erhilt man ebenso miihelos die vierte Potenz von a als
a*=c¢aaa=10aaae=7aa=8a=18.

Entsprechend sieht man in der Liste fiir Zs,, daB 1656 =0, also & wegen b # 0 und 16 # 0 ein

Nullteiler ist, und man erhilt wieder ohne Rechnen

b*=bbb-b=10-b-b-b=1b-b=8.b=T6.
Bemerkung.” Das Verfahren, das wir hier benutzt haben, ist natirlich fiir Restklassenringe Z,

mit grofem n nicht mehr brauchbar. Dafiir werden wir spéter etwas Besseres kennenlernen.



9. Ubung zur Vorlesung . Lineare Algebra I (WS96/97) Lasungen

Vorbemerkungen zu den Aufgaben 37, 40 und 41.
Diese Aufgaben dienen der Vertiefung der folgenden Ergebnisse.

{1) Ein homogenes lineares Gleichungssystem (mit m Gleichungen und n Unbekannten tber
cinem Korper A') ist immer 1gsbar. Die Menge L der Lésungen ist ein K-Vektorraum
der Dimension d = n — 7, wobel r der Rang der Koeffizientenmatrix ist. Insbesondere
ist im Falle eines endlichen Korpers

L] = |k
(2) Ein inhomogenes lineares Gleichungssystem (mit m Gleichungen und n Unbekannten

iiber einem Korper K) ist genau dann losbar, wenn der Rang der Koeffizientenmatrix
gleich dem Rang der erweiterten Koeffizientenmatrix ist.

Wenn es losbar ist, ist die Menge M der Lésungen eine Restklasse
M=Y~+1L
nach dem Lésungsraum L des zugehorigen homogenen Systems. Dabei ist ¥ eine belie-
bige Losung des inhomogenen Systems. Insbesondere ist dann
[M|=|L}.
(3) Spezialfall: Hat ein lineares Gleichungssystem mindestens eine nichr-triviale Lisung,

aber insgesamt nur endlich viele Losungen, das heifit, ist 1 < |L] < ¢, so ist K endlich
und deshalb | K| = p* fiir cine Primzahl p und ein & € N, und es ist

IL| = |K% = pFd.
Lésung zur Aufgabe 37. .

Es sei M die Losungsmenge des gegebenen (I6sbaren) inhomogenen linearen Gleichungssy-
stems mit 3 Gleichungen und 5 Unbekannten iiber dem Korper K = Zg49 und L der Losungs-
raum des zugehdrigen homogenen Systems. Dann ist |M| = |L] = |K|? = 1009¢ mit d = 5 —r,
wobei r der Rang der Koeffizientenmatrix ist. Wegen r < 3 ist

M| =10095-" > 1009? = 1018081.

Also ist die gegebene Aussage wahr fiir alle Zahlen n, bis ng.

Hieraus folgt allerdings noch nicht, daf sie fiir n; oder ng falsch ist. Wenn wir das behaupten,
miissen wir es beweisen, etwa durch konkrete Angabe eines geeigneten Beispiels. Ein solches
Beispiel ist

H.HH —+ MAHN -+ @.Hw + @.H* + @..Hm = H
Oz + Tray + 0vzp + 0oy + 0oz =0
Oy + 0vxy + To23 + 0.2 + 0.z5 = O

Dieses System ist offensichtlich inhomogen und losbar, und es ist
M| =|L| = 1009°% = 1018081 < h; < ns.

Also ist die gegebene Aussage tatsichlich falsch fiir ny und erst recht fiir ns.

10. Ubung zur Vorlesung . Lineare Algebra I (WS96/97) Lésungen

Lésung zur Aufgabe 40.

ny = 1. Ein (homogenes oder inhomogenes) lineares Gleichungssystem mit 2 Gleichungen und
3 Unbekannten {iber einem Korper K hat, wenn es losbar ist, genau |K]3~" Lésungen, wobei
r der Rang der Koeffizientenmatrix ist. Wegen [A’] > 1 und r < 2 ist |37 > 1. Also gibt es
kein derartiges System, das genau eine Losung hat.

ny = 5. Das inhomogene lineare Gleichungssystem

Tozp &+ 029 + 023 =

Ol =

‘I3 =

{iber K = Z; ist offenbar 18sbar und hat genau [M] = |K]*~"

i

5! = 5 Losungen.

ny = 6. Nach Vorbemerkung (3) gibt es kein (homogenes oder inhomogenes) lineares Glei-
chungssystem mit genau 6 Losungen.

ny = 8. Wenn es ein solches inhomogenes lineares Gleichungssystem mit genau 8 Lésungen
gibt, folgt mit den Bezeichnungen von Vorbemerkung (3), da |M| = 8 = 2% = 254 ist, also
k=1und d =3 oder k =3 und d = 1. Da das System inhomogen ist, ist aber r > 1, also
d=3—-r <2 alsod=1und k = 3. Das heifit: Der zugrundeliegende Korper muf} ein Kérper
mit § Elementen sein.
Wir wissen noch nicht, ob es tberhaupt solche Korper gibt. Wenn wir aber einen solchen
Korper K hitten (etwa mit neutralen Elementen 0 und 1), kénnten wir das inhomogene
lineare Gleichungssystem

lezy + 029 + 023 = 1

O.HH + HA&.N + O.Hw 0

iber K betrachten. Es ist 16sbar und hat genau |M| = |K|?>~" = 8 Lésungen.

Somit erhalten wir unser zur Zeit bestmdgliches Ergebnis: Es gibt genau dann ein inhomoge-

nes lineares Gleichungssystem mit 2 Gleichungen und 3 Unbekannten {iber einem geeigneten

Kérper, das genau 8 Losungen hat, wenn es einen Kdrper mit 8 Elementen gibt.

ns = 9. Analog zum Fall n, erhalten wir jetzt die Bedingungen |A| = 9 = 3% = 3%< ynd

d < 2. Wir kénnen sie erfiillen, indem wir etwa das inhomogene lineare Gleichungssystem
H.HH -+ @.Hm -+ .Q.Hm =

T
O.HH + O.Hm -+ O.Hu = .Q
K

iiber K = Zj betrachten. Es ist 16sbar und hat genau {M| = [K*~" = 3? = 9 Lisungen.

Lésung zur Aufgabe 41.

Nach der Vorbemerkung (3) hat ein lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen und n
Unbekannten iiber dem Kérper K = Z, genau dann genau p® Lésungen, wennn=d=n—r
ist, d.h., wenn die Koeffizientenmatrix den Rang 0 hat.

{a) Das homogene lineare Gleichungssystem mit m Gleichungen und n Unbekannten iiber
Z,, dessen Koeffizientenmatrix nur Nullen enthélt, erfillt diese Bedingung. Also ist die
Antwort hier ja.

{b) Der Rang der Koeffizientenmatrix eines Idsbaren inhomogenen linearen Gleichungssy-
stems ist gleich dem Rang seiner erweiterten Koeflizientenmatrix und damit grofer als
Null. Also ist die Antwort hier nein.



1. Halbklausur zur Linearen Algebra I (20.12.96)

Professor Dr. J. Neubiiser, Lehrstuhl D fir Mathematik, RWTH Aachen

Bitte bearbeiten Sie auf jedem Blatt nur eine Aufgabe, und schreiben Sie auf jedes Blatt Ihren Namen.
Von den 9 gegebenen Aufgaben fiir insgesamt 51 Punkte kdnnen Sie eine beliebige Auswahl in beliebiger
Reihenfolge bearbeiten. Beachten Sie, daf} ausfiihrliche Begriindungen einen wesentlichen Teil der
Lsung eiuer Aufgabe bilden. Die Bearbeitungszeit betrigt 90 Minuten.

Viel Erfolg!

Aufgabe 1.
Auf der Menge M = Q\ {1} definieren wir eine Verkniipfung o durch aob = (a~1)-(b~1)+1
fiir a,b € M.
{a) Zeigen Sie, daB o assoziativ ist. (Hinweis: Multiplizieren Sie dabei die Klammerausdriicke
nicht aus.)
(b) Cibt es in M ein neutrales Element beziiglich o?

(c) Ist M eine Gruppe? 6 Punlkte
Aufgabe 2.
Im Vektorraum V = K? iiber einem Korper K sel die Teilmenge M = { M | a+b=10a%}
gegeben. Untersuchen Sie, ob M ein Teilraum von V ist
(a) fiir den Fall K = Zy, (b) fir den Fall K = Zj. 4 Punk
Aufgabe 3.
Welche der folgenden Abbildungen von R? in R® sind linear?
Iy I — I Ty 3+,
(@) @i(| =2 |)= T — I3 , ®) @] z2 |)= | 241,
I3 1 + 229 — 313 T3 0
Berechnen Sie jeweils eine Basis von Kerng; und von Bild ¢;, wenn ¢; linear ist. 9 Punkte
Aufgabe 4.
Auf Z sei die Relation R = {(a,b) € Z x Z | a < 2b} gegeben. Untersuchen Sie, ob R reflexiv,
symmetrisch oder transitiv ist. (Antwort jeweils mit Begriindung) 9 Punkte
Aufgabe 5.

Im Restklassenring Zg sei das Element a = § gegeben. Berechnen Sie mit Hilfe der in den
Hausaufgaben gelibten Methode, also ohne a zu potenzieren und ohne euklidischen Algorithmus,

(a) das Element a’, (b) das Element a=*. 4 Punkte

1. Halbklausur zur Linearen Algebra I 20.12.96

Aufgabe 6. 4 1 0
In V = R® seien die Vektoren X = 1| und V= 2 | sowie der Teilraum T = {| 0 |)
-1 -2 1
gegeben. Zeigen Sie, daff die Folge der Restklassen (T + X, T + Y) linear unabhingig ist.
6 Punkte
Aufgabe 7. 1 1 0
Invertieren Sie die Matrix 4 = 0 -2 3| € @3 mit Hilfe des in der Vorlesung
vorgesteliten Verfahrens. 30 4 & Punkte
Aufgabe 8. 1 1 9
Im Spaltenraum R? seien die Vektoren X = | 1 2 | und Z= 1| 3 | gegeben. Gibt
1 3 4
es eine lineare Abbildung ¢: B — R® mit ¢(X) =V, ¢(Y) = X und (Z) = Z? Wenn ja,
warum? Wenn nein, warum nicht? (Auf die wmmncuacum roBBﬁ es an.) 6 Punkte

Aufgabe 9.
In Abb (R, R) seien die Funktionen fi, fo, g1 und g gegeben durch
filz) =26 — ™, folz) ="+ e, gi(z) =€, glz) =

Wir betrachten den Teilraum V' = (fy, fo). Offensichtlich sind C = (fi, f;) und B = (g1, go)
Basen von V/, und es gibt zwei lineare Abbildungen ¢ und ¥ von V in V" mit (f) = f' und
H(f) = f19 (neunzehnte Ableitung von f) fiir f € V (nicht zu beweisen). Berechnen Sie

{a) die Basiswechselmatrizen gide und cidp sowie die Abbildungsmatrizen e und g,

il

(b) die Abbildungsmatrizen gis und ¢ie. (Hier geniigt es, wenn Sie die grofen Zahlen in den
Matrizen als Summen von Potenzen schreiben.) § Punkte




Semesterklausur zur Linearen AlgebraI (15.2.97)
Professor Dr. J. Neubiiser, Lehrstuhl D fiir Mathematik, RWTH Aachen

Bitte bearbeiten Sie auf jedem Blatt nur eine Aufgabe, und schreiben Sie auf jedes Blatt Thren Na-
men. Von den 16 gegebenen Aufgaben fiir insgesamt 84 Punkte kdnnen Sie eine beliebige Auswahl in
beliebiger Reihenfolge bearbeiten. Beachten Sie, daf} ausfithrliche Begriindungen einen wesentlichen

Teil der Losung einer Aufgabe bilden. Die Bearbeitungszeit betrdgt 180 Minuten. Viel Erfolg!

Aufgabe 1.

Aufder Menge M = {2n | n € N} der positiven geraden Zahlen definieren wir eine Verkniipfung o
durch ao m,H m|mm fiir alle a,b € M.

(a) Ist o assoziativ?
(b) Gibt es in M ein neutrales Element beziiglich o? Wenn ja, welches?

(¢) Ist (M, <) eine Gruppe? 9 Punkte

Aufgabe 2.

Es sei V' der R-Vektorraum aller Abbildungen von R nach R.
(a) Ist My = {f € V| f(3) + f(5) = F(8)} ein Teilraum von V7
(b) Ist Mo ={f eV | f(2) f(4) = F(8)} ein Teilraum von V?

i

Antwort jeweils mit Begriindung. 4 Punkte
Aufgabe 3. Ty 3z + 2z,
Es sei ¢ diedurch ¢ (| z2 1) = 1| 21 +22+ 23 | gegebene Abbildung von R? in R®.

I3 T — MHw

(a) Zeigen Sie, daB ¢ linear ist.
(b) Berechnen Sie eine Basis von Kern ¢.

{c) Berechnen Sie eine Basis von Bild ¢. 6 Punkte

Aufgabe 4.
Es sei ¥ ein 2-dimensionaler K-Vektorraum. Untersuchen Sie, ob die durch

R={(X,Y) €V xV|(X,Y) ist linear abhéingig }

definierte Relation auf V' reflexiv, symmetrisch oder transitiv ist. (Antwort jeweils mit Be-
griindung) 4 Punkte

Semesterklausur zur Linearen Algebra I (15.2.97) Seite 2

Aufgabe 5.

Im dreidimensionalen K-Vektorraum V" = K3 seien Vektoren X;, X,, Y7, Y3 gegeben, so daf
jede der Folgen (X, X3) und (¥7,Y3) linear unabhiingig ist. Wir setzen T = (X, X3) und
betrachten im Restklassenraum V/T die Folge (R, R:) der Restklassen R, = T + Y] und

2

‘R, =T + Y5, Welche der folgenden Aussagen ist richtig? (Auf die Begrindung Ihrer Antwort

kommt es an.)

(b) (Ry, Ry) ist linear abhingig.

(a) (R, Ry) ist linear unabhingig.

(c) Beides kann vorkommen, es hingt von der Wah! der Vektoren ab. 4 Punkte

Aufgabe 6.

Fiir verschiedene Korper K sei jeweils der Vektorraum V = K?® gegeben und darin die Vektoren
1 0 1

Xi=101}, Xo = 1|, X3 =11]. Fiir welche Kérper K gibt es zu jeder Wahl von
1 1 0

Vektoren Y1, Y3, ¥3 € V' eine lineare Abbildung ¢: V — V mit ¢(X;) = ¥; fiir 1 = 1,2,3?

Antwort mit Bewels.

Hinweis: Beachten Sie die Charakteristik von K. 6 Punkte

Aufgabe 7.

In V' = R® seien die Basen B = (B, By) = (
gegeben.

1 0

L] ma =g = (

[ ]

b w v

(a) Berechnen Sie die Basiswechselmatrizen gide und cidg.

(b) Wir nehmen weiter an, die obigen Basisvektoren B; und B, seien Eigenvektoren eines
Endomorphismus ¢ von V mit den zugehérigen Eigenwerten ¢; = 5 und ¢y = —5. Geben
Sie die Abbildungsmatrix s@p an.

{c) Berechnen Sie aus den unter (a) und (b) berechneten Matrizen die Abbildungsmatrix c¢

und dann die Abbildungsmatrizen sis und ¢tfc fiir ¢ = ¢'!. (Soweit darin hohe Potenzen
von Zahlen vorkommen, brauchen Sie diese nicht auszumultiplizieren.) 8 Punkte

Aufgabe 8.

1 -1 2 2 1
In ¥ = R seien die Teilriume T, = {{ 2 |, 1, Liyund o ={j 1 |, 2|
3 4 -1 1 -1

gegeben. Bestimmen Sie mit Hilfe des Zassenhaus-Algorithmus eine Basis von (T3, 75) und eine
Basis von Ty N T5. 6 Punkte
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Aufgabe 9.
Es sei V ein A-Vektorraum und ¢ € End (V7). Beweisen Sie: Ist ¢ ein Monomorphismus, aber
kein Automorphismus von V', so ist dim ¥V = oo. { Punkte

Aufgabe 10.

(a) Ist jedes lineare Gleichungssystem mit 3 Gleichungen und 10 Unbekanuten lésbar?
(Antwort mit Beweis)

(b) Wie viele Elemente kann ein Korper haben, tiber dem es ein homogenes lineares Glei-
chungssystem it genau 64 Lésungen gibt? Geben Sie alle Moglichkeiten an.
(Nur aufziihlen, ohne Beweis)

{(c) Gibtes ¢in lineares Gleichungssystem mit 3 Gleichungen und 10 Unbekannten (liber einem
geeigneten Korper), das genau 64 Losungen hat? (Antwort mit Beweis) 4 Punkte

Aufgabe 11.

] 4
Es sei 7 die durch iw_ # _ _ Mm“ A

M 5
e |78 1[10]9]12[3 ]
auf der Menge M = {1,2,...,12}.

| Co
©
—
]
—
-t
—
8

gegebene Permutation

v Schreiben Sie 7 und 7" jeweils als Produkt ziffernfremder Zykel.
Geben Sie die Bahnen auf M unter = an.
Schreiben Sie 7 als Produkt von Transpositionen.

A
:
:
AvNmmmﬁmzmmmqammBmsﬂi&;&mToacwn,.osOnmwmg.w&smn?m&msr.m:z.
(e v Berechnen Sie die Ordnung von =.

(0

Wie viele Elemente der Gruppe S; haben die gleiche Zykelstruktur wie #? (Sie brauchen
das Ergebnis nicht auszumultiplizieren, missen es aber begriinden.) 8 Punkte

Aufgabe 12. m w : w
Berechnen Sie die Determinante der Matrix A = 1 92 w g € Z*** mit Hilfe des Entwick-
2340

E:w%wgg Entwickeln Sie dabel 4 und alle vorkommenden Unterdeterminanten jeweils nach
der ersten Zeile. (Also keine vorherigen elementaren CBmoﬂBEHmmp und keine Entwicklung nach
anderen Zeilen oder Spalten.) 3 Punkte
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Aufgabe 13.

Es sei Z,[z] der Polynomring iiber Z; und P(Z,) der Ring aller Polynomabbildungen von Z,
in Z,, und es sei ¢ der Homomorphismus von Z[z] auf P(Z,), der jedem Polynom

f=ay+az+...+ax" € Zolz]

die durch _
e qure Fiksag+atk+...+ak” firalle k € Zy

definierte Polynomabbildung f € P(Z,) zuordnet. Weiter sei
g=2"+z€lofz] und G={fg|f€ L]} T Zz.
Beweisen Sie: Es ist G = Kerne (also gleich {f € Z,[z] | 2(f) =0 € P(Za)}).

Hinweis: Zeigen Sie zuerst G C Kerne und dann Kerne C G. 9 Punkte
Aufgabe 14. 92 -1 1
Gegeben sei die Matrix 4=} -1 0 3 | € Q¥

-1 -1 4

(a) Berechnen Sie die Eigenwerte von A und ihre Vielfachheiten.
(b) Berechnen Sie zu jedem Eigenwert von A den zugehorigen Eigenraum.

(¢) Berechnen Sie eine Matrix T € Q*3, so dafi T~ AT Diagonalgestalt hat. 7 Punkte

Aufgabe 15.

Es sei V ein K-Vektorraum, 5 eine Basis von V und T < V. Geben Sie (jeweils ohne Beweis)
eine Definition an fiir

(a) den Dualraum V* von V,
(b) den Annihilator An (7} in V7%,
(¢) die zu B duale Basis von V*. 3 Punkte

Aufgabe 16.

Essei V=R und T = ( } € V. Berechnen Sie den Annihilator vori T im Dual-

[ e AV
[S RN VLR v

raum V* von V. Stellen Sie dabei die Elemente ‘ﬂ aus An (T) durch ihre Abbildungsmatrizen
cp beziiglich der Standardbasen B vor ¥ und € von R dar. (Wichtig ist eine ausreichende
Erlduterung Ihrer Rechnung.) 5 Punkte




Ersatzklausur zur Linearen Algebra I (11.4.97)
Professor Dr. J. Neubiiser, Lehrstuhl D fiir Mathematik, RWTH Aachen

Bitte bearbeiten Sie auf jedem Blatt nur eine Aufgabe, und schreiben Sie auf jedes Blatt Thren Na-

men. Von den 14 gegebenen Aufgaben fir insgesamnt 85 Punkte kénnen Sie eine beliebige Answall in

beliebiger Reihenfolge bearbeiten. Beachten Sie, dafi ausfiihrliche Begriindungen einen wesentlichen
; ger Re

Teil der Lasung einer Aufgabe bilden. Die Bearbeitungszeit betrigt 130 Minuten. Viel Erfolg!

Aufgabe 1.

Auf der Menge Z der ganzen Zahlen definieren wir eine Verknilipfung o durch
aob=a+b+3 Hfiralle a,beZ.

Ist (Z, o) eine Gruppe? (Antwort mit Beweis.) 3 Punkte

Aufgabe 2.

Es sei K ein Kérper, V ein K-Vektorraum, T* ein echter Teilraum von V (also T < V" und
T # V) und W = Hom (viV).

(a) Ist. M, = {¢ € W | T < Kern ¢} ein Teilraum von W?

(b) Ist My ={p €V ilraum von W7
Antwort jeweils mit Begriindung. (Quantoren nicht vergessen!) 3 + 8 = 6 Punkte

Aufgabe 3.

Es sei V = Z3 der 3-dimensionale z‘mrﬂo:,mcﬁ iitber dem Korper Z; mit 2 Elementen. Untersu-
chen Sie, ob die durch

R={(X,Y)eV x< [ X+Y=0eV}
definierte Relation auf V" reflexiv, mvnﬂsamnnﬂmaw oder transitiv ist,
Antwort jeweils mit Begriindung. (Quantoren nicht vergessen!) 1+ 1+ 1 =38 Punkte

Aufgabe 4.

Beweisen oder widerlegen Sie (durch ein konkretes Gegenbeispiel) jeweils die folgenden Behaup-
tungen.
(a) Ist R ein Ring und sind @ und b Nullteiler von R, so ist auch a + b ein Nullteiler von R.

(b) Ist R ein Ring und sind e und & Nullteiler von R, so ist auch a-b ein Nullteiler von R.
3 + 3 = 6 Punkte

Aufgabe 5.

Es sei V' < Rlz] der Vektorraum aller Polynome {iber R vom OEQ < 3, und es sei
T=(*+zx-2 20% - 2%~ 1, 32° z) < W

Berechnen Sie eine Basis von V/T. (Eine ausreichende mlmzrmmczm der Rechenschritte ist

wichtig. Formulieren Sie das Ergebnis in einem Schlufisatz.) ‘ 5 Punkte

Aufgabe 6.

Es sei I ein beliebiger Kérper und V" ein 3-dimensionaler K-Vektorraum mit Basis (By, Ba, Bs).
Wir betrachten die Teilrdume T = (B,) und Ty = (B}, By) von 1". Es sei

F={peHom(V,V) | ¢(T\)<T; und 9(Tz) <Ty}

die Menge aller linearer Abbildungen von 1" nach V', die 77 und 75 jeweils in sich abbilden.
(a) Zeigen Sie, dafl F' ein Teilraum von Hom (V|1 v ist.
(b} WWelche Dimension hat F7 (Antwort mit Begriindung.) 2 + /4 = 6 Punkte
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Aufgabe 7.

Essei V" =R’ und B = (X, X9, \3) eine Basis von V. Durch die Basiswechselmatrix

111 1 2 3

side = 1 0 1 1| und die Abbildungsmatrix ggs = { 0 1 1 | selen cine weitere Basis
00 1 240

C = (¥1,15,13) von ¥ und eine lineare Abbildung ¢: 17 — V" gegeben.

a) Berechnen Sie die Basiswechselmatrix ¢idg.

-

v Berechnen Sie die Abbildungsmatrix ciec.

,\AW\

2
} Kann man mit Hilfe der oben genannten Matrizen das Bild ¢(\) des Vektors X = | 1
aus | berechnen? 7
(Wenn ja, wie? Wenn nein, warum nicht?) 2+ 2+ 2 =€ Punkte

Aufgabe 8.

In V' = Z3 seien die Teilriume T, = (

yund T = { ) gegeben.

e B |
ST
»—l [ AN
O ] 0ot

Berechnen Sie mit Hilfe des Zassenhaus-Algorithmus eine Basis von /ﬁ 2) und eine Basis von
Ty Ty, (Formulieren Sie die Ergebnisse in einem Schlufisatz.) 4 Punkte

Aufgabe 9.

{a) Gibt es (iiber einem geeigneten Kdrper) ein inhomogenes lineares Gleichungssystem mit
2 Gleichungen und 4 Unbekannten, das genau 16 Lésungen hat?
(b) Gibt es (iiber einem geeigneten Korper) ein inhorogenes lineares Gleichungssystem mit
3 Gleichungen und 5 Unbekannten, das genau 32 Lésungen hat?
(Antwort jeweils mit konkreter Beispiel und Beweis oder mit Gegenbeweis.
Ausfithrliche und vollstindige Argumentation ist wichtig.) 3 + 3 = 6 Punkte

Aufgabe 10.

314156l 7]8]9]10
mwﬂﬂwm“mmmo_iuw“ A _ gegebene Permutation

4,8)(2,9,3)(5,12,7,10,6) € So.

Es sei 7 die durch

(¥

aus Sy, und es sei p = (1,
(a
(b

} Schreiben Sie 7 un
)

A } Schreiben Sie 7 als Produkt von Transpositionen.
(d)
)

~! jeweils als Produkt ziffernfremder Zykel.

Berechnen Sie die Permutationen 7-p und p-# (in Zykelschreibweise).

Kann man p als Produkt von Dreierzykeln schreiben? (Antwort mit Begriindung.)

A

Berechnen Sie die Ordnung von =. 1+1+2+1+1=06Punkte
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Aufgabe 11. 1 0 -1
Es sei B die Standardbasis von R® und ¢ der durch ppp= | 1 2 1 | € R**3 definierte
Endomorphismus von R3. 0 -1 3

(a) Berechnen Sie die Eigenwerte von ¢ und ihre Vielfachheiten.

(b) Berechnen Sie zu jedem Eigenwert von ¢ den zugehérigen Eigenraum.

(c) Berechnen Sie eine Facherbasis C von R® beziiglich ¢ sowie die zugehdrige Abbildungs-
matrix céc. 8 + 1+ 5 =9 Punkte

Aufgabe 12.

Gilt fiir alle Paare (i, %) von linearen Abbildungen ¢ und ¢ von R® nach R, daB
(a) ® mit &(X,Y)=¢(X)+¥(Y) eine Bilinearform auf R? ist,
(b) By mit Pp(X,Y) = (X)-¢(Y) eine Bilinearform auf R ist?

(Antwort jeweils mit Beweis oder konkretem Gegenbeispiel.

Quantoren nicht vergessen!) 8 + 8 = 6§ Punkte
Aufgabe 13.
Es sei V der R-Vektorraum der reellen Polynome vom Grad < 2 und B = (pg, p1, p2) eine Basis
121
von V. Ein Skalarprodukt ¢ auf V' sei durch die Matrix s®5 = | 2 3 1 | gegeben.
110

{a) Berechnen Sie das Radikal von V' beziiglich ®. (Wichtig ist eine ausreichende Begriindung
und Erlduterung Ihrer Rechnung. Formulieren Sie das Ergebnis in einem Schlufisatz.)

(b) Ist & ausgeartet? (Antwort mit Begriindung.) 5+ 1 = 6 Punkte
Aufgabe 14.
Es sei V = R? und B = (X3, X2, X;) eine Basis von V. Ein Skalarprodukt @ auf V' sei durch
2 4 2
die Matrix s®z= | 4 9 6 | gegeben.
2 6 4

(a) Berechnen Sie mit dem Gram-Schmidt-Verfahren eine Orthogonalbasis € = (¥}, Y2, 13)
von V beziiglich @, und geben Sie die Basiswechselmatrix gide sowie die Matrix (& an.

(Es geht in dieser Aufgabe um das Gram-Schmidt-Verfahren. Die Benutzung anderer
Verfahren wird nicht gewertet.)

{b) Ist ® positiv definit? (Antwort mit Begrindung.)
(c) Bestimmen Sie Index und Signatur von ®. (Mit Erlduterung.)
1 -1 0
(d) Durch die Basiswechselmatrix gidg = | 0 1 1 | sel eine weitere Basis A von V' ge-
0 01
geben. Berechnen Sie die Matrix 4® 4 von @ beziiglich 4. 7+ 1 + 2 + 2 = 12 Punkte

Aus einer LA I-Klausur vom 3.2.19895

Zu Aufgabe 1:

Solch Definieren ist mir zu dumm,
drum bleib ich besser stumm.

Diese Mathematisiererel

ist mir eh — einerlei.

Davon bin ich nicht besessen,

ihr seht’s selbst: Hab’s all vergessen.

Mathe ist doch leicht zu schaffen —
doch wer’s nicht kann, der sollt es lassen.

Die Klausur ist voriiber,
es prasselt hernieder
allzu schlechte Noten -
das ist verboten!
Aber was soll ich auch hier?
Fahr jetzt heim -
trink mir ein Bier
und — reim.
Tschiis!

Anmerkung. Der Autor erzihlte uns einige Tage spéter. er habe sich entschlossen, sein
Mathematikstudium abzubrechen und sich ganz seinem Germanistikstudium zuzuwenden.



Aufgabenblatt 1 zur
Vordiplom-Klausur Lineare Algebra (17.3.1997)

Professor Dr. J. Neubiiser, Lehrstuhl D fiir Mathematik, RWTH Aachen

Aufgabe 1.

VWelche Elemente des Restklassenrings Zigg = Z/128 Z sind Nullteiler?

Geben Sie nicht eine Liste aller dieser Elemente, sondern eine Beschreibung, die es gestattet, durch
Betrachtung einer Zahl z € Z sofort zu entscheiden, ob z = 128 Z + z ein Nullteiler ist oder nicht.
(Mit Begriindung.) 9 Punkte

Aufgabe 2.
Es sei V ein 3-dimensionaler R-Vektorraum und X € V.
Wir betrachten den B-Vektorraum W := Hom (V, V) der linearen Abbildungen von V nach V.
(a) Ist My ={p €W | X € Kern ¢} ein Teilraum von W7
(b) Ist My = {p € W | {X) = Kern ¢} ein Teilraum von W7
Antwort jeweils mit Begriitndung. (Quantoren nicht vergessen!) 8 + 3 = 6 Punkte

Aufgabe 3.
Es sei K ein Korper. Fiir jedes n € NU {0} sei V;, ein n-dimensionaler Vektorraum iiber K. Wir
definieren jeweils auf V, eine Relation R, durch
= {(X,Y) € Vo x V| (X,Y) ist linear abhingig}.
(a) Fiir welche n ist Hn reflexiv, fiir welche nicht?
(b) Fiir welche n ist R, symmetrisch, fiir welche nicht?
(¢) Fiir welche n ist Ry transitiv, fiir welche nicht?
Antwort jeweils mit Beweis. (Quantoren nicht vergessen!) 1+ 1+ 2=/ Punkte

Aufgabe 4.
Im Vektorraum V =
V/T.

(Formulierung und Begriindung sind wichtig.) 4 Punkte

R’ sei der Teilraum T = ( ) gegeben. Berechnen Sie eine Basis von

[N R
— = NN

Aufgabe 5.
Im Vektorraum V = B? seien zwei Basen B = (By, Bs) und C = (C}, C2) mit der Basiswechselmatrix
m.inﬂﬁw w gegeben. Es sei A = w m € R2¥2,

Wir betrachten den durch gps = A definierten Endomorphismus ¢ von V und das durch @5 = A
definierte Skalarprodukt ® auf V.
(a) Berechnen Sie die Basiswechselmatrix ¢idy sowie die Matrizen cc und ¢®c.
(b) Was bedeutet cs fiir die Basisvektoren By und Ba, daf die Komponente [3®5],, von 5®5 (also
der Eintrag in der ersten Zeile, zweiten Spalte von 3®5) gleich 0 ist?
(c) Was bedeutet es fiir den Basisvektor By, daf die Komponente {5w5],, von gep gleich 0 ist?

8 + 1+ 1 =25 Punkte

Aufgabe 6.
Es sei K ein Kérper,

Vo= \Jx...

der Vektorraum der w X m Matrizen fber K und ¢: V — K die

Abbildung, die jede Matrix [a;;] aus V auf die Summe M Ma: ihrer Eintrage abbildet.
(a) Zeigen Sie: ¢ ist ein lineares Funktional von V. =1 7=1
(b) Berechnen Sie eine Basis von Bild ¢.
(¢) Berechnen Sie eine Basis von Kern ¢.

Formulieren Sie das Ergebunis jeweils in einem SchiuBisatz. 2+ 2 + 4 = 9 Punkte

Aufgabenblatt 2 zur

Vordiplom-Klausur Lineare Algebra (17.3.1997)
Professor Dr. J. Neubiiser, Lehrstuhl D fiir Mathematik, RWTH Aachen

Aufgabe 7.
Beweisen oder widerlegen Sie die folgende Behauptung.

Jedes lésbare inhomogene lincare Gleichungssystem mit 3 Gleichungen und 7 Unbekannten iiber
einem beliebigen Korper hat mehr als 10 Lésungen.

(Ausfithrliche und vollstindige Argumentation ist wichtig.) 5 Punkte

Aufgabe 8.
Es sei K ein Korper, V ein 7-dimensionaler K-Vektorraum, W ein 3-dimensionaler K-Vektorraum
und ¢ € Hom (V, 1V). Beweisen oder widerlegen Sie die folgende Behauptung.

Jede Restklasse von Kern enthilt mehr als 10 Elemente.

(Ausfithrliche und vollstindige Argumentation ist wichtig.) 5 Punkte

Aufgabe 9.

2 11
Invertieren Sie die Matrix A 30 41| €0 mit Hilfe des in der Vorlesung vorgestellten
31 2
Verfahrens. (Sie brauchen dabei nicht anzugeben, welche elementaren Umformungen Sie benutzen. Sie
miissen aber am Schiuf die Matrix A™! explizit angeben.) 5 Punkte
Aufgabe 10. 3 =10
Es sei 5 die Standardbasis von R® und ¢ der durch zop = | 0 3 1| € R} definierte Endo-
morphismus von R?. 1 =30

(a) Berechnen Sie die Eigenwerte von ¢ und ihre Vielfachheiten.

(b) Berechnen Sie zu jedem Eigenwert von ¢ den zugehdrigen Eigenraum.

(c) Berechnen Sie eine Ficherbasis C von R® beziiglich ¢ sowie die zugehdrige Abbildungsmatrix
cpe- 3+ 1+ & =9 Punkte

Aufgabe 11.
Es set V' der R-Vektorraum der reellen Polynome vom Grad < 3 und B = (pg,p1;po,p3) eine Basis
von V. Berechnen Sie den Annihilator des Teilraums

T =(po+2p1+p2+3ps, 2po+3p1 +pa+5pa) <

im Dualraum V™~ von V. (Wichtig ist eine ausreichende Begriindung und Erliuterung Ihrer Rechnung.
Formulieren Sie das Ergebnis in einem Schluflsatz.) 5 Punkte

Aufgabe 12.
Essei V = B® und 8 = (X1, X4, X3) eine Basis von V. Ein Skalarprodukt @ auf V sei durch die
2 2
Matrix g®p =1 2 3
45 6
(a) Berechnen Sie mit dem Gram-Schmidt-Verfahren eine Orthogonalbasis € = (¥1,Y3,Y3) von V
beziiglich &, und geben Sie die Basiswechselmatrix gidc sowie die Matrix ¢ ®¢ an.

(S

gegeben.

(Es geht in dieser Aufgabe um das Gram-Schmidt-Verfahren. Ua Benutzung anderer Verfahren
wird nicht gewertet.)

(b) Ist @ positiv definit? (Antwort mit Begriindung.)

(¢) Bestimmen Sie Index und Signatur von @. (Mit Erlduterung.) 7+ 1 + 2 = 10 Punkte




Aufgabenblatt 1 zur
Vordiplom-Klausur Lineare Algebra (18.9.1997)

Professor Dr. G. HiB}, Lehrstuhl D fiir Mathematik, RWTH Aachen

Aufgabe 1.

Es sei V = R2*? der R-Vektorraum aller 2 x 2 Matrizen iiber R.
(a) Ist My = {A €V |Spur 4 = 0} ein Teilraum von V7
(b) Ist My = {A € V| det A =0} ein Teilraum von V7

Antwort jeweils mit Begriindung. 8 + 2 = 5 Punkte

1l

il

(Zur Erinnerung: Die Spur einer quadratischen Matrix ist die Summe ihrer Diagonalglieder.)

Aufgabe 2.
Es sei V < R[r] der Vektorraum aller Polynome iiber R vom Grad < 3, und es sei
T=(z+22+1, 22 +2 42, 28+ 22—y < W

Berechnen Sie eine Basis von V/T.

Eridutern Sie Thre Rechnung und formulieren Sie das Ergebnis in einem SchluBisatz. 5 Punkte

Aufgabe 3. .

Uber dem Kérper Zz = Z/5Z mit 5 Elementen seien der Vektorraum V = N% sowie die Teilrdume
T 1 Z 3

Ty =] 2|, T{)undTo={(} T|,|d]) gegeben. Berechnen Sie mit Hilfe des Zassenhaus-
3 1 3 0

Algorithmus eine Basis von (71, T2) und eine Basis von Ty N T5.

Formulieren Sie die Ergebnisse in einem Schlufsatz. 4 Punkte

Aufgabe 4.

(a) Beweisen Sie: Es gibt hochstens vier verschiedene (also nicht isomorphe) Kérper, iiber denen es
ein homogenes lineares Gleichungssystem mit genau 64 Losungen gibt.

(b) Uber welchen dieser vier Kérper gibt es ein inhomogenes lineares Gleichungssystem mit 3 Glei-
chungen und 5 Unbekannten, das genau 64 Losungen hat?

Anleitung: Geben Sie jeweils ein konkretes Beispiel fiir ein solches Gleichungssystem an, oder
beweisen Sie, daf es kein solches Gleichungssytem gibt.

(Ausfiihrliche und vollstindige Argumentation ist wichtig.) 4 + 4 = 8 Punkte
Aufgabe 5.

Im Vektorraum V = R? seien zwei Basen B = (B, By) und C = (C}, C) mit der Basiswechselmatrix
gide = Lot gegeben. Es sei A = 02 € R*¥2,

1 -1 20

Wir betrachten den durch gpp = A definierten Endomorphismus ¢ von V und das durch 505 = A
definierte Skalarprodukt @ auf V.

(a) Berechnen Sie die Basiswechselmatrix ¢idg sowie die Matrizen cpc und ¢®¢.

} Welche Eigenschaft des Basisvektors C; (bzw. C3) kann man aus den Nullen in ¢p¢ ablesen?
) Welche Eigenschaft des Basisvektors By (bzw. By) kann man aus den Nullen in 5®p5 ablesen?
) Welche Eigenschaft der Basisvektoren C} und Cy kann man aus den Nullen in ®¢ ablesen?

v

. . . . -1 —
TWESEmEQ@meEﬁAwVamme\mfoﬁmkn ﬁ m @ m<.B;m&maonowmzmmsmcznm:ZmnENm:

berechnen? Wenn ja, wie? Wenn nein, warum nicht? 4+ 1+1+1+2=29 Punkte

Aufgabenblatt 2 zur
Vordiplom-Klausur Lineare Algebra (18.9.1997)

Professor Dr. G. Hiff, Lehrstuh!l D fiir Mathematik, RWTH Aachen

Aufgabe 6.
Fiir n € ¥ betrachten wir den Vektorraum V = R". Beweisen Sie:

(a) Ist n gerade, so gibt es einen Endomorphismus ¢ von V mit Kerng = Bildy.
(Konkretes Beispiel mit Begriindung.)

(b) Ist n ungerade, so gibt es keinen solchen Endomorphismus. 5.+ 3 = 8 Punkte
Aufgabe 7. 2 1 3

Invertieren Sie die Matrix A = | 4 1 6 | € @¥*3. (Sie brauchen dabei nicht anzugeben, welche
31 4

elementaren Umformungen Sie benutzen. Sie miissen aber am Schluf dic Matrix A~ explizit angeben.)

Empfehlung: Vermeiden Sie bei der Rechnung Briiche (das Ergebnis ist ganzzahlig). 5 Punkte
Aufgabe 8. 10 4 -12

Gegeben sei die Matrix A = 0 2 0 | € @%**3. Berechnen Sie

8§ 4 -10

(a) die Eigenwerte von A und ihre Vielfachheiten,
(b) zu jedem Eigenwert von A den zugehdrigen Eigenraum,

(c) eine Matrix T € Q3*%, so daB8 T~ AT Diagonalgestalt hat. 8 + 8 + 1 = 7 Punkte

Aufgabe 9.
Essei V = R® und B = (X, X2, X3) eine Basis von V. Ein Skalarprodukt @ auf V sei durch die
12
Matrix gPp=| 2 3
3 4
(a) Berechnen Sie das Radikal von V' beziiglich @. (Wichtig ist eine ausreichende Begriindung und

Erlduterung Ihrer Rechnung. Formulieren Sie das Ergebnis in einem Schlufsatz. Beachten Sie
dabei, daB B nicht die Standardbasis vorr V' zu sein braucht.)

gegeben.

[SUEE =

(b) Ist ® ausgeartet? (Antwort mit Begriindung.) 5+ 1 = 6 Punkte

Aufgabe 10.
= (X1, X3, X3) eine Basis von V. Ein Skalarprodukt ® auf V sei durch die

= oo

gegeben.

(98]
i
N

(a) Berechnen Sie mit dem Gram-Schmidt-Verfahren eine Orthogonalbasis C = (¥}, Y2, Y3) von V
beziiglich @, und geben Sie die Basiswechselmatrix pid; sowie die Matrix «®¢ an.

(Es geht in dieser Aufgabe um das Gram-Schmidt-Verfahren. Die Benutzung anderer Verfahren
wird nicht gewertet.)

(b) Ist @ positiv definit? (Antwort mit Begriindung.)
(c) Bestimmen Sie Index und Signatur von €. (Mit Erlauterung.) 7+ 1+ 2 = 10 Punkte




