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Kapitel 1

Mengen, Abbildungen, algebraische
Strukturen

I.1 Definition Mengen

M, N, M;, A seien Mengen, wobei i € I. I ist eine (Index-)Menge.

1. M heiit Teilmenge von A, in Zeichen : M C A, falls aus ¢ € M immer z € A folgt.
(reM=uzecA)

2. Fir M,N C Aheiit MNN :={x € Alz € M und z € N} der Schnitt (Durchschnittsmenge
von M und N). Fiir M; C A, fiir alle i € I : (| M; := {z € Alz € M; fiir alle i € I} heiit der

iel
Schnitt der M;.

3. Fiir M,N C A heift M UN := {z € Alx € M oder € N} die Vereinigung von M und N.

Entsprechend fiir M; C A fiir alle ¢ € I ist |J M; := {a: € Alexistiert ein i € I mit x € Mi}
iel
die Vereinigung der M;.

4. Fir M,N C Aheiit M\ N:=M — N ={x € Alx € M und =z ¢ N} die Differenzmenge von
M ohne N.

5. Pot(A) := {X|X C A} heiit die Potenzmenge von A.

6. M x N := {(m,n)lm € M und n € N} heiBt das cartesische Produkt von M und N oder
die Paarmenge von M und N. Dabei gelten: (m,n) = (m/,n’) & m = m’ und n = n’ fiir
m,m' € M; n,n € N.

1.2 Definition Relation

Sei M eine Menge

1. Eine Teilmenge R von M x M (R C M x M) heiBit Relation (Schreibweise (a,b) € R <: aRb
[a steht in Relation zu b]).

2. Eine Relation R C M x M heift

(a) reflexiv, falls: (a,a) € R fiir alle a € M (aRa)
(b) symmetrisch, falls: (a,b) € R = (b,a) € R (aRb = bRa)
(c) transitiv, falls: (a,b) € R und (b,c¢) € R = (a,c¢) € R (aRb und bRc = aRc)

3. Eine Relation, die reflexiv, symmetrisch und transitiv ist, heift Aquivalenzrelation
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1. N={1,2,3,4,...} = Menge der natiirlichen Zahlen

2. H = Menge der Horer dieser Vorlesung

3 * * *
(313)
3. NxN={(a,b)lac N,be N} 2 iy *
1 * * *
(2,1)
1 2 3

Beispiel 1.1: Mengen

1.SeiM=Nund R=,<“(a<b & b—acN)
ist nicht reflexiv nicht symmetrisch aber transitiv.

2. Sei M =Nund R=, <*¢
ist reflexiv nicht symmetrisch aber transitiv.

3. Sei M eine beliebige Menge und R = ,=* ist eine Aquivalenzrelation.

4.2 ={(z+b=a)|a,b € N} R=~mit(z+a=b~@x+d =)= a+b =b+d
ist eine Aquivalenzrelation.

Beispiel 1.2: Relationen

1.3 Definition Partition

M sei eine Menge. Eine Partition oder Zerlegung oder Klasseneinteilung von M ist eine Menge P
von Teilmengen von M. (P C Pot(M)) mit

1. M=C, C € P, d. h. fiir jedes m € M existiert ein C € P mit m € C

2. seien C,C' € P = C = (" oder CNC’' = 0, d. h. fiir jedes m € M existiert hochstens ein
C e PmitmeC.

1.4 Bemerkung (Aquivalenzrelation - Partition)

1. Sei R eine Aquivalenzrelation auf die Menge M und fiir z € M sei C, = {y € M|yRz}. Dann
ist P = {Cy|r € M} eine Partition.

2. Sei P C Pot(M) eine Partition von M. Definiere
R = {(a,b) € M x Ml|es existiert ein C € P mit a € C und b € C'}.

Dann ist R eine Aquivalenzrelation.

Beweis

1. z € Cy, (R reflexiv) = M = |J C,. Also Punkt 1 von L.3.
reM
Seien Cy,C,y € P mit C,, N Cy # 0.
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Behauptung: C;, = C,
Beweis: Es existiert ein a € C; N Cy. Zeige C, = C,,

beC,= bRx

bN
a€c€C,NCy = aRx ) “

} :(symm.) bRz und zRa = (trans.

d. h. b e C, (gezeigt C, C C,)
umgekehrt:

be C, = bRa b
aRz :>(trans) ~T

d. h. b e C,, (gezeigt C, C C, )
Also: C, = Cy. x durch y ersetzen = C, = C,. Also C, = C,, d. h. Punkt 2 von 1.3

2. Zu beweisen ist, daB§ R eine Aquivalenzrelation ist.

(a) Daein C' € P existiert mit a € C gilt: (a,a) € R = R ist relexiv.
(b) Sei a,b € C daher gilt: (a,b) € R = (b,a) € R = R ist symmetrisch.
(c) a,be C, bjce C = a,c € C = R ist transitiv.

q.e.d.

I.5 Definition Abbildung

Seien M, N Mengen. ¢ heifit Abbildung (Funktion) von M nach N (Abkiirzung: ¢ : M — N),
falls jedem Element m € M genau ein Element my € N (manchmal auch mit ¢(m) bezeichnet)
zugeordnet wird.

( Man kann Abbildung auch &hnlich wie Relation als Teilmenge [¢] von M x N einfiihren mit:

1. Fir jedes m € M existiert ein n € N mit (m,n) € [¢].
2. (m,n1), (m,n2) € [p] = n1 = na

Zusammenhang : [¢] = {(m, my)|m € M })

. p:N—>N:a— a? (ap = a? fiir alle a € N).

2. Sei H die Menge der Horer und S die Menge der Sitze, dann ist
p:H — S :hw— Sitz(h) eine Abbildung, falls alle sitzen.

3. Z' .= {(z+b=a)|a,b € No} (x ist eine ,unbestimmte*) ¢ : NxN — Z' : (a,b) — z+a =1b
ist eine Abbildung.

Beispiel 1.3: Abbildungen

I.6 Definition bijektiv, Bild, Urbild
Sei ¢ : M — N eine Abbildung.
1. ¢ heifit

a) injektiv, falls fiir alle m,m’ € M gilt: mo =m/p = m =m/.
¥ 4



4 I. Mengen, Abbildungen, algebraische Strukturen

(b) surjektiv (auf N), falls fiir jedes n € N ein m € M existiert mit mp = n.

(c) bijektiv, falls ¢ injektiv und surjektiv ist. In diesem Fall heiit ¢ = : N — M mit npo=t =m

genau dann, wenn mp = n, die zu ¢ nverse Abbildung.
2. My ={mp|lm e M} (C N) heiit das Bild von ¢.

3. Fiir X C N heifit X! := {m € M|my € X} das Urbild von X unter ¢.

1. ¢ : N — N:a+ a? ist injektiv, aber nicht surjektiv und nicht bijektiv.
2. p: H— S:hw— Sitz(h) ist injektiv, wenn auf jedem Stuhl nur eine Person sitzt.

3. NxN—Z":(a,b) — (z+b=a) ist bijektiv.

Beispiel 1.4: bijektive Abbildungen

1.7 Definition endlich

Eine Menge M heifit endlich, falls ein n € N und dazu eine bijektive Abbildung: ¢ : M — {1,2,...,n}
existiert. (n heifft dann die Anzahl |M| der Elemente von M.)
Daf} diese Anzahl wohldefiniert ist, sieht man so:
ﬁ {1,...,n}
, ¥ seien Bijektionen. Zu zeigen ist nun, dal n = m.
E {1,...,m}

a=9 Y {1,...,n} ={1,...,m}

i (i~ )y
« ist bijektiv, da ¢ und v bijektiv sind.
la, ..., na sind n versch. Elem. von {1,...,m},
alson <m oy
la=t,...,ma~! sind m versch. Elem. von {1,...,n}, n=m
alsom <n

I.8 Bemerkung (Komposition)
Seien ¢ : M — N und ¢ : N — O Abbildungen, dann ist
o M — O:m— (mp)yY

auch eine Abbildung (genannt die Komposition oder Hintereinanderausfithrung) von ¢ und .
Manchmal wird eine andere Schreibweise benutzt:

d)Ogﬁ:M%O:mr—m/)(gp(m))
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1.9 Satz
Sei ¢ : M — N eine Abbildung.

1. ¢ € M x M definiert durch ¢ := {(m,m’) € M x M|me = m’¢} ist eine Aquivalenzrelation auf
M mit den Aquivalenzklassen {n}o=*
Partition P, = {{n}¢~!n € My}.

, wobei n = myp fiir ein m € M. Also ist die zugehorige

2. v: M — P, :m— {mp}tp ! ist eine surjektive Abbildung.

3. ¢: P, — N :{n}o~!+ nist eine injektive Abbildung.

4. p=vpd. h.:
®
M — N
v\ /@
P,
Beweis

1. Uberpriifen, ob ¢ eine Aquivalenzrelation ist, d.h priifen nach Reflexivitit, Symmetrie und
Transitivitét:

(a) me = my, also (m,m) € ¢ fiir alle m € M (also reflexiv).
(b) me =m'v = m'p=mp = (m,m’') € ¢ fir alle m,m’ € M (also symmetrisch).
(¢) mp=m'p,m'p=m"p = me=m"p fir alle m,m’,m"” € M (also transitiv).

2. Folgt aus der Definition von F,.

3. Zu zeigen ist, dal ¢ wohldefiniert ist, d. h. falls {n}p~ = {n'}p 1, dann ist n = n’. Dies ist
hier klar. Daher ist ¢ wohldefiniert, d. h. ¢ ist eine Abbildung.

Nun muB noch gezeigt werden, daf ¢ injektiv ist. Also A, B € P, mit Ap = Be.
Sei A= {n}p~t und B = {n'}p~! fiir n,n’ € Mp = Ap =n,Bp =n’, alson =n'.

4. Folgt ebenfalls aus der Definition.

q.e.d.

[.10 Definition Verkniipfung

Sei M eine Menge:
Eine Abbildung O : M x M — M : (m,n) — m0On heifit (2-stellige-) Verkniipfung (auf M). Eine
Menge M mit einer oder mehreren Verkniipfungen heifit algebraische Struktur.

e +:NxN—N:(m,n)+— m+n ist eine Verkniipfung,
e - :NxN—N:(m,n)— m-nist auch eine Verkniipfung

e d. h. (N,+),(N,-), (N, +,) sind algebraische Strukturen.

Beispiel 1.5: Verkniipfung, algebraische Strukturen
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Anwendung auf Zahlbereiche

Sei Z' := {(z + b = a)|a,b € N}. Fiir die Gleichung (z 4+ 3 = 5) € Z' existiert eine Losung in N:
Losung = 2. Aber fiir die Gleichungen (x +5 = 3) und (x + 7 = 5) existiert keine Losung in N, aber
intuitiv kann man sagen, dafl die Gleichungen die gleiche Lésung haben.

Um auf eine Losung zu kommen wendet man hier das Prinzip , Erzwinge Losbarkeit® an.
1.Anwendung des Prinzips: Zahlbereichserweiterung.

I.11 Zahlbereichserweiterung

Konstruktion von Z aus N

1. Sei ~ eine Aqivalenzrelation auf Z’ (Z ist die Menge der Aquivalenzklassen), wobei

(x+b=a)~(x+b =d)sa+b =d+0b

2. auf Z' definiere man

e die Addition durch: (x +b=a)+ (z+¥V =d') :=(x+ (b+V)=a+d)

e und eine Multiplikation: (z +b=a)-(z+b =d):=(x+(a -V +b-a')=a-d +b-V)
Diese beiden Verkniipfungen sind vertraglich mit ~, d.h. Summen und Produkte &quivalenter
Elemente sind dquivalent.

Daher sind O(x—i—b:u) + C(a:-',—b’:u’) = C(z-‘,—(b-‘,—b’):(a—i—a’))
und C(z—i—b:a) : C(z+b’:a/) = C(rc+(a‘b’+b~a/):a~a’+b'b’)
wohldefinierte Verkniipfungen von Z := 7'/ ~

3. e:N—=Z:nw Crpyi—ns1) ist eine injektive Abbildung, fiir die gilt:

(m+n)e = me + ne, (m-n)e =me - ne
—— —_——
in N inz

4. 0:= C(y41-1) hat die Eigenschaft 0 +a =a +0 = a fiir alle a € Z

5. C(g4a=p) l0st die Gleichung = + a = b (genauer: x + ac = be).

Beweis

2. Es muf} gezeigt werden, dafl die Addition (,+“) und die Multiplikation (,,-“) wohldefiniert auf
Z sind (Wohldefiniert bedeutet hier ,,Unabhéngigkeit von der Reprisentantenwahl®.)
z. B. Addition ist wohldefiniert:

Catv=a) = Clatbi=ar) (L.1)
Clatvr=a’)y = Clatb=a)) (1.2)
Zu zeigen ist:
Clatrtr=(ata)) = Clat@itvy)=(ar+a)) (L.3)
Nach der Definition von ~ heif}t :
(I3): a+ad +b+b] = b+b +a+d] (L.4)
(I.1): a+b b+ ay

- = Gleichnug (L4).
(12): o' +V, = b’+a’1}+ cichnug (L.4)

3. Zeige: € ist injektiv:
N—Z:n— Cuii=nt1)
(x+l=n+1)~(x+l=m+1)=>n=m n,m €N
ist ebenso vertriglich mit + und -.
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5. Claqb=a) 10st T + be = ae sollte aus der Definition folgen. Zu zeigen ist:

Clotv=a) + Clati=p+1) = Clati=a+1)

C(w+b+l=a+b+1)
dh:(z+b+1l=a+b+1)~(x+1=a+1)

q.e.d.

1.12 Zahlbereichsvergroberung

Konstruktion von [,

1. 7 ist eine Aquivalenzrelation auf N, definiert durch a’3b & a und b lassen bei der Division
durch 2 denselben Rest (0 oder 1). Kurz: (2|a —b) (2 teilt a — b).
Fy :=N/7 = Menge der Aquivalenzklassen.

Ca + Cp = Cary o [ Addition
2. C,-Cp:=Cup definiert die {Multiplikation

3. Seia+x=">(a,beN)
Cq + Cy = Cyyyp 16st die Gleichung Cy + z = Ch,.
Beweis
1. Zu zeigen ist, dal 7 eine Aquivalenzrelation ist:

(a) (2|la — a) aus a = a folgt die Reflexivitét.
(b) (2]a —b) = (2|b — a) = Symmetrie.
(¢) (2la—10), (2|b —¢) = (2]a — ¢) = Transitivitét.

2. Zu zeigen ist die Unabhingigkeit von Vertretern:

Caer = Ca’+b’
Co=Cy, Cp=Cy =
’ ’ { Ca~b = Ca’~b’
q.e.d.
Die Gleichung 3 - x = 5 ist nicht in Z lésbar, aber in Fy : C3 -z = Cs.
Aber die Losung in Fo hat nicht mehr die gleiche Aussagekraft wie die Gleichung.

I.13 Definition Korper

Sei K eine Menge.

0) Sei + := K x K — K eine Verkniipfung.

1) (a+b)+c=a+ (b+c) fir alle a,b,c € K (Assoziativgesetz).

3) Zu jedem a € K existiert genau ein —a € K mit (—a) 4+ a =a+ (—a) = 0.

(0)
(1)
e (2) Es existiert genau ein 0 € K mit a4+ 0 =0+ a = a fiir alle a € K.
(3)
(4) a+b=">+a gilt fir alle a,b € K (Kommutativgesetz).

(

0’) Sei - := K x K — K eine weitere Verkniipfung.
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Zu jedem a € K, a # 0 existiert genau ein ¢! € K mita ™! a=a-a" ! = 1.
a-b="b-a gil fir alle a,b € K (Kommutativgesetz).

e (a) (a+bd)-c=a-c+b-cfiralle a,b,c € K (Distributivgesetz)
[ ]

a)c-(a+b)=c-a+c-bfiralle a,b,c € K

Wenn alle Bedingungen erfiillt sind, dann heifit (K, +,-) Koérper.
(K, +) heifit

e Halbgruppe, falls (0) und (1) erfiillt sind,

e Monoid (Halbgruppe mit 1), falls (0)...(2) erfiillt sind,

e Gruppe, falls (0). .. (3) erfiillt sind,

e und kommutative Gruppe, falls (0). .. (4) erfiillt sind.
(K, 4+, ) heifit

e Ring, falls (0)...(4), (0°),(1’) und (a),(a’) erfullt sind,

Ring mit 1, falls (0)...(4), (0°)...(2’) und (a),(a’) erfiillt sind,

kommutativer Ring, falls (0)...(4), (07)...(1"),(4’) und (a),(a’) erfiillt sind,

Divisions-Ring, falls (0)...(4), (0%)...(3’) und (a),(a’) erfiillt sind.

e (N, +) ist eine Halbgruppe,
e (NU{0},+) ist ein Monoid,
e (Z,+) ist eine (abelsche) kommutative Gruppe,
e (Z,+,-) ist ein kommutativer Ring,
e (Q,+,) ist ein Korper,
o (I3, +, ) ist ein Korper,
e (R,+,") ist ein Korper.
Beispiel 1.6: Korper




Kapitel 11

Vektorraume

a) Grundlagen

II.1 Defintion Vektorraum

Sei K ein Korper. Eine Menge V # () heifit Vektorraum iiber K, oder K -Vektorraum, falls

1. eine Verkniipfung + : ¥V x V — V definiert ist, so dal (V,+) eine kommutative Gruppe ist,
d. h.

(VG1) X +Y)+Z=X+ (Y + Z) fir alle X,Y, Z € V.

e (VGy) Es existiert genau ein 0 € V mit X +0 =0+ X = X fiir alle X € V.

e (VG3) Zu jedem X €V existiert ein —X € YV mit X + (—X) = (-X)+ X =0.
o (VGy) X+Y =Y + X firalle X,)Y € V.

2. eine Abbildung - : K XV — V: (a,X) — a - X definiert ist mit

e (VS))(a-b)-X=a-(b-X) fiirallea,be K, X € V.

e (VS)a - (X+Y)=a-X+a-Yfiralleac K, X,Y €V.
e (VS3) (a+b)X=a-X+b-X firalea,be K, X € V.
(VS,) 1. X = X fiir alle X € V.

Die Elemente von V heiflen Vektoren. Das Beispiel I1.1 zeigt mehrere K-Vektorrdume.

II.2 Bemerkung

Sei V ein K-Vektorraum. Dann gilt:
1.0-X=0 vXeV
2. - X=(-1)-X vXeV
3. (—a)- X = —aX Vae K, X eV

Beweis

1. X+0-X ~—[nach VSy4] 1-X+0-X =[VSs] (1 + 0) - X ~—[Kérpereigenschaft] 1-X =[VS4] X
= [VGs] 0-X=0.

2. X+ (-1)X=1X+(-DX=(1+(-1) - X=0-X=0
= (-H)X =-X.
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3.aX+(—a)X=(a+(-a) - X=0-X=0
= (—a)X = —aX.

q.e.d.

Sei K ein Korper.
1. ¥V = K ist ein Vektorraum iiber K mit +: V¥V xV — YV und - : K xV — V von (K, +,")

iibernommen.

2. V=K":={(a1,...,a,) |a; € K fiir i =1,2,...,n}.
((a1,... n) = (bl,..., n) & a; = by, ag = by-ra, = bn) K™ ist ein K-Vektorraum
mit

o (a1,...,an)+ (b1,...,b,) = (a1 +b1,...,an+by) Vai...apund by...b, € K"

e a-(ay,...,an):=(a-ay,...,a-ay) Vai...ap € K", a e K
e 0-Vektor: (0,...,0)
o —(ay,...;an) = (—ay,...,—ay)

3. Sei K ein Korper und I eine Menge (von Indizes) V = K! := {f | f : [ — K} ist ein

K-Vektorraum mit den folgenden Verkniipfungen:

o f+g: I —>K:i—if+ig vV f,ge K!

ea-f:I—-K:i— (if)-a Vae K, fe K!

e 0-Vektor: 0: I - K:i—0

o —f: Il —>K:i— —if
Beachte: K" kann als K{"} aufgefasst werden. (a;...a,) definert die Abbildung
{1,....,n} = K :iw— a;. f:{l,...,n} — K definiert das n-Tupel {1f,2f,...,nf} ,

d. h. ein n-Tupel oder eine Folge der Lénge n kann als Abbildung von {1,...,n} — K
aufgefafit werden.

4. Seien V; und Vo K-Vektorrdume.
W=V x Vo = {(’Ul,vg) | v € V1, vg € Vg} ist ein K-Vektorraum mit

o (v1,v2) + (w1, w2) := (V1 + w1, v2 + w2) Vv, w1 € V1 vz, w2 € Vs
e und a- (vy,v2) = (a-v1,a-v2) Ya€ K v, €V; (i=1,2)

Bezeichnung: W = V; & Vs, heifit die (dufere) direkte Summe von Vi und Vs.

5. {0} ist ein K-Vektorraum mit 0 +0 =0und a-0 =0 V a € K. {0} heifit der triviale
K -Vektorraum.

Beispiel II.1: Vektorrdume

I1.3 Definition Teilraum

Sei V ein K-Vektorraum, W C V heiit (K —) Teilraum (Unterraum) von V, falls
LW 40
2. fiir beliebige X, Y e W, a,be K gilt: a- X +b-Y e W

Schreibweise: W < V.
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II.4 Bemerkung

V sei K-Vektorraum, W <V = W ist K-Vektorraum.

Beweis

Die Verkniipfungen W x W — W, K x W — W werden durch Einschréinkung der Verkniipfungen
vonV (+:VxV =V, -:KxV —YV) definiert. Jetzt miissen nur noch die Vektorraumaxiome
verifiziert werden.

q.e.d.

e Vist K-Vektorraum = {0} <V, V<V
{0} und V heiflen auch die trivialen Teilriume von V.

e Sei (a,b,c) € K3
L:={(z,y,2)|(z,y,2) € K’,ax + by +cz =0} < K®
L+#(,denn (0,0,0) € L

(z,y,2) € L
('r/7y/7 Z/) E L 6(1.7 y7 Z) + f(xl7yl7 Z/) 6 L
e,feK

denn:

ar+by+cz=0/-¢

ar' +by' +cz' =0/ f }+ P =0

Beispiel I1.2: Teilrdume

I1.5 Definition lineares Gleichungssystem

Ein lineares Gleichungssystem (GLS) iiber dem Korper K mit m Gleichungen und n unbekannten

(unbestimmten) 1, ..., z, ist gegeben durch folgende Gleichungen:
a11r1  + apper2 + -+ apx, = b
2121+ axpry + -+ amT, = b
aAm1T1 +  GmaTy + - +  GpnTn = bm

Dabei sind a;;,b; € K fiiri=1,...,mund j = 1,...,n fest vorgegeben. Das GLS heifit homogen,
falls by = - -+ = by, = 0. (Ist m = 1, so sprechen wir von einer linearen Gleichung.) (I1,...,l,) € K"
heifit Losung des GLS, falls man durch Ersetzen der z; durch I; m richtige Gleichungen in K erhalt.

I1.6 Satz (Menge der Losungen eines GLSH)

Die Menge L der Losungen eines linearen homogenen Gleichungssystems (GLSH) mit n unbekannten
bildet einen Teilraum von K.
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Fiir I = {0} UN bezeichnet man K’ auch als Vektorraum der formalen Potenzrei-
hen: K [[z]]

K([z]] == {ff:IﬁK:iHai}:{ZamﬂaieK}

=0

Schreibweise: f = Y a;2° = f(z)
=0

2

(o] o0
Also: >~ a;x' : I — K @i q; ist die Definition von ) a;2" .
i=0 i=0

(Z a;r’ + Z biz' = Z(ai + bi)xi>
i=0 i=0 i=0
Der Teilraum K|[z] der Polynome in K Hx” ist definiert durch:
(oo}
Klz] :== {Zaixﬂai € K,3dn mit a; = 0 fiir ¢ > n}
i=0

Jetzt 188t sich nachrechnen, daf K[z] ein Teilraum von K [[z]] ist.

Beispiel 11.3: Vektorraum der formalen Potenzreihen

Beweis

1. (0,...,00€e L=L#0
———

n

2. Seil={(ly,...,0lp) € Lund I' =(l},...,l}) € L, a,be K.
Behauptung: a-1+b-1' € L
Beweis: firi=1,2,...,n

ai1l1+~-~+amln:0| ta +
= a“(all —+ blll) 4+ 4 am(aln =+ bl;,) =0

d.h.al+0bl'eL

q.e.d.
I1.7 Satz (Vektorraum der linearen Gleichungen)
1. Die Menge der iiber K linearen Gleichungen mit den Unbestimmten z1,...,z, bilden einen
K-Vektorraum. Der Vektorraum wird mit G(x1,...,x,) oder G(K;z1,...,z,) bezeichnet.

2. Die Menge H(K;x1,...,2,) (oder H(z1,...,2,)) der homogenen K-linearen Gleichungen in

Z1,..., 2, bilden einen Teilraum von G(K;x1,...,2,) (H < G).
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Beweis

1. Sei Gy = (a171 + agwo + -+ + apTy = b) € G(1,...,Ty)
G| = (ajx1 + abxs + - -+ a,x, =) € G(x1,...,2,)
G1+ G = ((a1 +a)z1 4+ -+ (an + ap)z, = b+ 1)
€G(x1,...,2p)
a-Gr:= (agrz1+ -+ aa,z, =ab) a € K
€G(x1,...,2p)

Nun kann man verifiziern, dafl die Vektorraum-Axiome erfiillt sind.

2. H="H(z1,...,2n) # 0, da (0zy,...,0z,) € H. Sei G1,G| € H, d. h.
b=V =0=0aG1+aGi€H,daa-b+d -V =0.

b) Teilrdume und Mengen

I1.8 Satz (Schnittmenge von Teilrdumen)

Sei T' # () eine Menge von Teilrdumen W von V.

= (1 W={WeV|WeW firalle WeT} <V
WeT

Beweis

I. | W#0O:firalle WeTglt0eWalso0e [ W.
WeT WeT

2. Seien X, Y e | Wund a,b e K
WeT
=X, YeWfiralle WeT

= W<V)Alsoa- X+b-YeWfliralle WeT, a,be K

= (Def.vonN) a-X+b-Ye N W
WweT

Siehe auch Beispiel 11.4.

Gegeben GLSH mit m Gleichungen = jede Gleichung hat Losungsraum L;.
Der Losungsraum L der GLSH ist L = () L;
i=1

K2

Beispiel 11.4: Losungsraum eines GLSH

q.e.d.
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I1.9 Definition Erzeugnis
Sei V ein K-Vektorraum und M C V.

1. Das Erzeugnis (Vektorraumerzeugnis) (M) von M ist der Schnitt aller Teilrdume von V, die

M enthalten: (M) := (| W
w<y
MEW

2. Eine Linearkombination von Elementen aus M ist ein Vektor X € V), fiir den ein n € N,
ai,...,a, € Kund Xq,...,X,, € M existieren, so dal X = a1 X; +--- +a,X,,. Ist M =0, so
ist der Nullvektor die einzige Linearkombination (LK) von Vektoren aus M.

I1.10 Satz (Vektorraum eines Erzeugnisses)

Sei V ein K-Vektorraum, M C V.
1. (M) ist wohldefiniert und es gilt (M) < V.

2. (M) besteht aus den Linearkombinationen der Elemente von M.

Beweis

1. T=W|W<Vund M CW} #0 daV e T, also ist (M) wohldefiniert. Aus IL.8 folgt
(M) <V.

2. Sei Lk(M) = Menge der Linearkombinationen der Elemente von M.

(a) Behauptung: Lk(M) <V
Beweis:
i. 0 € Lk(M), denn fiir M = () gilt dies durch Definition und sonst existiert ein X € M,
sodaB 0-X € Lk(M); d. h. LE(M) # 0.

ii. Sei M # 0 und X,Y € Lk(M) = es existieren x1,...,Zpn, Y1,.-.,Ym € M und
A1yevvy Ay, b1,...,bym,a,b € K mit

X=a1x1+ - +apr, und
Y =byi +- -+ bmym
= aX +bY = (aa1)z1 + - - + (aap)zy, +
(bby)yr + -+ (bbm)ym € LE(M).
(b) Behauptung: Lk(M) € T, also (M) < Lk(M)
Beweis: Es gilt: M C Lk(M), da fiir beliebige X e M X =1-X € Lk(M)

(c) Behauptung: Fiir jedes W € T gilt: Lk(M) CW. ( d. h. Lk(M) < (M))
Beweis: Sei X € Lk(M) = 3X4,..., X, € M, a1,...,a, € K mit X =a1X1,...,0,X,.
Seinun W € T = pycw) aiX; € WHiri =1,...,n = (summe) 01 X1 + a2 X+ + a, Xy,
= ~—_———

ew

ew
d. h. Lk(M) C W.

Aus 2a. + 2b. + 2¢. = Lk(M) = (M).

q.e.d.



I1.10. Satz (Vektorraum eines Erzeugnisses)

K=R V=RE
M = {idr} idg : R—R : x—2x
(M) :={a-idg |a € R}

a-idg:R—>R:2x+—a-x.

2.8 I #Pund V=K! ={f|f:I— K}. Fiir jedes i € I sei 7 € K mit

j—1 ,falls j=1
7:1 — K j’_) ,aS]. l
j—0 fallsj#i

Behauptung: (1 |i € I) = {f € K | if = 0 fiir alle bis auf endlich viele i € I} =: F.
Beweis: Sei f € Fund Iy = {i € I | if # 0} = {i1,...,i}. Iy ist endlich nach der
Definition von f.
= f=(inf)a+(Giaf) 2+ + (inf) me@|liel)
——

ceK

Alsoist F C (7]i€eI).
F D (7] i€ ) ist erfiillt, da if # 0 nur fiir endlich viele.

q.e.d.

Beispiel I1.5: Erzeugnis
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I1.11 Definition Erzeugendensystem

Sei V ein K —Vektorraum und M C V Teilmenge. M heifit Erzeugendensystem von V, falls V = (M).
Ist M = {x1,...,2,} fiir ein n € N, so schreibt man V = (z1,...,2,) und V heifit dann endlich

erzeugt.



Kapitel 111

Lineare Unabhangigkeit, Basen

III.1 Definition linear unabhingig

Sei V ein K-Vektorraum. Ein n-Tupel (X,...,X,,) von Vektoren X; € V heifit linear unabhingig,
falls fiir aq,...,a, € K gilt:

a1X1+"'+aan:0 = alz"':anzo

(d. h. der Nullvektor 148t sich nur auf die triviale Weise aus X1, ..., X, linear kombinieren.)
Weiter: (X1,...,X,) heiit linear abhdingig, falls fir aq,...,a, € K gilt:

a1 X1+ -+ 4+ a, X, = 0 mit mindestens einem a; # 0

II1.2 Satz (n-Tupel eines Vektors)

Seien die Vektoren Xi,...,X,, € V linear unabhingig. Dann existiert fiir jedes X € (Xy,...,X,)
genau ein n-Tupel (a1, ...,a,) € K™ von Zahlen a; € K mit

X:a1X1+---+aan

Beweis

e Die Existenz des n-Tupels folgt aus Satz I1.8 :

LE({X1,.. ., X)) = (X1, .., X,).

e Zu zeigen ist noch die Eindeutigkeit.
Dazu sei aq,...,a, € K und by,...,b, € K mit:

X1+ Fa, Xy =0 X1+ + 0, X,
=(a1 — b)) X1+ + (an —by) X, =0
= (lin.unabh) @1 —b1 =+ =a, —b, =0
=a; =by,...,a, = by

17
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1. Der Nullvektor 0 ist linear abhéingig. ((1-0=0),1 # 0)
2. Sei V = RE,

idp=Pi:R—>R:x—zx
PP:R—>R:xw—
PhP:R—=R:z—1

z. B. ist (P1, P) linear unabhingig.
Beweis:
Sei a,b € R mit

a-PL+b-P,=0 (« Null-Abbildung: R — R : z — 0)
a-z+b-22=0 Vr e R

l(a-Pi+b-P)=0 a-1+b-12=0
~1(a-Pi+b-P)=0 a-(=1)+b-(-1)>=0 (IT1.1)
(ITT.1) + (II1.1) = 2b=0b=0

Eingesetzt ergibt dies fiir a: a = 0.

q.e.d.

Beispiel III.1: lineare Unabhéngigkeit

IT1.3 Definition Basis

Sei V ein K-Vektorraum. (Xi,...,X,) mit X; € V heifit Basis von V, falls gilt:
1. V={(X,..., X,
2. (Xq,...,X,) ist linear unabhéngig.

d. h. eine Basis ist ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem.
Zusatz: () ist Basis von {0}.

I1I.4 Folgerung
Ist B = (X1,...,X,) Basis von V (# 0), so it sich jedes X € V schreiben, als
X=a1 X1+ -4+ap,X, mit q; € K
(a1y...,ay) ist eindeutig durch X festgelegt. Genauer:
kg VoK' : X=a1 X1+ +a, X (a1,...,0,)

ist eine wohldefinierte bijektive Abbildung (wohldefiniert, da nach der Definition jedem X nur ein
(ai,...,ay) zugeordnet wird).
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Beweis

e Zeige ks ist wohldefiniert:
Kes ist wohldefiniert, denn jedes X € V 148t sich als Linearkombination der X; darstellen und
die Koeffizienten a; sind eindeutig durch X (und durch 9B) festgelegt.

e Zeige kg ist injektiv:
Seien X|Y € V mit Xky = Yrg = (a1,...,an)

=X=a1 X1+ +a,X,=Y,d h X=Y
= ks ist injektiv.
o Zeige kg ist surjektiv:
Sei (a1, ...,a,) € K™ beliebig.
= es existiert ein Y € V mit

Y:a1X1+~~~+aan

(sonst wiire V kein K-Vektorraum.) = kg ist surjektiv.

ks ibertrdgt das Rechnen: Seien X,Y €V, a,b € K. Dann gilt:

(aX +bY)ky = a(Xkp) + b(YVEs)

III.5 Definition Koordinatenabbildung

Xkey  heiflen die Koordinaten von X beziiglich der Basis 98,

ky  heiBt die Koordinatenabbildung (beziiglich 9B).

II1.6 Defintion Isomorphismus

Seien V und W K-Vektorrdume. Eine bijektive Abbildung ¢ : V — W heifit Isomorphismus, falls
(aX +bY)p=a(Xp)+b(Yy) Va,be K, VX, Y €V

Man sagt: V und W sind isomorph (V = W). (Dann ist = : W — V ebenso isomorph.)

G(K,x1,...,2,) und K" sind isomorph:

v:(arxy + -+ apx, =b) — (ay,...,a,,b)

Beispiel I11.2: Isomorphismus

II1.7 Satz (Existenz einer Basis)

Sei V ein K-Vektorraum mit einem endlichen Erzeugendensystem (Kurz: V ist endlich erzeugt). Dann
hat V eine Basis.
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Beweis

Sei M ={X1,..., X} CVmit V= (M).
e Ist (Xy,...,X,,) linear unabhiingig = fertig, die Basis ist schon gefunden.

e Sei also (X1,...,X,) linear abhiingig, d. h. es existieren ay,...,a, € K und ein ig,1 < iy <n
mit a;, # 0, so daf3

a1 X1+ +anX,=0 (II1.2)

OBdA (ohne Beschrinkung der Allgemeinheit) sei ig = n. Multipliziere (IIL.2) mit a;*
(an #0):

WX1 4 +bp Xy 1+ X, =0 (b =a;-a;t)
<~ (_bl)Xl +---+ (_bn71>Xn71 =X,

Also: <X1, . ,Xn> = <X1, . ,Xn_1>

Entweder ist (X7, ..., X,,—1) linear unabhéngig, dann ist man fertig, denn die Basis ist gefunden
worden, oder (Xi,...,X,_1) ist linear abhingig, dann wiederholt man den obigen Vorgang.
Nach endlichen vielen Schritten (da nur endlich viele Vektoren vorhanden sind) hat man eine
Basis.

q.e.d.

Warnung: Die Basis, die man aus M erhiilt, ist nicht eindeutig durch M festgelegt. Siehe auch
Beispiel II1.3.

Sei V = R? und M = {(1,1),(1,0),(0,1),(1,—1)}. Dann gibt es 12 verschiedene Basen, die
man aus Elementen von M konstruieren kann. Z. B. ist ((1,1),(170)) linear unabhéngig.
Ebenso ist ((1, 0), (0, 1)) linear unabhéngig. Damit sind beide 2-Tupel eine Basis von V. Aber

((1,1),(1,0)) # ((1,0),(0.1)).

Beispiel II1.3: Konstruktion einer Basis

I11.8 Folgerung
Fiir jeden endlich erzeugten K-Vektorraum V # {0} exisitert ein n, so da V = K". (Fir V = {0}
ist KO ={0}.)

II1.9 Satz (Steinitzscher Austauschsatz)

SeiV = (By,...,B,) und sei Xy, ..., X} € V linear unabhiingig. Dann kénnen die B; so umnumeriert
werden, daf3

V=(Xy,..., Xk, Brs+1,...,Bpn)
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Beweis (Induktion nach k.)
Fall k =1: Da X; € (By,...,B,)
=3 A1,y...,0p € Kmit Xy =a1B1+ -+ a,B,

mit mindestens einem a; # 0. (sonst X7 = 0 und (Xy,...,X,,) linear abhingig, dies ist aber ein
Widerspruch zur Voraussetzung.)
OBdA. sei a3 # 0 (sonst vertausche By und B;):

alBl = X1 — CLQBQ — = aan 5 also:
By =a;'X, —a;'ayBs — -+ — a7 tan B, (I11.3)
Dann ist V = (X3, By, ..., B,). Denn fiir ein beliebiges X € V existieren a € K mit
X =a\By+--+a,B,

Setze fiir By (IIL.3) ein = X € Lk(X;,Bo,...,B,).

Induktionsannahme:

X1,...,Xk—1 seien linear unabhingig und V = (By,..., B,). Obiger Satz gelte fiir k — 1.
Klar ist nach Voraussetzung, dafl X, ..., X} linear unabhéngig sind.

Nach der Induktionsannahme gilt:

Xp€e(X1,...,Xk—1,Bg,...,Bn)
d. h. es existieren ay,...,a5_1,bg,...,b, € K mit:
Xp=a X1+ +ar1Xp—1 + b B +--- + b, By,
Es ist eines der b; # 0, denn falls by = --- = b, = 0, folgt:
X+ Xi+--+ap1Xp—1=0

Dies ist aber ein Widerspruch zu der Bedingung, dal (X1,...,X) linear unabhingig sind. Also
OBdA sei by # 0 wie oben:

By € <Xla"'7kaBk7+17"'7Bn>
d b V=(X1, ..., Xp, Bis1s.-, Bn)

q.e.d.
IT1.10 Folgerung (Anzahl von Basisvektoren)
Je zwei Basen eines endlich erzeugten K-Vektorraums haben gleichviele Elemente.
Beweis
Seien (By,...,Bg) und (Bj,..., B],) Basen von V.
= (Bi,..., By) ist linear unabhéngig und (B, ..., B},) ist ein Erzeugendensystem von V.
= (nach Steinitz) k < n.
Aus Symmetriegriinden: n < k = n = k.
q.e.d.

I11.11 Definition Dimension

Die Anzahl der Basisvektoren in einer Basis von V heifit die Dimension von V (dimV = dimg V).
Ist V nicht endlich erzeugt, so ist die Dimension unendlich.
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1. dimK" =n
Beweis:
((1,0,...,0),...,(0,...,0,1)) ist Basis von K"

Standardbasis des Korpers
2. dim K[z] ist unendlich.
3. dimG(K,z1,...,x,) =n+ 1. Basis: ((z1 =0),...,(z, =0),(0=1))

4. Tsomorphe Vektorrdume haben dieselbe Dimension. (Denn eine Basis wird auf
eine Basis abgebildet.)

Beispiel I11.4: Dimension einiger Vektorrdume

I1I.12 Folgerung: Basiserginzungssatz

Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum. Jedes linear unabhéngige System Xy, ..., X (€ V) kann
zu einer Basis von V erginzt werden.

Beweis

Da V endlich erzeugt ist, folgt nach Satz II1.7, V hat eine Basis (B1,..., By).

= (nach dem Steinitzschen Austauschsatz II1.9 nach Umnumerierung) es existiert Byy1,...,Bn € V
mit (X1,..., Xk, Bk+1, - .-, Bn) ist Erzeugendensystem von V. Durch Weglassen von linear abhiingi-
gen Vektoren erhalten wir aus (Xi,..., Xk, Bk+1,- .., By) eine Basis von V (Satz II1.7). Eine Basis
von V hat n Vektoren, also kann man keinen Vektor weglassen, d. h. (X1, ..., Xg, Bx+1,...,By) ist

bereits eine Basis.

q.e.d.

IT1.13 Satz (Aquivalente Aussagen zu Basis)

Sei V ein K-Vektorraum, X7,...,X, € V. Aquivalent sind folgende Aussagen:
1. (Xy,...,X,) ist Basis von V.

2. (X4,...,X,) ist mazimal linear unabhingig (d. h. (Xi,...,X,,Y) ist linear abhiingig fiir alle
Yev)

3. (X1,...,X,) ist minimales Erzeugendensystem von V.

Beweis

1. = 2. Sei (X3,...,X,) Basis von V = (X3,...,X,,) ist linear unabhéngig.
Zeige: fiir ein beliebiges Y € V ist (X1,...,X,,Y) linear abhéngig:
Beweis: Es existieren aq,...,a, € K mit

Y:a1X1+~-~+aan
@0=a1X1+~-~+aan+(—1)Y
~—~—
#0

d. h. (X4,...,X,,Y) ist linear abhiingig.
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2. = 3. Seien Xj,..., X, maximal linear unabhingig (in V).

1. Behauptung: X1, ..., X, ist Erzeugendensystem
Dazu: Sei Y € V beliebig
= (Xy,...,X,,Y) ist linear abhéngig, dh. es existieren

(a1, yany1) #(0,...,0) € K™ mit
a1 X1+ F+a, Xy, +ap1Y =0
an+1 # 0, da sonst (X1, ..., X,,) linear abhingig ist.
=Y =—a, (@ X1+ +a,Xp) € (X1,...,Xp)
2. Behauptung: (X1, ...,X,,) ist ein minimales Erzeugendensystem

Angenommen (X1,...,X;-1, Xit1,...,X,) sei ein Erzeugendsystem von V.
= X, 148t sich durch eine Linearkombination von

X17'-'7Xi717Xi+1;"'7X’n

ausdriicken. Dies ist aber ein Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit von (X1, ..., X,).
q.e.d.
3. = 1. Sei (X1,...,X,) ein minimales Erzeugendensystem.
Behauptung: (X1,...,X,) ist eine Basis, d. h. ein linear unabhiingiges Erzeugendensystem.
Beweis:

e Es ist ein Erzeugendensystem nach Voraussetzung.

e Angenommen (Xi,...,X,) sei linear abhéngig.
= es existieren aq, ..., a, € K mit mindestens einem a,;, # 0, so daB:

O:a1X1+~~-+aan

= Xiy = —a; (@ X1+ 4 aig—1Xig—1 + Gigr1 Xigr1 + -+ + an Xy)
Dies ist aber ein Widerspruch zur Minimalitéit von (X7, ..., X,,) als Erzeugendensystem.

q.e.d.

I11.14 Folgerung

Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum, W < V. Dann ist W auch endlich erzeugt und
1. dimW < dimV
2. dimW=dimV < V=W

Beweis
1. Man konstruiere eine Basis von W:

e Falls W= {0}/

e sonst wihle X; e W, X; # 0. Ist W = (X;1) v/ (da X; linear unabhéngig ist)

e sonst wihle Xo € W — (X;) (X2 € W aber Xy ¢ (X3)), d. h. (X3, X5) sind linear
unabhéngig. Falls W = (X7, Xo) /

e sonst wihle X3 € W — (X1, Xo)
= (X1, X2, X3) sind linear unabhéngig.
etc. ..

Der Prozef terminiert nach spétestens dim ) Schritte wegen Satz I11.13, also ist W endlich
erzeugt und dim W < dimV
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Bezeichnung;:
Sei V ein K-Vektorraum, U, W < V:

U+W:= UW) ={X+Y|X €U, Y e W}
N—_——

=(UUW)

I11.15 Satz von Grafimann
Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum, U, W <V, dann gilt:

dim(U N W) + dim(U + W) = dimU + dim W

Beweis

Sei (X1,...,X) eine Basis von Y N W (eine Basis existiert nach der Folgerung III.14. U ist endlich
erzeugt = IIL.12 es existieren Y7,...,Ys € U, so daBl (Xy,..., Xk, Y1,...,Y) eine Basis von U ist.
Ebenso existeren Z,...,7Z; € W, so dal (X1,..., Xk, Z1,...,Z;) eine Basis von W ist.
Behauptung:

(X1v. o X V1, Y, 24, Z) (IT1.4)

ist eine Basis von U + W.
Sei X € U+ W = es existiert ein v € U, w € W mit X = u + w, also existieren
a1,...,0ak,b1,...,bs € K mit:

u=a1 Xy + - +apXp +b Y1+ +bY,
und es existeren cq,...,cx,d1,...,d; € K mit:

’LU:Cle+"'+Cka+d121+"'+dtZt

=>=X=u+w
= (a1 +c1) X1+ -+ (ar + i) Xk +
bYi+ -+ 0Ys +di Zy +---di 2y
d b (X)=U+W

Zeige nun, daf} II1.4 linear unabhéngig ist. Dazu seien a;, b;, ¢; € K mit:

0=a1 X1+ +ax X+ b Y1+ + DY, +
ClZ1+"'+CtZt (III5)
= 2y~ —aZi=a X+ b0Y, €UNW

ew cu

Da die linke Seite eine Linearkombination aus W, und die rechte Seite eine Linearkombination aus
ist, sind beide Linearkombinationen € &/ N W. Daher lassen sie sich bereits aus der Basis von U/ N W
eindeutig linearkombinieren, z. B. durch d; X7 + -+ + dp X}, fir dy,...,d; € K.

= (a1—dl)X1—|—~-+(ak—dk)Xk+b1Y1+~--+bsYs =0
Nach Vorraussetzung ist (X1,..., Xk, Y1,...,Ys) linear unabhingig, da es eine Basis von U ist.

a—di=-=a,—dp=by=---=b;,=0
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Aus Symmetriegriinden gilt ¢; = --- = ¢; = 0. Setzt man die b; und ¢; in (II1.5) so bleibt:

a1 X1+ ap Xy =0
da (X1,...,X) linear unabhingig ist (Basis von & N W) folgt:

ag=-=a,=0

=—> X ist linear unabhingig und somit eine Basis von &/ + W.

q.e.d.



Kapitel IV

Konstruktive Behandlung von
Erzeugendensystemen, Anwendung
auf lineare Gleichungssysteme

IV.1 Bemerkung (Elementare Schritte)

Sei (Xi,...,X,) ein Erzeugendensystem von V. Dann ist

Lo (X4, 0, Xoo1, X5, Xigas -, Xjo1, X6, X4, .., Xy) ein Erzeugendensystem von V.
Per; ; : Permutiere (vertausche) X; und X;.

2. (Xq,..., X5, Xj+a-X,,...,X,) (i # j) ein Erzeugendensystem von V.
Add; j(a) : addiere das a-fache von X, auf X;.

3. (X1,...,Xi—1,a- X, Xi41,...,X,) mit a # 0 ein Erzeugendensystem von V.
Mult;(a) : multipliziere X; mit a.

Beachte: Jeder Elementare Schritt kann durch einen elementaren Schritt wieder riickgéngig gemacht
werden.

IV.2 Bemerkung (Umwandlung eines Erzeugendensystems
zu einer Basis)

Ein Erzeugendensystem (Xi, ..., X,) von V 148t sich durch elementare Schritte auf die Gestalt
(Y1,...,Y,,0,...,0) mit ¥; € {X1,..., X,,}

umformen, wobei (Y7,...,Y})) eine Basis von V ist.

Beweis

Finde erstes ¢ mit X; # 0. Falls ¢ # 1 wende Per; ; an. Also sei oBdA. X; # 0.

In der allgemeinen Situation seien (X7, ..., X;) linear unabhéngig. Finde im allgemeinen Schritt das
kleinste j mit s < j < n, so daf (X1,..., X, X;) linear unabhéngig sind. Falls j # s + 1, wende
Per,, 1 ; an.

Am Ende erhélt man:

o (X1,..., Xk, Xpt1,...,Xp) mit (Xq,..., Xy) linear unabhiingig.

26
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. Xk+17"'7Xn S <X1,...,X}C>

Sei z. B. Xiy1 = a1 X1 + -+ + apXi. Wende nacheinander Add g41(—a1), Addz gy1(—az2), ...,
Addy j4+1(—ak) an. Als Ergebnis erhilt man dann (X, ..., Xk, 0, Xpt2,...,X,). In gleicher Weise
werden nun Xy4o,...,X, eleminiert.

q.e.d.

IV.3 Bemerkung (elementare Schritte und Basen)

Seien B = (Xy,...,X,;) und B’ = (V1,Xs,...,X,,) Basen von V. Man kann 9B’ aus B durch
elementare Schritte erhalten.

Beweis

Sei Y1 = a1 X1+ -+ a,X,. Dann ist a; # 0, da sonst (Y7, Xs, ..., X,,) linear abhiingig ist. Dies ist
ein Widerspruch zu der Forderung, dafl 98’ eine Basis ist.
Wende nun die folgenden elementaren Schritte an:

Mults (a1) B = (a1 X1, Xa, ..., Xp)
Adds 1 (a:
2_'£ 2) By = (a1 X1 + a2 X2, Xa,..., Xp)
Addg_,lgas) B ...
Addigan) B’

IV.4 Satz (Uberfithrung zweier Basen ineinander)

Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum.

1. Je zwei Basen von V konnen durch Hintereinanderausfithrung von elementaren Schritten in-
einander iiberfithrt werden.

2. Je zwei Erzeugendensysteme von V mit gleichvielen Elementen kénnen durch Hintereinan-
derausfiihrung elementarer Schritte ineinander iiberfiihrt werden.

Beweis

1. Wende IV.3 und den Beweis des Austauschsatzes von Steinitz an (Umnummerieren - Per; ;
anwenden), bis sukzessive alle Basisvektoren durch die neuen ersetzt werden.

2. folgt aus 1. und Bemerkung IV.2.

IV.5 Algorithmus: Konstruktion einer Basis

Konstruktion einer Basis aus einem endlichen Erzeugendensystem bei Teilrdumen von K™.
Gegeben: X;,..., X, € K" mit X; = (Xi1,...,Xn)

Gesucht: Eine Basis von (X1,..., X;n).

Algorithmus:

X1 X11 Xln
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IV. lineare Gleichungsssysteme

1. Sei V= K* und sei X; = (1,1,1,1) X»=(0,1,-1,0) X3 = (0,0,0,1)
Gesucht: Basis von (X1, Xo, X3).
Sind (X7, X2, X3) linear unabhiingig? (K ist hier noch beliebig!) D. h. existieren
ai,as,a3 € K ein a; # 0 mit:

a1 X1+ axXe +a3X3=0
(ahal + asz, a1 — az,aq + a3) = (0, 0, 0,0)
=a1 =0, ag =0,a3 =0
Diese Methode ist aber schlecht, da sie uniibersichtlich und somit nicht sehr einfach zu

16sen ist, wenn kompliziertere Aufgaben gestellt sind. Besser ist es die Vektoren in folgen-
der Form zu schreiben:

11 1 1\ —=a =0
01 -1 0f)—=a2=0
0 0 0 1/ —a3=0

2. Gesucht: Eine Basis von

U=1{(1,2,3,4),(5,6,7,8),(9,10,11,12)) < Q*

1 2 3 4 Add, o(—5)
5 6 7 8 —
9 10 11 12 Add,; 3(—-9)
1 2 3 4 Addz 3(—2)
0 —4 -8 —12 —
0 -8 —16 —24 Multa(—1)
1 2 3 4

01 2 3

0000

= ((1,2,3,4),(0,1,2,3)) ist eine Basis von U.

Beispiel 1V.1: Bestimmung von Basen

e Suche das kleinste j (Spaltenindex) mit X;; # 0 fur ein ¢ (Zeilenindex).

e Wenn dieses j gefunden, suche kleinstes ¢ mit X;; # 0. (Also suche erste Spalte ungleich Null,
deren erster Eintag ungleich Null ist.)

0O ... 0 0

e Falls i # 1, wende Per; ; an.
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e Wende Multl(ijl) an.

e Um nun die Koeflizienten in der Spalte unterhalb der 1 auf 0 zu bringen wendet man nachein-
ander Add; o(—X2;), ..., Addim (=X, ) an und erhélt

0 ... 01?2 ... 2
0 e text  Ya,...,Y, € KnJ
0 ... 00 Yo

e Wende dasselbe Verfahren auf Y3, ...,Y,, an, bis der Nullvektor oder nichts iibrigbleibt.

e Die Zeilen # (0,...,0) bilden eine Basis von (X1,..., Xp).

Uberpriife die Vektoren in folgender Matrix auf lineare Unabhégigkeit:
o011 1 11 1 1
122 -1 3 5 0 4
0 22 2 3 4 1 5
011 -1 01 -1 0
122 -1 3 5 0 4
Per 2 011 1 11 1 1
— 0 2 2 2 3 4 1 5
011 -1 01 -1 0
122 -1 3 5 0 4
Addy5(=2) 011 1 1 1 1 1
— 000 0 1 2 -1 3
Addza(=1) 000 -2 -1 0 -2 —1
1 2 2 -1 3 5 0 4
_o—1
Mult(=277) 011 1 11 1 1
- ooo0 1 +£o0 1 1
2 2
Pers.q 000 0 1 2 —1 3
Alle Vektoren sind linear unabhéingig, bilden also eine Basis des von ihnen erzeugten
Teilraums. Die Dimension ist vier.
Beispiel IV.2: Konstruktion einer Basis aus einem Erzeugendensystem
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IV.6 Folgerung (Gaufisches Eliminationsverfahren)
Jedes K-lineare Gleichungssystem

a1 Xy +-o+ apXy, = b
z s : (Iv.1)
alel +--+ aman = bm

kann durch elementare Umformungen auf , Treppengestalt® gebracht werden, ohne dafl sich dabei
die Losungsmenge dndert.

Beweis

0:G(X1,..., X,) = K" (g Xy + - 4+ an X, =b) — (a1, .., an,b)

Wende ¢ an, wende dann den Algorithmus IV.5 an, anschlieflend wende ¢ =" an. Die Losungsmenge
dndert sich nicht. Die Vorbedingung dafiir, dal man ¢ anwenden kann ist, dafl ¢ ein Isomorphismus
ist. Siehe dazu auch Beispiel IV.3.

Beachte: Per;;, Add;;(a) und Mult;(a) &ndern die Losungsmenge nicht.

1

Gesucht ist die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems:

X1 42X, +3X5 =4
5X1 46Xy + 7X5 =8
9X; +10Xs + 11X5 = 12

Wende nun ¢ auf das Gleichungssystem an. Dann erhilt man folgende Matrix:

1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12

Nun kann der Algorithmus IV.5 angewendet werden:

!
S O =
O =N
SN W
S W

1

Nun kann man ¢~ anwenden, um wieder die Gleichungen zu erhalten:

X1+2Xo+3X3 = 4
— X9+ 2X3 = 3
0 = 0

= Die Losungsmenge ist: {(—2+ a,3 — 2a,a)|a € K}.

Beispiel IV.3: Bestimmung der Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems
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IV.7 Bemerkung (Definition Aquivalenzrelation auf ))

Sei V ein K-Vektorraum und W <V

1. Definition: Seien X,y € V.
T - Sr—yew

Dann ist ,,, eine Aquivalenzrelation auf V.

2. Definition: Sei z € V. Die Menge x + W := {z + w | w € W} heifit die Restklasse von x nach
W.

3. Die Aquivalenzklassen beziiglich w sind gerade die Restklassen z + W mit = € V.

IV.8 Satz (Losungsmenge eines Gleichungssystems)

Sei (IV.1) ein lineares Gleichungssystem iiber K und (IV.1y) das zugehérige homogene lineare Glei-
chungssystem. Dann gilt:

1. Die Losungsmenge Ly von (IV.1p) ist ein Teilraum von K™.

2. Die Losungsmenge L von (IV.1) ist entweder leer (d. h. das Gleichungssystem ist nicht losbar),
oder es ist eine Restklasse nach Lo, d. h. wenn (ly,...,l,) € L irgendeine Losung von (IV.1)
ist, so ist L = (l1,...,1,) + Lo.

Beweis

1. Siehe Satz II1.6

2. Seien z,y € L = x —y € Ly Wende nun die Bemerkung IV.7 an.

q.e.d.
Beachte: In Treppengestalt 1468t sich die Losbarkeit und eine Basis von Lj ablesen.
IV.9 Bemerkung (Matrix des Gleichungssystems)
all . A1n bl
(IV.2)
Am1l -+ Qmn  bm

heifit die Matriz des Gleichungssystems. Fiir ein a;; aus der Matrix heifit ¢ der Zeilenindex und j der
Spaltenindex. Die b;’s haben den Spaltenindex n+ 1. Ist die Matrix in Stufengestalt (Endergebnis des
GauBlschen Algorithmus), so nennt man die Spaltenindizes an den Stufen Stufenindizes. Die iibrigen
Spaltenindizes heiflen Fehlindizes.

IV.10 Satz (Losbarkeit eines GLS)

Sei (IV.2) ein lineares Gleichungssystems in Treppengestalt, dessen Matrix m Zeilen (# 0) und n+ 1
Spalten hat. Dann gilt:

1. (IV.2) ist genau dann losbar, wenn n + 1 kein Stufenindex ist.
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1.
r1 +2x2 +3x3 +ry = 4
To 4213 = 8
0-xz4 = 7 — Gleichung nicht l6sbar

Ein Gleichungssystem ist genau dann losbar, falls in der Treppengestalt
(0xy + -+ + 0z, = ) mit b # 0
nicht vorkommt.

2. Bestimme die Losungsmenge des inhomogenen Gleichungssystems

1 2z +3x3 +x4 4
To +2x3 = 3

Zunichst eine Losung des inhomogenen Gleichungssystems
z.B.xy=2x3=0,20=3, 21 = -2

(—2,3,0,0)

Dann bestimme ein Erzeugendensystem (Basis) von Ly (dem zugehorigen homogenen
Gleichungssystems)

(a) Setze x3 =1 und x4 =0
= To = 72, r1 =1 Also: (1,72, 1,0) € LO

(b) Setze nun z3 =0 und 24 =1
=12 =0, x; =—1 Also: (—1,0,0,1) € Lg

Jetzt kann man die Losungsmenge des inhomogenen Gleichungssystems angeben:

L=(-2,3,0,0)+((1,-2,1,0),(-1,0,0,1))
= {(—2+a—b,3—2a,a,b)\a,b€ K}

Beispiel 1V .4: Bestimmung der Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems

2. Die Dimension des zugehorigen homogenen Loungssystems ist gleich der Anzahl der Fehlindizes
auf der linken Seite.

Die Basis von Ly kann so gewéhlt werden, dafl ein Fehlindex ¢ mit 1 und alle anderen mit 0 besetzt
werden. Man erhélt je einen Vektor pro Fehlindex, wobei ¢ alle Fehlindizes durchlduft. Bei der

Bestimmung einer Partikuldren Losung des inhomogenen Gleichungssystems ist es am einfachsten
x; = 0 zu setzen fiir alle Fehlindizes 1.

IV.11 Definition Matrix

Sei K ein Korper, n,m € N.
1. Eine m x n-Matrix iiber K ist eine Abbildung

A:{1,....m} x {1,...,n} =K
——— ——

Zeilenindizes  Spaltenindizes
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1.
1 1L 1 |2
2 2 2
SRR R T
000 115 in Treppe | 0 0 0 1|5
T T

Stufenindizes: 1, 3, 4 (siehe Pfeile 1)
Fehlindex : 2
Partikulédre Losung:

1
o =0= (82, 0, —14, 5) ist eine Losung

Basis von Lg: Setze 2o = 1 (alle anderen Fehlindizes = 0)

Lo— <<_;,1,0,0>>
L= {( ;,0,14,5) +<<;,1,0’0)>}
{53 5ee9)])

2. Das Gleichungssystem folgender Matrix ist nicht l6sbar:

10 0 0 1
00 0 1 2
00 0 0 3

Beispiel IV.5: Bestimmung der Losung eines linearen Gleichungssystems

Schreibweise:

All e Aln

Aml B Amn
2. Die Menge aller (m x n)-Matrizen tiber K wird mit K™*" bezeichnet. Sie bildet einen K-
Vektorraum. (K" wird identifiziert mit K1*")
3. A= (411, A1)y A = (A, - -+, Amn) heiflen Zeilenvektoren von A.

4. Der Zeilenraum Z(A) ist der von Ay_,..., A,,_ erzeugte Teilraum von K. Die Dimension des
Zeilenraumes von A heifit der (Zeilen-)Rang von A (bzw. Rg(4)).

5. Sei (IV.1) ein lineares Gleichungssystem. Dann heift

ail QA1n b1
M(x) =

Aml -+ Qmn  bm
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die zugehorige Matriz, oder die zugehorige erweiterte Matriz.

ail . A1n

M. (%) =

am1 .- Amn,

heifit die zugehorige eingeschrankte Matriz.

IV.12 Satz (Dimension eines GLSH)

Sei (IV.2) ein lineares Gleichungssystem und Lq der Losungsraum des zugehérigen homogenen Glei-
chungsystems.

1. (IV.2) ist losbar < Rg(M (%)) = Rg(Me())

2. dim Lo(x) = n — Rg(M.(x))

Beweis

1. Der Rang und die Losbarkeit bleiben ungeéindert beim Anwenden elementarer Umformungen.
Daher sei 0BdA (IV.2) in Treppenform gegeben:

(IV.2) ist 16sbar < (0,...,0,b) mit b # 0 ist nicht die letzte Zeile

Rg(M (%)) = Rg(M.(+)) , falls (0,...,0,b),b # 0 nicht letzte Zeile
’ | Rg(Me(*)) +1 , falls (0,...,0,b),b # 0 letzte Zeile

dim Lo = Anzahl der linken Fehlindizes

= n — Anzahl der linken Stufenindizes
=n—- Rg(Me(*))

IV.13 Satz (Faktorraum)
Sei V ein K-Vektorraum, YW < ). Dann bildet
V/W={X+W|X eV}

einen K-Vektorraum, in dem Addition und Multiplikation wie folgt definiert sind; fiir alle X,Y € V,
a € K gilt:

X+W)+ Y +W):=(X+Y)+W
a(X +W):=aX+W

V/W heiit der Faktorraum (Quotientenraum, Restklassenraum) von V nach W.
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Beweis

Zeige, dal die Addition und Multiplikation wohldefiniert sind: Fiir X + W = X' + W und
Y4+W=Y"+W(d h X -X"Y-Y' e€W) Zeige:

e (X+Y)+W=(X"+Y')+W,d. h
X+Y)—-(X'+Y)ew,d h.
(X -X")Y+ (Y -Y)ewy

e aX+W=0aX"+W,d h.
aX —aX' eWeaX-X)eWwy

Nun miissen noch die Vektorraumaxiome verifiziert werden. So ist der 0-Vektor: 0 + W = W und
das inverse Element ist: —(X + W) = -X + W.

q.e.d.

Fiir lineare Gleichungsysteme mit vorgegebener linker Seite (IV.2) sei Ly der Losungsraum des
zugehorigen homogenen Gleichungssystem.

by
e X + Ly = Losungsmenge von (IV.2) mit rechter Seite
br,
&1
e Y + Ly = Losungsmenge von (IV.2) mit rechter Seite :
Cn
b1 +c1
e X +Y + Ly = Losungsmenge von (IV.2) mit rechter Seite
b, + cn,
e Seiac K:
ab1
aX + Lo = Losungsmenge von (IV.2) mit rechter Seite
aby,
Beispiel IV.6: Losungsmenge
IV.14 Satz (Dimension des Faktorraums)
Sei W <V, V endlich erzeugt iiber K. Dann gilt:
dimV/W = dimV — dim W
Beweis
V ist endlich erzeugt = W ist endlich erzeugt. Sei (Xi,..., X)) eine Basis von W. Ergiéinze zu einer

Basisvon V: (X1,..., Xk, Xkt1,.-.,Xn)
Behauptung: 8 = (X411 + W,..., X, + W) ist eine Basis von V/W
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Beweis:

1. Zeige *B ist ein Erzeugendensystem:
X +W € V/W = es existieren ay, . ..,a, € K mit

X=a1 X1+ - +a,X,

SX+W=a1(X1+W)+ - +ap(Xp + W) +
a1 (X1 + W) + -+ an (X + W)
= 0+---+0 +
———
0-Vektor in V/W
ak+1(Xk+1 +W) + - +an(Xn +W)\/

2. Zeige B ist linear unabhéngig:
Sei agy1,--.,a, € K mit

a1 (Xpp1 W)+ -+ an (X + W) =04+ W
= ak+1Xk+1 + - +aan ew

also existieren aq,...,ar € K mit

k1 Xkt + o+ anXn = —(a1 X1 + -+ apXy)

d-h a1 Xy +-+a,X,=0= (da (Xy,...,X,) linear unabhingig) a1 =---=a, =0
= ak+1="""=0anp =0
q.e.d.
IV.15 Definition Spaltenraum
Sei A € K™*™ eine Matrix mit den Spalten A _1,...,A_,. Dann heif}t
S(A):=(A4,...,A,) < K™}
der Spaltenraum von A.
Spaltenrang(A) := dim S(A)
IV.16 Satz (Spaltenraum - Lésungsraum)
Sei A € K™*" gegeben.
1. Ry = {B e K™ (IV.1) mit M(x) = (A|B) lésbar } < K™*1
2. Ry = S(A) (Spaltenraum von A)
0
3. Sei Ly Losungsraum von (IV.1g) mit M (%) = Al |- Dann gilt: K"/Ly und R4 sind
0

isomorph.
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Beweis

1. Ra # 0, da der 0-Vektor aus R4 ist. Seien die Gleichungssysteme (A|By), (A|Bs) losbar mit
den Losungen (ly,...,1,) bzw. (If,...,1}). Dann ist (AlaB; + bB3) losbar mit der Losung
a(ly,...,l,) +b(ly,...,1) (a,b e K) v

2. (IV.2) ist genau dann lssbar, wenn
ail A1n by
X, +-+ X, = l6sbar mit
Am1 Amn b
X A -+ X, A, =B
141 + + XnA_n

LK aus Spaltenraum(A) Ra

3.Seip: K"/Lo— Ra:l+Lo=(l1,...,0n) + Lo— l1A1+ -+ 1,A_, Zeige:

e ¢ ist wohldefiniert:
Sei (ll,---;ln) +L0 = (lll,,l;l) +L0
(ll,...,ln)—FLo — AL+ -+ AL
o U)+ Lo— 1AL+ + 1A,
Da (I = 13,...,l, = 1) € Ly gilt:

(h=1)AL 4+ (= 1,)An =0
= Z1A71 R lnA,n = lllA,l +-+ l'/nAfn

d.-h ((,... )+ Lo)e = ((14, ..., 1) + Lo)p v/

e ¢ ist linear:

(a(l + Lo) + b(I' + Lo)) ¢ = ((al + bl + Lo)

= (aly +bl})A_ -+ (al, + b)) A,
= (ZA1+ +lnA7n)+
b(lhA 1AL
a(l+Lo)<p+b(l + Lo)p v
e o ist bijektiv:
by
Sei: Ry — K"/Lo: B = 5 — Losungsmenge von (IV.1) mit M (x) = (A|B)
b,

Dann ist @9 = idgn,r, (identische Abbildung), d. h. ¢ ist injektiv, Y = idgr,, d. h. ¢
ist surjektiv. /

q.e.d.

IV.17 Bemerkung (Isomorphismus von ¢ 1)

1

Ist ¢ : ¥V — W ein Isomorphismus, daraus folgt, dafl ¢=' : W — V auch ein Isomorphismus ist.

IV.18 Folgerung (Spaltenrang = Zeilenrang)

Sei A € K™*™. Daraus folgt, daf§ der Spaltenrang von A gleich dem Zeilenrang von A ist.
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Beweis

Sei Ly der Losungsraum von (IV.1g) mit M (xg) = (A4]0).

In Satz IV.12 wurde gezeigt: n — Zeilenrang(A) = dim Ly, in Satz IV.16 wurde gezeigt:
Spaltenrang(A) = dim R4 = dim K" /Ly =n — dim Ly

= Zeilenrang(A) = Spaltenrang(A)

q.e.d.



Kapitel V

Lineare Abbildungen

V.1 Definition linear
Seien V, W K-Vektorrdume. Eine Abbildung ¢ : V — W heif3t linear, falls fiir alle X, Y € V gilt:

X+Y)p=X Y
X +Y)p=Xp+Yop

inV in W
und fiir alle X € V, a € K gilt:

(aX)p = a(Xe)

V.2 Definition Kern, Bild

Sei ¢ : V — W linear.
Kerp:={0}p ' ={X €V | Xp=0} heifit der Kern von ¢.
Bildp :=Vp ={Y € W es existiert ein X € ¥V mit X¢p =Y} heifit das Bild von ¢.

V.3 Bemerkung (Kern/Bild)
Sei ¢ : V — W linear.

1. Kerp <V

2. Bildp < W

3. ¢ ist injektiv < Ker p = {0}

4. ¢ ist surjektiv & Bildp =W

Beweis

1. 0 € Ker ¢, also Ker ¢ # ()
e Seien X,Y € Ker ¢:

=[¢ linear] (X‘i‘Y)SO:X(P“FY(P:O—FO:O
d.h. X+Y €Kery

39
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V. Lineare Abbildungen

1. Sei ¢ : V — W ein Isomorphismus. Daraus folgt, dal ¢ linear ist, und ¢! ist linear.
Beweis:
e Fiir ¢ gilt dies nach Definition des Isomorphismus.
e Fiir o' : W — V: Dazu seien X,Y € W, a € K
(a)
(X +Y)p !l =Xl + Yy
SX+Y =X +Ye e da ¢ linear ist.
(b)
(aX ) =a(Xy¢™)
= (a(Xe™"))ep da ¢ linear ist.
q.e.d.
2. Klx] = K? : ap + a1z + asz® + - - — (ag, a1, a3) ist linear (Schwanz-ab Abbildung).
3. Sei V =K' icl fest.
g K - K: f—if (Einsetzen von i)
g; » YV — K ist linear.
Beweis
Seien f,geV,a e K
(f+g)ei=i(f+9) (nach Def. ;)
=if +1ig (nach Def. ,+“ in V)
= fei + g& (nach Def. ¢;)
a(fe;)) =a- (if) (nach Def. ;)
=i(a- f) (nach Def. ,,-“ in V)
= (a- fei (nach Def. ¢;)
q.e.d.

4. Zwischenbemerkung: Ist ¢ : V — W linear, daraus folgt, Op = _0
—  ~~

cy ew
Beweis:

0p = (0-0)¢=0-(0p) =0

Beispiel V.1: lineare Abbildungen
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¢) — (a,b) }linear

B :R? = R3: (a,b,c) — (a,b,1) ist nicht linear
af:R® —R3: (a,b,¢c) — (a,b,0) ist linear
Ba:R? — R?: (a,b) — (a,b) ist linear

Ba = idgz = [ ist injektiv und « ist surjektiv.

2. Seien U,V, W K-Vektorrdume, ¢ : V — W und ¢ : W — U linear. Daraus folgt
YV — U ist auch linear.
Beweis: Seien X, Y € V,a e K

(a)
(X +Y) () = (X +Y)p)y
= (Xo+Yp) (da ¢ linear)
= (X)) + (Yo (da % linear)
= X(py) +Y(o¥)
(b)
(aX)(¢v) = ((aX)p)
= (a(Xp))v
= a((Xe)y)
= a(X(gv))
3. Iy : VoWw —=V:(v,w)—v ist linear.
——
={(v,w) | vEV,weW}
4. oy : K2 — K3 : (a,b,c) — (a —b,b+c,c+c) ist linear
:K? — K3 (a,b,¢) — (1+a,b,c) ist nicht linear
ag : K2 — K3 : (a,b,¢) — (a,b? c?) ist nicht linear (genauer: s ist linear

o K =17,/27)
5. Sei W< V.v:V—-=V/W:X— X+ W ist linear (,natiirlicher Epimorphismus®), d. h.

nach Definition)

(X+Y)4+W =(X+W)+ (Y +W) } (
a(X+W) =aX+W

Beispiel V.2: lineare Abbildungen
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e Seiaec K, X € Kery:
= (aX)p=a(Xp)=0a-0=0
d. h. aX € Kergp Vv

2. Bildp # 0, da z. B. 0)y = (0y)p € Bildp. Seien Y, Z € Bild p, a,b € K
Zu zeigen: (aY +bZ) € Bild ¢:
Dazuseien Y, Z' e Vmit Y =Y'p, Z=7'¢

a(Y'p) +b(Z'¢)
= (aY' +bZ")p €Bildp  /

= aY +bZ

3. = jeder Vektor hat genau 1 Urbild, also auch der 0-Vektor.
w<=“ Sei Xop=Yopfir XY €V
= X-Y)p=Xp—-Yp=0
= (da Kerp = {0}) X-Y=0
=X=Y vV
4. Gilt durch Definition. 1/

q.e.d.

V.4 Homomorphiesatz

Sei ¢ : V — W eine lineare Abbildung der K-Vektorrdume V, W.
1. v:V—>V/Kerp: X — X + Ker ¢ ist eine surjektive lineare Abbildung (,,natiirlicher Epimor-
phismus®).
(= Kerv = Ker p)

2. :V/Kergp = W: X + Kery — Xy ist eine injektive lineare Abbildung.
3. p=vp

4. V/Kerp =2 Bild g
(= dimV = dim Ker ¢ + dim Bild ¢)

P
V—W
(surjektiv) v\, " @ (injektiv)
V/Kerp

Beweis

1. Kerp <V, v linear (siehe Beispiel V.2 5.).
Zeige nun, dafl v surjektiv ist:
Dazu sei X + Kerp € V/Kerp = X + Kerp = Xv v

2. (a) Zeige, dal @ wohldefiniert ist.
Sei X, Y € Vmit X + Kerp =Y + Kergp
Behauptung: X¢p =Yy
Beweis:
X+Kerp=Y +Kerp,d. h. X —Y € Kerp
= Xp—-Yp=0
= Xp=Yyp vV
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(b) Zeige, dafl @ linear ist.
Seien X, Y €V, a,be K:

(a(X +Kerp) + b(Y + Kerp))p

= ((aX +bY) + Kerg)p (nach Definition)

= (aX +bY)p (nach Definition von @)
=a(X¢)+b(Yy) (da ¢ linear)
=a(X +Kerp)g +b(Y +Kerp)p
= { ist linear 4

(c) Zeige, dal @ injektiv ist, d. h. Kerg = { 0+ Kery }
——

0-Vektor in V/ Ker ¢
Sei X + Kerp € Kerp

= (X +Kerp)p=0
= Xp=0 (nach Definition von ¢)
= X cKeryp vV

3. Sei X € V:
X(wp)=(Xv)p (nach Definition der Komposition)
= (X +Kerp)p (naxh Definition von v)
=Xy (nach Definition von @)

Svo=¢

4. Zeige: V/Kerp 2 Bild g
Dazu definiere die Abbildung ¢:

@:V/Kerp — Bildg : X + Kerp — X
(Vergleiche ¢ mit @, der Bildbereich ist anders.)
per Definitionem gilt: 5 ist surjektiv

Da ¢ injektiv = 5 ist injektiv 5 ist isomorph
Da @ linear = ¢ ist linear

q.e.d.

V.5 Isomorphiesatz

Seien U W<V (= U<U+WV, UNW <W).
Dann gilt:

U+ U=W/UNW)
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V
u+w
U w
unw
{0}
Beweis

Die Abbildung
e W—-U+W)U:w—w+U
ist linear, da
viw = wobei v:V—=V/U: v—v+U
@ ist surjektiv, da
Bildp={w+U|weW}
={w+u+U|weWuecl}
=W+U)/u
Behauptung: Kero =U NW
Beweis:
Kerog={weW|w+U=U}
={weW|lweld}=WnU

Nach dem Homomorphiesatz V.4 gilt:

W/ Ker p = Bild ¢
da Kerpo =W NU und Bildp = (U +W)/U
= W/ OWNU) = U+ W)U

V.6 Folgerung aus dem Isomorphiesatz

q.e.d.

Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum mit den Unterrdumen & und W.

= dimU + dim W = dim(W NU) + dim(U + W)

Beweis
DaW/WnNU) = U+ W)/U gilt nach dem Isomorphiesatz:

dimW/(WnNU) = dimU + W) /U
< dimW — dim(W NUY) = dimU + W) — dimU
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V.7 Anwendung des Homomorpiesatzes

Neuer Beweis von IV.16:
Sei A ¢ K™*™ und

Ry ={B € K™|(IV.1) mit M(x) = (A|B) losbar}
=(A,...,A,) < K™

Behauptung: K" /Lo~ Rx
Beweis:

VK" = Ra:(ly,....0n)— LA+ -+ 1, A,
ist eine surjektive lineare Abbildung. Ker ¢ = Ly = Losungsraum von (IV.1g)

= (nach dem Homomorphiesatz) K"/ Lo = Ra
- =~

=Kery  =Bilde
q.e.d.
V.8 Satz
Sei V ein K-Vektorraum, U, W < V. Weiterhin sei
u:<X17"'an>
W= (1,...,Y)
X ={((X1,X1),. ., (Xp, Xp), (¥1,0),...,(¥;,0)) < V@V

m:x—-v:(X,Y)— X
Dann gilt:
1. II ist linear
2. Bildll=U+W
3. KerII = {0} (UNW)
4. X =2UW

Beweis
1. DaB II linear ist, ist klar. v
2. DaB BildIT = U + W folgt sofort aus der Definition von II v
3. Sei (0, Z) € KerII. Daraus folgt

»C%  es existieren X € U und Y € W mit

0,2) = (X, X) + (Y, 0)
=X=-Y, Z=X
=ZcUnNnWw

L Sei ZeUNW:

=(0,2)=(Z,2)+(-Z,0) ¢ X
= (0,Z) € KerlI Vv
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4. Definiere folgende lineare Abbildungen:
a:UDW — X (u,w) — (u+ w,u)
B:X—->UDW: (s,t) — (t,s—1)
«a und g sind invers zueinander, d. h. a8 = idygyy, und fa = idy also liegt ein Isomorphismus

vor. vV

q.e.d.

V.9 Folgerung
Bei gleichen Voraussetzungen wie beim vorigen Satz gilt:

dimY + dim W = dim(U + W) + dim(U N W)

dim(UBW) Bild IT Ker IT
=dim X

Denn nach dem Homomorphiesatz gilt:

dim X — dim Ker Il = dim Bild IT

=dimX / Ker IT

V.10 Folgerung (Zassenhaus-Algorithmus)

Algorithmus zur Bestimmung einer Basis von & + W und U N W:
Gegeben seien X;,Y; wie in Satz V.8.

Algorithmus
Wende den GauB-Algorithmus an auf

(X1, X1), -, (Xk, Xi), (V2,0),...., (¥1,0))
Man erhélt:
((Z1,%), ..., (Zm,*),(0,D1),...,(0,Dy,),(0,0),...,(0,0))
mit Z; # 0 und D; # 0. Dann ist (Zy,. .., Z,,) eine Basis von U + W und (Dy, ..., D,,) ist eine Basis
von U NW.
V.11 Satz (lineare Abb. zwischen Vektorrdumen)

Seien V, W K-Vektorrdume, V endlich erzeugt und Yi,..., Y, € W.

1. Wenn By, ..., B € V linear unabhiingig sind, daraus folgt, es existiert eine lineare Abbildung

p:V—-W mit Bip=Y; (i=1...k)

2. SeiV = (By,...,By) (d. h. (By,...,By) bilden ein Erzeugendensystem von V). Daraus folgt,
es existiert hochstens eine lineare Abbildung

p: V=W mit Bip=Y; (i=1...k)

3. Ist (By, ..., By) eine Basis von V, daraus folgt, es existiert genau eine lineare Abbildung

p: V=W mit Bip=Y; (i=1...k)
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Sei K =F3 ={0,1,2} und V = K3.
U=1{(1,1,1),(1,-1,1)) W ={((1,2,0),(1,1,-1))

d. h. dm¥ =2 und dimW = 2, dimU "W +dimU + W =1+3 =4

11 1 |1 1 1 111 ] 111
1 -1 1 | 1 -1 1 01 01] 010
1 2 0 |0 0o of {o12]22:?
1 1 -1 ]0 0 0 001 1] 222
111 ] 111
ot o oo
002 ] 212
001 1] 222
111 ] 111
ot o oo
001 ] 121
000 | 101

Basis von U N W ist: ((1,0,1)).

Bestimme nun mit dem Zassenhaus Algorithmus eine Basis von &/ + W und von U N'W.

Daraus folgt : eine Basis von U + W ist ((1,1,1), (0,1,0), (0,0,1)), d. h. U +W = K3, eine

Beispiel V.3: Anwendung des Zassenhaus-Algorithmus

Beweis

1. (By,...,By) ist linear unabhéngig und V ist endlich erzeugt. Daher kann man (B, . ..

einer Basis ergénzen und 3. anwenden.
2. Sei p:V — W linear mit B;o =Y; und X € V

= X=a1B1+ -+ apByg flir geeignete a; € K
=X =ay (Bip) +- -+ ai (Bryp)
e ad N——

Y1 Yk

d. h. X ist bereits festgelegt durch die Bilder Y; der B;, d. h. ¢ ist eindeutig.

3. Sei X € V, dann existieren a; ...ax € K mit
X =a1B1+ -+ arBg
Definiere nun ¢ durch:

X =a1(Bip) + -+ + ar(Bryp)
=a1 Y1+ -+ arYs

,Bk) zu

Daraus folgt, dafi ¢ wohldefiniert ist. (Die Darstellung als X = Y a;B; ist eindeutig.) Zeige

nun ¢ ist linear:
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e Sei X’ € Vund aj ...a}, € K mit
k

X' = Z a)B;

=1
(X + X" = ((a1 +a})By + -+ (ar + a},)Bi)p
= (a1 +a))Y1+ -+ (ag + a},)Yi
=(a1Y1+ - +apYe) + ()Y + - +a) V)
=Xp+X'p

e Seiae K :

(aX)p = (aa1 By + -+ + aaxBg)p
=aa1 Y1+ -+ aapYs
= a(a1Y1 + -4 akYk)
= a(Xyp)

Daraus folgt die Existenz der Abbildung. Die Eindeutigkeit folgt aus 2.

V.12 Definition Matrix einer Abbildung
1. Sei ¢ : V — W eine lineare Abbildung, B8 = (By,...,B,) eine Basis von V und
¢=(Cy,...,C,) sei eine Basis von W. Weiterhin sei ¢ definiert durch die Bilder der Ba-
sisvektoren:

Bigozal-lC1+~~~+ainC’n mit aijGK fiir i=1...m

Die a;; sind eindeutig, da € eine Basis von W ist.
Dann heifit:

a1 A1n
BPe =

Am1 .- Amn,

die Matrix von ¢ beziiglich der Basen B und €. Die Matrix besteht aus den Koeffiziententupeln
(ai;) der Bilder der B; beziiglich der C}

2. Sei X € K™ " und (ay,...,a,) € K™ = K™. Dann ist

(ah...,am)X =a1 X1+ asXe + -+ amXm e K"

V.13 Erinnerung zum Isomorphismus
Sei B = (By, ..., By,) eine Basis von V, dann ist
kg :V—o>K": X=a1B1+ -+ an,Bn,+— (al,...7am) = Xn

ein Isomorphismus.
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Sei & die Standardbasis von K* und ¢ eine Abbildung ¢ : K* — K* mit folgender Matix:
-1

6¥Ps =

O O O
N O = O
O = OO
= O O

Sei nun X = (1,2,3,4) € K* dann kann man X ¢ wie folgt berechnen:

-1

SO =

X@ = (172’3’4) :

N O = O
o= O O
= o O

0
:(1-1+2-0+3~0+4-0,
1-042-143-0+4-2,
1-:042-043-1+4-0,
1-(71)+2-0+3~0+4.1)
— (1,10,3,3)

Beispiel V.4: Matrix einer Abbildung

V.14 Satz (Matrix einer linearen Abbildung)

1. Sei X € K™*"™, Dann ist die Abbildung
)?:Km—>K":(al,...,am)|—>(a1,...,am)~X

eine lineare Abbildung.

2. Seien ¥V und W K-Vektorrdume der Dimension m und n mit den Basen B und &€, ¢ : V — W

eine lineare Abbildung. Dann ist das folgende Diagramm kommutativ:

¢
% W
- \ re
Km——— K"
BPe

d. h. pre = kB Pe, oder X - spe = (X¢)e
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Beweis

1. Seien V.= (Vi,..., Vi), und W = (Wy,... . W,,) e K™ a,be K

(aV + W)X = (aV +bW) - X
| —
Matrixprodukt

= (aVi + bW, ..., aVi, + bW,) X
= (a‘/l + le)Xl, + -+ (an + me)Xm,
=a(ViXe_ 4+ + VX0 )+ 0(Wi X+ + Wi X))
—a- VX +b W-X
~—— ~——
Matrixprodukt Matrixprodukt

=a(VX)+bWX)
Also ist X linear. vV

2. Sei X € V. Zeige: X - spe = (X¢)e
Sei also X = a1 By + -+ 4+ amBm, d. h. X = (a1,...,a,). Da ¢ linear ist, gilt:

Xo=a1(Bip) + -+ + am(Bmp)
= al(allcl + -+ alnCn) + -+ am<am101 + -+ amncn>

Wir erhalten

ail A1n
(Xp)e = (ar,...,an) - : : = Xy 80

Am1 N Amn,

q.e.d.

V.15 Bemerkung (Vektorraum der Abbildungen)

Sei W ein K-Vektorraum, V eine Menge. Dann ist WY = {¢ | ¢ : V — W} wieder ein K-Vektorraum
mit

pty:VoWivswptep (g eW)
a-o:V-oW:v—a- (vp) (a € K)

Ist V sogar ein K-Vektorraum, so ist

Homy (V, W) :={p: V — W | @ ist linear } < WV

V.16 Satz (Isomorphismus zwischen Matrix und Abbildung)
Seien V und W K-Vektorrdume der Dimension m und n mit den Basen B und €. Dann gilt:

mat : Homg (V, W) — K™*" : p — s¢¢
ist ein Isomorphismus von K-Vektorrdumen. Insbesondere

dimHomg (V, W) = dimV -dimW =m -n
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o1

1. Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum. Die Identitdtsabbildung
d:V-V: X—X

hat folgende Matrix:

1 0 ... 0
01 0 0
widg = 0o . =1,
Do 0
0 0 0 1

1,, heifit die n x n Einheitsmatrix.

2.SeiII: VeW —V: (v,w) — v. Weiterhin sei B = (By,..., B,) eine Basis von V und
¢ =(Cy,...,Cp) eine Basis von W.
= BC = ((Bl, 0),...,(Bn,0),(0,C4),...,(0, Cm)) ist eine Basis von V @ W.

10 ... 0
o1 0 ... 0
0
wselly = - 0
0 0 0 1
0 0
0 0

3.8V =Km"®B=6,=/((10,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1)) ist die Standard-
N———’

m

basis von V. Weiterhin sei W = K" und € = &,,. A € K™*"™ definiert die Abbildung
A:K" S K':z—ux-A
Dann ist die Matrix der Abbildung A:

5 Ae = A

Beispiel V.5: Matrizen linearer Abbildungen
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Beweis

Die Abbildung mat ist wohldefiniert, da die Matrix wohldefiniert ist.

Zu zeigen ist, dafl mat linear ist:
Seien ¢, : V — W linear. Zeige nun

8(a-9+v)e = alspe) + we
Dazu betrachte die i-te Zeile B; der Matrix:
(Bi(a- ¢ +9))y = (a- Bip + Bi)e
= a(Bip)e + (Bp)e

Zeige nun dafl mat injektiv ist:
Dazu sei ¢ € Kermat, d. h.

spe = 0-Matrix
d. h. (Bip)e = (0,...,0), d. h. By = 0 fiir alle 4, also ist ¢ die 0-Abbildung. Somit ist
Kermat = {0-Abbildung}, d. h. mat ist injektiv. vV

Zeige mat ist surjektiv:

Satz V.14 zeigt, dal jede Matrix X € K™*" als Matrix einer linearen Abbildung ¢ : V — W
aufgefaft werden kann. Sei X € K™*", gesucht ist nun ¢ : V — W mit e = X

Setze ¢ = ke X (kg ')

ks ke

K’I’n

K’n

V.17 Definition Matrixprodukt

Seien A € K™*" B e K™ °. Dann ist das Matrizprodukt C = A - B € K™*° definiert durch

Cij = AnBij+ AiaBaj + -+ -+ Ain By

(d.h. C;_=AuBi_+ -+ AinBy.)
Also C;_= A; B, ebenso C_; = AB ;.

V.18 Satz (Komposition linearer Abbildungen)

Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum mit der Basis B und der Dimension m, W sei ein K-
Vektorraum von der Dimension n mit der Basis € und & sei ein K-Vektorraum mit der Basis ® und
dim X = o. Weiter seien ¢ : V — W und ¢ : W — X K-lineare Abbildungen.

Dann ist ¢ : V — & ebenfalls K-linear und es gilt:

d. h.

3(pY)p = B¥e - Vo

die Hintereinanderausfithrung linearer Abbildungen ist gleich dem Produkt der zugehorigen

Matrizen. Dabei mufl man auf die zugehorigen Basen aufpassen.
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1 1 1 ) ; é (6 15

2 2 2 3 6 —\12 30

N—— ——
2x3 ‘?;2—’ 2x2

Beispiel V.6: Matrixprodukt

Beweis
e Zeige: die Hintereinanderausfithrung (1 ist linear.
Dazusei X, Y € Vund a € K:
(aX +Y)ptp = ((aX +Y)p)v (nach der Definition der Komposition)
= (a X(p) + Ygo)l/J (¢ linear)
a( ) (Y)y (¢ linear)
a(X ) +Yey Y

e Zeige: Die Matrix der Hinterinanderausfithrung ist gleich dem Produkt der Matrizen.
Dazu sei B = (By, ..., B),). Betrachte nun die i-te Zeile von o (¢1))4

) (nach Defintion der Matrix)

= (Bi
(B ) (nach Definition Komposition)
= ( ng)g Cep (nach Satz V.14)
= (i-te Zeile von s@e) - ¢¥o (nach Satz V.14)
= i-te Zeile von g ¢ - ¢ (nach Definition des Matrixproduktes) V

q.e.d.

V.19 Bemerkung (Grundlage zum Assoziativgesetz)

Seien M, N,O, P Mengen, ¢ : M — N, ¢ : N — O und o : O — P drei beliebige Abbildungen. Es
gilt:

(pv)o = p(Yo)

Beweis

Sei m € M beliebig.

m((ey)o) = (m(ev))o (Definition Komposition)
= ((mp)Y)o (Definition Komposition)
= (myp) (o) (Definition Komposition)
— m(po)
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V.20 Folgerung (Assoziativitit der Matrizenmultiplikation)
Matrizenmultiplikation ist assoziativ, d. h. fir A € K™*" B € K™"*° und C € K°*P gilt:

(AB)C = A(BC)

Beweis

Fasse A, B und C als Matrizen geeigneter linearer Abbildungen ﬁ, B und C auf und wende die
Bemerkung V.19 an:

A(BC) = (AB)C
Jetzt kann man nach Satz V.16 Matrizen nehmen.

q.e.d.

Seien V und W K-Vektorrdume der Dimension n mit den Basen B und C. Auflerdem sei
@ : YV — W ein Isomorphismus. (Daraus folgt, dal auch ¢~ : WW — V linear ist.) Dann gilt:

wsPc e 'm=n(or g

Matrizprodukt Komposition

= (idy)gy

I,, ist die Einheitsmatrix. Umgekehrt:

e 'y mpe =l 0)e
= ¢(idw)¢
= In

Beispiel V.7: Matrixprodukt mit der inversen Matrix

V.21 Definition invertierbar

Eine Matrix A € K™*"™ heifit invertierbar, falls eine Matrix B € K™*™ existiert mit A - B = I,,.
Das Ziel ist nun zu zeigen, dafl B eindeutig durch A bestimmt ist.

V.22 Vorbemerkung

Seien M, N endliche Mengen mit gleichvielen Elementen und ¢ : M — N eine Abbildung. Dann
sind folgende Aussagen dquivalent:

1. ¢ ist injektiv
2. @ ist surjektiv

3. ¢ ist bijektiv
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V.23 Satz (bijektive Abbildungen auf endlich erzeugte Vek-
torrdume)

Seien ¥V und W endlich erzeugte K-Vektorraume von gleicher Dimension. ¢ : ¥V — W sei eine lineare
Abbildung. Dann sind folgende Aussagen &quivalent:

1. ¢ ist injektiv
2.  ist surjektiv

3. ¢ ist bijektiv

Beweis
1. = 2. Sei ¢ injektiv. Zeige ¢ ist surjektiv. Nach dem Homomorphiesatz V.4 gilt:
dim Bild ¢ = dim V — dim Ker ¢

——
={0}

=dimV
= dim W
d. h. Bild ¢ = W, also ist ¢ surjektiv. vV
2. = 3. Sei ¢ surjektiv. Zeige ¢ ist bijektiv, also zeige ¢ ist injektiv:
dimKery = dimV —dimBilde =0
~—— ,
=dim W =dim W
= ¢ ist injektiv. vV
3. = 1. Sei ¢ bijektiv, d. h. ¢ ist nach Definition auch injektiv.

q.e.d.

V.24 Satz (Inverserve Matrix)

1. Seien V und W endlich erzeugte K-Vektorrdume der selben Dimension. Die lineare Abbildung
@ : VYV — W habe die rechtsinverse Abbildung ¢ : W — V, d. h. oy = idy,.
Dann ist ¥ eindeutig bestimmt und es gilt: Yy = idyy

2. Die Matrix A € K™*"™ sei invertierbar. Dann ist B € K™*™ mit A- B = I,, eindeutig bestimmt
und es gilt: B- A=1,
Bezeichnung: B = A~! heifit die zu A inverse Matriz.

Beweis

1. py =idy = ¢ ist injektiv
= (nach Satz V.23) ¢ ist bijektiv, da V endlich erzeugt ist und ¥V und W die gleiche Dimension
haben, d. h. ¥¢ = idyy und @ ist eindeutig durch die Gleichung ¢ = idy festgelegt.

2. Wende 1. an: B
A ist die Matrix von A beziiglich der Standardbasis &, d. h.:

A=gAg

= Behauptung
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V.25 Bemerkung (Inverse der Identititsabbildung)

Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum mit den Basen 8 und €, sei id = idy.
Dann sind id¢ und ¢idsg invers zueinander.

Beweis

QldsB . ;BldQ = Q»(ld ld)C = G(ld)g — In

V.26 Basistransformationssatz

Seien V und W endlich erzeugte K-Vektorrdume mit der Dimension m und n. V habe die Basen B,
und Bo, W habe die Basen €; und €5. Dann gilt:

By Pe, = B,1dyy, -3, 0¢, ¢, ldwe,
~—— ———— N ——

mXxn mXxXm mxXn nxn

Beweis

®B,idye, * 8,9, - ¢;ldwe, = 3,idy idwe,

= BP0,

q.e.d.
V.27 Folgerung
Sei ¢ : V — V linear und B, B, Basen von V.

= B, PB, = AL B, OB, - A  wobei A= %11(21%2 = A7l = %2ids31

Beweis
Folgt aus dem Basistransformationssatz V.26, hier ist W = V), und aus der Bemerkung V.25

q.e.d.

Rechnerische Bestimmung der inversen Matrix
Eine Matrix A € K™*™ ist invertierbar (d. h. A gehort zu einem Isomorphismus), falls eine Matrix
B e K™*™ existiert mit A- B =1, (= B-A=1,).
Sei nun eine Matrix A € K™*" gegeben. Gesucht B € K™*™ mit:

A-B=1, (V.1)
Sei B=(B_,...,B.,) (B_; = i-te Spalte von B)

A-B=A-(B4,...,B.)=(A-B4,...,A-B.,)
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Es gibt somit n verschiedene Gleichungssysteme mit je n unbekannten der Form:

0

(V1) A-B;

[
—

«— i-te Spalte

0

(Beachte: Die Matrix A ist gegeben und die Spalte B; ist gesucht.) Die Gleichung (V.1) ist also
genau dann geldst, wenn alle Gleichungen (V.11)...(V.1,) gelost sind. Dabei sind die (V.1;) linearen

Gleichungsysteme mit ,,denselben linken Seiten®, d. h.

= o o o

(der Korper ist hier noch beliebig).

M;(V1,)=A
1 —-1\. .
1. Ist < ) invertierbar?
-1 1
1 =171 0 — 1 -1]1 0
-1 110 1 ) Add;2(1)\ O 0j1 1
Das Gleichungssystem ist nicht 16sbar, also existiert keine Inverse.
0 01 -1
0 01 0
: -1 _
2. Bestimme A7 zu A = 101 1 -1
-1 0 1 0
001 —-1|1 0 0 O 1 -1 -1 1
0 0 1 0/0 1 0 O . 0 1 0 -1
-1 1 1 110 0 1 0 0 0 1 0
-1 0 1 0/{0 0 0 1 0 0 0 1| -
1 0 0O 0 1
_ 01 0 0l—-11
0 01O 0 1
000 1|-11
0 1 0 —1
4 _|-1 11 -1
A 0 1 0 O
-1 1 0 0
Beispiel V.8: Berechnung der inversen Matrix

Berechnung von Rechtsinversen

Seien V und W endlich erzeugte K-Vektorrdume mit den Dimensionen n und m und den Basen B

und €, ¢ : YV — W eine lineare Abbildung. (D. h. gpe € K™*™)
Gesucht ist eine Abbildung v : W — V mit ¢y = idy), d. h.

Bpe P = x(idy)y = I,
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Man erhélt also ein Gleichungssystem mit n verschiedenen rechten Seiten und m Unbekannten fiir
jede einzelne rechte Seite.

Sei ¢ : V — W eine lineare Abbildung, V, W K-Vektorrdume, dim)V = 2, dim W = 3 und

(1 2 3

Gesucht ¥ : W — V mit p¢ = idy. (Wegen dim W > dim V ist ¢ nicht surjektiv, d. h. es kann
keine Linksinverse geben.)

123 [ 10y (101 |1 -2
01 1] 01 011 ] 0 1

1 -2 —a —b
=0 1 )+ [-a -0 (a,b € K)
0 O a b

Beispiel V.9: Berechnung einer Rechtsinversen

V.28 Definition Transponierte Matrix
Sei A = (A;;) € K™*" eine Matrix. (D. h. A kann als die Abbildung:
A:A{1,... om}x{1,....,n} = K :(i,j) — Ayj
aufgefafit werden.) Entsprechend dazu heifit
AT {1 nh x {1, o omY — Ko (i) = A

die Transponierte Matriz von A. (A" € K™*M)

1 0

., (1 2 3 4 o4 w20
SelA<OOOO)eK = A" = 3 0
4 0

Beispiel V.10: Transponierte Matrix

V.29 Bemerkung (Transponieren eines Matrixproduktes)
Sind A € K™*™ und B € K™*°, so gilt:

(A-B)tr :BtT-AtT
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Beweis

(A-B)jj = (A-B)j

=Aj1- B+ 4+ Aj, - B

=B Aj1+ -+ Bni - Ajn

= (B")ir (A")1j 4+ (BT )in - (A7)

— (Btr . Atr)ij

Anwendung: Berechnung von Linksinversen: Linksinvers(A4) = (Rechtsinvers(A”))tT

10
Sei A= (2 1]. Gesucht eine zugehorige linksinverse Matrix.
3 1
1 2 3 1 -2 —a —b
AT = ( ) hat die Matrix [0 1 | + | —ea —b] als Rechtsinverse (Siehe
0 11 0 O a b

Beispiel V.9).

. . 1 0 O —a —a a . .
= A hat die Matrix <_2 1 0) + (—b ) b) als Linksinverse.

Beispiel V.11: Berechnung einer Linksinversen

V.30 Bemerkung (Spaltenkonvention)

1. Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum mit der Basis 8 = (X, ..., X,,). Die Abbildung

a1
Bo: VoK™ X =1 X4+ anXp — =B x
a’ﬂ,
ist ein Isomorphismus. (%X = (XgB)")
2. Ist X € K™*" so ist
ay a
X - Knxl _)Kmxl . : — X

G an

————

a1 X_ 1+ tanX_pn

eine lineare Abbildung.

3. Sei ¢ : V — W eine lineare Abbildung, wobei ¥V und W K-Vektorrdume mit den Basen 6 und
¢ sind. Folgendes Diagramm ist kommutativ:
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¥
1% w
QSO' €0’
Kn><1 < Kmxl

Dabei ist X =% ¢® := (gpe)", d. h. € (p(V)) =% ¢® BV fiir alle V € V.

4. Die Hintereinanderausfiihrung zweier linearer Abbildungen: V - W Y, X ist linear. Seien
B, € und ® die zugehorigen Basen. Dann gilt:

YoV =XV d(p(V))

ist die Hintereinanderausfiihrung, erst ¢ dann ¢ anwenden und es folgt:
P(pop)® =P ot ¥

V.30.1 Anwendung auf lineare Gleichungssysteme

Sei A € K™ und B € K™ und (IV.2) ein lineares Gleichungssystem mit M (x) = (A|B).
Interpretiere A als Matrix einer linearen Abbildung:

Il l
p=A: K"t K™ [ A
l'”/ ln

1st Matrix von eztiglich der Standardbasen G,, un m Vol un in der Spal-
A ist Matri Ab lich der Standardb G} d & K™ und K™*! in der Spal

tenkonvention.) Das Gleichungssystem bedeutet: ,,Suche alle Urbilder B unter der Abbildung A“.
Daraus ergibt sich folgende Gleichung:

X1 b1
ef 2 ]=1": (=B)
Xn b
gesucht

Der Spaltenvektor X wird unter der Abbildung ¢ auf das Produkt mit der Matrix A abgebildet,
d. h.

X1 b1

Man erhélt also folgendes Gleichungssystem, wobei A = (a;;) € K™*"

ann Xy + -+ awX, = b
: : (V.2)
alel + e + aman

bm
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Es gilt: Ly = Losungsraum des Homogenen Gleichungssystems = Ker p = Ker é Das Gleichungssy-
by
stem (V.2) ist 16sbar genau dann, wenn | : | € Bild é Ist das Gleichungssystem losbar, dann ist
die Losungsmenge das volle Urbild von B leter der Abbildung A. Die Losungsmenge ist dann eine
Restklasse nach Ker é Nach dem Homomorphisatz gilt: -
Knxty \L/OJ = Bildé = Spaltenraum von A = der Raum der moglichen rechten Seiten, so dafl
=Ker A

(V.2) 1ésbar ist. (= dim Ly = dimKer ¢ = n — dim Bild ¢ = n — Rg(A))

V.30.2 Interpretation der elementaren Umformungen

Betrachte die Matrizen der elementaren Umformungen (Alle Matrizen seien m x m-Matrizen):

1
1
0 1 1 — 1
Perij = . 1
1 0 1 — j
1
7
i J
1
a —
Addm (CL) =
1
1
J
1
0
1
Mult;(a) = a —1 (a #0)
1
0
1

Sei A-X = B die gegebene Gleichung. Bezeichne die Matrix einer beliebigen elementaren Umformung
mit E; (¢ € N). Durch die elementaren Umformungen éndert sich die Losungsmenge nicht, da die F;
invertierbar sind. Wendet man eine elementare Umformung an, so ergibt sich:

X1 by X1 by
(Er-A)-| © | =E-|: mit X = | und B = | :
Xn b, X, b
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wobel (A = (A4,...,A,) = E1A = (E1A,... 7E;LAJl)) Der Gaufische Algorithmus bedeutet
also: ,ersetze obiges Gleichungssystem durch

X1 bl
(Bi...ByEB A)- | 1 | =B BB | :
Xn by

bis Stufengestalt erreicht worden ist.*
Anwendung auf die Berechnung der Inversen:

(A|L,) — (E1A|E1L,) — - — (Ey...E1A| Ey... Ey I,)
—_——— ——

I A-1

V.31 Satz

Seien V, W und X K-Vektorraume.

1. Sei ¢ : W — X eine beliebige feste lineare Abbildung.

= p:Hom(V,W) - Hom(V,X): a— ayp ist linear

«

vV 4%

-

ap

(Matrixversion: Sei P € K™*° fest, dann ist die Abbildung K™*™ — K™*°: X — X P linear)
2. Ist die Abbildung ¢ : ¥V — W linear, so ist auch ¥: Hom(W, X) — Hom(V, X) : 8 — [ linear:
(0

V W

— |
e,
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Seien aq,...,a; € K fest und
V={(Xi) ieN|X,=a1Xp1+aXn o+ +qX,p Vn>k}=V<K"
mit dim )V = k. Eine Basis von V ist:

B:((l,O,...,O, ak ,...),(O,1,07...,07ak,1,...),...7(0,...,0,1,(11,...))
k+1-te Stelle

Betrachte nun die Abbildung v : V — V : (X1, X2, X3,...) — (X3, X3,...). Die zugehorige
Matrix ist

0 O 0 ag
1 0 0 ar_1
378 = |0 : € KFx¥
0 as
0 0 1 a1

(Z. B. Byy=Br_1 + alBk)

. . . . . 1 .
Sei nun £ =2 und K = R, a; = 1 und as = 1. Dies ergibt die Matrix @vym = ((1) 1). (Dies
entspricht der Fibonacci-Folge: X,, := X,,—1 + X, —2)

Interpretation: ein Kaninchen-Problem

X, ist die Anzahl der neugeborenen Paare von Kaninchen in der Generation n. Dazu gibt es
die Regel, daf} jedes Paar zu einem Zeitpunkt n geboren wird und jeweils ein neues Paar zum
Zeitpunkt n 4+ 1 und n + 2 wirft, und anschlieend stirbt.

Das Problem ist, auszurechnen, wieviel Kaninchenpaare zum Zeitpunkt ¢ existieren. Dazu muf3

man entweder alle Folgenglieder ausrechnen, oder die Abbildung v ¢ — 1-mal auf das erste
Zahlenpaar anwenden,d. h.

4 0o 1\
(Xit1, Xit2) = (X1, X2)BY' 5 = (X1, X2) (1 1)

Betrachte nun die Abbildung v beziiglich der Basis C' mit
. 1 15
@1(1% = 1 1-V5
2
N (1 1+x/3> (0 1) B <1+\/5 3+\/5> 1445 (1 1+x/3>
) 2 1 1 - 2 ’ - )

2 2 2
1-v5)\ /0 1 1-vV5 (. 1-5
(1’ 2 ><1 1): 2 (1’ 2 )

0
o (=)

J
Q
)
Q
Il

S

. . . . . 1— i
D. h. die Fibonacci-Folge (1,1,2,3,5,8,13,...) steigt wie ( 5 ) .

Beispiel V.12: Die Fibonacci-Folge




64

V. Lineare Abbildungen

2. D, : K[X|gr<n — K[X]gr<n—1 :p = p(X) — p = p/(X) (siehe 1.) ist eine lineare

3.my : K[X] — K[X] : a0+ a1 X + -+ ap, X" — aoX + a1 X%+ -+ + a, X" ! bzw.

1. BEs gilt K[X] < K[[X]]. Dann folgt: K[X]g<n = {a0 + a1 X + -+ a, X"|a; € K} =
(1,z,2%,...,2") hat die Dimension n + 1. Betrachte nun die Abbildung
"D K[X] = K[X]: (a0 + -+ an X™) — (a1 + 202X + -+ +na, X" 1)
(bzw.) (ag,a1,-..,an,0,...) — (a1,2as,...,na,,0,...)

IstneNunda€ K,soistn-a:=a+---+a,und (—n)-a = —(n-a). Die Abbildung '
—_———

n
ist linear.

Abbildung, da die Abbildung ’ linear ist. Die zugehorigen Basen sind 8B, = (1, X,..., X™)
und B, 1 = (1, X,..., X" 1),

0 0
1 0 ... 0
0 2 0o ... O
= %, (Dn)y, , = | : . | e KmHxn
-
0 0 n

(agya1,...,an,0,...) — (0,a9,...,an,0,...)
Schreibweise : pm, =:p- X
Betrachte nun die Einschrankung von m, auf die Polynome vom Grad < n:

My @ K[X]gr<n = K[ X]gr<nt1 :p(X) —p(X)-X bzw. pr—p- X

)

Die zugehérigen Basen sind B,, = (1,..., X™) und 8,11 = (1,..., X" ). Daraus ergibt
sich folgende Matrix:

01 0 0
00 1 0 0

B, (mz,n)%vwrl = - c K(n+1)><(n+2)
0 0 1

Beispiel V.13: lineare Abbildungen und ihre Matrizen
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Beweis

1. e 7 ist wohldefiniert, denn ay ist linear.

e Zeige p ist linear:
Dazu seien a1, as € Hom(V, W), weiter sei V' € V beliebig.

V(a1 + a2)p) = V((oq + az2)p) (nach Defnition von @)
(V (a1 + as )go
=Var+Va)p (nach Definition von ¢)
= Varp + Vagy) ( da ¢ linear)
= V(a1p + azp)
= V(1% + a29) (nach Defnition von )

= ist additiv

e Seia€ K:
V((aa1)@) =V ((ac)p) (nach Definition von @)
= (V(aom))y
=a(Vaip) (da «y linear, ¢ linear)
=V (a(aryp))
=V (a(a1®p)) (nach Definition ) vV

2. Analog zu 1.

q.e.d.

V.32 Bemerkung (Der kommutative Ring der Polynome)

K[X] bildet einen kommutativen Ring: Seien p,q € K[X] und ¢ = ap+a1 X ++--+a, X" mit a; € K.
Die Multiplikation wird definiert durch:

p-q=pq:=p(ao-idgx]taimg + -+ a,my)

mq:K[X]—K[X] linear

Die Multiplikation in K[X] ist kommutativ, denn seien p = ag + a1 X + - + a; X" und
q=bo+b X+ +bX!

= pq:co+-"+CiXi+"'+ck+le+l

mit ¢; = agb; + a1b;—1 + - +a;—1b1 + a;bp fir i = 1...k + 1. Da K kommutativ ist, folgt, daf die
Multiplikation in K[X] kommutativ ist.

Distributivgesetzt:

Seien p, ¢,r € K[X]. Dann gilt:

e (p+q)-r=p-r+q-r denn m,. ist linear
r-(p+q)=r-p+r-q folgt dann aus der Kommutativitiit.

Assoziativitit der Multiplikation:
Seien p,q,r € K[X]. Dann gilt: (p-¢)-r=p-(g-7) (d h.: p-qg=pmg) = (pmg)m, = pmy,. Also
geniigt es zu zeigen, dafl mgm, = mg,
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Zeige nun, dafl K[X]| ein kommutativer Ring ist:

Wie wir in der Bemerkung V.32 gesehen haben, geniigt es, zu zeigen, dal mom, = mg,. Dazu
betrachte zunsichst einen Spezialfall, sei ¢ = 2 und r = 27:

Mygi = Myi = Myits
Dies ist klar, denn
Xk(mwiml.j) = xk+d)+i — xk+(i+i) — kawiﬂ‘
Dies geniigt um die Behauptung zu zeigen, da m, und m, € { mq ,mg, my2,...)
~—

=idk(x)
(Beachte: (1, X, X2,...) bildet ein Erzeugendensystem von K[X].)
Sei z. B. mg = agmi1 + a1mg + -+ + ap(my)”

= mgmy = (aomy + a1my + - -+ + ap(my)"™)m,
= (nach V.31 und m, linear )ag(mim,) + -+ an((mw)”mr)
Verfahre ebenso mit m, und wende Satz V.31 an. Dann folgt, da mg img i = myi+s:
MMy = Mgy

Insgesamt: K[X] ist ein kommutativer Ring mit 1.

V.33 Definition Grad, pK|[X]

Esseip=p(X)=ap+a1 X +...a, X" € K[X].
1. Ist ay, # 0, so heifit n der Grad von p(X). (D. h. fiir p = 0 ist kein Grad definiert!)
2. pK[X]:= {pqlq € K[X]} (= K[X]m; = Bildm,)

V.34 Bemerkung (Grad)

1. Seien p,q € K[X], mit p # 0 # ¢, so gilt:
Grad(p - ¢) = Grad(p) + Grad(q)
2. Es gilt pK[X] < K[X] (< Bildm, < K[z])
(Beachte: falls p # 0 = Kerm,, = {0}
Beweis: Sei g € Kermy, = ¢-p=0 wire ¢# 0= Gradgp = Gradq+ Gradp # 0)

Insbesondere folgt: pK[X] = K[X] als K-Vektorrdume, denn eine ,,Basis* von pK|[X] ist (p,p-
X,p-X?,...)und von K[X]: (1, X, X2, ...).

V.35 Satz
Sei V ein K-Vektorraum und ¢ : ¥V — V linear. Sei W <V mit Wp C W
1. 2:V/W—=V/W: X +W— Xp+ W ist eine wohldefinierte lineare Abbildung.

2. Sei W jetzt endlich erzeugt und By, = (Xi,..., Xy) eine Basis von W und eine Basis von V
sei By = (X1,..., Xg, Xpy1,..., Xp), dann ist By )y = (Xpq1 + W, ..., X, + W) eine Basis
von V/W und

%W(SD|W)%W ‘ 0

By PBy =
* ‘ ‘BV/WQO%\;/W
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Beweis

1. Zeige: @ ist wohldefiniert:
Dazu seien X + W, X'+ W e V/W mit X+W=X'+W

=>X-Xew
= [da W C W] (X =X")poeWw
=[da ¢ linear] X(p - XIQO eEW

> Xe+W=Xp+W

@ ist linear, da ¢ linear ist.

q.e.d.

V.36 Satz (Restklasse der Polynome)

Seip(X)=p=ao+ a1 X +a1 X*+ - +a, 1 X" '+ X" € K[X] vom Grad n.
1. dim(K[X]/pK[X]) = Grad(p)

B =(1,X,...,X" 1) ist eine Basis von K[X]/pK[X], wobei § = q + pK[X] (Restklasse von
¢ nach pK[X]).

2. Die Abbildung m, : K[X] —» K[X]:q— X -qg=¢q-X erfillt (pK[X])m, C pK[X]
und die zugehorige Matrix ist:

0 1 0 0
0
BNy = 0
0 0 1
—ap —ai; ... . —Qp—1

Beweis

1. In K[X]/pK[X] ist p = 0, also:
p=aol+am X+ Fap 1 X"+ X"
d. h.
X" =—ql—-ay X — - —ap,_1 X" 1 (V.3)

Die Idee ist, ,,p(X) als Algorithmus aufzufassen*:
e Ersetze X" durch (V.3)

e Xp=0— Ersetze X"*! durch —aoX —a1 X2 — - —ap_1 X"
e X2p =0 — Ersetze X"*+2 durch —agX2 — a1 X3 — -+ — a1 X1
e Behauptung: K[ X]/pK[X]=(1,X,..., X" 1)

Beweis durch Induktion:
Zeige: xt € (1, X,..., X" 1)
Induktionsanfang: (i =0,...,n —1)

X0=1 X=X ... xvl=Xn1
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Induktionsannahme: Xt € (1, X,..., Xn1)
Induktionsschluf$: i — i+ 1
Xi=col+ 1 X+ +cpg X1 nach L.V.
=Xt = X+ X2+ 4cp 1 X7 nach Algorithmus:
= Coy + Clﬁ +... Cn_l(—aoi - aly — an_lynil

e 1,X,... X1

)

Also 1,..., X" 1 erzeugen K[X]/pK[X].
e Zeige: (1,..., X" 1) sind linear unabhiingig.
Dazu seien cg,...,c,_1 € K mit
C()T+"'+Cn_1Xn71:0 d h
col+ -+ X le K[X]-p
———

0 oder vom Grad < n 0 oder vom Grad > n
= C()l-l-"'—‘rcn,an_l =0 s d. h.
00:61:"':677,—1:0

2. Klar ist: K[X]-p- X CK[X]-p Vv

1T - X
X - X2
Xn—2 5 Xn-1
Xn—l s Xn = —CL(]T— ---—an,lX"*
U
0 1 0 0
0 0 1 0
BNy =
0 .. 0 1
—Qap — —Qn-1

V.37 Definition Polynomfunktion

Sei K ein Korper. Eine Abbildung f : K — K heiit Polynomfunktion, falls ein n € NU {0} und
ag, - - -, ay € K existieren mit

fra—ag+aa+ -+ aa” fir alle o € K
Die Menge aller Polynomfunktionen ist PolFu(K) = {f € K¥|f ist Polynomfunktion }.
(Beachte: PolFu(K) < K¥)
V.38 Satz (Abbildung von K[X]| in die Polynomfunktionen)

1. Die Abbildung ¢ : K[X] — PolFu(K) : p = p(X) = ao + a1 X + -+ + a, X" — f, mit
fpra—as+aa+---+a,a™ ist surjektiv und linear.

2. ¢ ist ein Isomorphismus, genau dann, wenn K unendlich ist.
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1. Seip=X":

o O
O =
i)
(@)

o O

BMgp =

o O
o

o -
S =

2. Seip=X"-1:

o o
—
=
S
oo

BMgxp =

= O
o

o
O =

Beispiel V.14: Matrizen in Polynomrestklasen

Beweis

1. Zeige: ¢ ist linear. Dazu seien p,q € K[X] und a € K mit:

p=bo+ 01X+ - +b, X"
g=co+ b0 X+ -+, XM
Sei oBdA. n<m
S (@ +9E = faprg
=abg+co+ (aby +c1)X + -+ (aby, + ) X" +
Cnp1 X" e X™
=albp+ 0 X+ -+, X)) +co+a X+ +cp, X
=a(fp) + fq
= a(pe) + q¢ Vv

Die Surjektivitit von e folgt aus der Definition von PolFu(K), das ja als Bild e definiert war.

2. Sei ¢ ein Isomorphismus. Klar ist, dal K[X] als K-Vektorraum nicht endlich erzeugt ist =
PolFu(K) ist auch nicht endlich erzeugt, da ¢ ein Isomorphismus ist. Aber da PolFu(K) < KX
= KX ist nicht endlich erzeugt = K ist unendlich.

Umgekehrt: Sei K unendlich. Zeige ¢ ist injektiv, d. h. Kere = {0}.

Ist p € Kere, d. h. p € K[X] mit f, =0, also f,(a) =0 fiir alle a € K

= p(r) = (x — a1) - p1(x) fiir ein festes a3 € K. Sei nun ay € K, as # a1

= p1(z) = (z — az) - p2(z) ete.

Wiire p(x) # 0, dann zeigt obiger Schluf}, dal Grad (p(a:)) > n ist fiir alle n € N. Dies ist aber
ein Wiederspruch, = p =10

= Kere = {0}
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V.39 Lemma (Nullstellen einer Polynomfunktion)
Seia € K. fp(a) =0 & es existiert ein r € K[X] mit p=(X —a) -7
Beweis
,,<:“
fola)=(a—a)-fra)=0

»=* Teilen mit Rest:
K[X]/(x — a)K[X] ist eindimensional: p = b -1 fiir ein b € K, d. h.
p=b-1+(x—a)-r fiir ein r € K[X]
0=fpla)=0+0"fr(a) =0
=b=0
d. hp:(x—a)rr

Allgemein gilt:
fo(a) =0

C = R[X]/(2? + 1)R[X] ist ein R-Vektorraum. Eine Basis ist: (1,7)
Seien p, q € R[X], und entsprechend p,q € R[X]/(2? + 1)R[X], dann ist:

p-q=p"q=pm,

denn mg : RX] — R[X] : s s ¢. Klar ist: ((z? + 1)R[X]) mq C (2% + 1)R[X]

72 = 22 = —1 Setzte nun i := T, also ist i2 = —1.

Beispiel V.15: Der Korper der komplexen Zahlen




Kapitel VI

Der Dualraum

Zur Erinnerung:

1. Sei K ein Koérper, V und W seien K-Vektorraume, dann bildet
Homg (V, W) = {p: V — W]y ist linear}
einen K-Vektorraum der Dimension dimV - dim W.

2. Der Korper K ist auch ein K-Vektorraum mit der Dimension 1.

V1.1 Definition Dualraum

Sei V ein K-Vektorraum, dann heiit V* := Homg (V, K) der Dualraum von V. Die Elemente von V*
heiflen Linearformen oder lineare Funktionale.

V1.2 Satz

Die Abbildung ~: K"*! — (K%n)* : A — A ist ein K-Vektorraum-Isomorphismus (siche Beispiel
VL1).

Beweis

Dieser Satz ist ein Spezialfall von Satz V.16. Hier ist W = K, Homg (V, W) = K"*!

1. bildet K™*!in (K'*")* = Homg (K'*", K) ab, da A eine Linearform ist. (siehe auch Beispiel
VI.1).

2. 7 ist linear, denn

—~ ~

e (A+B)=A+B  fir A,Be K"¥!
e (aA) = a(A) fir Ae K™ ae K
a1
3. Ker™ = {0} d. h. 7 ist injektiv, denn sei A = | @ | € K™ mit A =0, daraus folgt, daB

an

XA =0 fiir alle X € K", Wihle nun sukzessive

X €{(1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1) }

=a1=0 =a2=0 =a,=0

71
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VI. Der Dualraum

1. Sei V = K fiir eine Menge I. Fiir i € I sei
1:V—->K: f—if

ist ein lineares Funktional.
Beweis: Zeige i ist linear. Dazu seien f,g € K und a € K:

=a(if) +1ig (nach Definition von +)

ist linear vV

Zum Beispiel sei I =N, ¥V = {(a1,a9,0a3,...)|a; € K}
—_———

i»—>ai

i:(a1,az2,as,...)— a;

2. SeiV=K[X],a€K:
o ¢, : K[X] — K :p+— p(a) ist ein lineares Funktional, d. h. € V*.
o ¢/ K[X] — K :p— p'(a) ist auch € V*.
e Sei K = R: Die Abbildung R[X] - R :p+— fil fp(w) du ist auch € R[X]*, wobei f,
die von p induzierte Polynomfunktion ist.
ai
3. Sei V=K"=K"" und sei A= € K™*! dann ist
an

Z:V—>K:X:(x17...,xn)»—>m~z4
a
= (Z1,...,2p)
2%

1x1
=xi01 + -+ apa, €K

Il
=

— A ist ein lineares Funktional.

Beispiel VI.1: lineare Funktionale
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4. Bild™ = (K'*™)*, d. h. 7 ist surjektiv. Sei ¢ € Hompg (K'*" K),&,, die Standardbasis von
K™ " sowie (1) die Standardbasis von K.

Y =6,901)

&, ¢ ist die Matrix von ¢ beziiglich der Basen &,, und (1), d. h. es ist eine n x 1 Matrix,
also &, ¢(1) € K™

q.e.d.

V1.3 Definition Duale Basis

Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum mit der Basis 8 = (B1,..., By,). B* := (67, ..., 5") heifit
die zu B duale Basis, wobei 3 € V* mit:

0, falls i # j

b :BJ’H‘S”*:{ 1, falls i = j

(0;; heifit auch das Kronecker-Symbol.)

Die Duale Basis gibt die Koordinaten eines Vektors X beziiglich der Basis 98 an:

X = (Xp]) B+ +(XB;) Ba
—— ~——

€K €K

VI.4 Satz (Basis des Dualraums)

B* ist eine Basis von V*.

Beweis

1. Bf € V* ist wohldefiniert, denn jede lineare Abbildung ist eindeutig durch die Bilder der
Basisvektoren festgelegt.

2. Die 37 bilden ein Erzeugendensystem von V*:
Vi= (B, 60)

Beweis: Eine lineare Abbildung ¢ € V* ist durch die Bilder der Basisvektoren festgelegt. Sei
also a; = B;p fiir a; € K

= p=a18] + -+ a0,

3. Das System (07, ...,03) ist linear unabhéngig.
Beweis: Seien aq,...,a, € K mit a167 + - - + a,0;, = 0-Abbildung. Durch Anwenden dieser
Abbildung auf die Basisvektoren B; ergibt sich: = a; =0 i=1...n d. h. (57,...,0}) ist
linear unabhéngig.

q.e.d.

VI.5 Satz (Koordinatenspalte/-zeile)

Sei V ein K-Vektorraum der Dimension n mit der Basis 8.

KV — K"V s Vi (Koordinatenzeile)

Boyt s KMo (Koordinatenspalte)
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1. Fiir V € V und ¢ € V* gilt:

Vo= (Va) ()

2. Fir p € V* gilt:

B —
= BL(1)
~~~ ——
Sapltenkonvention fiir Koordinaten Zeilenkonvention fiir Matrizen

Beweis

Da 1. die gleiche Aussage hat wie 2., also 1. < 2., braucht nur 2. gezeigt zu werden. Dazu betrachte
die beiden Isomorphismen:

BVt — KL gp>—>%* ©
mat : V* — K" 1 p — g0p()
B* = (B7,...,0%) ist die zu B duale Basis. Daraus folgt:

0
6 By 37
ﬁ;‘%*a = | 1] « i-te Zeile = = (; mat
0 B,.g;
0

Also sind die linearen Abbildungen gleich auf der Basis %*, also
B’ = mat
q.e.d.

Falls man die Zeilenkonvention fiir ¥V wéhlt, so wihle die Spaltenkonvention fiir den Dualraum V*
und umgekehrt.

VI.6 Satz (Basistransformation)
Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum mit den Basen B; und B,. Es gilt:

(Spaltenkonvention:) B (idy- )%5 =, (idy) g, (:Zeilenkonvention)

Beweis

Sei B = (81,...,0;), sowie A = g, idy,. Interpretiere A- A™! = I, (= (6;5)) wie folgt:
»,Die i-te Zeile der Matrix A, das ist die Koordinatenzeile des i-ten Vektors aus 9B beziiglich 9B,,
wird mit der j-ten Spalten von A~ multipliziert.“
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Also ist A~" die Matrix von (3} beziiglich 85, d. h. A~! = %S(idv*)%T Die j-te Spalte der Matrix
ist die Koordinatenspalte von (3 beziiglich %3, d. h.

A =Ti(idy.)®

Zur Dualitat von Teilraumen

V1.7 Definition Annulator
Sei V ein K-Vektorraum.
1. Ist U C V, so heifit UL = {¢p € V* | up = 0 fiir alle u € U} der Annulator von U.

2. Ist X C V*, s0 heifit *X :={V € V| Vi = 0 fiir alle ¢ € X} der Annulator von X.

VI.8 Bemerkung (zum Annulator)
Es gilt:

LUt <V udtx <y

2. U = Ut und L(x) =L &

Beweis

1. Seien ¢, ¥ € U*.
Behauptung: ¢ + 1 € U+

ueU=up=0 und up =0
= up+up=u(p+¢)=0
=+ et

Der Beweis fiir *X <V geht analog.
2. Sei p €Ut = U C Kerp < (U) C Kergp, d. h.
Ut = Uyt

Der Beweis fiir ~X = (X) geht analog.

VI.9 Dualitiatssatz

Sei V endlich erzeugt und 7 (V) eine Menge von Teilriumen von V), sowie die Abbildungen
LTV =TV U~ U
LT TV At X
wie oben definiert.
L tUH)y=u
2. (ta)t=x
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6.
7.

Uy <Us <V = U > Uy
X <X<V =ty >t
Insbesondere gilt:
o} =v* Hoy=v vi={0} F(V)={0}
dimY + dimY* = dimV = dim V*
dim X + dim* X = dim V* = dim V

D. h. .* und *. sind zwei bijektive, inklusionsumkehrende Abbildungen, welche invers zueinander
sind (Galois Korrespondenz).

% V*
X =U, Ui = Xy
X, =U, U = X
0 0

Beweis

1.

Zu zeigen ist: H(U) = U:
Es ist klar, daB & C+ (U1), da U+ aus allen o € V* besteht, die U auf 0 abbilden. Zeige also
nun die Gleichheit. Dazu sei (B, ..., Bi) eine Basis von U, und 8 = (By, ..., B,) eine Basis
von V, sowie B* = (5;,...,5}) die zugehorige duale Basis von V*.
Behauptung: (87, 1, .. ,3) ist eine Basis von U*.

e Es ist klar, daf sie linear unabhéingig sind, da ‘B* eine Basis ist.

e Sie liegen in U*:

BifBjy; =0 fir i<k j>1 =UB;=0

e Sei BeUt.
= es existieren aj,...,an, € K mit S =a16] +--- + anf};
a; = B3
pgeu* . *
— a1 =-=a,=0 d. h. B =agt165, + - +anf, also

Z/[Lg<ﬁ;+la-~-7ﬁ:;> \/

. Analog zu 1: (¢1,...,¢;) sei eine Basis von X, und € = (¢1,...,¢, ..., ®,) eine Basis von V*.

= es existiert eine Basis B = (By,...,B,) von V mit € = B* = (Bi41,...,Bp) ist eine
Basis von - X, wie oben. Vv

und 4 und direkt daraus folgend 5 sind klar.
Aus 1. erhalten wir:
dimU + dimU* = dimV = dimV* |/
—_—— e — =
k n—k n

Analog zu oben.
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Seitd = ((1,1,1,1))

T T1
Ut = Sl Ly [ =0
T4 T4
1 0 0
-1 1 0 *
_< o |-1]|1 >"X§V
0 0 -1
X ={VeV|Vp=0 firale ¢c&}
1 0 0
-1 1 0
0 0 —1
=((1,1,1,1))
Beispiel VI.2: Annulatoren
Anwendung auf homogene lineare Gleichungssysteme
an X1 4+ aX, = 0
: : ; mit  (Xy,...,X,) € K" (VIL.1)
alel +- aman = 0

Betrachte nun die folgende Abbildung:
0;:V—-K:(Xq,....,.X) —anX1+ -+ ainX,
Wie man sieht ist ; € V*. Das Gleichungssystem (VI.1) hat nun folgende Losungsmenge:
(VI1): {(X1,...,Xn) € K" [(X1,...,X,)8;, =0 i=1,...,m}
D. h. {§1,...,0,) < V* gesucht ist nun +{(d1,...,0,,) <V, der Losungsraum. Aus VI.9 wissen wir:

dim L (0y,...,0m) +dim(dy,...,8,) =dim K" =n

Lo Rg(A)

mit A := (a;5). Also gibt dies einen neuen Beweis fiir dim Ly + Rg(A) = n.

Transponieren von linearen Abbildungen

VI1I.10 Definition transponierte Abbildung

Seien V und W endlich erzeugte K-Vektorrdume, o : V — W eine lineare Abbildung.
tr

" WE SV i — ap

heifit die zu « transponierte Abbildung.
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% = w
e w-

ap € V* 4

K

VI.11 Satz (Matrix und die transponierte Matrix)

Sei die Abbildung « : V — W linear.
1. o :W* — V* st linear.
2. Seien B und € Basen von V und W. Dann gilt:

(Spaltenkonvention:) B (oz“”)c* = gae (:Zeilenkonvention)

(Vergleiche auch Satz VI.6: a = id.)

Falls beidemale dieselbe Konvention benutzt wird, mufl die Matrix transponiert werden.

Beweis

1. Dies ist ein Spezialfall von Satz V.31 2.
Seien pyp € W*, a € K

a'"(ap + 1) = alap + )
Abb. links nat. Konv.
— a(ag) + o
=aop+ ay
=aad"(p) +a(y)
2. Sei B = (B, ..., By) eine Basis von V, B* = (47, ..., 5;,) die entsprechende duale Basis von
V*, € = (C4,...,C,) eine Basis von W und €* = (1f,...,v}) die zugehorige duale Basis von
W*. Dann ist:

(‘Baﬁ)zj = (Bia)v;
=B, (a”(%’»‘)) (nach Definition von o'")

), v

q.e.d.

Beachte: Sei (By,...,B,) eine Basis von V, (65,...,5;) die zu-
gehorige duale Basis von V*. Fiir X € V gilt:

X = (XB])B1+ -+ (XB;)Ba
Fir ¢ € V* gilt:

o = (B1p)B] + -+ (Bnp) B,
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VI.12 Satz (Kern, Bild der transpoinierten Abbildung)

Seien V und W endlich erzeugte K-Vektorrdume, o : ¥V — W eine lineare Abbildung und o” : W* —
V*.
1. (Kera)t = Bilda!" (<V%)
2. (Bilda)* = Kera!" (<wH)
| BV

4% .M,‘ Bild O:tr — (Kera)*
Ve @ V‘Bild < (Bilda)" Ji
= Kera!” |
o {0} ° 0 ,,,,,,,,,,,,,,,
7

Beweis

1. ,, 0% Sei ¢ € Bild a!". Daraus folgt, es existiert ein ¢ € W* mit ¢ = a'"(1). Fiir alle X € Ker«
gilt:

Xp=Xa"(¢) = Xap =0 =0

= p € (Kera)t
»C% Nach dem Dualititssatz ist diese Aussage #quivalent mit Kera D+ (Bild a'"). Sei also

V et (Bilda') = V(o (¢)) = 0 fir alle ¢ € W*, d. h. (Va)y =0 fiir alle
ew

P € W
= Va=0 = VeKera 4

2. ,, 2% Zeige: (Bild o)+ = Kera!"
Sei 1 € Kera'". Dann ist o/"(¢) =0 also V(o' (¢)) =0 firalle VeV
= (Va)p=0 firalle VeV = 4 ¢ (Bilda)t
»C% Sei 1 € (Bilda)*t

= fiir alle V € V gilt: (Va)y =0
———
Vatr (i)

= a"(¢)=0 d. h. ¢ € Kera!" Vv
q.e.d.

V1.13 Folgerung

a injektiv & o' surjektiv

a surjektiv < o' injektiv
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Beweis

Folgt sofort aus obigem Satz VI.12

Neuer Beweis fiir Satz IV.18
Sei A€ K™ a=A: K™ — K"V VA
Behauptung: Zeilenrang(A) = Spaltenrang(A)
Beweis:
Zeilenrang(A) = dim Bild «
= dim K'*™ — dim Ker «
= dim(Ker a)*
= dim Bild o!"
= Spaltenrang(A)

Bilda ist der Zeilenraum von A (= Z(A)). (Bilda)™* ist der Spaltenraum, der den Zeilenraum
annuliert, d. h. wir sprechen iiber die homogenen linearen Gleichungen, die Z(A) als Losung hat.



Kapitel VII

Bilinearformen

1. K[X]x K[X] — K[X]: (p,q) — pq ist eine Abbildung, die sowohl in der ersten, als
auch in der zweiten Komponente linear ist.

(ap1 +bp2)q = ap1g+bpeq  a,b€ K pi,p2,q € K[X]

2. Seien V, W und U K-Vektorrdume. Dann ist die Abbildung
Homg (V, W) x Homg (W,U) — Homg (V,U) : (¢, ¢) — o
in beiden Komponenten linear.
3. In Matrizen:
K™ x K™% — K™*°:(A,B)— A-B

z. B. A(blBl + bng) = blABl + bQABQ
Im folgenden behandeln wir nur K-wertige bilineare Abbildungen.

Beispiel VIIL.1: Bilineare Abbildungen

VII.1 Definition Bilinearform

Sei V ein K-Vektorraum. Dann heifit ® : V x V — K bilineare Abbildung oder Bilinearform, falls
fir alle a,b e K V, V', W, W' €V gilt:

S(aV + bV W) = a®(V, W) + bd(V' W) und
BV, aW + bW") = ad(V, W) + bd(V, W)

VIL.2 Bemerkung (Linearitit in den Komponenten)
Sei & : ¥V x V — K eine Abbildung. ® ist bilinear <

1. 2w :V— K:V— &V, W) ist linear fiir alle W € V

2. @y, V- K:V— ®W,V) ist linear fiir alle W € V

d. h. &y, Oy, € V* fiir alle W € V.

81
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Beweis

Folgt direkt aus der Definition der Bilinearform.

1. Seien 41,8, € V*.

—_—

Produkt in K
ist eine Bilinearform (folgt aus der Bemerkung VII.2).

2. Seien a,b € K fest.
K[X] x K[X] = K : (p,q) = p(a) - q(b)

ist eine Bilinearform.

3.
2
RIX) % BIX] = R (p.0) = [ fylu) Jy(0) du
21
ist eine Bilinearform. (f, ist die Polynomfunktion zu p)
4. Sei V = K".
= P:VxV->K: ((ml,...,xn),(yl,...,yn)) = 1YL+ + TpYn
ist eine Bilinearform.
Beachte:

1. Die bilineare Abbildungen V x V — K bilden einen Teilraum von KY*V.
2. Sei 6,, die Standardbasis von K™ und &% = (7, ..., 3%) die duale Basis.
= =0 QB+5R0/+ -+ 8,00,
d. h. seien ®1,P5 : VXV — K und a,b € K
= (a1 +0P2) : VXV — K : (V,W) > a® (V,W) + bPo(V, W)

ist bilinear.

Beispiel VII.2: Bilinearformen

VIL.3 Satz (Bilinearform einer Matrix)
1. Sei K™ = K™ und A € K™", dann ist

X AY" eK=K
S~

I1xn nXn nx1l

A:K"x K" - K : (X,Y)—

eine Bilinearform.
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2. Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum mit der Basis 8 = (By,...,B,) und @ : VxV — K
bilinear und A = (@(Bi, Bj)) . Dann ist folgendes Diagramm kommutativ:

1<ij<n
VY xV (V. W)
Ry X Ky
K" x K" —— K (Vas, Wis) OV, W) = Vg A(Wen )"
A

d. h. ®(V, W) = Vg A(Wis)!" fiir alle V, W € V.

Beweis

1. Zeige A ist in beiden Komponenten linear.
Dazu seien X = (X1,...,Xn), Y =(Y1,...,Y,), X' =(X{,...,X],) € K" und a,b € K

A(aX +bX")Y) = (aX +bX')(AY™)
=a(XAY'™) + b(XAY') (da Matrixprodukt distributiv)
= aA(X,Y) +bA(X,Y)

d. h. A ist linear in der ersten Komponente. Der Beweis fiir die Linearitéit in der zweiten

Komponente geht analog.
2. Seien V. W €V mit
V=a1Bi+ - +a,B, mit a; € K

W=bB1+---+b,B,, mit b, € K

OV, W) =®(a1By + -+ ap,B,, W)
=a1®(B1, W)+ -4 a,®(B,, W) (linear in der 1. Komponente)

(B1, W)
=(a1,...,an) - : (VIL1)
(B, W)
b1®(By, By) + -+ b, 2(B1,By)\ .
' (linear in der
(a1, ) ;
2. Komponente)
b1®(Bn, B1) + - + bn® (B, By)
b1
= (al,...,an)A
—_———
Vi bn
——
(W%)tw“

= Vs A(Wg)""
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Denn betrachte in (VIL.1) die i-te Zeile des Spaltenvektors der ®(B;, W). Durch die Linearitét
in der zweiten Komponente ergibt sich:

O(B;, W) = by ®(B;, B) +- -+ + b, ®(By, By)
N———

——
Ail Ain

b1
= i-te Zeile von A | :
by

VII.4 Definition Grammatrix

1. Sei B = (By,...,B,) eine Basis des K-Vektorraums ¥V und ® : ¥V x V — K eine Bili-
nearform, dann heifit ®ny = ((I)(Bi7Bj))1<ij<n € K™*™ die Matrixz der Bilinearform ®

bezliglich der Basis 9B, oder die Grammatriz beziiglich der Basis 9B. (Somit ist &(V,W) =
Vi Pys (W%)tr fir alle V,W € V)

2. BiFo(V):={® | ®:V x ¥V — K ist bilinear}

VIL.5 Satz (Isomorphismus zwischen BiFo(V) und Gramma-
trix)
Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum der Dimension n und B eine Basis von V. Dann gilt:
1. BiFo(V) < KY*V
2. Die Abbildung
P : BiFo(V) —» K™" : ® > dgey

ist ein Isomorphismus. (Insbesondere: dim BiFo(V) = n?)

Beweis

2. e Zeige 1 ist linear. Dazu seien ¥, ® € BiFo(V) und a,b € K. Betrachte nun die (4, j)-te
Komponente von ¢(a® + b¥) = (a® + b¥)pxy:
Nach der Definition von ,+¢ und ,,-* in KV*V gilt:

(a® + bW)(Bi, B;) = ad(B,, B;) + b¥(B,, B;)
also:

(a® +0¥)pm = aPyys + bV pn
d. h. v ist linear. V4
e Zeige 9 ist injektiv, d. h. Kerty = {0} Dazu sei ® € Ker ¢
= Ppes = (0)
=®(B;,B;)=0 fir 1<i,j<n
= O(X,Y) =) aib;®(B;,B;)=0

dh. =0 = 1 ist injektiv.
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e Zeige 1) ist surjektiv. Sei A € K™*" dann ist nach Satz VII.3 A eine Bilinearform und es
existiert ein ® € BiFo(V) mit Ppp = A vV

q.e.d.

VIL.6 Satz (Transformationsgesetz)

Sei V eine endlich erzeugter K-Vektorraum mit den Basen % und €, sowie & : ¥V x V — K eine
Bilinearform. Dann gilt:
Py = pide - Pee - (wide)"”

Beweis

Seien X,Y € V beliebig.

= P(X,Y) = X P (Yos)""
= (Xecidy )Py (Yeeids)'”
N—_————
(eidos )t (Ye)tr
= Xe (cidp Pon(eids)™) (Ye)
= X¢®Pee(Ye)"”

Setze alle Paare von Basisvektoren von € ein, dann greift (C;, C;) gerade die (i, j)-te Komponente
raus, z. B.

= O

(1,0,...,0)- (Ai)) | O] = Az
0
=  ldgPpp(cidy)” = Pcee

q.e.d.

VII.7 Definition symmetrische Bilinearform, Skalarprodukt

1. Sei ® : V x V — K eine Bilinearform. ® heifit symmetrische Bilinearform oder Skalarprodukt,
falls

O(V,W)=d(W,V) firalle V,WeV

2. A € K™™ heifit symmetrisch, falls A" = A.

VIL.8 Bemerkung (Matrix des Skalarproduktes)

Sei B eine Basis von V.

® ist symmetrisch <<  ®gg  ist symmetrisch
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Beweis

»=* Sei & symmetrisch.

Py ¢ (i,7) — P(Bi, B;) o o .
- Ot (i,§) — ®(By, B;) = Pon = Pyy da ®@(B;,B;) = ®(B;, B))

<= Sei Py symmetrisch, V. W €V

= (I)(V, W) = V%‘b%%(W%)tr e K (a e K= al” = a)

= (Vs Do (Wop)'")""
= W (Pmss)" (Vi)™
=Wy Ppn (V)"

= oW, V)

VII.9 Definition orthogonal, Radikal, nicht ausgeartet

Sei V ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt ®.

1. X,Y €V heiflen orthogonal (zueinander) beziiglich @, falls ®(X,Y) = 0.
Bezeichnung: X_1Y (stehen senkrecht beziiglich ® aufeinander)

2. Sei i C V, dann heifit U1* =Y+ :={X € V| X1U fiir alle U € U} der Orthogonal-Raum
von U. (Spezialfall: U < V)
Insbesondere heiit V1 =: Radg (V) das Radikal von V beziiglich ®.

3. @ heifit nicht ausgeartet, falls Rade (V) = {0}

VII.10 Bemerkung

Sei V ein K-Vektorraum mit dem Skalarprodukt &.
1. X1l Y «Y1lX
2. UCVYV=UL<Y

3. ® ist nicht ausgeratet < nur der 0—Vektor steht senkrecht auf allen Vektoren von V

VIL.11 Satz (Skalarprodukt - Dualraum)

Sei V ein K-Vektorraum mit dem Skalarprodukt &.
1.®: V=V : Vi ®y mit Woy:=&(W,V) fiiralle W €V ist eine lineare Abbildung.
2. Ker ® = Radg (V)

3. Ist V endlich erzeugt, so gilt: ® > ist ein Isomorphismus < @ ist nicht ausgeartet.
Bemerkung: In diesem Fall ist ® sogar ein basisunabhéngiger Isomorphismus.
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Beweis

1. Die Wohldefiniertheit von @ folgt aus der Linearitiit von ® in der ersten Komponente. Die
Linearitdt von ® folgt aus der Linearitdt von ® in der zweiten Komponente.

W((aV +bV")®) = W,y 4y
= ®&(W,aV +bV")
= a®(W,V) + bd(W, V")
= W (a(V®) + b(V'®) v

2. Sei V € Ker @, d. h.

®y  ist die 0-Abbildung W oy =0 fir alle W eV
<SO(W, V) =0 fir alle WeV

d.h. VeVt =Rade(V)

3. Sei V endlich erzeugt. = dim V = dim V*, d. h.

@ ist ein Isomorphismus < Ker ® = {0}
< Radg (V) = {0} Vv

4. SeiB = (Bi,...,B,) Basis von V und B* = (47, .., 5;) die zugehosrige Dualbasis von V*. Sei

Bi® = ®p, = aifB; + - +anB; (dann gPgy- = (ai5)).

®(B;j, B;) = B;®p,
=aj -0+ +a;-1-0+
aij-1+a;41-0+---+apy,-0
= a;

= (Ppp) r=3Pxp-

= Oyy = %5%* \/ (@g% symmetrisch)
q.e.d.
VIL.12 Folgerung (Rang der Grammatrix und Radikal)
Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum der Dimension n, 8 = (B, ..., B;,) eine Basis von V und

® ein Skalarprodukt auf V. Dann
1. @ ist nicht ausgeartet < Rg(Pypn) =n

2. Rg(Pwm) + dimRade (V) =dimV =n

Beweis

1. Folgt aus 2

2.

dim Bild & +dim Ker® =dimV =n
—_— —

Rg(m Py=)=Reg(Pp s Rade (V)
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Alternativ:

V eRads(V) © @(V,B;) =0 fir i=1,...,n
S Ve - Py = (O, . ,O) (VH.2)

Die Koordinatenabbildung kg : V — K™ bildet also Rade (V) ab auf den Losungsraum des
homogenen linearen Gleichungssystems (VIL.2)

= Dimension des homogenen Losungsraumes + Rang = n V
0

(Ist ® symmetrisch = Pgos(Vs)™ = [ : [)
0

q.e.d.

VIL.13 Satz (Skalarprodukt auf Restklassenraum)

Sei ® ein Skalarprodukt auf V. Definiere V := V/ Radg (V). Dann folgt:
1.
VXV K:(X+VEY +VH) - 3(X,Y)
ist ein wohldefiniertes Skalarprodukt auf V.

2. ® ist nicht ausgeartet.

Beweis

1. Betrachte den natiirlichen Homomorphismus: V — V:X—X:=X+Vt Seinun X =X 1,
V=Y,dh X=X,+C,Y =Y, +C mit C,C" € V*. Zeige nun ¢(X,|Y) = ¢(X1,Y7):

B(X,Y)=®(X, +C,Y; +C)
=®(X1, Y1)+ (X1, C")+@(C, Y1) +9(C,C")
—_——— —— ~——

=0 =0 =0
=d(X1,11)

d. h. & ist wohldefiniert. ® ist bilinear, da ® bilinear ist.

2. Sei X € Radg (V) = q»( Y)=&(X,V)=0 firalle YeV (YeV)

=Xevt  dh =0.

q.e.d.

VII.14 Bemerkung (Einschrinkung des Skalarproduktes auf
Teilraum)

Sei @ ein Skalarprodukt auf V, sowie U < V.
1. U= ®yxu (= Einschriankung von ® auf U x U) ist wieder ein Skalarprodukt auf I.

\IIZUXU—>K:(U1,U2)H@(U1,U2)

2. ® nicht ausgeartet A ¥ = ®|;/y nicht ausgeartet!
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Beweis
2. Gegenbeispiele:
(a) Sei V = F2 mit dem Skalarprodukt ® = I,,, d. h.
O((X1yeooy Xn), (Yis o, Vo)) = Xa Vi + -+ XY,
Seid = {(1,1,0,...,0)) = Olyxu =0 (Beachte: 1 +1 =0 in Fy)

1 0 0 O
~ 0 -1 0 O
Dy R4 _ G4 —
(b) Sei V=R und & = A mit A = 0 0 1 0 ,d. h
0 0 0 -1

O((X1,..., Xn), (Y1,..., Vo)) = X1¥1 — Xa¥a + X3V5 — X4V}
Sei U = (1,0,0,1) und U = (U)
= OUU)=0

=0(al,pU) = afP(U,U) = 0 mit «a,8 €R
= (I)|u><u =0

(c) Sei K beliebig, dimV = 2 und B = (B, Bz) eine Basis von V und ® mit ®pyp = <(1) é)

U= <Bl> = (I)|L{><L{ =0

q.e.d.

VIL.15 Bemerkung (Radikal des eingeschrinkten Skalarpro-
duktes)
Sei U <V und ® ein Skalarprodukt auf V
U=0%|yy = Radg)=UNU"

Beweis

Folgt direkt aus der Definition.

VIL.16 Satz (Dimension des Senkrechtraumes)

Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum, ® ein nicht ausgeartetes Skalarprodukt auf V und ¢ <V
=  dimU 4 dimU** = dimV

Beweis
e Da ® nicht ausgeartet ist, ist ® : V — V* : V - ®y, ein Isomorphismus. Dann ist
(UJ“P) & =0+ = Annulator von i in V*
Nach Satz VI.9 folgt:
= dimY* +dimYf = dimV  /

dimUY+e
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e Alternativer Beweis:
Sei (By, ..., By) eine Basis von U. Ergéinze zu 8B = (By, ..., By, ..., B,) Basis von V. Fiir alle
Vet gilt:

(B, V)=0 (i=1,....k)
A
in Koordinaten: Sei ®po = [ . mit A e Kkxn

0
A(V%)t'r‘ — c Kle
0

Weiterhin gilt: Rg A = k, da Rg Psos = n, daraus folgt Rg A+ dim Ly =n V-

q.e.d.

VII.17 Definition direkte Summe
Sei V ein K-Vektorraum.
1. Seien Uy, Us < V.V heifit die (innere) direkte Summe von Uy und Us (V= Uy @ Us), falls
(a) Uy + Uy =V

(b) Uh NUz = {0}

2. Seien U; < V fiir i = 1,...,n. V heiflt (innere) direkte Summe der U;, falls jedes V € V
eindeutig darstellbar ist als

V=Ui+---+U, mit U; € U;
Bemerkung:

(a) Fiir n = 2 ist dies dquivalent zu 1.

(b) B =(By,...,By,) ist Basisvon V & V= (B1)® - @ (B,)

VII.17.1 Zusammenhang mit der dufleren direkten Summe
Seien V, W K-Vektorrdume. Dann ist V x W die &duflere direkte Summe von ¥V und W. Seien
weiterhin V' :=V x {0} und W := {0} x W <V xW . Dann folgt, dal V x W die (innere) direkte
Summe von V' und W' ist.
VXW:=VaW (dullere) = V' @)W (innere direkte Summe)
Seien Uy, U < V. Die Abbildung
UL BUy - U +Us : (Ul,UQ)HUl—l-UQ (éiuﬁere)

ist linear und surjektiv mit Kero = {(U,~U) | U € Uy Nz}, d. h. ¢ ist ein Epimorphismus von
Uy ® Uy auf Uy + Uy und ¢ ist ein Isomorphismus genau dann wenn Uy NUs = {0}.
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Sei die Abbildung ¢ : V — W linear. Dann ist ¢
e Epimorphismus <& ¢ ist surjektiv.

e Monomorphismus < ¢ ist injektiv.

Endomorphismus < V=W

Isomorphismus <& ¢ ist bijektiv.

Automorphismus < ¢ ist Isomorphismus und V = W.

e Homomorphismus < ¢ ist linear.

Beispiel VIIL.3: ...morphismen

VIL.18 Satz (orthogonale direkte Summe)

Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum, ® ein Skalarprodukt auf V und U < V.

1. Ist @ nicht ausgeartet, dann gilt:

Utete =y

V=UolU+t < ®yyxy  ist nicht ausgeartet

Dann ist auch ®|;41 41 nicht ausgeartet.

Beweis
1. ® nicht ausgeartet =
dimU + dimU** = dimV
dimU*® + dimUY*+*+* = dimV
= dim = dimy**+* L
U=U*"7
klar: Utete DU

2. ,,=* trivial
”<:‘6
UNU*t = {0} & Radgy,,, U) = {0}

< ®lyxye  ist nicht ausgeartet

Zeige unter der Annahme U NU+ = {0}, daBl: U + U+ = V.
Sei dim/ = k. Dann wird U~ beschrieben, als Losungsraum des homogenen linearen Glei-
chungssystems

(B, X)=0 (i=1,...,k)

wobei (B, ..., Bg) eine Basis von i ist. Das GLS hat k linear unabhiingige Gleichungen, denn
fiir X € U existiert nur die triviale Losung. Daraus folgt, daf§ die Dimension des Losungsraumes

(= dimU*) = dimV — k = dimV — dim¥



92 VII. Bilinearformen

d. h.

dimU + dimU* = dimV

sV=Uaut
unut = {0} }

q.e.d.

Schreibweisen:
1. Im allgemeinen Fall: ¥V = U; & Us

2. Gilt zusétzlich: U LUy , d. h. U LU,y fiir alle Uy € Uy und Uy € Us, so schreibt man
V=U LUy ,orthogonale direkte Summe*.

VIL.19 Satz (reziproke Basis)

Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum mit der Basis B = (Bjy,..., B,) und ® ein nicht ausge-
artetes Skalarprodukt auf V. Dann existiert eine eindeutig bestimmte Basis 8% = (Bf, ..., B}) von
B heifdt die zu B reziproke Basis. Ferner gilt:

V=&(V,B)B,+---+®V,B)B, firalle VeV

Beweis

Sei B* = (57,..., ;) die zu B duale Basis von V*
P:Y -V X — Dy [Px V- K:V— ®X, V)]
ist ein Isomorphismus, da ® nicht ausgeartet ist.

By =83 ' (vel Satz VIL11)
= BB = 0;

-1, . . . = . . .
B® = B*®  ist eine Basis von V, da B* Basis von V* und ® ein Isomorphismus ist.

V=(WpB)B1+- +(VB,)Bn

VIL.20 Satz (reziproke Basiswechselmatrix)

Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum mit der Basis 8 und einem nicht ausgeartetem Skalar-
produkt ®. Fiir die reziproke Basis B® gilt:

poidy = (Ppx)
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Beweis

Der Isomorphismus @ : V — V* hat die Matrix g ®p- = Pup  (siche Satz VIL11). @ bildet B,
die reziproke Basis von V, auf %%, die duale Basis von V*, ab, d. h. ge ®p+ = I,,. Also:
poidy = pe (@D g
= po BB o
= 3o Pp- (%553*)71
= I(Ppm) !
= (Ppn)”"

Sei ¥V = R? = R'*2 und & das Standardskalarprodukt:
®((w1,22), (y1,¥2)) = T1Y1 + T2y2
Sei B = (Bi, B) = ((1,2),(1,3)) eine Basis von V

SR (o ) Y Y

Somit

%®id@2 = ;B®ids3%id62
= (Ppm) " pide,

SR
-1 63
-(5 )

= B® = ((3,-1),(-2,1)) ist die reziproke Basis. Die duale Basis von (R*?)* = R?*1 ist:

R
*
7\
7N
I o
—
~~_
/\I
N
~
N~~~

Beispiel VII.4: reziproke Basis

VII.21 Definition Orthogonal- Orthonormalbasis

Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum mit dem Skalarprodukt ® und der Basis B = (By, ..., B,).
1. B heiit Orthogonalbasis von V (beziiglich @), falls ®(B;, B;) = 0 fiir i # j.
2. B heit Orthonormalbasis (ON-Basis) von V (beziiglich @), falls ®(B;,B;) = 0;; fir

,7=1,...,n.

Achtung: Orthonormalbasen existieren nicht immer, selbst wenn ® nicht ausgeartet ist.
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1. SeiV=Qund K =Q
P:QxQ—-Q:(V,W)—2VW

es existiert eine ON-Basis genau dann, wenn ein V € Q existiert, mit 2V2 = 1, d. h.
V2= % Es gibt also keine ON-Basis.

2. Sei YV = K™ mit dem Standardskalarprodukt

Iﬂ . ((‘rlw"7$n)7(y17"'7yn)) '_)irlyl—""'xnyn

= G, ist Orthonormalbasis.

3. Sei YV = K™ und

®:VxV— K: (A B)~ Sp(AB™)

mit Sp(X) = 211 + -+ + Tp, = die ,Spur” von X = (x;;) € K™*™. Dann bilden die
i
0 --- 0
ey =1\ 1 «— 14 eine ON-Basis.
0 0

Beispiel VII.5: ON-Basen

VIL.22 Satz (Existenz einer Orthogonalbasis)

Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum mit dem Skalarprodukt ® und es gelte 2 # 0 in K.

141
=V hat eine Orthogonalbasis.

Beweis

Wihle ein beliebiges By € V mit ®(By, B1) # 0. Falls ® # 0 existiert ein solches B;, denn sonst
ergibt sich ein Widerspruch wie folgt:

Sei ®(X,X) =0 fir alle X € V und V,W € V beliebig: Dann folgt
0=®(V+W,V+W)
—2B(V, W) + B(V, V) + B(W, W)
——

—_———
=0 =0

=d(V,W)=0 da2#£0
=d=0 4

Also V = (By) L(By)* . Fahre fort mit ~ ®|(5,)1x(p,)+ , beachte dim(B;)* =dimV -1 da
®(B1,B1) # 0.
VIIL.23 Definition positiv/negativ definit

Sei V ein R-Vektorraum, ¢ : V x V — R ein Skalarprodukt. ® heifit
e positiv definit, falls  ®(V,V) >0 firalle V € V\{0}
e positiv semidefinit, falls  ®(V,V) >0 firalle VeV
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0 1 1
Beziiglich des Skalarproduktes ® mit &3 = [1 0 1 | =: A soll eine Orthogonal-
1 1 0
basis bestimmt werden.
Grammatrix Basistransformationsmatrix
0 1 1 1 0 0
1 0 1 01 0f|=1I,
1 1 0 0 0 1
/ l
B, A= B1ABI"=
1 1 2 2 1 2 1 1 0
1 0 1]—|1 0 1 01 0 Bi1,
1 1 0 2 1 0 0 0 1
/ l
Bg(BlAB”)_ Ba(B B“ B”
2 1 1 0
% —|0 % % % 0] = B2Blln = Qid%
0 1 -1 1

Beispiel VII.6: Bestimmung einer Orthogonalbasis

e negativ definit, falls ®(V,V) <0 firalle V € V\{0}

e negativ semidefinit, falls &(V,V) <0 firalle VeV

VIL.24 Bemerkung (definites Skalarprodukt)

Sei V ein endlich erzeugter R-Vektorraum, ® ein Skalarprodukt
1. Ist @ positiv definit oder negativ definit = & ist nicht ausgeartet

2. Ist @ positiv semidefinit oder negativ semidefinit = Rade (V) = {V € V| ®(V,V)

0}

v+ X

Beweis

1. Folgt sofort aus den Definitionen VII.9 und VII.23:

V£0=®(V,V)#0=V &Rads(V) = Rade(V) = {0}

2.

e Da alle Vektoren aus Radg (V) auf allen Vektoren senkrecht stehen, somit auch auf sich
selbst, ist X D Rade (V).
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e Zeige: X C Radg (V)
Wiéhle Orthogonalbasis 8 = (By, ..., B,) von V mit

a1 0

(I)‘B‘B = Ok 0 mit (67 7é 0

0 0
® ist positiv semidefinit < alle a; > 0 (bzw. ® ist negativ semidefinit < alle a; < 0).
= (Bji1,---,By) ist eine Basis von V1. Sei nun X € X

= X=a1B1+ ---+a,B, fir a; €R
0=2o(X,X)

zalaf+-~~—|—oak.ai+0-ai+1—|—--~—|—O-ai

wobei alle  «; >0 (bzw. alle «a; <0)
= a;=---=a,=0 éXGVJ‘:Rad@(V)

q.e.d.

VII.25 Sylvesterscher Trigheitssatz

Sei V ein endlich erzeugter R-Vektorraum mit Skalarprodukt ®. Fiir jede Orthogonalbasis B =
(B1,...,By,) von V sei

p(B) := |{i|®(B;, B;) > 0}| die Anzahl der Basiselemente B € B mit ®(B, B) > 0.
n(B) := |{i|®(B;, B;) < 0}| die Anzahl der Basiselemente B € B mit ®(B, B) < 0.
o(B) :=|{i|®(B;, B;) = 0}| die Anzahl der Basiselemente B € B mit ®(B, B) = 0.
Dann gilt: p(B), n(B) und o(B) sind unabhingig von der Wahl der Orthogonalbasis 8.
Andere Formulierung: Seien V = Y+ 1V~ 1Y% = W 1 W~ 1 WY zwei Zerlegungen von V als ortho-
gonale direkte Summe, so daf} gilt:
o Olyiyp+  und  Dlyyruw+  sind positiv definit

o O|y,—yy-  und  P|yy-y-  sind negativ definit
(] (I)‘VOXVO =0 und (I)|W0><WU =0
= dimV'=dimW*t  (=p(B))

dimV~ =dimW~  (=n(B))
VO _ WO

(dim V* — dim V™ heiBt die Signatur von ®)
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Beweis

Es gilt: VY = Y+ = Rads(V), also ist o(B) unabhingig von der Wahl der Orthogonal-Basis. Seien
nun B = (By,...,B,) und € = (C4,...,C,) Orthogonal-Basen von V mit k, k', s, s’ < n, so daB:

@(Bl,B)>O 1=1,...,k (ID(CZ',CZ')>O izl,...,]{;/
O(B;,Bi)<0 i=k+1,....,s | ®(C:.,Ci)<0 i=K +1,...,5
®(B;,B;))=0 i=s+1,....,n (C;,C)=0 i=s+1,...,n

Zeige nun: © := (By,..., B, Crr41,...,Cy) ist linear unabhiingig.
Dazu seien by,..., bk, Ckr41,...,Cs € R mit

biBi+ -+ B+ cp11Crgp1 + -+ coCy =0

o 0
Sei Py =
0 Qay,
X =B+ - +b;By =—crr41Crr41 — - — ce Cy
P(X,X)>0 (X, X)<0
= &(X,X)=0=0blag + -+ bray
=b=---=b,=0
=Scpyr=--=cy =0 (da X = 0 und die C; linear unabhéngig sind.)

d. h. ® ist linear unabhéngig. Also gilt:
dim(By, ..., Bg) + dim(Cy/ 41, ...,Cy) + dimRade(V) =k + (n — k') <n
aus Symmetriegriinden: k'+n—k<n
= k=K =p(B)=p(Q)
Weiter gilt: n — s = 0o(B) = 0o(€) =n — ¢

q.e.d.

Zusammenspiel zwischen nicht ausgeartetem Skalarprodukt
und linearen Abbildungen

VII.26 Definition adjungierte Abbildung

Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum mit einem nicht ausgeartetem Skalarprodukt ®. Sei « :
Y — V eine lineare Abbildung. Dann heifit

0% =3t Y Y

die zu « beziiglich ® adjungierte lineare Abbildung.

p
v
U
(I)VV* P
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VII1.27 Bemerkung

Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum, ® ein nicht ausgeartetes Skalarprodukt und o : V — V
eine lineare Abbildung.
= a st diejenige eindeutig bestimmte Abbildung

B:V—=V  mit ®(XaY)=3dX,YS)

Beweis
Zeige (3 ist eindeutig bestimmt: Fiir jedes feste Y € V ist
vy V= K: X~ ®(Xa,Y) py € V*
Da nun ® : V — V* ein Isomorphismus ist = es existiert genau ein Z € V mit Z® = ¢y, d. h.
P(Xa,Y)=9(Z,X)=9(X,2) firalle X eV
Also ist Z =Y (3, d. h. (8 ist eindeutig und wohldefiniert. vV

Zeige noch Y = Ya®?

(X, Ya") = &(X, YT )

= (X, (a"(v®) 3 )
= (X, pyP )
=d(X,2)

= d(Xa,Y)

q.e.d.

VIL.28 Satz (Matrix der Adjungierten)

Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum mit der Basis B, ® ein nicht ausgeartetes Skalarprodukt
und « : V — V eine lineare Abbildung.

ad)

3 (0" = P (mss) " Py

Beweis

= g1
a® = Pa!" P

a Y tr Y -1
= w0y = 3Py-p () g (uPx-)

= O (pam) Py (nach Satz VIL11)

Beachte: Wir miissen die Matrix s« transponieren, da wir hier auch fiir V* die Zeilenkonvention
benutzen.

q.e.d.
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VII.29 Definition normale, symmetrische, orthogonale Ab-
bildung

Sei V ein eindlich erzeugter K-Vektorraum, ® ein nicht ausgeartetes Skalarprodukt auf )V und
a:V — V eine lineare Abbildung.

1. o heiBt normal (beziiglich ®), falls a*?a = aa®®

2. « heifit selbstadjungiert, oder symmetrisch (beziiglich ®), falls o = «

3. a heiBt orthogonal (beziiglich @), falls a®®a = idy (d. h. a®® = a™!)

VIL.30 Bemerkung (Eigenschaft symmetrischer und orthogo-
naler Abbildungen)

Sei V ein eindlich erzeugter K-Vektorraum, ® ein nicht ausgeartetes Skalarprodukt auf )V und
a:V — V eine lineare Abbildung.

1. Ist o symmetrisch oder orthogonal = « ist normal.
2. Ist o symmetrisch = @®(Xa,Y) = ¢(X,Ya) fiir alle X, Y eV

3. Ist a orthogonal = ®(Xa,Ya)=d(X,Y) firalle X, Y eV

Beweis

2. Sei a symmetrisch:

d(Xa,Y)=d(X,Ya") = d(X,Ya)

3. Sei « orthogonal:

(X, Ya) =d(X,Yaa®) = &(X,Y)

q.e.d.

Euklidische Vektorraume

VI1.31 Definition euklidischer Vektorraum

Sei V ein endlich erzeugter R-Vektorraum und ® : V x V — R ein positiv definites Skalarprodukt.
Dann heifit (V, ®) ein euklidischer Vektorraum (oder reeller endlich dimensionaler Hilbert-Raum).

VI1.32 Gram-Schmidtsches Orthonormalisierungsverfahren

Sei (V, @) ein euklidischer Vektorraum und 8B = (B, ..., B,,) eine Basis von V. Dann existiert eine
Orthonormalbasis € = (Ey,..., E,) von V mit

<E1,...,Ek>:<Bl,...,Bk> fiir k:l,...,n
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Beweis

1
Eii=——- B

\/®(B1, B1)

wihle E) = aEy + Bs, so dal E, LE, d. h.

0=®(E,aF + By) = a®(Ey, E) +®(E1, By) = a+ ®(E1, By)
———

1

= o= 7®(E1,BQ)

Setze nun
1
Byi=——" . F}
O(E;, E3)
(E4 # 0 da (E1, F)) linear unabhéngig sind.)
etc.
Annahme: Fi,..., E; fir ein k£ < n seien schon konstruiert.

Wihle E} | := B1E1+ -+ Bp B +Byy1,s0daB B LE; fird = 1,..., k, d. h. fiir das Skalarprodukt
mit F; ergibt sich:

0=01-0++Bi—1-0+ 08 - 1+ Big1 -0+ + B - 0+ ®(Ei, Brgr)
also 8; = —®(E;, Br11). Setze nun

1
Ery1 = ’ Elchrl

(I)(Ellc+1’ El/€+1)

Fiihre diesen Algorithmus fort bis k =n

q.e.d.

VII.33 Cauchy-Schwarzsche Ungleichung
Sei (V, @) ein euklidischer Vektorraum und X,Y € V

= B(X, V)2 <P(X,X) d(V,Y)

Beweis

1.Fall: X,Y linear abhingig , also oBdA. sei Y = aX fiir ein a € R

= d(X,Y)? = ¢(X,aX)?
=ad’®(X, X)?
=0(X,X)  ®(aX,aX)
=d(X,X)-3(Y,Y)
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2.Fall: X, Y linear unabhéngig . Wihle ein Orthonormalbasis (F1, Es) von (X,Y) mit
(E1) = (X). OBdA sei (X, X)=1also X = F; und Y = aX + bEj.
®(X,Y)? = ®(Ey,aF) + bE,)?
— (a®(Ey, By) +b®(Ey, Ey))*

a 0

:a2

<a®+0?
— (X, X) (YY)

—— ——
1 a?4b2

VI1I1.34 Definition Linge, Winkel, Abstand

Sei (V, @) ein euklidischer Vektorraum
1. Fir X, Y € V, X #0 #Y ist der Winkel zwischen X und Y definiert als

— (X, Y)
v 1= arccos \/(I)(X7 X)\/Q)(Y, Y)

e[-1,1]

(Bezeichnung: £(X,Y) =« € [0,7])
2. Fiir X € V heift | X| := \/®(X, X) die Norm (oder Linge) von X.
3. Fir X,Y € V heifit d(X,Y) := | X — Y| der Abstand von X und Y.
(zu 1. ®(X,Y) = [X]- Y] cos(£L(X,Y)) )

VII.35 Dreiecksungleichung
Sei (V, @) ein euklidischer Vektorraum, X,Y € V. Danngilt:

X + Y| <[X]+]Y]

Beweis

Nach VII.33 gilt:

= B(X,Y)? < (X, X)®(Y,Y) fir alle X, Y eV
& 20(X,Y) <2|X||Y] (da @ positiv definit)
SO(X, X) +(Y,Y) +20(X,Y) < ®(X, X) + ®(V,Y) + 2| X| V]

& PX+Y,X+Y)<PX,X)+(Y,Y)+2/X||Y]

N X + Y < (X[ +¥])?

Dies ist dquivalent zur Behauptung.

q.e.d.
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VIL.36 Bemerkung (Satz von Pythagoras, Eigenschaften der
Abstandsfunktion)

Sei (V, ®) ein euklidisdcher Vektorraum.

1. Satz von Pythagoras:
X1lY=9X,X)+2Y ,V)=9(X-Y,X-Y)

2. Die Abstandsfunktion ( erfiillt folgende Eigenschaft

(a) AX,X)=0  d(X,Y)>0
(b) A(X,Y) =d(Y, X)
(c) d(X,Z) <d(X,Y) +d(Y,2)

Eine Menge M mit d : M x M — RZ% mit 2. heiit metrischer Raum.

VI1.37 Definition Orthogonalprojektion

Sei (V, @) ein Euklidischer Vektorraum, W <V, X € V. Xy € W heiit Orthogonalprojektion von X
auf W oder die beste Aprorimation von X auf W, falls gilt

X — Xo| < |X Y] firalle YeWw
|X — Xo| heiBt dann der Abstand von X und WW. Die Abbildung
T V-V:X— X,

heifit Orthogonalprojektion (von V) auf W.

VIIL.38 Satz (Eigenschaft der Orthogonalprojektion)
Sei (V, @) ein euklidischer Vektorraum, W < V.

1. Die Orthogonalprojektion 7 ist eine wohldefinierte (d. h. Xy ist eindeutig), beziiglich ® sym-
metrische (d. h. ®(X7,Y) = ®(X,Yn)) lineare Abbildung mit

Kerm = W+, Bild7m =W und m=x

2. Jede symmetrische lineare Abbildung 7 : V — V mit 72 = 7 ist eine Orthogonalprojektion auf
Bild 7 (entlang Ker )

Beweis

1. @ ist positiv definit = ¥V = WIW" also jedes X € V Lifit sich eindeutig darstellen als
X=Xpy+Xpy: mit XpyeW und Xy e Wt

Behauptung: X, = Xy
Beweis:

X = Xw|? = [Xpo [P = &(Xpyr, Xopr)



VII.39. Bemerkung (Projection) 103

Setze Y/ = —-Y + Xy

= X Y|P =|X - Xy +Y')?
= [Xyyr + Y
= (b(XwL + Y/, XwL + Y/)
=®( Xy, Xpyo) + (YY)
——
>0
Beachte: Da Y/ € W gilt Xy, LY, somit fallen die gemischten Terme weg (@(XWL,Y/) =
®(Y', Xyy1) =0) und (Y, Y’) =0« Y’ = 0. Also ist Xo = Xyy eindeutig bestimmt. Damit
ist m wohldefiniert.
Zeige: 7 ist symmetrisch beziiglich ®: Sei X = Xyy + Xy und Y =Yy + Yo
O(XmY)= (I)(Xw,YW + Y1)
(Xw, Yw)
(
(

Xyt + X, Yw)

X Ym)

2. 7 :V — V ist linear mit 72 = 7. Da 7|gjar = idpila» folgt: Bildm N Kerm = {0}. Also ist
Y = Bild7m @ Ker 7w Sei nun zusétzlich m orthogonal.
Behauptung: pi symmetrisch = Bildnl Kern
Beweis: Sei X € Bildm und Y € Kern

L0
P
P

P(X,)Y)=d(Xm,Y)
=d(X,Ym) (da 7 symmetrisch)
=0
=0
Daraus folgt die Behauptung. Insgesamt ergibt sich:

(a) V=BildrLKernm
(b) = ist eine Orthogonalprojektion auf Bild 7w

VIL.39 Bemerkung (Projection)

Sei (V, @) ein euklidischer Vektorraum, W <V

1. Eine lineare nicht notwendig symmetrische Abbildung 7 : V — V mit 72 = 7 heifit Projektion.
Beachte: 7 ist nicht eindeutig durch Bild 7 festgelegt.

Kerm;

Ker o

Bild 1,2
Xmo Xm ’

Ferner ist 7’ = idy —m auch Projektion. Fiir 7’ gilt:

Bild 7' = Kern und Ker 7' = Bild 7
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2. Die Orthogonalprojektion 148t sich auf folgende 2 Arten ausrechnen:

(a) Man wihle eine Orthonormalbasis von W: (Ey,...,E;) = Die Orthogonalprojektion
X7 von X auf W hat die Darstellung

X = @(El,X)El ++<I>(Ek,X)Ek

Die Zahlen ®(E;, X) heiflen Fourierkoeffizienten.

(b) Man wihle eine Orthonormalbasis von W+: (Eg.1,..., E,). Die Orthogonalprojektion
X7 von X auf W ist dann gegeben durch

X7 =X — (®(Eps1, X)Epg1 + - + ®(En, X)Ey)
Beachte: X = ®(X,E)E1 + -+ ®(X,E,)E,
3. Das Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren VII.32 interpretiert sich wie folgt:
Ej, = By — Brmi—1

wobei 71 die Orthogonalprojektion von V auf (B, ..., Br_1) ist.

Y BQ
Ej

E, B,

VII.40 Definition Spiegelung
Sei (V, @) ein euklidischer Vektorraum, YW <V mit dim W = dim V — 1. Die Abbildung
Oy = Ty — Tyt

heifit die (orthogonal) Spiegelung an V. Im allgemeinen heifit eine Abbildung o : V — V Spiegelung,
falls ein W <V existiert mit

dimW =dimV — 1 und o= oW

WJ_
X7ij_
/ﬂ
/ w
\ X?TW
\\
aw
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Gegeben seien die 5 Meflwerte aq,...,a5 an den Stellen 1,2, 3,4,5. Ware die Messung genau,
so lagen diese Werte auf einer Geraden, d. h. es existerien «, 8 € R mit

a;=a- i+ (i=1,...,5)

Aber die MeBwerte haben Fehler, die Messungen bei 2, 3 und 4 sind doppelt so genau wie bei
1 und 5. Gesucht ist nun die beste Approximation.
Sei M ={1,2,3,4,5}, V=RM und W = ((1,1,1,1,1),(1,2,3,4,5)). (a1, ...,as) = Abbildung

=1 =ids

i+ a;. Seien X = (z1,...,2,), Y =(Y1,---,Yn) €V

q)((xb o), (Y1, - 7yn)) = 21y1 + 2(w2y2 + T3Y3 + Tays) + T5Ys

Bestimme eine Orthonormalbasis von W:

@(1]%,1]\/[)28
1
= B =—(1,1,1,1,1
1= 5l )
EézaEl—l—Bg

@(El,OéEl + BQ) = Oé(I)(El,El) +(D(E1,B2) = 0
=1
_ —9(E1,By)
O(Ey, Ey)
——
=1
, 24
E2 = _§(17 17 ]-7 1a 1) + (1a2»3>475)
=(-2,-1,0,1,2)
1
By=—u-—F,
(L3, Ey)

(_27 _1707 17 2)

[\

Die beste Approximation von (ag,...,as) an W ist:

1 1
— (a1 + 2a9 + 2as3 + 2a4 + a5)E1 + —(—2a1 — 2as + 2a4 + 2a5)FE
\/§(1 2 3 4 5)En \/ﬁ< 1 2 4 5)Es

Beispiel VII.7: Beste Approximation
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VIIL.41 Bemerkung (orthogonale Abbildungen und Spiege-
lungen)

1. Spieglungen sind orthogonale Abbildungen. (D. h. sie #ndern das Skalarprodukt nicht.)

2. Das Produkt orthogonaler Abbildungen ist wieder orthogonal. Die Inverse einer orthogonalen
Abbildung existiert und ist wieder orthogonal. (D. h. die orthogonalen Abbildungen bilden eine
Gruppe.)

3. Jede orthogonale Abbildung ist ein Produkt von endlich vielen Spiegelungen.
4. Ist)/\/:XOL fiir ein 0 # Xg € V

@(X07X)

: X X-2—"Z
= opw: V-V — B(Xo, Xo)

Xo

Beweis
1. Sei X =Xy + Xy, Y=Y+ Y €V
(I)(Xaw, YUw) = (I)((XW — )(y\p.)7 (YW — YWJ.))
= (Xw, Yw) + @(Xyys, Yips)
= @(XW + XwL,YW + YwL)
=d(X,Y) Vv
2. Seien o, 3 :V — V orthogonal und X,Y € V

d(Xaf,Yaf) =@(Xa,Ya) (da (3 orthogonal)
=P(X,Y) (da « orthogonal)

= «af ist orthogonal.
Ker oo = {0}, denn sei X € Ker «

= 0=9(Xa,Xa)

— 3(X, X)
= X=0
d(Xa L Ya )= Xala,Ya ta) (da a orthogonal)
=d(X,Y)

= o~ !ist orhtogonal.
(d. h. die orthogonalen Abbildungen von V bilden eine Untergruppe der Gruppe aller inver-
tierbaren linearen Abbildungen von V.)

3. Beweis nur fiir dim = 2:
Sei B = (E4, E2) eine Ortnormalbasis von V und « : V — V orthogonal mit

a b
wan= (1 1)
1 =®(E;, E) = ®(Era, Fia) = a® + b*
= ad+b2=1 = es existiert ein ¢ € [0,27), so dafl a = cos und b =sin ¢
0= ®(Ey, E2) = ®(E10, Ea)) = ac+ bd

= (c,d) ist ein vielfaches von (—b,a). Ebenso wie oben ist ¢ + d? = 1. Es gibt also 2
Moglichkeiten:
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(a)

107

wam = d() = ( cos ¢ s1n<p>

—sing cose
Die Matrix stellt eine Drehung um den Winkel ¢ dar. Es gilt: ¢ = £(X, Xa) ist un-
abhéngig von 0 # X € V

Ko
EQO&

Ey
(b)

%)

sinp —cosp
£ ein.

cos sin
sag = s(p) 1( I SD)

Diese Matrix stellt eine Spiegelung dar. Die Spiegelachse (W) schliefit mit E; den Winkel

Eo
1¢
2
E,

20X
Mit Hilfe der Additionstheoreme fiir Sinus und Cosinus ergibt sich:

d(p1)d(p2) = d(p1 + p2)
s(p1)s(p2) = s(p1 — p2)
VII1.42

Definition orthogonale Matrix
Eine Matrix A € R"*" heifit orthogonal, falls

A- Atr _ In (A—l _ Atr)

VII.43 Satz (Matrix einer orthogonalen Abbildung)

=

masy ist orthogonal.

Sei (V, ®) ein euklidischer Vektorraum, % eine Orthonormalbasis und « : ¥V — V linear

1. « ist orthogonal
2. Sei € eine weitere Basis von V
¢ ist Orthonormalbasis

& ¢idy ist orthogonal.
Beweis

1. Seien X,Y € V beliebig

d(Xa,Ya) = ®(X,Y)

@(X%%a%)ln(y%%a%)tr = X%InY§"
<~

sl (wag)” =1,

vV
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2. Dies folgt sofort aus 1., wenn man ¢idg als gsag auffalt, d. h. als Matrix einer linearen Abbil-
dung « : V — V. Orthogonale Abbildungen iiberfithren Orthogonalbasen in Orthogonalbasen
und umgekehrt, d. h. eine lineare Abbildung, die eine Orthogonalbasis in eine Orthogonalbasis
tiberfithrt ist orthogonal.

q.e.d.



Kapitel VIII

Determinanten

Vorbemerkung iiber die symmetrische Gruppe

VIII.1 Definition symmetrische Gruppe
Sei M eine Menge. Dann heifit
Sy ={r|7m: M — M ist bijektiv }
Zusammen mit der Komposition
Sy X Sy — Sy (m,p) — 7p

die symmetrische Gruppe von M. Ist M = {1,...,n}, so schreibt man auch S,, statt Sys.

VIII.2 Bemerkung (iiber S,)
1. S, ist eine Gruppe.

2. S, hat n! Elemente.

Beweis
1. e S,#0 denn ide S,.
e Zeige Assoziativitit: Dazu seien 7y, w9, 3 € S, und m € {1,...,n}
m((ﬂ'lﬂ'g)ﬂ'g) = (m(ﬂ'lﬂ'g)>ﬂ'3
= ((mﬂ'l)ﬂ'2>ﬂ'3
= (mmy)(mams)
= m(m (7r27r3))
e 1-Element: id : mid=idr ==

e Inverses zu m € S,,:
a {1, 0} = {l,...,n} i g falls jm =1

Dies ist wohldefiniert, da 7 bijektiv ist.
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2. ™ € S, ist eindeutig festgelegt durch (17,27, ...,nw). Da 7 bijektiv ist gibt es

fiir 17w n Moglichkeiten
fiir 27w n — 1 Moglichkeiten
fiir 3w n — 2 Moglichkeiten

fiir nm eine Moglichkeit

Insgesamt gibt es alson - (n—1) - (n —2)---- 1 = n! Moglichkeiten.

q.e.d.
VIII.3 Definition Zykel
Seien iy,...,ir € {1,...,n} k verschiedene Elemente. Dann bezeichnet (i1, is,...,i;) die Permuta-
tion o von S, mit i10 = ig,...,ixoc =4y und lo = I mit [ € {1,...,n} — {i1,...,ix}. Man nennt
(i1,92,...,1%) einen k-Zykel. 2-Zykel heifilen auch Transpositionen.
klar: (il, i2, cee ,ik) = (ig, ce ,ik,il)

VIIL.4 Lemma (Disjunkte Zykelschreibweise fiir Permutatio-
nen)

7 € S,. Dann kann 7 als Produkt von (hochstens n) disjunkten Zykeln geschrieben werden. Diese
sind bis auf ihre Reihenfolge eindeutig. (Konvention: 1-Zykel werden nicht hingeschrieben.)

Beweis

Sei k;, minimal mit i;7%1 = i;. Setze 7y := (i1, iy, iy 72 jpmhin =)
i1 1 1- 1 - 1, 01T, 01T, .00y 21T .

Seiiy € {1,...,n} — {i1,...,i17%1 71} o = (ig, 4o, ... dgmhi 1)

entsprechend: 73 = (i3, i3, ... ,igmhis—1)

d. h. nach endlich vielen Schritten:
T =TT " Tg
klar: ; sind eindeutig durch 7 bestimmt, m;m; = 7m;m; da Zykel nach Konstruktion disjunkt.

q.e.d.

VIIL.5 Bemerkung (Produkt von Transpositionen)

Jedes 7 € S, ist Produkt von Transpositionen.

Beweis
Fiir Zykel der Form (i1, ...,4) gilt:
(41, ..y t) = (41,%2) (41, 83) - - - ({1, 1x)

Da nun jedes m € S,, Produkt (= Hintereinanderausfithrung) disjunkter Zykel ist, folgt die Behaup-
tung.

q.e.d.



VIIL.6. Definition Signum-Funktion

1. Seien 7, p € Sg:

1 — 3 p:1 — 6

2 = 9 2 — 5

3 — 1 3 — 3

4 - 4 4 — 2

5 — 6 5 — 4

6 — 2 6 — 1

Man schreibt:
™= (1,3)(2,5,6)(4)  p=(1,6)(2,54)(3)
2.

m = (1,2)(1,3)(1,4)(1,6) ist nicht disjunkt (VIIL.1)
= (1,2,3,4,6)(5) ist disjunkt (VIIIL.2)

Die Zykelzerlegung (VIIL.1) ist nicht disjunkt, da die 1 in mehreren Zykeln vorkommt.
Betrachtet man die einzelnen Zykel dieser Zykelzerlegungen, so ergibt sich:

(1,2,3,4,5,6) 2,1,3,4,5,6
2,3,1,4,5,6
2,3,4,1,5,6

2,3,4,6,5,1

11T 11

—_ — O T

Die Zykelzerlegung (VIII.2) ist dagegen disjunkt.

Beispiel VIII.1: Zykelschreibweise

VIIL.6 Definition Signum-Funktion

Die Signum-Funktion sgn : S, — {£1} sei definiert durch

msgn = (1) mf={G4) ef{l,....,n} x{1,...,n};i<j und ir > jr}|

VIII.7 Satz (Eigenschaften der Signum-Funktion)

1. Sei {1,...,n} — N:i— z; eine injektive Abbildung. Dann gilt fir = € S,

Tj — T4

Tsgn — Ili
Tix — T4

i<j Jm 1T

2. sgn ist ein Gruppenhomomorphismus, d. h.

(m17me) sgn = (71 sgn) (7o sgn)

(Zaj) sSgn = -1
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1 , falls k& ungerade

(G1,...,1k) sgn = {1 , falls k gerade

5. Fiir w € 5, ist die Anzahl der Transposition mit dem Produkt 7 mod 2 bestimmt.

Beweis

L. Das Produkt [[,_;(zjx—2:x) hat bis aufs Vorzeichen jeden Faktor des Produktes [[;_;(z;—z;).
Die Anzahl der Vorzeichendnderungen ist 7 f. Also

Hi<j($j - $Z)

mTesgn = —/————
Hi<j (CL‘JVr — Zir)

2.
(m172) sgn = YT
i<j ‘Tjﬂ‘l‘n'g - xiﬂ'lﬂ‘g
_ H (Ej — X ) H Ijﬂl — l'iﬂl
i<j Ljmy — Limy i<j Ljmimy — Limymy
:H Tj — Zi H Yi —Yi
i<j LTjry — Limy i<j Yjre — Yima
= (m1sgn) - (m2sgn)
3. Sei i< j:
(i) = [{Gi+1),6i4+2),..., 0,5 —1),06,5), i+ 1,5),...,(G —1,7)}|
=-9)+@G—-(+1)) ist ungerade
4.

(ih e ,’L'k) sgn = ((’il, iz)(il,ig) cee (il,ik)) sgn
= (-1t
5. Folgt aus 2. und 3.
q.e.d.

VIIL.8 Definition Untergruppe, Rechtsrestklasse, Vertreter-
system

1. Sei G eine Gruppe. Eine Teilmenge U C G heiflit Untergruppe von G, falls
(a) U#0

(b) u, Uy EU =  uus €U
(c)ueld = wuw'lel

Schreibweise: U < G
2. Seild < G und g € G. Dann heiit Ug = {ug | u € U} eine Rechisrestklasse von U in G.

3. M C G heifit Vertretersystem der Rechtsrestklassen von U in G oder Rechtstransversale, falls
fiir alle g € G gilt: IM NUg| =1, d. h. M enthilt aus jeder Rechtsrestklasse genau ein Element.
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e Seiie{l,...,n} und G = S,,. Der Stabilisator von S,, wird definiert als
Stabg, (i) :=={mr € S, |in=i} < S,
Dies ist die Menge aller 7, die das Element i gleichlassen.

e Sei (i,7) € S, eine Transposition = {id, (4,5)} < S,.

Beispiel VIII.2: Untergruppen der Symmetrischen Gruppe

VIIL.9 Satz (Bijektion zwischen Rechtsrestklassen)

Sei G eine endliche Gruppe und U < G. Daraus folgt, daBl je zwei Rechtsrestklassen gleichviele
Elemente haben. D. h. es existiert eine Bijektion zwischen je zwei Rechtsrestklassen. Insbesondere
gilt:

_ 91

|M|:= Anzahl der Restklassen = ]

(= Ul | 1G] d. h. U] teilt |G])

Beweis

Sei g € G. Die Abbildung U — Ug : u — ug ist eine Bijektion.

Die Inverse dazu ist: Ug — U : v +— vg~L.

q.e.d.

1. Die Menge {(n,7) | (i=1,...,n)} ((n,n)=1id) bildet ein Vertretersystem von Stabg, (n)
in S,,. Die i-te Restklasse ist:

Stabg, (n) - (n,i) ={m € S, | nm =i}
Beachte: Stabg, (n) = S,_1 also |S,| = |Sp—_1]| - n = 1S, | = n!

2. Jedes g € G lifit sich eindeutig schreiben als g = uv mit u €Y (< G) und v € M
(= Rechtstransversale von U in G).

Beispiel VIII.3: Rechtsrestklassen

Determinanten

VIII.10 Definition Determinante, alternierend
Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum der Dimension n mit einer Basis B. Eine Abbildung

A:Vx - xVY—-K
—_———

n

heifit Determinante auf V), falls sie folgende Eigenschaften hat:
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1. A ist multilinear, d. h. fiir alle i = 1,...,n und z1,...,2;,2,, Tit1,..., 2, €V, a € K gilt:

A(xl,"';xiflva'xiva*lv"'axn) - a'A(xlv"',xiflaxiaxi%»la"'vxn)

ATy, T 1, T+ T T 1y ey ) = AT, @iy n) + A1, 2 )

2. Aist alternierend, d. h. falls ¢ und j mit ¢ # j und z; = x; existieren, so gilt:

AT, Ty ey Xy Tyy) =0

3. A(By,...,B,) =1, falls B = (By,...,B,).

(1. und 2. besagen, dafl A eine alternierende n—Linearform ist.)

VIII.11 Satz (Eigenschaften einer Determinanten)

A sei eine alternierende n-Linearform auf V. Dann gilt:

1.

Az, .o iy, @) = A2, ..,z 0Ty, Ty) fiir alle j #7und a € K

Az, .oy Ty &y, Tn) = —A(T1, 00, X, Ty, Tny)
3. Fiir eine Permutation 7 € S,, ist
A(Xygry .oy Tpp) = T8gN-A(21, ..., Tp)

Beweis

1.

i
A(Jcl,...,mi—l—a-xj,...,xn):A(xl,...,xi,...,xn)—I—a-A(xl,...,xlj,...

=0

2. An die Stellen k setze xj, an die Stelle ¢ und j setze z; + x;:

0 = Alxy,...,¢i+xy,..,zi+T5,...,2,)
Az, o Ty Ty ) FA(@1, T, T, )
AT, .o Ty Ty T) FA(@1, o Ty Ty Ty)
= A(X1,.. Tiye ey Ty Tn) F AL, T, X, Ty V4

3. 7 ist das Produkt von Transpositionen und sgn ist multiplikativ. Also folgt die Behauptung
aus 2.

q.e.d.
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Frage: Existiert die Determinante?
e Sei dimV =1, B eine Basis von V und B* = {¢} die zu B duale Basis von V*
= 0 ist Determinante auf V.

e Sei dimV = 2, B eine Basis von V und B* = {41, 62} die zu B duale Basis von V*
01 ®62: VXV — K:(x1,22) — (2101) - (x202)
ist 2-linear, aber nicht alternierend, do ® d; ebenso.
A=6Q®06h -0
ist 2-linear und alternierend
A(B;,B3)=1-1-0-0=1

also ist A eine Determinante.

Beispiel VIII.4: Determinanten

VIIL.12 Satz (Eindeutigkeit einer Determinante)

Falls eine Determinante auf V existiert, so ist sie eindeutig bestimmt, wenn die Basis B fest vorge-

geben ist.

Beweis

Sei B = (By,...,B,) und A eine Determinante auf V. Jedes z; € V lifit sich eindeutig darstellen als

n
T, = E aiji,Bji fiir Qjj; eK
Ji=1

A(ml,...,xn) = A(Z ailejl,..., Z aijnBj")

j1=1 jnzl
n n n
= Y a1 AB,, Y a2;,Bjy.. o, Y an;, By,
ji=1 jo=1 Jn=1

n n

- Z Z Z 15,025, "'ClnjnA(le,...,Bjn)

Ji=1j2=1 Jn=1

Betrachte nun (j1,...,Jj,) als Abbildung

=7 22 0 M gy

also w: j — j; . Die Abbildung ist nicht bijektiv genau dann, wenn zwei j; gleich sind. Daraus folgt

aber dal A(Bj,,...,B;,) =0

Jio

= g allﬂ"'annﬂ'A(Blﬂa--'aBnTr)
TES,

== § 117 *** Appyr © TSN
TES,
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VIIL.13 Satz (Existenz der Determinante)

Die Determinante existiert.

Beweis
Fiir aq,...,a, € V* (a;: ¥V — K linear) definiere eine multilineare Abbildung
1@ Qap: VX xV—>K:(r1,...,2,) — (v101)(2002) - - - (Tpvy)
Die n-linearen Abbildungen V x --- x ¥V — K bilden einen K-Teilraum von KY*>*V. Sei nun

(01,...,0,) = B* die Dualbasis zu B.

A= Z (msgn) 017 @+ ® O
TESy

ist n-linear und ist alternierend:

e

A(‘xh ) ‘%’ RS RN 7xn) = Z (WSgn) : (xl(slﬂ) T (.1‘5”() T ('réj‘ﬂ') T (xn(snﬂ)
TESy

— Z(p sgn) - ((x151p) e (@8ip) - (2655) -+ (Tnp)
peV

_(Ilélp) e (x(sj/)) e (.135“)) e (x’ndnp))
-0

wobei V eine Rechtstransversale von {id, (¢,j)} < S, in S, ist. Aulerdem:

A(By,...,By) = > wsgn(Bibiz) - (Bpdns) =1

TESn =0 aufer r=id
q.e.d.
VIIL.14 Folgerung (Teilraum der Linearformen)
VXXV
—_————
Die alternierenden n-Linearformen auf V' bilden einen 1-dimensionalen Teilraum von K n

Beweis

Aus Satz VIII.12 folgt, dafi der Teilraum hochstens 1-dimensional ist und aus Satz VIII.13 wissen
wir dafl er mindestens 1-dimensional ist.

q.e.d.
VIIIL.15 Laplacescher Entwicklungssatz
Sei B eine Basis von V und B* = (41, ...,0,) die zu B duale Basis
Y:V—=(Bi,...,Bp_1):a1B1+ -+ ap,By, — a1By+ -+ a,_1By1
ist Projektion von V auf (B, ..., B,—1) mit Kern (B,,)
Sei A,,_1 Determinante von (B, ..., B,_1) beziiglich (By,..., B,_1). Es gilt:
n . —_—
Ay, mn) = Y (1) (@;0,) - Ap_a (@1, ., 250, 201)) (VIIL3)

j=1
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Beweis

Wegen der Existenz und Eindeutigkeit priife nur die definierenden Eigenschaften der Determinante
nach.

1. Sei zy = ax}, + bz). Priife im i-ten Summanden von (VIIL.3) die Linearitéit nach:

i # k: 9 ist linear und A,,_1 ist in der relevanten Komponente linear.

i=k: ¢, ist linear.

2. und 3. ebenso

2. Beweis
Arbeite mit Stabg, (n) = S,,—1 und einem Vertretersystem von Stabg, (n) in S,

[Sn| = n! | Stabg, (n)| = (n — 1)!

Falls man restklassenweise zusammenfafit erhilt man n Teilsummen.

q.e.d.

VIII.16 Bemerkung

Statt n kann man in der letzten Formel ein beliebiges k, 1 < k < n nehmen, d. h.

n

A1, wn) = 3 (=1 (@:01) A1 (219, ..., 20, ..., 20t))

=1

wobei ¢ : a1B1 4+ -4+ anBp — a1 By + -+ :EB?;c + - 4+ z,Y) und A,,_; ist die Deteminante auf
(B1,...,Bg,...,By) beziiglich der Basis (Bi,..., Bk, ..., Bn)

Beweis

Fiir k£ = n ist dies schon bewiesen.
Sei nun B = (By,...,B,) und B’ = (By,...,Bx_1,Bn, Bxt1,...,Bn_1, Br). Dann ist Ag = —Agy.
Jetzt wende k = n an auf Ags und gehe zu Ay zuriick.

q.e.d.

VIII.17 Satz (Determinante und lineare Unabhingigkeit)

Sei A Determinante auf V, dimV =n und X;,..., X,, € V
(X1,...,Xy) ist linear unabhingig < A(Xy,...,X,) #0

Beweis

»=% Ist € = (Xy,...,X,) linear unabhiingig = € ist Basis von V. Sei A¢ die Determinante mit
Ac(Xq,..., X)) =1
= Ag=a¢A mit 0#aeK
= AXy,....Xp)=a1#0

<= Sei (X1,...,X,) linear abhiingig. OBdA. sei X,, = a1 Xy + -+ 4+ an_1Xn_1
= A(Xl,...,Xn):A(Xl,...7Xn_17O):O %

q.e.d.
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Sei ¥ = K**! und A normiert beziiglich der Standardbasis &,
1 5 0 0
2 6 1 0
A(X17"'3XTL) - A4 3 9 7 I 0 bl 1
4 8 0 2
5 0 0
= (=1)°-4-Az |6, 1], (0] ]+
7 0 1
1 0 0
(—1)¢-8-Az | (2], (1].[0] ]|+
3 0 1
1 5 0
(-1)%-2-As | [2].[6],[1
3 7 0
1 0 0
= (—4)-54+8-1+2-Ag 21,1-41],11
3 -8 0
= -20+8+2-8
4
Beispiel VIIL.5: Entwicklung einer Determinanten

VIII.18 Definition Determinante einer Matrix
Die Funktion det : K™*™ — K sei definiert durch
det(A) = A(A,...,AL)
wobei A_; die i-te Spalte von A ist und A = Ag, mit &, ist die Standardbasis von K"*1. det(A)
heiit die Determinante der Matriz A.
VIIL.19 Satz (Determinante der Transponierten)

Es gilt det(A) = det(A™)
D. h. det(A) hétte auch iiber die Zeilen der Matrix definiert werden kénnen.

Beweis
Sei 6n = (El, ceey En) und A = (AZJ) = (A,la . ,AJL)
Ay =) AuE,
Ji=1
det(d) = > (mwsgn)Aip - Anrn
TESy
/)227 Z (p Sgn)Allp T Annp
PESRK

det(A™)
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VIIL.20 Folgerung (Entwicklung nach der k-ten Spalte)

Sei (Ag;,) die Matrix, die durch Streichen der i-ten Zeile und k-ten Spalte hervorgeht. Dann gilt:

n

det(A) = Z(—l)kJriAik det (A7)

i=1

Beweis

Wende den Entwicklungssatz nach der k-ten Zeile auf A" an.

B Y
A = (A5) =13 7 1
3701 18 9
4 8 0 2
det A = (=1)*-0-det(AS3) + (—1)°-1-det(As;) +

(=1)%-0-det(AS3) 4+ (—1)7- 0 - det(AS;)

Beispiel VIII.6: Entwicklung einer Determinante nach Spalten

VIII.21 Satz

Sei A € K"*", A° := ((_1)i+j det(Afj)) (€ Knxm)
= AA°T = det(A) - I,

Beweis

Wir haben schon bei der Entwicklung nach der i-ten Zeile gesehen:

> Ay (=1)" det(A3)) =det A

j=1

i-tes Diagonalelement von A(A°)™"

Es ist fiir k # i:

ZAkj(—l)iJrj det(A7;) = det(AF) =0
j=1

wobei A-*F die Matrix ist, die aus A hervorgeht durch Ersetzen der j-ten Zeile durch die k-te Zeile.
(Sind zwei Zeilen gleich, daraus folgt, dafi die Determinante gleich 0 ist.)

q.e.d.
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VIII.22 Cramersche Regel

Seien A € K™", B € K™ und AX = B ein lineares Gleichungssystem. Ist det A # 0 so hat das
X1

lineare Gleichungssystem eine eindeutige Losung : mit
Xn

det(A 1. ., Byrro A)
X, =
det A

Beweis

Esist X = A7'B also X € K"*! eindeutig bestimmt.

B = i XA
i=1

det(A 1y Byer s An) = det(Ar,..., XiAar. .. Ay)
= deet(A)

q.e.d.

VIII.23 Determinantenmultiplikationssatz
Seien A, B € K™*". Dann gilt:

det(AB) = det(A) - det(B)

Beweis

Sei V = K™*! (Spaltenraum), dann ist die Abbildung

Apg:VxxV—-K:(Xy,...,X,) — det(AXy,..., AX,)
N————

n

alternierend und multilinear, also ein Vielfaches von A. (Sei A normiert beziiglich der Standardbasis
S, = (E1,...,E,)) Die Frage ist nun, welches Vielfache?
Aa(Ey,...,E,) =det(A) also Ay = det(4) - A also gilt:

det(AB) = A4s(B.1,...,B,) =det A-det B

VIIL.24 Folgerung (generelle lineare Gruppe)

Die generelle lineare Gruppe Gl,(K) = Gi(n,K) = {X € K™*" | det(X) # 0} ist eine Gruppe
(beziiglich der Matrizenmultiplikation) und

det : Gl (K) — K* = K\{0}

ist ein Gruppenhomorphismus mit der speziellen linearen Gruppe Sl,,(K) = Sl(n, K) =
{X € K™ | det(X) = 1} als Kern.
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VIII.25 Definition Gruppenhomomorphismus

Seien G und H Gruppen (multiplikativ geschrieben). Die Abbildung ¢ : G — H heifit Gruppenhomo-
morphismus, falls sie das Rechnen iibertrigt, d. h. seien ¢1,92 € G

= (g-gpe=(qe) (g2e) (= (9'e)=(9a)")
mg n

Kere :={g € G | ge = 1} heifit der Kern von €. (Kere ist eine Untergruppe von G.)

VII1.26 Defintion Determinante einer Abbildung

Es sei 8 = (By,..., By,) eine Basis von V, A eine Determinante auf ¥ und ¢ : V — V eine lineare
Abbildung.

A(BlSD, DR aBn(p)

detgp:: A(BhaBn)

(VIILA)

VIIL.27 Satz (Eigenschaften der Determinante)

1. det ¢ ist unabhéngig von

(a) der Wahl von A und
(b) der Wahl der Basis.

2. Ist B Basisvon V = dety = det(npn)

Beweis

1. (a) Seien %B; und By Basen von V. Ag, = aAg, mit a = a(B1,B2) € K\{0}. Aber a kiirzt
sich in der Gleichung (VIIL.4) raus, d. h. det ¢ ist unabhiingig von A.

(b) Sei B' = (B1/,...,B;,) eine weitere Basis von V mit B; = 377, a;; B;. Daraus folgt,
daB det(a;;) sowohl im Nenner als auch im Zahler von (VIIL.4) auftaucht, also ist det ¢
unabhéngig von der Basis.

2. Sei oBdA. B eine Basis von V und A = Ag. Im Zéhler von (VIIL.4) steht: det(spm) - 1 und
im Nenner steht 1.

q.e.d.

VIIL.28 Bemerkung (Invarianten)

Bisher kannten wir zwei Invarianten von linearen Abbildungen ¢ : V — V, ndmlich
1. Die Spur Spy := >, a;; wobei (a;j) = s fiir eine Basis B von V.
2. det o = det s

Invariant heift hier unabhéngig von der Wahl der Basis.
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Betrachte folgende zwei Matrizen und deren Quadrate:
s (01 0 1\° (10
T\l 0 1 0/ \0 1
c._ (-1 0 -1 0\ (10
N0 -1 0 -1 \0o 1
Die Quadrate der Abbildungen sind gleich, aber es existiert kein A € Gly(K) mit

(o) 5

denn die Spur und die Determinante der beiden Matrizen sind nicht gleich: det B = —1 aber
det C =1 und Sp B =0 aber SpC = —2.

Beispiel VIIL.7: Spur und Determinante

Interpretetion der Determinante im Falle reeller Vektorraume

VIII.29 Definition Parallelepiped, Volumen

Sei V ein n-dimensionaler R-Vektorraum mit der Basis 8 und A = Ag die beziiglich B normierte
Determinante.

1. Fir X1,..., X, € V heifit
PE(Xy,....X,) ={a1 X1+ +a, X, |0<a; <1 i=1,...,n}
das von X1,...,X,, aufgespannte Parallelepiped.
Vol(X1,...,Xn) == |A(Xy, ..., X))
heifit das Volumen von PE(Xy,...,X,) (beziiglich % normiertes n-dimensionale Volumen).

2. Auf der Menge der Basen von V sei eine Aquivalenzrelation ~ (gleichorientiert) definiert durch
@Z(Cl,...7Cn)N©:(Dl,...,Dn> = A(Cl,70n)A(D1,,Dn)>O

VIII.30 Bemerkung (orientierte Volumenverzerrung)

Sei V ein endlich erzeugter Vektorraum und ¢ : ¥V — V eine lineare Abbildung. Dann gibt det(y)
eine orientierte Volumenverzerrung wieder, d. h.

1. deteop =0 <& ¢ ist kein Isomorphismus, d. h. Bild ¢ ; V
deto >0 <& ¢ bildet jede Basis auf eine gleichorientierte Basis ab.

detp <0 <& bildet jede Basis auf eine andersorientierte Basis ab.

L

Es gilt:

Vol(By ¢, ..., Brp)
det p| =
et ol = <iB . By

mit B = (By,..., By,) ist eine Basis.
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12 3 4 3 2 3 4
2 0 1 3 2 0 1 3
det f gy o o] = 9o 4 0 0
12 4 3 3 2 4 3
3 3 4
= (=1)%-4-det| 2 1 3|40
3 4 3
9 3 _5
— _4.det| 0 1 0
11 4 -9
S 9 _5
= —4-(=1)%-det 11 —9
—  _4.(81—55)

Beispiel VIIIL.8: Berechnung der Determinante einer Matrix

Betrachte 2-dimensionale orthogonale Abbildungen in dem 2-dimensionalen orthogonalen eu-
klidischen Vektorraum (V,®). Sei ¢ : ¥V — V eine orthogonale Abbildung und % eine Ortho-
normalbasis.

_( cosa  sina __[cosa  sina
BYB = | _sina cosa BPB = \sina  —cosa
Determinante = 1 Determinante = —1
Spur = 2cos « Spur =0
Drehung um £« Spiegelung

Volumen und Orientierung bleiben erhalten. Volumen bleibt und Orientierung &ndert sich.

Beispiel VIII.9: Drehung und Spiegelung

VIII.31 Definition Drehung

Sei (V, @) ein euklidischer Vektorraum und ¢ : V — V eine orthogonale Abbildung. (Insbesondere:
det p = £1)
Ist det ¢ = +1, so heif}t ¢ eigentlich orthogonal oder Drehung.

VIIL.32 Satz (Drehachse)

Sei (V, ®) ein 3-dimensionaler euklidischer Vektorraum und ¢ : V — V eine Drehung. Dann hat ¢ eine
Drehachse, d. h. es existiert ein X € V, X # 0 mit X = X. Weiter existiert eine Orthonormalbasis
B von V mit

cosa  sina 0
sy = | —sina cosa O
0 0 1

Diese Matrix hat die Spur 2cos« + 1.
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Beweis
es existiert X #0 Xp=X < Ker(id—¢) # {0}
< det(id—¢) =0

Sei € eine Orthonormalbasis von V. Daraus folgt, dal A = ¢p¢ eine orthogonale Matrix ist, d. h.
A" = A=1. ¢ ist Drehung, daraus folgt, dal det A = 1:

det(A—1) = det(A" —I)

= det(/ - A)
= (=1)®-det(A—-1)
= det(A-I) = 0

Wiihle nun X € Ker(id —¢). Dann ist (X)* ein 2-dimensionaler Vektorraum.
(X)Ho = (Xp)" = (X)*

Sei (Bj, Bs) Orthonormalbasis von (X)*, Bz = m - X. Dann ist B = (By, Be, B3) eine Basis

von V mit

cosay  sina 0
spm = | —sina cosa 0
0 0 1

q.e.d.



Kapitel IX

Eigenwerte und Eigenvektoren

IX.1 Definition Eigenwert, —vektor, -raum
Sei ¢ : V — V eine lineare Abbildung und K ein beliebiger Korper. X € V heifit Figenvektor von ¢,
falls

1. X#0

2. Xp=a-X firein a€ekK

a heifit dann Eigenwert (von ¢ zum Eigenvektor X). Ist a Eigenwert, so heifit
E.(p) ={X € V| Xp =aX} Eigenraum zum Eigenwert a.

IX.2 Bemerkung

Sei ¢ : V — V eine lineare Abbildung, K ein beliebiger Korper, a ein Eigenwert und F,(¢) ein
Eigenraum zum Eigenwert a.

1. Eu(p) = Ker(a -idy —¢)

2. a ist Eigenwert von ¢ < a-idy —¢ hat den Eigenwert 0 (d. h.Ker(aidy —¢) # {0}) <
det(aidy —¢) =0

Zur Erinnerung

K[X] ist der Polynomring in X iiber K. Genauso wie Z in Q eingebettet werden kann, kann der
Ring K'[X] in den Korper K(X) ={% | p,q € K[X], ¢ # 0} eingebettet werden. Dabei gilt:

p_»p
il
K(X) heifit der Korper der rationalen Funktionen in X {iber K.

< pi=pq

IX.3 Definition Charakteristisches Polynom, Hauptminor

1. Sei A € K™*™. Dann heifit pa(z) := det(z- I, — A) € K[X] das charakteristische Polynom von
A.

2. Sei ¢ : V — V eine Lineare Abbildung und B eine Basis von V. p, () := Py ey (2) heifit das
charakteristische Polynom von .

3.8 J C{l,...,n} mit |J] =m > 1und A € K™*". Dann heifit det(A4;;); jes ein m-ter
Hauptminor von A.

125
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1. Sei V ein 2-dimensionaler Vektorraum mit der Basis 8 = (B;, Bs) und ¢ : V — V linear

. 0 1
mit gy = 1 0)

©? =idy = ist a Eigenwert von ¢ = a? ist Eigenwert von ¢? =id, d. h. a®> = 1
= a=1odera=-1

Wenn in K gilt 1 # —1, so existieren 2 Eigenwerte: Eigenvektor 1 : By + By und Eigen-
vektor 2 : By — By

2. Sei B eine Basis aus Eigenvektoren von ¢.

a1 0
= BPB =
0 an
Die a; (i =1,...,n) sind die Eigenwerte von ¢.

Beispiel I1X.1: Eigenwerte

IX.4 Satz (charakteristisches Polynom & Eigenwerte)

1. Das charakteristische Polynom von A ist wohldefiniert.
2. Die Definition von p,(x) ist unabhéngig von der Basis 9B.

3. a € K ist Eigenwert von ¢, genau dann wenn a Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist,
d. h. (z — a)|py(z)

4. pa(z) =a" — a1zl a2 F -+ (=1)"ay,
mit a; = Summe der i—ten Hauptminoren von A. Insbesondere: a1 = Sp(A4) und a,, = det(A)

Beweis

1. Wie oben gesehen ist K[X] C K(X), also ist pa(z) € K(X). Sei B = zI, — A = (B;;). Dann

ist

pa(z) = Z (mwsgn) - Bi1r -+ Buna
TESy

Da B;ix € K[X] und K[X] ein Ring ist, folgt pa(z) € K[X].

2. Sei A=gpn, B=w9¢y und C = g/idy
= B=C-A-C!

Dann gilt:
det(zI, — A) = detC-det(zl, — A)-detC™*
= det(zl, — CAC™)
det(zI, — B)

3. Sei A= BB
a ist Eigenwert von ¢ < Ker(a-idy —p) # {0}
& det(a-I,—A)=0
& pyla) =0
& (z—a)lpa(z)
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4. Sei I, =(E4,...,E ) und A= (A_4,...,AL)

det(al, — A) = det(zE1—Aq,2E2—Ao,....,2E , —A_,)
= z-det(Eq,2E5—Ao,...,zF , —A,)
—det(A,2E 5 —Ao,...,xFE ,, — A,)
- "-olet(El,...,EJl)Jr

" 1ZdetE1,... i1, A E i1, B+ (IX.1)
"~ 2 Zdet E BT _i—1 AJ,EJ‘Jrl, ey _A,jy N 7f;ljl) +<IX2)
1<J
<ot det(—Aq,...,—A,)
= Zx”_i(—l)i Z det B;
i=0 |J|=i
JCA{1,...,n}
= 2" —ax"t Fagar" % — 4 (—=1)"ay,

Betrachte nun das i-te Summenglied von (IX.1):

1 0 —Aq;
: 0
1 :
det 7A” = — Aii
: 1
0 :
A 0O 1

Also ergibt sich fiir die Summe:
(IX.1) :Z A = —Sp(A) = —aq
=1

Betrachte nun das i—te Summenglied von (IX.2):

1 0 —Ay — Ay
. 0 )
1 : :
—A; —Ajj 0
L - (T )
0 Ay 1 -4,
: 1
: 0 : -
A A 1
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dies ist der {i,j}-Hauptminor. Allgemeiner: Sei J C {1,...,n} det(Bi,...,B,) ist der
(—1)I/1J-Hauptminor von A mit

B AL falls i€l
"B L falls ¢ J

J-Hauptminor von A: det(A;;)i jes

q.e.d.

Die Fibonacci-Reihe ist definiert durch a; =0, as =1 und a2 = apy1 +a, fiir alle n € N.
Betrachte nun folgende Abbildung:

2 Rz - RQ : (anaan—i-l) = (an+laan+2)

Sei G5 die Standardbasis von R2. Dann gilt fiir die Matrix der Abbildung:

0 1
A= 66, = (1 1)

Berechne nun die Eigenwerte der Abbildung;:

o X -1 o . . 2 .
det(xly — A) = det <_1 . 1) =z(z—-1)—-1=z"-z—-1
Also hat ¢ die Eigenwerte z1 = % und zg = 1_2‘/5.

Bestimme den Eigenvektor zum Eigenwert x1, d. h. gesucht (z,%) € R2, so dafl
1+v5 -1
(1'7 y) : fl ,12,\/5 = (Oa 0)

= Der Eigenvektor ist Vielfaches von (1, HT\@) Analog erhilt man zum Eigenwert xo

den Eigenvektor (1, 1’2*@). Die Matrix von ¢ beziiglich der Basis aus den Eigenvektoren

145 1—V5 . r; O
(=) () e (1)
0 1 1 1+2\/g -1 1+2\/g 0 1 1+2\/g
(1 1)2 1-V5 ' 1-v5 | 1-V5
1 2 0 2 1 2

Die Matrix von ¢ beziiglich der Eigenvektoren 148t sich leichter potenzieren und damit lassen
sich die Glieder der Fibonacci-Reihe auch einfacher berechnen.

Beispiel IX.2: Berechnung der Glieder der Fibonaccireihe

IX.5 Satz (linear unabhingige Eigenvektoren)

Seien ay, . .., a verschiedene Eigenwerte einer linearen Abbildung ¢ : V — V und X 1(i), e ,XT(L? seien
linear unabhingige Eigenvektoren zum Eigenwert a;. (Beachte: () ist ein Index und keine Potenz.)

= (Xfl), e ,Xr(Lll),ng), e ,X,(Lz), . ,X{k), e ,XT(L]Z)) ist linear unabhéngig.
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Beweis

Seien al(i) € K und X® aus dem Eigenraum von ¢ beziiglich a; mit

k n;
S Y X =0

i=1 1=
;/_/
::X(i)GEai(go)
= Z XD =0 = Z a;- X9 =0 nach Anwenden von ¢ (IX.3)
i=1 i=1
k .
= Z a?2- X9 =0 nach Anwenden von ¢ (IX.4)
i=1
k .
= Z a1l x® = nach Anwenden von ¢ (IX.5)
i=1
Sei nun A = (aZ) sk (Beachte: hier sind die a{ Potenzen der Eigenwerte.) Fasse nun die
=0, K-
Gleichungen (IX.3),(IX.4), ..., (IX.5) formal zusammen :
1 e 1
ar ... ag x@ xM
a% e CL% . : — A . : — 0
X (k) X (k)
a’f_l aﬁ_l

Da die a; Eigenwerte sind gilt:
det A = H(ai —a;)#0
i>j
(Diese Determinante wird auch als Vandermondsche Determinante bezeichnet.) = A ist invertier-
bar.

XM 0 XM 0
= AT'A| : |[=4A"1]:] dh Col=(:] dh XW=...=x®=9p
X&) 0 X&) 0
Da X = Y, al(i)Xl(i) und die Xl(i) linear unabhiingig sind folgt al(i) =0firl=1,...,n; d. h.

(Xfi), o 7X,(l];)) ist linear unabhiingig.
q.e.d.

IX.6 Definition Eigenvektorbasis

Eine Basis aus Eigenvektoren beziiglich ¢ heifit Figenvektorbasis (beziiglich ). (% ist Eigenvektor-
basis genau dann, wenn o ¢g in Diagonalgestalt ist.)

IX.7 Satz (Existenz einer Eigenvektorbasis)

Sei V ein K-Vektorraum der Dimension n und ¢ : V — V eine lineare Abbildung mit n verschiedenen
Eigenwerten in K. Dann hat V eine Eigenvektorbasis.
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Beweis

Zu jedem Eigenwert existiert ein Eigenvektor (# 0). Nach Satz IX.5 sind diese linear unabhéngig,
daraus folgt, daf} sie eine Basis bilden.

q.e.d.

Sei V ein K-Vektorraum, ¢ : V — V eine lineare Abbildung und B eine Eigenvektorbasis mit

aq 0

BOB = =: Diag(ay,...,an)
0 ay

und dem charaktistischem Polynom p,(X) =[], (X — a;). Setze nun ¢ (oder ) in p,(X)
ein. Dann gilt:

n

pel(p) = [J(p — asidy) =0
i=1

d. h. p,(¢) = 0 falls ¢ eine Eigenvektorbasis hat.

Beispiel 1X.3: Einsetzen einer Abbildung in das charakteristische Polynom

IX.8 Satz (Hamilton — Cayley)

Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum und ¢ : V — V eine lineare Abbildung mit dem charak-
teristischem Polynom

Pol(x) =by +brx+---+ b1z + 2"
Fiir jede lineare Abbildung ¢ : V — V sei
pw(¢) = boidv +b1¢++wn

Dann gilt p,(¢) = 0 (0-Abbildung von V).

Beweis

Sei A = gpp. Zeige py(A) = 0.
Sei B= By+aBy+---+2" !B, mit B; € K"*" die Matrix der Kofaktoren von (21, — A). Dann
folgt mit Satz VIII.21:
(zI, — A)B = (x1,, — A)(Bo + xBy + - + 2" 'B,_1) = p, ()1,
Setze B_.1 =0 B,=0 & K"*",

= B — 2'B;A = 2'b;I,  fir i€{0,...,n}
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Lose nach b; auf und setze in p,(A) ein:

bAT = > (Bio1 — B;A)A
1=0 =0
_ Z(Bz—lAl o BiAiJrl)
=0
(A° =1,) = B_1A°—B,A""t =0
——

=0 =0

q.e.d.

IX.9 Folgerung (Invertierbare Abbildung nach Hamilton —
Cayley)
Sei ¢ : V — V eine invertierbare lineare Abbildung. Dann existieren ¢; € K mit

o' =coidy +e1o+ o’ + -+ eno1”"

Beweis

po(z) = 2™ 4+ b1z" ' + - 4 by, nach Satz IX.8 folgt

= 0 = @"+by1¢" "+ 4 by idy
~
+det ¢
: 1 n n—1
= idy = = (0" bporg" T e big)
0
1, e .
B _%(@nhrbnfﬁﬁ 4o+ biidy) g
el

IX.10 Definition algebraisch abgeschlossen

Der Korper K heifit algebraisch abgeschlossen, falls jedes Polynom aus K[X] vom Grad > 1 eine
Nullstelle in K hat (d. h. jedes Polynom in K[X] zerféllt in Linearfaktoren).

Der Kérper der komplexen Zahlen C ist algebraisch abgeschlossen. Allgemein gilt: zu jedem
Korper K existiert ein algebraisch abgeschlossener Korper K, der K enthélt.

Beispiel 1X.4: algebraisch abgeschlossener Korper

IX.11 Satz (Facherbasis)

Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum und ¢ : V — V eine lineare Abbildung. Falls p,(z) in K
in Linearfaktoren zerfiillt, dann existiert eine Basis 8 von V), so dafl i@y untere Dreiecksgestalt hat
aq 0

BPB =
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wobei a1, ..., a, die Eigenwerte von ¢ sind. 8 heifit Facher— oder Fahnenbasis.

Beweis

Sei a; ein Eigenwert von ¢ und B; Eigenvektor zu a;.
(Bi)p C (B1)

Wire Bj erster Basisvektor, dann ist die erste Zeile der Matrix: (a1,0,...,0). Betrachte die von ¢
induzierte Abbildung ¢1:

p1:V/(Br) = V/(B1) : X + (B1) = X+ (B1)
Dann ist p,(z) = (z — a1) - py, (x). Sei az Eigenwert von o1 und By = By + (B;) der zugehérige

Eigenvektor. Wenn der zweite Basisvektor By ist, also 8 = (B, Ba,...), dann sieht die Matrix
folgendermaflen aus:

ag 0 .- 0
* a 0 - 0
* Byp =+B1+aBa+0+---+0

*

Fahre fort mit der von ¢ induzierten Abbildung auf V/(B1, Bs) etc. irgendwann hort der Prozef auf,
da V endlich ist, d. h. wir haben dann eine Féacherbasis.

q.e.d.

0 -1
1 0
R. Ausweg: fiige die Nullstelle von 22 + 1 zu R hinzu und rechne in dem gréferen Korper C

Sei K =R und gpy = ( ) daraus folgt p,(z) = 22 +1 € R[z] hat keine Nullstellen in

(i? = —1). Dann existiert eine Bassitransformation die ((1) 01) auf ( OZ

?) transformiert.

Zwischenexkurs iiber Polynomringe und Korper

Zur Erinnerung

K[X] ist ein Ring. Sei p € K[X], dann ist V = K[X]/pK[X] ein K-Vektorraum und dimV = Grad(p).
Die Abbildung

my : K[X] - K[X]:q—2x-¢q

induziert auf V eine Abbildung

Weiterhin gilt: m,> = (m,)? und M, = (Mz)%.
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IX.12 Definition Ringhomomorphismus, Ideal
Seien R und Rs Ringe
1. a:R1 — Ra heiit (Ring—) Homomorphismus, falls

(a+ba = aa+ba

(a-ba = aa-ba} fiir alle a,b€ Ry

2. Kera:={a € Ry | aa = 0} heiit der Kern von o.
3. Z C Ry heifit Ideal von Ry, falls gilt:

(a) Z ist nicht leer.
(b) a,bel=a+bel
(c)aeZ,beRi=a-bb-acT

Schreibweise: 7 < R4

Beachte: Der Kern eines Ringhomomorphismus ist ein Ideal des Urbildringes.

1. Sei V ein K-Vektorraum, R; = K[X] und Ry = Endg (V) = {¢ | ¢ : V — V ist linear }.
Sei ¢ : V — V eine lineare Abbildung.

e: K[X] — Endg (V) : p(z) — p(p)

ist ein Einsetzungshomomorphismus. Nach dem Satz von Hamilton Cayley IX.8 ist
po(x) € Kere.

2. Sei Ry = K[X] und Ry = Endg (V) mit V = K[X]/pK[X] fiir ein festes p € K[X],
Gradp=n > 1.

e : K[X] — Endg (K[X]/pK[X]) : ¢ — Ty

Beachte: Ty = ¢(Tz). Klar ist: pK[X] C Kere.

Beispiel IX.5: Ringhomomorphismus

IX.13 Homomorphiesatz fiir Ringe

1. Sei ¢ : Ry — Ry ein Ringhomomorphismus. Dann ist Kerp < R; und Bildp = Ry ein
Teilring von Rs.

2. Ist Z <R (R Ring), dann ist R/Z:={r+Z|reR}={r+i|r e R, i€ I} wieder ein Ring
(Restklassenring). Seien 71,72 € R:

rMm+Z=r+T<ro—r €71
(r+I)+(ro+Z):=(r1+ry) +1
(ri+Z) - (ro+Z):=(ry-re) +1

3. Ist ¢ : Ry — Ro ein Ringhomomorphismus, dann folgt, da§ Bild ¢ isomorph (als Ring) zu
R1/Ker @ ist.
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Beweis

2. Zeige die Verkniipfungen ,, + “ und ,, - “ sind wohldefiniert, z. B. ,, - “:
Seiri +Z =7y +Zund ro + 7 =15 + I sowie r; = r; +a; fiir ein a; € Z (j = 1,2)

riry = (ri+a1)(r2 + a2)

= 7ire +T1ia2 + a1r2 + aijas

€z
dhrirb+ZT=rir+7

3. wie bei Vektorrdaumen

e : R[X] — Endg (R[X]/(2* + D)R[X]) : ¢ — Ty

%

V ist ein R-Vektorraum mit Basis (14 (2% + 1)R[X], z + (22 + 1)R[X]).
. 10
e:l—idy = (0 1)

o _ (0 1
e =A1 0

Bilde = { (—ab 2) | a,b e R}. Der Restklassenring nach dem Kern ist isomorph zu Bild ¢.

Der Kern besteht aus den Vielfachen von (2% + 1)R[X].

a b a v\ (ad = bb')  (ab + ba’)
b a)\=b o) = \—(ab +0bd) (ad’ —bV)
= (a1l 4 bT)(a'T + V'T) ad'1+ ab'T + ba'T + bb' 7>

=—x

= (ad' —bV')1 + (ab + ba")T

Beispiel IX.6: Ringhomomorphismus mit R[X]/(z% + 1)R[X]

IX.14 Definition K6rper der komplexen Zahlen

C := R[X]/(2* + 1)R[X] heifit der Kérper der komplexen Zahlen. T wird mit i bezeichnet (i = —1).

IX.15 Bemerkung (,,Hauptsatz der Algebra*)
L (a+bi) "t = lp(a—bi)  fir (a,b) € R2\{(0,0)}

2. Der ,Hauptsatz der Algebra“:
Der Korper der komplexen Zahlen ist algebraisch abgeschlossen.
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IX.16 Definition grofiter gemeinsamer Teiler, teilerfremd

Sei R ein kommutativer Ring mit 1.

1. Seien a,b € R. alb (a teilt b), falls ein ¢ € R existiert mit a - ¢ = b. (Ist R ein Korper, a # 0

und b € R, so folgt alb mit ¢ = &)

a

2. Seien b,c € R. a heifit grofiter gemeinsamer Teiler von b und c, falls gilt:

(a) a|b und alc
(b) Sei d € R mit d|b und d|c, so folgt d|a

Schreibweise: a = ggT (b, c)
3. b,c € R heiflen teilerfremd, falls 1 ein ggT von b und c ist (1 = ggT(b, c)).

Betrachte Z:
7114 2 = ggT(14,6) ebenso —2 = ggT(14, 6)

Beispiel IX.7: grofiter gemeinsamer Teiler

IX.17 Der Euklidische Algorithmus

Seien p,q € K[X] mit Graden > 1. p; = p und ps = ¢ mit Grad(p;) = n; ¢ = 1,2 Fiihre folgende
Schritte durch:
(1) p1 = aip2 +p3  mit Gradps = nz < ny,n2

(2) P2 = agp3 + Pa mit Gradp4 =ng < Ng,N3

(k—1) pr—1 = ar—1px +pr+1 mit Gradpg1 = ngy1 < ng
(k) pr = arpri1
Dann gilt:
1. pr1 ist groBter gemeinsamer Teiler von p; und ps in K[X].

2. Es existieren by, be € K[X]| mit pr1 = b1p1 + bapa

Beweis
2. (1) P3 =PpP1 — ai1p2
Setze (1) in (2) ein: ps = az(p1 —a1p2) +ps <
(2) pa=p2—az(p1 —a1p2) = (1 + a2a1)p2 — azp:
———

c

Setze (2) in (3) ein:
(3) ps = —as(cp2 — azp1) +p3 = dp1 — cpa
etc.
Fahre so fort, indem man jeweils die letzten beiden Ausdriicke in die néichste Gleichung einsetzt
bis

Pr+1 = bip1 + bapa
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1. e Zeige: ppt1|p1 und pri1|p2
Beweis:
(k) = prsilpe
(k—1) = pry1lpr—1
(k—2) = pryalpp—2

bis py+1]p1 und pri1lp2
d. h. pg41 ist gemeinsamer Teiler von p; und po.

o Zeige: pr41 ist grofter gemeinsamer Teiler. Dazu durchlaufe (1) bis (k) von oben, dann
folgt die Behauptung, oder:
Sei a € K[X] mit a|p; und a|ps, dann folgt mit 2. a|pry1 d. h. pry1 = geT(p1,p2)

q.e.d.

IX.18 Definition irreduzibel

p € K[X] (p # 0) vom Grad n > 1 heifit irreduzibel, falls p nicht als Produkt von Polynomen vom

Grad > 1 geschrieben werden kann. (Nur triviale Faktorisierungen sind moglich: p = a(%p) mit

a € K\{0}.)

1. 22+ 1 ist in R[X] ein irreduzibles Polynom. Es ist aber reduzibel in C[X]: (2 —i)(x+1).

2. Sei p € K[X] vom Grad < 3. p ist irreduzibel genau dann, wenn p keine Wurzel in K hat.

Beispiel IX.8: Irreduzible Polynome

IX.19 Folgerung (Koérper des Restklassenringes)

Sei p € K[X] irreduzibel vom Grad > 1. Dann ist der Restklassenring K[X]/pK[X] ein Korper.

Beweis

K[X]/pK[X] ist ein Kommutativer Ring mit 1, denn pK[X] ist ein Ideal von K[X].

Zeige nun, dafl jedes Element # 0 in K[X]/pK[X] invertierbar ist.

Dazu sei ¢ = ¢+pK[X] # 0in K[X]/pK|X]. OBdA. sei Grad ¢ < Grad p = n. Da p irreduzibel ist gilt
geT(p,q) = 1 mit dem euklidischen Algorithmus folgt, da a,b € K[X] existieren, mit ap + bg = 1.
Modulo pK[X] ist dies @ £/+Ba =1d h.b=g!in K[X]/pK[X].

0

q.e.d.

IX.20 Lemma (ggT und algebraisch abgeschlossene Koérper)

Seien p1,ps € K[X] und K ein algebraisch abgeschlossener Korper, der K umfaft (K C K).
geT(p1,p2) =1 < p; und p2 haben in K keine gemeinsame Wurzeln.
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Es gilt, wenn p € Z eine Primzahl ist, dann ist Z/pZ ein Kérper. (pZ ist ein Ideal in Z.)
Sei p = 101. Berechne in Z/101 - Z das inverse zu 11 = 11 + 101Z

101 = 9-11+2
11 = 5-2+1
2 = 2.1+40
1 = 11-5-2
= 11-5-(101—9-11)
= 46-11—5-101

= T1=176-T1d. h. 46 =46 + 101Z =TI " ist die gesuchte Zahl.

Beispiel IX.9: Korper eines Restklassenringes von Z

Beweis

»=* Annahme: es existiert eine gemeinsame Wurzel o € K von p; und po. Nach dem Euklidischen
Algorithmus existieren a1, a2 € K[X] mit

aip1 +agpz =1
setze nun « ein:
0+0=1 %
»<=* In K[X] seien p; und py von der Gestalt
plst(aﬁ—ai) pgth(x—ﬁj) s, t € K\{0} «a;#08; Vi,j
i=1 j=1
Zeige: sogar in K[X] ist ggT(p1,p2) = 1. Falls nicht existiert ein v € K[X] mit
(@—=7)lpr  wnd  (z—7)[p2
= pi(y) =0=p2(y) = es existieren g, jo mit a;, = v = f3;, dies ist ein Widerspruch

(da a; # B; Yi,j)

IX.21 Satz (Polynom als Produkt irreduzibler Polynome)

Jedes Polynom p € K[X] vom Grad > 1 148t sich als Produkt irreduzibler Polynome p; schreiben

k
p= Hpi
i=1

wobei k eindeutig ist und die p; bis auf Reihenfolge und Multiplikation mit Elementen aus K\{0}
festgelegt sind.

Beweis

1. Die Existenz der Zerlegung ist klar, da irreduzible Polynome existieren. Betrachtet man den
Grad der Polynome nach jedem Schritt der Zelegung, so wird der Grad der einzelnen Teilpo-
lynome immer kleiner.
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2. Zur Eindeutigkeit:
Vorbemerkung: 1 =geT(p,q;) i=1,2 = 1=ggT(p,q1-qe)

Sei also p = Hle P = H;.Lzl gj- Daraus folgt, dafl p; im Produkt der g; vorkommt, denn
sonst wére ggT(p1,q;) = 1 fiir j = 1,...,n. Daraus wiirde nach der Vorbemerkung folgen:

geT(p1,q1---qn) =1
Also existiert ein iy mit ggT(p1, ¢i,) = p1, da p; irreduzibel ist. Da aber auch g¢;, irreduzibel
ist, folgt

Qi, = a1D1 fiir ein  a; € K\{0}

Fahre nun fort mit pﬂl und argumentiere ebenso fiir ps. Durch Induktion folgt dann die Be-
hauptung.

q.e.d.

Anwendung auf Matrizen linearer Abbildungen

IX.22 Satz (Teilriume nach charakteristischem Polynom)

Sei ¢ : V — V eine lineare Abbildung, V ein endlich erzeugter K-Vektorraum und das charakteristi-
sche Polynom sei p,(z) = pi(2) - p2(z) mit Gradp; > 1 und ggT(p1, p2) = 1.
Dann existieren Teilrdume V; <V mit

Vip CV;, fir i=1,2 V=V &V,

und das charakteristische Polynom von ¢; = ¢|y, : V; — V; ist gleich p;. (Ist B; eine Basis von V;,

(%1@1%1 0 >

dann ist B = B; U B eine Basis von V und wps = 0 o
%2 2%2

Beweis

Nach dem euklidischen Algorithmus existieren ¢1, g2 € K[X] mit ¢1p1+gap2 = 1. Sei m2 = ¢1(p)p1()
und 71 = g2()p2(p)

= m + m = idy

I 0 0 0
BB =\ 0 B2 =\

w1 -T2 = q1(p) p1(@)p2(9p) g2(p) = 0
=0

aus Hamilton-Cayley folgt:

7r§ = mo(idy —m1)
= Mg — 172

:7'('2—0

Ebenso 7T% = mq, d. h. 7; sind Projektionen. Definiere nun V; := Bild m; = V;. Da myme = mom = 0,

2 = r; und m; + m = idy ist sofort klar

=

V=Vi®Va Vie C Vi
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Vie = Va(p)p2(e)e
= Veaa(0)p2(p)
CVaa(p)p2(p)

—————

1

=W

Zeige: pp; = p;
OBdA. sei K algebraisch abgeschlossen, d. h. alle Wurzeln von p liegen in K. Dann ist klar, falls a
Eigenwert von ¢ und ¢(x) € K[X], dann ist ¢(a) Eigenwert von ¢(¢). Sei nun
k 1
pi(z)=[[(x—a)  paz) =[]z —b)
i=1 i=1
Dann ist a; # b; fur alle 4, j, da nach Vorraussetzung ggT(pi1p2) = 1. Weiter hat m = p1(¢) - ¢1(¢)
den Eigenwert 0 = ¢q(a;)p1(a;) (¢ = 1,...,k) und den Eigenwert 1 = ¢1(b;)p1(b;) (i = 1,...,1)
(Beachte: Wegen 73 = 75 sind alle Eigenwerte € {0, 1}.) Also (s hat die Eigenwerte
e a;-0 (i=1,...,k) Eigenwert auf Ker 5 und

e b;-1 (i=1,...,k) Eigenwert auf Bild m5.

Da nun s = @ly, = @maly, folgt, da pi(z) = Hézl(x —b;) das charakteristische Polynom von s
ist. Entsprechend fiir ;.

q.e.d.

IX.23 Folgerung

Sei ¢ : V — V eine lineare Abbildung, V ein endlich erzeugter K-Vektorraum und das charakteristi-
sche Polynom sei p,,(z) = Hlepi(x) und ggT(p;,p;) =1 fiir ¢ # j mit Gradp; > 1.
Dann existieren Teilrdume V; <V mit

VipCV; fur ¢=1,...,k V=V, DV

und falls ¢; = ¢y, : Vi — V; so hat ¢; das charakteristische Polynom p; ().

Beweis

1. Benutze den vorigen Satz IX.22 und Induktion (z. B. p,(x) = p1 - p1 etc.)
2. Direkter Beweis:

§; 1= Hpj =  geT(s1,...,8,) =1
J#i

Daraus folgt es existieren ¢; € K[X]| mit 181+ - -+ qpsk = 1. Setze m; = ¢;(¢)s;i () und fiihre
den Beweis wie in Satz 1X.22.

q.e.d.
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I1X.24 Folgerung

Sei ¢ : ¥V — V linear und V ein endlich erzeugter K-Vektorraum. ¢ habe das charakeristische
Polynom

k

po(@) = [ (@ - an)™

i=1

mit a; € K paarweise verschieden. Dann existiert eine Basis 98, so dafl

ay 0
0 0 0 M
* a1
a9 0
0 0 0
* a9
BPB =
0 0 0
ag 0
0 0 0 Nk
* 475

Beweis

ggT((x—ai)"i, (m—aj)”j) =1 fiir ¢ # j. Nach der Folgerung IX.23 =  es existieren V; mit V;o C V;
und @; = @ly, : Vi — V; sowie V =V @ --- @&V}, (= 0-Blocke). Wende auf V;, ¢; den Satz IX.11
iiber die Facherbasis an.

q.e.d.

Vereinfache die Blocke auf der Diagonalen noch weiter:

Das Ziel ist es immer eine Basis 8 zu finden, so dafl

a 0
1 0 0
0 1 a
b 0
BB = 0 1 0
0 1 b
0 0
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Sei folgende Matrix gegeben:
1 0 0 O 0 0 0 O
/1100 :>(—'d)—1000
BB L1 1 1 0 BT s =11 1 0 0
1 1 1 1 1 1 1 0
Definiere eine neue Basis € = (Cy, Cq, C3, Cy) wie folgt:
p—id
Cy4:=(0,0,0,1) "—  (1,1,1,0) =: C;5
Apjd (2, 17070) = 02
2 (1,0,0,0) = ¢y
=% (0,0,0,0)
0 0 0 O 1 0 0 0
. 1 0 00 1100
= elp-ide={, ;g alsoepe=14 1 1 g
0 01 O 00 11
Beispiel IX.10: Vereinfachung einer Matrix

IX.25 Lemma (Kette von Teilrdumen)

Sei V ein K-Vektorraum und 0 = Vy < V3 < Vo < --- < V,,_1 < V, = V sei eine Kette von
Teilraumen (Filtrierung). (BY) + Vi, ..oy Bff,i) + V) sei eine Basis von V;11/V;.
Dann ist B = (BY, ..., BY), B® ... B{"™Y) eine Basis von V.

Beweis
Es gilt
dimV =" dim Vi/Vi
i=1

Daraus folgt, dafl es geniigt die lineare Unabhéingigkeit von B zu zeigen. Also zeige:

S a9 =0 L W9 =0 firalle i,j (1X.6)
2]

Betrachte die Gleichung (IX.6) modulo V,_1:

K3

= Zagn_l)(Bi(n_l) +Vno1) =0 = a" V=0 firallei

Betrachte die Gleichung (IX.6) jetzt modulo V,,_o:

K2

= > a" PB4V, =0 = a" P =0 firalleq
7

etc.
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IX.26 Definition Jordanblock, Blockdiagonalmatrix

SeineNundae K

a 0
1. Jp(a) = L € K™ ™ ist der a-Jordanblock vom Grad n mit dem Eigenwert a.
0 1 a

2. Sei A; € Kmixmi (i =1,...k)

Ay 0
As
Diag(Ay, ..., Ag) :=

heifit Blockdiagonalmatrix.

IX.27 Satz (Jordan-Normalform, lokaler Teil)

Sei V ein K-Vektorraum und ¢ : V — V eine lineare Abbildung mit dem Polynom p,(z) = (z — a)™

1. Es existiert eine Basis 8 von V, so daf3

BOB = Diag((]l1 (a),...,J, (a))

mitly >l > >l undn=>3 "1

2. Ist € eine weitere Basis mit

cPe = Dlag(J[’l (a)y DR Jl’ , (a’))

m

mit [f >0 >--- >0/, dann folgt: m=m/und l; =1, (i=1,...,m)

Beweis

1. Ersetze ¢ durch ¢ —a-id, also 0BdA. a = 0. Sei s minimal mit ¢®* = 0 (s < n nach Hamilton-

Cayley) und V; = Kerp® i = 0,1,...,s (¢° = id). Da alles was durch ¢’ auf 0 abgebildet
wird, erst recht durch '*! auf 0 abgebildet wird, gilt Ker ¢¢ C Ker ¢! also:

Vo={0} <V <--- <V 1 <V =V
Sei X €V; = X¢/=0also (Xp)p/™' =0,d. h. Xy € V;_;. Dann gilt
Vi) < Vi (IX.7)
Also induziert ¢ eine lineare Abbildung;:
Vi/Vici = Vi1/Via : VYV 1= Ve+ Vo

Wegen (IX.7) ist diese Abbildung wohldefiniert und nach der Definition der V; als Ker * auch
injektiv. Wahle nun By, ..., By, so daf

(Bl +Vs_1,..., Bk1 -+ Vs—l) Basis von V/Vs_l = VS/Vs_l
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V;]jj Bl)"'?‘Bkl
VS,Q Blg?)-'-7Bk1¢ Bk1+1,...,Bk2
st—?, B]_QOZ,...,BIWQOZ Bkl-‘rl@a"'aBkz(p Bk2+17~--;Bk3 ‘
Vl I ’ BISOS_17"'7B]€SOS_1 ‘ Bk +1§08_2u:"7Bk SDS_Z ‘ | Bk +17"'7Bk
VO — {0} 1 2 s—1 s
Dann wahle By, 41, ..., Bk, so daf

(B1§0+Vs—27'~-3Bk1S0+V5—27Bk1+1 +Vs_2,...,Bk2 +VS_2) Basis von Vs—l/vs—Z

Dann wihle By, 11,..., Bk, so dal

3

(B1p?* + Vs_3,..., Biy 0> + Vs_3, Be, 119 + Vs—3, ..., Bryp + Vs—3) Basis von Vs o/Vs_3

usw. (Bilder zu Basis des Faktorraumes ergéinzen).

Nach Lemma IX.25 ist (By,..., Bg,, Biy, ..., Bg,) eine Basis von V. Wenn man obiges Dia-
gramm von links beginnend, spaltenweise von unten nach oben liest, erhélt man die Basis

B = (B1p* ', Bip* 2., B, Bop* ..., Bo,...,By.)

beziiglich der die Matrix von ¢ folgende Gestalt hat

0 . 0
1 s 0

= Diag(Js(O), oy Js(0), Js—1(0), ..., Js—1(0), ..., J1(0),. .., Jl(O))

kl kg*k’l ksfk's—l

2. Fiir die Eindeutigkeit der I; in Diag(J, (a),...,Ji,, (a)) geniigt es zu zeigen, daff s und k;
eindeutig bestimmt sind, da die l; aus s und k; berechenbar sind. Sei also € eine Basis mit
(0BdA a = 0)

epe = Diag(Ji(0),..., Ji(0), Jo—1(0),. .., Ji—1(0), ..., J1(0),..., J1(0))

K ] Kk,

1
t mufl minimal sein, mit ' =0 = s=1¢
I =dimV/Kerp!=1 =k
Ky — Kk} =dimKer '™/ Kerp'=2? = kg — ky
etc.

also k = k;
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IX.28 Allgemeine Jordan-Normalform

Sei V ein K-Vektorraum und ¢ : ¥V — V linear mit dem charakteristischen Polynom

k
pp(x) = [[(x —ai)™
i=1
Dann existiert eine Basis 98, so dafl die Matrix von ¢ beziiglich 8 wie folgt aussieht:

wpp = Diag(Ai(ar),..., An(an)) mit  Ai(a;) = Diag(Jy, () (@) - -5 Ti,, 0, (a0) (@)

wobei I1(a;) > -+ > lp(a,)(ai) eindeutig durch ¢ festgelegt ist.

a) Anwendung auf homogene lineare Differentialgleichungen

IX.29 Definition C/(R,R)

C'(R,R) := {f|f : R — R mit f ist --mal stetig differenzierbar}
C*(R,R) := [ C'(R,R)

ieN
Es ist klar, daf§ alle C*(R, R) R-Vektorrdume sind und

C*(R,R) < C"(R,R) < C"'(R,R)
dim C® (R, R) = oo

Der Ableitungsoperator
D:C"(R,R) — C" (R, R)

ist linear.

IX.30 Definition lineare Differentialgleichung

Sei p(z) = an 2"+ -+ ap € Rlz] vom Grad n > 1.
~—
#0

p(D) : C"(R,R) — CO(R,R) : f 1= fp(D) i= an f") + ap_y fOD £ - + a f
Kerp(D) := {f € C"(R, B)| fp(D) = 0}

fp(D) = 0 heifit homogene lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten der Ordnung
n.

I1X.31 Bemerkung
1. feKerp(D)= feC®R,R)

2. (Kerp(D))D C Kerp(D)
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Beweis
1. OBdA seia, =1
f = —(ana f"V 4+ aof) € C'(R,R)
= [ e (f ) = f0Y e CURR)
usw. also:
fth e CY(R,R)  VkeN
= f € C*(R,R)
2. Dp(D) =p(D)D
q.e.d.

1. p(z) =23
mit

2. plx)=o—-1
mit

f"=0 = f = b€+ bigl + bt

ER—-R:t—t

ff=f=0 = [f=a-exp

exp, : R — R :t e

(f =N ==H=0
f”*QfIJrf:O

g@)=x—1  px)=q(2)’
= Ker¢(D) < Kerp(D)
f'=f=f=en
4(D) =Kerp(D)/Kerq(D) — Ker g(D) ist injektiv
= dimKerp(D) < 2
Kerp(D) = (expy,§ - expy)

4. p(z) = 2* + 1 € R[z]

ff"+f=0

Problem: 22 + 1 hat keine reellen Eigenwerte.

Beispiel I1X.11: Differentialgleichungen
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IX.32 Lemma (Dimension des Kerns)
Sei V ein nicht notwendig endlich erzeugter K-Vektorraum, ¢ : V — V linear mit dim Ker ¢ = n.

= dim Ker(p*) < kn

Beweis

Vii=Ker(¢p') = {0} SV < W <o <V
Behauptung: ¢ induziert eine injektive lineare Abbildung

Y : Vq;/vq;_1 — Vi_l/Vi_Q V4 Vi1 = Ve+Vio

klar: ¢; ist wohldefiniert und linear

V+VioieKerp;, = VpeV,_o=Ker ()0242

=Ve Kercpiil =V,
=V4+V,_1=0

d. h. Ker p; = {0} = ¢; ist injektiv. Also
. _ VY < . _
dim YV, Zdlmvz/Vl_l < ZdlmVl kn
<dim V; n

q.e.d.

IX.33 Definition Differenzierbarkeit komplexwertiger Funk-
tionen

fiR—=C:t— fi(t) +ifa(t)
mit f, fo reelwertig, heifit n-mal stetig differenzierbar, falls f, fo € C*(R,R), und es gilt:
f'=H+if;
C"R,C):={f = fi+ifelfi €C"(R,R),i=1,2}
D :C"(R,C) — C" (R, C) ist der Ableitungsoperator (eigentlich Dc¢)

IX.34 Satz (Losungsraum)

Sei

k

p(z) = [[(& —a)™ € Cla]

i=1
Polynom vom Grad n =) n; mit a; # a; fiir i # j. Fiir
p(D) : C*(R,C) = C*(R,C) : f — fp(D)
gilt:
1. dimKerp(D) =n
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1. a =i € C rein imaginir, d. h. § € R. Definiere:
exp, : R — C: t — cos(ft) + isin(Ft)
= exp, D = exp), = a - exp,
2. a=a+if € Cmit o, € R.

exp, : R — C:=exp, -exp;5

exp;, = (expa - exp;z)’
= expy, - €XP;5 + €XP,, - €XPjg
= - exp,, - exXp;3 +if} - €xp, - exp;3

=a-exp,

3. Zitat aus der Analysis:
Fiir a € C gilt: f' —af =0 hat (exp,)c als Losungsmenge C C*(R, C).

Beispiel 1X.12: Komplexwertige Funktionen

2.
k
Kerp(D) = @ Ker p;(D)
i=1
mit
) = (= )"
Ker p;(D) = (exp,,, & - expaﬂg2 “eXPg s Jemih. exXpg,)C

Beweis

2.

. p(x) ng

pi(e) = == = [[(@ —ay)™

J#i

= es existieren ¢;(z) € Clz] mit ¢1p1 + - + quPr = 1. Sei D = D|ker p(D)-
Setzte fir f € Kerp(D)

fi = fai(D)pi(D) € Kerp;(D) (Pipi = p)

Esgilt: f=f1+-+ fi

umgekehrt: Seien f; € Kerp;(D) = f= fi + -+ fr € Kerp(D)
Also: Kerp(D) = Kerpy (D) + - - - + Kerpi (D)

durch Nachrechnen: £° - exp,, € Kerp;(D) fiir s =0,1,...,n; — 1
Zeige nur noch dim Ker p;(D) = n;

dimKer(D — a; -id) =1 (siche Beispiel 3)
Lemma IX.32 mit ¢ = D — a; - id liefert
dimKer(D — a; - id)™ < mn; - 1

= Behauptung
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q.e.d.

IX.35 Bemerkung (inhomogene Differentialgleichungen)

Sei 0 # g € C*(R,C) Losung einer linearen Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten:
9q(D) = 0 fiir ein ¢(z) € C[z].Die inhomogene lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffi-
zienten fp(D) = g zu losen, reduziert sich auf das Losen einer inhomogenen linearen Gleichungssy-
stems:

fp(D)g(D) =0
(Ker p(D)q(D) ist endlich dimensional.)

IX.36 Definition komplexe Konjugation

" :C—C:a+ib—a—1ib mit a,b € R

heiflt komplexe Konjugation.

I1X.37 Bemerkung

1.~ ist R-linear und 7y = 77, z,y € C.
2. hat 1 und —1 als Eigenwerte

E(T)=R={z+7%z€C}

3. feC*R,C)= (f) €eC*(R,C) und f + f € C*(R,R)

4. " und D : C*®(R,C) — C*(R,C) sind miteinander vertauschbar.

IX.38 Satz (L6sungsrdume nach p(x))

p(z) € Rlz] mit

t

pa) = [[@=a) - [ (@=b)a=5)"

j=s+1
pieRlz] 7 7 €R[2]

die Zerlegung in Clxz] respektive R[z] mit a; € R und b; € C\R. Dann gilt:
Ker(p(Dc)) NC*(R,R) = {f + f|f € Kerp(Dc)}
s t
= @Kerpi(DR) @ @ Kerp;(Dr)
1=1 j=s+1
mit
Ker p;(Dg) = (expaj -sing,, exp,, - €osg;, § - €xp,, - sing,, { - exp,, - cosg, , . .. Jemi—t - €XPy, - €08g; )
bj:aj—I—iﬁj Ozj,ﬁjER

sing : R — R : ¢t +— sin(at)

cosg : R — R : ¢t +— cos(at)
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Beweis

Sofort aus 1X.36 und I1X.37 3, 4.
~ 1dBt Ker p;(Dc) als Vektorraum invariant

pi(D) = pi(D)
~ vertauscht Ker(Dg¢ — b; - id) mit Ker(Dc — b; - id). = Ker p;(D) ist ~ -invariant.

q.e.d.

IX.39 Definition homogene lineare Differentialgleichungssys-
teme

Sei A e C"*"
(f1,--+, fn) € C®(R,C)™ heifit Lésung von

FF=F-A
falls gilt:
(fio-nfn) = (froe s fn)A
Bemerkung: Hohere Ableitungen lassen sich durch Vergréflerung von A vermeiden:
f'=f—=f=f fi=f1
~ =) (] o)

b) Anwendung auf lineare Rekursion mit konstanten Koeffizi-
enten

IX.40 Definition lineare Rekursion
Sein € N,ag,...,an_1 € K
1.
ZTitn = —(aox; + a1Zi41 + -+ Ap_1Tign—1) (IX.8)
heifit lineare Rekursion der Ordnung n mit konstanten Koeffizienten.
2. p(x) = 2" + ap_12" 1 + -+ + ap € K[z] heiit das zugeordnete Polynom der Rekursion.

3. L(p(x)) = {(bj)jez>o0|zi = b; erfilllt IX.8} heiBt die Ldsungsmenge von IX.8.
Wie iiblich wird (b;);>0 auch geschrieben als Z;io bjz’ (erzeugende Funktion oder Potenzreihe
der Losung).

IX.41 Lemma (Dimension der Lésungsmenge)

1. E(p(ac)) ist ein n-dimeansionaler Vektorraum.

2. 0: L(p(z)) — L(p(z)) : (bo, b1, ba,...) > (b1,bg,...) ist eine lineare Abbildung mit charakte-
ristischem Polynom p,(z) = p(z).
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Beweis

L. a: L(p(z)) — K™ : (ag,a1,...) — (ao,...,ay) ist ein Isomorphismus von K-Vektorrdumen.
klar: « ist linear, surjektiv, Kera =0

2. klar: o ist linear
Sei B das Urbild von &,, von K" unter «

ozﬁ(p(x)) — K" (bo,bl,...) = (bOa---7bn—1)
(d. h. B = ((1,0,...,0,—ag,...), (0,1,0,...,0,=a1,... ), ., (0,...,0,1,—ay_1))).

0 0 —Q

1 0 ... 0 —ay
wos = |0 1 0 0 —a

0 1 —Qnp—1

Diese Matrix gleicht der Transponierten von T : K[z|/p(x)K|[x] — K[z]/p(z)K|[z]
= das charakteristische Polynom ist p,(z) = p(x).

q.e.d.

IX.42 Satz (Teilriume nach dem zugeordneten Polynom)

L. p(x) = [Ti=, pi(z) mit p;(z) € K[z] und geT(pi,p;) = 1 fiir i # j.
k
= L(p(x)) = @E(pi(x))

2. Sei p(z) = (x — a)™. Dann gilt:

(a;) € L(p(z)) & es existiert ein g(z) € K[z] vom Grad < n mit a; = q(i) - o

Beweis

1. sofort aus IX.21

2. Zeige nur ,<=“, denn die angegebenen Folgen bilden bereits einen n-dimensionalen Vektorraum,
<= folgt also nach I1X.41.
»=": Zeige (i*a);>0 € E(p(z:)) fir k=0,1,...,n — 1.
Induktion iiber n: n =1 vV
Induktionsannahme: (a;);>0 € E(p(x)) fiir a; = i*a; k=0,1,...,n—1
Induktion:
(a;)iz0 € L((z — a)"™) fiir a; = i"a’
Beweis: (ai)izo(a -id —O') = (bi)izo mit

bi=a-a; — a4
=ai"a' — (i 4+ 1)"a" !
=—a((i+1)" —i)a’
= —aq(i)a’
mit g(z) € K[z] vom Grad < n. Also

(ai)izo(a-id —0) € L((z — a)") = (ai)iz0 € L((z — a)"*T)
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I1X.43 Bemerkung

1. K [[x]] bildet einen kommutativen Ring mit 1 beziiglich der Multiplikation

(i aixi> ibjxj = <i ckxk>
i=1 j=1 k=1

mit ¢ = agbg + a1bg_1 + -+ - + arp_1b1 + agbg.
2. K|z] ist ein Teilring von K [[z]].

3. 1 — ax ist invertierbar in K [[2]] mit dem Inversen

o0
1 i
:E a‘x
1—ax ‘
1=0

1 1

oc=a-
1—ax 1—ax

L((z—a)*) = <1—1am’ Taay?r (17ai:)k*1>

6. Fiir p(z) = 2" + ap_12" "' + -+ + ag € K[z] mit ag # 0 sei p(z) := La"p(L) € K[z] d. h.

ao

ot

K

n n

PZH(I—%)?I;:HO—%I)

=1

Dann gilt:

q(z) € Klz] mit Gradq(z) < n}

Beweis

1. Nachrechnen

2./

3. Geometrische Reihe:
(1—ax) Zai:ci = Zaixi - Zaizi =1
i=0 i=0 i=1
4. allgemein:

(Z blCCIL) g = Z bi+1$i
i=0 i=0
= Behauptung

5. 1. Beweis: Behauptung folgt aus dem letzen Satz
2. Beweis: (AB)o = A(B0) + boAo fiir A,B =37 bz’ € K|[z]]

R 1 (k—=1)+1 - 1 k=1 . 1 k—1
1—ax 7= 1—ax 1—ax 1—ax 7

Duch Induktion folgt die Behauptung.
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6. Aus 5 durch Multiplikation in K [[x}]
q.e.d.

Beachte: Der Schiebeoperator o : K [[z]] — K [[z]] ist sehr verwandt mit dem Differenzenoperator
A (ag,a1,...) — (a1 —ag,as — ay,...), denn A = o —id.

Also lineare Differenzengleichungen mit konstanten Koeffizienten kéonnen analog zu linearen Diffe-
rentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten behandelt werden.

Rechnerische Bestimmung des charakteristischen Polynoms

IX.44 Definition Minimalpolynom

1. Sei k minimal, so da (idy, ¢, ¢?, ..., ") linear abhingig ist in Homg (V, V).
me(z) :=ao + a1 + asx® + - + 2% € K[x] mit agidy +a1¢ + azp? + - - + ¢* = 0 heifit das
Minimalpolynom von .

2. Fiir 0 # V € V sei k minimal mit (V, Vi, Vp?,..., V") linear abhiinging in V.
my,v(x) = ap+aiz+-- 42k € K[z] mit agV+a;Vip+---+Ve* = 0 heifit das Minimalpolynom
von ¢ beziiglich V.

I1X.45 Bemerkung
1. my(x)|p(z) (Hamilton-Cayley)

2. my,v(x)|me(z)

IX.46 Satz (Minimalpolynom)

Sei V endlich erzeugt, V€ V und ¢ : V — V linear.

1.W = (V,Vp, V2, ...) ist ein g-invarianter Teilraum von V (d. h. W < YV, Wy C W) der
Dimension Gradmg, v ().

2. Auf W induziert ¢ die lineare Abbildung ¢y : W — W : w — wy, die my, v (z) als Minimal-
polynom und als charakteristisches Polynom hat.

3. Auf V/W induziert ¢ die lineare Abbildung ¢y : V/W = V/W : X + W — X+ W, die

Py ()

als charakteristisches Polynom besitzt.
me,v(z)

Beweis

1. klar: Wp CW
dim W = Grad m,,,v (z) aus Definition von m v (x)

2. trivial

3. Erginze (V,V,...,VpF~1) zu einer Basis B von V

01 ... 0

5 0
BB = 1
* *

* BPV/WH
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(nach Satz V.35).

det (A 0) =det A-detB
* B

q.e.d.

IX.47 Algorithmus (Berechnung von p,(z))

Gegeben: ¢ : V — V linear, V endlich erzeugt
Gesucht: p, ()
Algorithmus:

1. Setze p = 1.

2. Wéhle 0 £V €V
Teste (V), (V,V), (V,Vp,V?),... auf lineare Abhingigkeit und berechne so eine Basis von
W= (V,Vp,Ve?,...) und my v (x) = my,, (z). Ersetzt p durch p - my, v ().
Falls W # V ersetze V durch V/W, ¢ durch ¢y und fahre fort bei 2. Ansonsten ist p,
gefunden.

Nach endlich vielen Schritten terminiert der Algorithmus mit p = p,(z).
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—_ O = O

v
V@
2

W =
Wso
2

W:

K =Ty, V =TS, o gegeben durch gps = A

O O = = O
OO R R
O = = Ok O
— === O
SO = = OO

(1,0,0,0,0,0
(1,0,1,0,1,1
=(0,0,0,1,0,0
= (

)
)
)
1,0,1,1,1,1)

Die ersten 3 Vektoren sind linear unabhéngig.

Vo+ V2 + V3 =0—myv(z) =3 +?+a
(V,Ve,Ve?)

(0,1,0,0,0,0
(1,1,1,1,0,0
= (1,0,0,0,1,0
= (

)
)
)
1,0,1,1,0,0)

Die ersten 3 Vektoren sind linear unabhéngig.

W+We+We® =0—m, @) =2"+z+1

= (@) = (@° +2° + 2)(a® +x + 1)

Beispiel IX.13: Berechnung des charakteristischen Polynoms
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symmetrische, 85
Blockdiagonalmatrix, 142

CY(R,R), 144

cartesisches Produkt, 1
charakteristisches Polynom, 125
Cramersche Regel, 120

definit
negativ, 94
positiv, 94
Skalarprodukt, 95
Determinante, 113
Berechnung, 123
der Transponierten, 118
Eigenschaften, 114, 121
Eindeutigkeit, 115
einer Abbildung, 121
einer Matrix, 118
Entwicklung, 118, 119
nach Spalten, 119
nach Zeilen, 116
Existenz, 116
linear unabhingig, 117
Multiplikationssatz, 120
Vandermondsche, 129
Differentialgleichung, 144
Differenzmenge, 1
Dimension, 21
direkte Summe, 90
innere, 90
orthogonale, 91

Zusammenhang innere mit duflerer, 90

Distributivgesetz, 8
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Drehachse, 123
Drehung, 123
Dreiecksungleichung, 101
Dualitatssatz, 75
Dualraum, 71

Dualbasis, 73
Durchschnitsmenge, 1

Eigenraum, 125
eigentlich orthogonal, 123
Eigenvektor, 125
linear unabhéngig, 128
Eigenvektorbasis, 129
Eigenwert, 125
Einheitsmatrix, 51
Einsetzungshomomorphismus, 133
Elementare Schritte, 26
Interpretation, 61
Endomorphismus, 91
Epimorphismus, 91
Erzeugendensystem, 16
Erzeugnis, 14
euklidischer Vektorraum, 99
eulidischer Algorithmus, 135

Facherbasis, 131
Fahnenbasis, 131
Faktorraum, 34
Dimension, 35
Fibonacci-Folge, 63
Fibonacci-Reihe, 128
Fourierkoeffizienten, 104

Gauf3-Algorithmus, 46
Gauflscher Algorithmus, 62
GauBlsches Eliminationsverfahren, 30
gleichorientiert, 122
Gleichungssystem
eindeutige Losung, 120
homogenes lineares, 11
Dimension, 34
lineares, 11
Losbarkeit, 31
Losungsmenge, 31
Matrix, 31
Grammatrix, 84
Rang, 87
grofiter gemeinsamer Teiler, 135
Gruppe, 8
generelle lineare, 120
kommutative, 8
spezielle lineare, 120
symmetrische, 109
Untergruppe, 112

Gruppenhomomorphismus, 111, 121

Halbgruppe, 8
Hamilton - Cayley, 130
Hauptminor, 125
Homomorphiesatz, 42
Anwendung, 45
fiir Ringe, 133
Homomorphismus, 91

Ideal, 133
Inverse Matrix, 55
invertierbar, 54
irreduzibel, 136
isomorph, 19
Isomorphiesatz, 43
Isomorphismus, 19, 37, 91
zwischen Matrix und Abbildung, 50

Jordan-Normalform, 142
allgemeine, 144
Jordanblock, 142

Kaninchen-Problem, 63
Kern, 39
Klasseneinteilung, 2
Kommutativgesetz, 7
komplexe Konjugation, 148
komplexe Zahlen, 134
Komposition
linearer Abbildungen, 52
Koordinatenabbildung, 19
Koordinatenspalte, 73
Koordinatenzeile, 73
Korper, 7
algebraisch abgeschlossen, 131
der rationalen Funktionen, 125
des Restklassenringes, 136
Kronecker-Symbol, 73

Lénge, 101
Laplacescher Entwicklungssatz, 116
linear, 39

Funktionale, 71
linear abhingig, 17
linear unabhéngig, 17

Determinante, 117
lineare Rekursion, 149
Linearformen, 71

Teilraum, 116
Linearkombination, 14
Linksinverse Matrix

Berechnung, 59
Losung

eindeutige, 120
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eines linearen Gleichungssystem, 11 Abbildung
Vektorraum der, 11 Eigenschaft, 99
Losungsmenge, 30
Losungsraum, 36, 45, 77 Parallelepiped, 122
Partition, 2
Matrix, 32 Polynom
Blockdiagonal-, 142 als Produkt irreduzibler Polynome, 137
der Adjungierten Abbildung, 98 charakteristisches, 125
des Skalarproduktes, 85 Grad, 66
Determinante, 118 irreduzibel, 136
einer Abbildung, 48 kommutativer Ring, 65
Einheitsmatrix, 51 Polynomring und Korper, 132
Grammatrix, 84 Restklassen, 67
Inverse, 55 Vektorraum, 12
invertierbar, 54 Polynomfunktion, 68
Matrixprodukt, 52 Nullstellen, 70
orthogonal, 107 Potenzmenge, 1
symmetrische, 85 Potenzreihen
Transponierte, 58 Vektorraum, 12
Vereinfachung, 141
Matrixprodukt, 52 Quotientenraum, 34
Assoziativitit, 54
transponieren, 58 Radikal, 86
Menge, 1 des eingeschrinkten Skalarproduktes, 89
der Bilinearformen, 84 Rang, 33
endlich, 4 Rechtsinverse Matrix
Metrischer Raum, 102 Berechnung, 57
Minimalpolynom, 152 Rechtsrestklasse, 112
Monoid, 8 Rechtsrestklassen
Monomorphismus, 91 Bijektion, 113
multilinear, 114 reflexiv, 1
Relation, 1
n-Tupel, 17 Restklasse, 31
nicht ausgeartet, 86 Polynom, 67
Norm, 101 Restklassenraum, 34
normal reziproke Basis, 92, 93
Abbildung, 99 Basiswechselmatrix, 92
Ring, 8
orientierte Volumenverzerrung, 122 Divisionsring, 8
orthogonal, 86 Homomorphiesatz, 133
Abbildung, 99 kommutativer, 8
Orthogonal-Raum, 86 Polynome, 65
Orthogonalbasis, 93 mit 1, 8
Bestimmung, 95 Polynomring und Korper, 132
Existenz, 94 Ringhomomorphismus, 133
orthogonale direkte Summe, 91
orthogonale Matrix, 107 Satz von Pythagoras, 102
Orthogonalprojektion, 102 Schwarzsche Ungleichung, 100
Berechnung, 104 selbstadjungiert, 99
Eigenschaft, 102 semidefinit
Orthonormalbasis, 93 negativ, 94
Orthonormalisierungsverfahren, 99 positiv, 94
Interpretation, 104 senkrecht, 86

othogonal Senkrechtraum, 86
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Dimension, 89 lineare Abbildungen, 46
Signum-Funktion, 111 Menge der Losungen eines GLSH, 11
Eigenschaften, 111 trivialer, 10
Skalarprodukt, 85 Vektorraumaxiome, 9
auf Restklassenraum, 88 Vereinigung, 1
definites, 95 Verkniipfung, 5
Einschrankung auf Teilraum, 88 Vertretersystem, 112
Matrix, 85 Volumen, 122
Spaltenkonvention, 59, 74, 78 Volumenverzerrung
Spaltenrang, 36, 37, 80 orientierte, 122
Spaltenraum, 36, 45
Spiegelung, 104, 123 Winkel, 101
Stabilisator, 113 . .
Standardbasis, 22 Zahlbereichserweiterung, 6
Standardskalarprodukt, 93 Zahlbereichsvergroberung, 7

Steinitzscher Austauschsatz, 20 Zassenhaus- Algorithmus, 46

Sylvesterscher Tragheitssatz, 96 Ze%lenkonvention, 4,78
. Zeilenrang, 33, 37, 80
symmetrisch, 1, 85

Abbildung, 99 %e%}enraﬁm7 33 .,
Eigenschaft, 99 eilenvektoren,

symmetrische Gruppe, 109 Zerlegung, 2

Zykel, 110
Anzahl der El te, 109 J
e e Temente Zykelschreibweise, 110
Teiler Zykelzerlegung

grofter gemeinsamer, 135 d@unk’t,. 111
teilerfremd, 135 nicht disjunkt, 111

Teilmenge, 1
Teilraum, 10
der Bilinearformen, 84
der Linearformen, 116
der Polynome, 12
Schnittmenge von, 13
trivialer, 11
Transformationsgesetz, 85
transitiv, 1
Transponierte Abbildung, 77
Bild, 79
Kern, 79
Transponierte Matrix, 58
Transposition, 110
Produkt von, 110

Untergruppe, 112
Unterraum, 10
Urbild, 4

Vektoren, 9

Vektorraum, 9
der Abbildungen, 50
der formalen Potenzreihen, 12
der linearen Gleichungen, 12
der Matrizen, 33
endlich erzeugt, 19
euklidischer, 99



