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Kapitel 1
Einleitung

Termersetzungssysteme dienen zum Rechnen und automatischen Beweisen mit Glei-
chungen und sind daher grundlegend in der Informatik. Einige Anwendungsgebiete
von Termersetzungssystemen sind

e Sperzifikationen von Programmen
e automatisierte Analyse und Verifikation von Programmen
e Ausfithrung von Programmen
e symbolisches Rechnen
e ...
Beispiel (Datenstruktur der natiirlichen Zahlen):

Man stelle die natiirlichen Zahlen durch Terme aus den Funktionssymbolen
(Konstruktoren) O und suce dar.

e 0O=0
o succ(O) =1
e succ(succ(0)) = 2

Beispiel (Additionsalgorithmus):

plus(0,y) = y
plus(succ(z),y) succ(plus(z,y))

Die obigen beiden Zeilen stellen bereits ein funktionales Programm dar.
Berechne “2 +17:
=2 =1
—_———
plus| succ(succ(0)), succ((’)))
— succ( plus(succ(0)), succ(O)

— suce( suce(plus(O, succ(O)))

— succ succ(succ )) 3
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“—»

Da hier die Anwendung von von links nach rechts erfolgt, verwendet man
stattdessen auch “—”. Somit erhélt man das Termersetzungssystem:

plus(0,y) — y
plus(succ(z),y) —  succ(plus(z,y))

wobei jede der beiden Zeilen Regel heifit.

Beispiel (Datentyp “Gruppe”):

flz, fy,2))
f(z,e)
f(zi(z)) =

Hierbei ist f eine bindre Operation, e das neutrale Element der Gruppe und i
die inverse Funktion.

f(f(z,y),2))

T



Kapitel 2
Grundlagen

In diesem Kapitel soll die Sprache der Terme und der Gleichungen festgelegt werden.

2.1 Syntax von Gleichungssystemen
Wir definieren zunéchst das “Alphabet” aus denen die Terme gebildet werden:

Definition 2.1 (Signatur) Eine Signatur ¥ = YoU X U... = ;o X: ist eine
Vereinigung von paarweise disjunkten endlichen Mengen ¥;. Jedes f € 3; heif§t
i-stelliges Funktionssymbol. Die Elemente von %o heiffen Konstanten. Yo darf
nicht leer, 3 muss endlich sein.

Beispiel:
Yo = {0}, 31 = {succ}, Xo = {plus}, ¥; =0 (i > 3)

Definition 2.2 (Term) Sei X eine Signatur und V eine nicht-leere (abzdhlbar)
unendliche Menge mit V N'YX = (. Elemente von V heiflen Variablen. T(3,V)
bezeichnet die Menge der Terme dber ¥ und V. T (X,V) ist die kleinste Teilmenge
von (ZUVU{(,), ,})* mit

(1) VCT(X,V)
(2) f(t1,...,tn) €T(E,V), falls f € Xy, n 20, t1,...,t, € T(Z,V)

T (%) steht fir T(X,0), d. h. fir die Menge der Grundterme (= Terme ohne Va-
riablen). Fir einen Term t bezeichnet V(t) die Menge der Variablen in t und fir
T CT(%,V) definieren wir V(T) := Uer V(E)-

@ x Y

Beispiel:
¥ wie oben, V := {z,vy, z} plus(times(O, z), succ(y))
T,y
suce(x) plus
succ(suce(x ) /\
g(jolus (x suce(y ) times suce
suce(O) /\ ‘

sind Terme
Terme = Vielwegbdume
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Definition 2.3 (Teilterm) FEin Term q heifit Teilterm von einem Term t (t>q)
Nt =q odert = f(t1,...,t,) und t; > q fir eini € {1,...,n}. t1,...,t, sind
die direkten Teilterme von t. q ist echter Teilterm vont (tt>q) N t>q und

t#q.

Beispiel:
plus(times(O, z), succ(y)) > times(O, z)
plus(times(O, z), succ(y)) > O

Definition 2.4 (Gleichung) Fiirty,to € T(X,V) heifit t1 = to (Term-)Gleichung.
Die Menge £ von Gleichungen heiffit Gleichungssystem.

Beachte:
e “=" ist ein rein syntaktisches Symbol, d.h. “t; = t5” muss keine “wahre”
Aussage sein.

e Gleichung = Paar von Termen (¢1,t2)

¢ Gleichungssystem = beliebige Teilmenge von 7 (X, V) x 7(X2,V)

2.2 Semantik von Gleichungssystemen

Gleichungen entsprechen Axiomen, die Programme bzw. Datenstrukturen festlegen.
Es stellen sich die Fragen:

e Welche Aussagen gelten fiir diese Programme/Datenstrukturen?
o Welche Aussagen folgen aus den Axiomen?

Zur Beantwortung dieser Fragen muss zunéchst die Semantik von Termen und Glei-
chungen geklirt werden. Dazu fithren wir die Begriffe Interpretation und Algebra
ein.

Definition 2.5 (Interpretation, Algebra) Fiir eine Signatur X ist die X-In-
terpretation I ein Tripel T = (A, a, 3), wobei

e A: Triger der Interpretation (beliebige Menge mit A # ()

e o ordnet jedem Funktionssymbol f € ¥ eine Funktion oy : Ax ... x A — A

n-mal
2U

o 3:V — A heifit Variablenbelegung

Zu jeder Interpretation T erhdilt man eine Funktion T : T (X,V) — A wie folgt:
e I(x) := B(x) fir allex €V
e I(f(tr,.. . tn)) == asp(Z(tr),...,Z(tn)) Vf € B,Vt; € T(E,V)

Z(t) heifst Interpretation des Terms t unter . Eine X-Interpretation ohne Varia-
blenbelequng (A, a) heifst 3-Algebra.
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Beispiel:
Z:=(4A,a,5)
¢ A=N={0,1,2,...}
e N = 0
° asucc(n) =n+1 (fur alle n € N)
° aplus(n; m) =n—+m

° atimes(na m) =n-m

. B(&)=5

e By)=3
= (Ao, 0)

o f(x)=2

o By =1
T - <A//,O/I,ﬂ>

[ ] A = Q

e a5 =0

e o (n)=n+1 (fiir allen € Q)

succ

* a;;/lus(n’m) = { 0% Z i 8
b agimes(”? m) =n-m
=6
I(plus(succ(x), y)) = Qplus ( asucc(@)a@) =6+3=9
=5 =3
=3
7 (plus(succ(x), y)) = O‘plus(asucc(ﬁ/(x) )7@) =3+1=4
=2 =1
=6
T (plus(Succ(a:), y)) = aglus(a;’ucc(\(ﬁ),\(gjl) = g =2
=5 =3

Definition 2.6 (Erfiillbarkeit, Modell) Wir definieren

e FEine Interpretation T = (A, o, B) erfiillt eine Gleichungt; =ts (Z =11 =12)
oy I(ty) = I(te).

e Eine Algebra A = (A, a) erfillt eine Gleichung t1 =t2 (At =t3) vy

T & t1 =ty fiir alle Interpretationen der Form I = (A, «, () (d..h. fir alle
Variablenbelegungen ). Man sagt auch: “A ist Modell von t1 = t3”.

e Eine Algebra A ist Modell einer Gleichungsmenge € (AEE) vy A=t =
to fiir allet1 =ty € €.

o Aus einer Gleichungsmenge £ folgt die Gleichung t1 =ts (€ Et1 =t3) vy
fiir alle Algebren A mit A = € gilt: A = t1 = to. Anstelle von O =t = to
schreibt man auch |= t1 = ty. Solche Gleichungen heifien allgemeingiiltig.
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o Wir definieren die Relation =¢ CT(E,V)xT(E,V) alss=gt EfEs=
t.

Beispiel:
Seien Z, Z' und Z” wie oben

o 7 = plus(z,y) = suce(suce(suce(suce(suce(suce(suce(succ(O))))))))

o T' W plus(z,y) = suce(suce(suce(succ(suce(suce(suce(suce(0))))))))
o I" [ plus(z,y) = plus(y, x)

Sei A:= (4, )
o A £ plus(z,y) = suce(succe(suce(suce(suce(suce(suce(suce(0))))))))
o A= plus(z,y) = plus(y, x)
o {plus(z,y) = plus(y,z)} k= plus(O, succ(O)) = plus(succ(0),O)

e PEO=0

Wortproblem:

Gilt s =¢ t fiir Terme s, t und Gleichungssystem £7

Beispiel:
& = {plus(z,y) = plus(y, =)}
o plus(O, succ(O)) =¢ plus(succ(0),0) ?

e i(i(z)) =g x?



Kapitel 3

Termersetzung und
Deduktion von Gleichungen

Um das Wortproblem automatisch (z.B. rechnergestiitzt) zu losen, werden wir in
diesem Kapitel drei Verfahren kennenlernen:

e naives Verfahren
e Verfahren, wenn £ keine Variablen enthélt: Kongruenzabschluss

e Verfahren fiir “beliebiges” £: Termersetzungssysteme

3.1 Deduktion von Gleichungen

Das vorliegende Ziel ist es nun zu untersuchen, ob s =¢ t gilt, d. h. ob die Gleichung
s = t aus dem Gleichungssystem £ folgt. Da die semantische Definition unbrauchbar
ist, um dies systematisch oder automatisch zu iiberpriifen, stellen wir der Semantik
einen syntaktischen Kalkil gegeniiber, der automatisch abgeleitet werden kann.

Definition 3.1 (Substitution, Matching) Wir definieren

e Eine Abbildung o : V — T (%,V) heifit Subsitution .~~~ o(x) # x nur fir
endlich viele x € V.

e SUB(L,V) ist die Menge aller Substitutionen iber ¥ und V.
e id € SUB(X,V) ist die identische Substitution mit id(z) =z Vr € V.

e DOM(0) :={z € V | o(x) # x} heifit die Domain von o. Da die Domain
endlich ist, kann man o darstellen als {z/o(z) ’ z € DOM(0)}.

e 0 heifit Grundsubstitution v~ o(z) € T(X) Yo € DOM (o).

o Substitutionen werden zu der Abbildung o : T(X,V) — T(X,V) erweitert:
U(f(tlavtn)) = f(O'(tl)7,O'(tn))

o Fir zwei Terme s, t sagen wir: s matcht t .~ es existiert eine Substitution
o mit o(s) =t. o heifit dann Matcher von s und t.

Beispiel:

11
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V:i={z,y,z,u}
o = {z/plus(z,y),y/O, z/succ(z) }

e o(x) = plus(z,y)

e o(u)=u

¢ DOM (o) ={z,y,z}

e o(plus(z,y)) = plus(co(z),o(y)) = plus(plus(z,y),O)

Der Term plus(z,y) matcht den Term plus (plus(a:, Y), (’)) mit Matcher o. Der
Term plus(O,y) matcht den Term plus (O, succ(. .. (succ(O)) . ..)) mit Matcher
{y/succ(. .. (succ(0))...)}.

Schreibweisen:
e r* steht fiir Tupel von Variablen xq,...,z,
e t* steht fiir Tupel von Termen tq,...,t,
o {x*/t*} steht fir {x1/t1,..., 20 /tn}

e to steht fiir o(t)

Definition 3.2 (Stabilitit) Fine Relation — C T(3,V) x T(X,V) heifit stabil
oder abgeschlossen unter Substitution ~~ fiir alle Terme t1, ta und fir alle
Substitutionen o gilt: aus t1 — to folgt tyo — to0.

Beweistechnik:
Strukturelle Induktion iiber Terme

Ziel: Zeige, dass die Aussage p(t) fiir alle Terme t € 7 (X, V) gilt.
Vorgehen:
(1) LA.: Zeige p(x) fir alle z € V

(2) LV.: Es gelte ¢(t1),...,0(tn)
(3) LS.: Zeige ¢(f(t1,...,ty)) fiiralle f € £, t; € T(Z,V)

Unser Ziel ist nun die syntaktische Analyse von =g. Wir gehen hierzu in zwei
Schritten vor:

(1) Stabilitit von =¢
Was passiert mit Deutungen von Termen, wenn man Substitution anwendet?

(2) Monotonie von =¢
Was passiert mit Deutungen von Termen, wenn man sie in einen Kontext legt?

Lemma 3.1 (Stabilitéit von =¢) Sei Z := (A, a, 3) eine X-Interpretation, s,t €
T(%,V), 0 € SUB(Z,V). Sei IT' := (A, a0, ") mit §'(z) := I(xo) fir alle x € V.
Dann gilt:

(1) Z(to) =T'(t)  (Substitutionslemma,)



3.1. DEDUKTION VON GLEICHUNGEN 13

(2) I Esc=tc T Es=t
(3) Fiir alle X-Algebren A gilt: AEs=t ~ Al so =to
(4) Fiir alle Gleichungssysteme £ gilt: s =¢ t ™ s0 =¢ to

Beweis:

(1) durch strukturelle Induktion iiber ¢

ILA: t=x2¢€V
I'(x) =(x) =Z(xzo) v

LS: t=f(t1,...,tn)
Z(f(t1, ... tn)o) =Z(f(tr0,...,ta0))
=ay(Z(ti0),...,Z(tyo)) (LV.)
N—— N——
Z'(t1) ' (tn)

= Oéf (I/(tl)a s aIl(tn))
=T (f(t1,... tn)) v

(2) T =so=to v I(so) =Z(to)
—_—— =

I'(s) (1)
NI Es=t

(3) Sei A:=(A,a) mit A=s=t
AEs=tn~nIT Es=tmit 7/ := (A o, ') und F(z) = Z(zo) fiir alle

zeV f(\Qf)\v I kEso=to
(4) s=ct v E s =t fiir alle Algebren A mit A= E gilt: AE=s=t
2 fir alle Algebren A mit A |= € gilt: A |= so = to v so =¢ to
q.e.d.
Beispiel:

Z:=(A,«a,pB) mit
A:=N, ap =0, asyec(n) :=n+1, apus(n,m) :=n+m, 8(x) :=5

o = {x/succ(z)}

7' := (A a,F) mit
B'(z) =I(zo) = I (succ(x)) = cguce( B(x)) =6

=5

t := plus(x,x)
I( plus(z, x)o ) =12= Z’(plus(a:,x))
—_———

=plus (succ(m%succ(w))

Definition 3.3 (Stelle) Fiir einen Term t ist Occ(t) (“occurences”) die Menge
seiner Stellen (oder “Positionen”) die kleinste Teilmenge von N* mit:

(1) € € Occ(t)
(2) im € Occe(t), fallst = f(t1,...,tn) und m € Occ(t;)

Fiir t mit m € Occ(t) bezeichnet t|r den Teilterm von t an Stelle m, wobei
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(-Z) t‘a =t
(2) f(t17~-' 7tn)|i7r = ti|ﬂ'

Fiir t mit m € Occ(t) und Term r bezeichnet t[r], den Term, der aus t durch
Ersetzen von t|, durch r entsteht, d. h.:

(1) tlrle =7
(2) f(t1,. - to)lrlin = (1, tilr]e, oo )
Fiir zwei Stellen 71, wo sagen wir

e 7 ist unterhalb von wy (m >N+ T2)
N Ty ist echtes Anfangsstiick von my (w1 = o, m € NT)

e m und wy sind voneinander unabhdngig (71 L m3)
YN T AN+ T, o pN+ Ty und T #£ o

Beispiel:
/plus\ t = plus (succ(plus(O, succ(0)), succ(O)))
succt succ? o t|y = succ(O)
Dlus!! o ot =0
o tltimes(O,0)]112 =
o1t succl1? plus (succ(plus((’)7 times(0,0))), succ((’)))
otz e 21 >n+ 2 >+ €

21 111

Definition 3.4 (Monotonie) Eine Relation — C T(X,V) x T(3,V) heifit mo-
noton ~ fiir alle Terme t1, ta, ¢ und alle 7 € Oce(q) gilt: aus t1 — to2 folgt,
dass auch q[t1]x — q[te]r gilt.

Beweistechnik:
strukturelle Induktion iiber Stellen

Ziel: Zeige, dass die Aussage () fiir alle 7 € N* gilt.
Vorgehen:

(1) LA.: Zeige (c)

(2) LV.: Es gelte p(n’) fir 7’ € N*

(3) LS.: Zeige ¢(in’) (oder ¢(n'%)) fiir alle i € N, 7/ € N*

Lemma 3.2 (Monotonie von =¢) Seien s,t,q € T(X,V) und 7w € Occ(q). Dann
gilt:

(1) Fiir alle Algebren A: A= s=t ~ A= q[s]x = q[t]x
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(2) Fiir alle Gleichungssyteme E: s =¢ t ™~ q[s]x =< q[t]«

Beweis:

(1) durch strukturelle Induktion iiber 7

LA

A’ZSEth’:q\[S,]iESq\[t,]ﬁ/

=s =t
Wenn in’ € Oce(q), dann hat ¢ die Gestalt f(q1,. ..

AQ[S]M” :f(qlv“'aqi[s}w’a"'aqn)

~ Q[t]iﬂ" = f(q17"'7qi[t]7r’>"'aqn)

Sei A= (A,a)mit AEs=t

2.2 VLT = flq1,-- -, @i[S]ars - san) = fq1, - -

af(I(Q1)a cee 7I(qi[s]7\'/)7 s 7I(qn)) = af(I(Q1)a e
————

Nach L.V. gilt: A T:) s=t~ AlEqlsly = ¢Glt)e
~ I = qilsle = qiltle ~ Z(qi[s]) = T(qi[t]~)
—_— Y

® (i)

(2) s=ctvnEEs=t
o fiir alle Amit AEEgilt: AEs=t
~ fir alle A mit A = € gilt: A = ¢[s]x = ¢[t]~
A qls]x =¢ qlt]x

15

,qn) und 7" € Occ(q;)

[t]xrs- s qn), also:
I(Qi[ﬂﬂ’)7 s aI(Qn))
—_—————

(i)

q.e.d.

Definition 3.5 (Aquivalenzrelation) Sei M eine Menge und — eine Relation
iber M, d.h. — C M x M. Dann heifit —

e reflexiv, fallst — t fir allet € M,

o symmetrisch, falls t1 — to ™~ to — t1 fiir alle t1,t5 € M,

o transitiv, falls t1 — to Nty — t3 ™ty — t3 fiir alle t1,t2,t3 € M und

o Agquivalenzrelation, falls — reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.

Beispiel:

e Die Relation = C N? ist eine Aquivalenzrelation.
e Die Relation > C 7(%,V) x T(2,V) ist reflexiv und transitiv.

Definition 3.6 (Reflexive, transitive, symmetrische Hiille) Sei M eine Men-
ge und — C M x M.

e Die reflexive Hiille von — (—7=) ist die kleinste reflexive Relation, die —
enthdlt, d. h.

. t1—>t2 /\/tl—>:t2 und

. tl —= tl.

e Die transitive Hiille von — (—7 ) ist die kleinste transitive Relation, die —
enthdlt, d. h.

. tlﬁtgf\tl—)—s_tz und

vl =ty =Tt Nt =T s,
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e Die transitiv-reflexive Hiille von — (—*) ist die kleinste transitive und
reflexive Relation, die — enthdlt, d. h.

.t —t to N 1 —* to und
. tl —* tl.

e Die symmetrische Hiille von — (<) ist die kleinste symmetrische Relation,
die — enthdlt, d. h.

b=ty eyt — iy Od6Tt2—>t1.

e Die transitiv-reflexiv-symmetrische Hiille von — (<*) ist die kleinste
Aquivalenzrelation, die — enthdlt.

Beispiel:

Sei = C N2 definiert durch m = n v~~~ m =n + 1.
em>="—nvvym=n+1oderm=n
em>=Tnoym>n
em>=*nsrym>n
em=<-n+vr|m—n|=1

e m<>~*ns"mymmneN

Definition 3.7 (Kongruenzrelation) FEine Aquivalenzrelation — heift Kongru-
enzrelation .~ fir alle f € ¥ und alle s1,...,8n,t1,...,t, € T(X,V) gilt: wenn
S$1 = t1y. .y 8y — by, dann auch f(s1,...,8n) — f(t1,-. ., tn)-

Lemma 3.3 Fiir alle Gleichungssysteme £ ist =¢ eine Kongruenzrelation

Beweis:
[Ubung]

q.e.d.

Definition 3.8 (Ersetzungsrelation, Beweisrelation, Herleitung) Fiir ein Glei-
chungssystem E ist die Ersetzungsrelation —g C T(X,V) x T(X,V) definiert
durch

s ety 8| = tio At = s[tao]

fiir eine Stelle m € Occ(s), eine Gleichung t1 = to € &€ und eine Substitution
o € SUB(X,V). Die Relation <} heifit Beweisrelation von €. Wir sagen s =t
ist aus € herleitbar (EF s =t), falls s <% t.

Beispiel:

&= {plus(@,y) = y,plus(succ(x),y) = succ(plus(:r,y)) }
M 2

Frage: Gilt plus(succ(succ(O)),x) =¢ plus(succ(O), suce(x))?

Wir zeigen stattdessen plus(succ(succ(O)), x) «§ plus(succ(O), succ(x)):
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plus(succ(succ(O)), x) LQ% succ(plus(suce(0),z)) m=c¢,
o = {x/succ(0),y/x}
L2>)g succ(suce(plus(0,x))) w=1,

o ={z/0,y/x}
—>)g suce(suce(x)) m =11,

o={y/z}
H)g suce(plus(O, suce(z))) w=1,

o = {y/succ(r)}

<z plus(succ(O), succ(x)) m=c¢,

o={x/0,y/succ(z)}

Die Relation <% ist auf rein syntaktische Art und Weise definiert. Um <% fiir den
Beweis von Wortproblemen benutzen zu kénnen, muss der Zusammenhang zwischen
=¢ und <% untersucht werden.

Lemma 3.4 Sei& ein Gleichungssystem, s,t,q € T(%,V), m € Oce(q), o € SUB(X, V).
Dann ist <% eine Kongruenzrelation und es gilt:

(1) s gt ~ so —gto und s =%t ~ so —fto
(2) s =gt ~ q[slr —¢ qltle und s <%t ~ q[s]z <% q[t]x
Beweis:
[Ubung]

q.e.d.

Satz 3.1 (Birkhoff, 1935) Sei& ein Gleichungssystem. Dann sind die Relationen
=¢ und <% identisch, d. h. s =gt ~~ s =%t fir alle s,t € T(X,V).

Beweis:

Korrektheit (s <5t ~ s =¢ t):

Zeige zuerst: s gt N s=¢ t

s «>g t v es existiert t; = to oder ty = tp in &, so dass s|; = t10 und t =

s[tao]r. Da =g symmetrisch ist, folgt t1 =¢ to. Aus der Stabilitéit von =¢ folgt

t10 =¢ too. Und es gilt s[t10]r =¢ s[t20], wegen der Monotonie von =¢. v/
——

=s =t

Zeige nun: s <=3t N s=¢ tfiirallen € N

seo2t v s=tn s=¢t (wegen Reflexivitéit von =¢)

S=80 g 81 ¢ ... g S, =1
1

LA.:
I.S.:
N s e

LV. e e
N 8 =g 8p—1 und s,_1 =¢ t v s =¢ t (wegen Transitivitidt von =¢)

Sp—1 et

Vollstandigkeit (s =g t ~ s <5 t):

s =¢ t bedeutet: jedes Modell A von & erfiillt auch s = ¢t. Daher ist das Ziel:
definiere ein Modell A = (4, ) von £ und eine Interpretation Z = (A, a, 8), so



18 KAPITEL 3. TERMERSETZUNG UND DEDUKTION

dass T Es=t v s optfiralle s,t € T(X,V).
Zu jedem s bezeichnet [s]..; die Aquivalenzklasse von s, d.h.

(sl = {t | s =% t}

Bei jeder Aquivalenzrelation sind 2 Aquivalenzlflassen entweder gleich oder dis-
junkt; daher ldsst sich 7(¥,V) in disjunkte Aquivalenzklassen einteilen. Die
Menge der Aquivalenzklassen heifit Quotientenmenge

T(%,V)/ ;= {lsl;

Definiere 7 so, dass Z(s) = [s]z, denn dann gilt:
ITEs=tenI(s)=I() o [sloy = [tlor oy s of t
Also: T := (A, o, ) mit

seT(X,V)}

o A=T(E, V)
b O‘f([tl](—%a AR [tn]Hz«) = [f(tla s 7tn)}<—>z~
o fBlx) = [zl

Somit gilt: Tl=s=t vy s ft
Noch zu zeigen: A := (4,a) €

Sei u = v € €. Zu zeigen ist: A E u = v, d.h. fiir alle J = (4, «a,~) gilt:
d.h. J(u) = J(v).

Fiir jede Variable z ist y(z) = [Sz]_+ fiir einen Term Sx. Sei o die Substitution
mit o(x) = Sz fiir alle Variablen z, die in £ auftreten. Dann gilt J(¢) = [to]»
fiir alle Terme ¢ (strukturelle Induktion).

q.e.d.
Beispiel:

o T(X,V)/w; ={10)cg, [succ(O)] g, [2] oy, -}
Ol = {0, plus(0, O), plus(plus(0, 0),0), ...}

o [succ(O)]wy: = {succ(O),plus(O, succ(0)), ...}
[z]er = {=, plus((’) x), plus(z,0),...}

Beweisverfahren zur Uberpriifung von s =¢ ¢

(1) Erstelle einen Suchbaum mit s als Wurzel.

(2) Jeder Knoten mit Markierung s’ hat als Kinder die Knoten mit den Mar-
kierungen u, wenn s’ <¢ u

(3) Wenn s,uq,...,u, eine Knotenmarkierung auf einem Pfad im Suchbaum
von der Wurzel aus zu einem beliebigen Knoten u,, ist, so gilt: s <¢ u; <¢
S Up, dohl s o F Uy,
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(4) Uberpriife bei jedem Knoten, ob die Markierung u,, = t ist. Falls s —%t,80
existert solch ein Knoten nach endlich vielen Schritten; andernfalls termiert
das Verfahren nicht.

Dieses Verfahren ist ein Semi-Entscheidungsverfahren fiir das Wortproblem mit
exponentiellem Aufwand.

Beachte:

Wenn V(t1) = V(t2) fir alle t1 = t2 € £, dann hat jeder Knoten im Suchbaum
maximal 2 - |Oce(s)] - |€] < oo viele Kinder (exponentielles Wachstum). Ohne
die Variablenbedingung V(t1) = V(t2) wird der Verzweigungsgrad im Suchbaum
unendlich grofi.

3.2 Der Kongruenzabschluss bei Grundidentitéiten

Im Allgemeinen gibt es fiir das Wortproblem kein Entscheidungsverfahren, sondern
lediglich ein Semi-Entscheidungsverfahren. Es wird aber entscheidbar, falls das Glei-
chungssystem und die zu untersuchenden Terme keine Variablen enthalten. Was auf
den ersten Augenschein nicht brauchbar erscheint, ist aber fiir eine Reihe von Pro-
blemen dennoch interessant:

o Compilerbau (common subexpression problem):
Untersuche, ob Teilausdriicke “gleich” sind, damit man nur einmal auswerten
muss.

e Programmuverifikation:
Aus einem Verfahren fiir die Losung des Wortproblems bei Grundidentitéiten
kann man ein Entscheidungsverfahren fiir die Allgemeingiiltigkeit universeller
Formeln und fiir universelle Aussagen iiber rekursiv definierte Datenstruktu-
ren gewinnen.

e Kombination von Entscheidungsverfahren

Definition 3.9 (Grundidentitit) Fine Termgleichung s =t heifst Grundiden-
titit .~ V(s) = V(t) = 0.

Beispiel:

Gegeben sei ein Programmfragment mit i, j, k, 1 und m Variablen fiir Integer
und f und g fiir Arrays von Integern.

i=j;

k=1;

f[i] = glk];

if(§ == £[j1){
m = g[l];

//Gilt hier f[m] == g[kl?

Die obige Frage bedeutet: gilt f(m) =¢ g(k)?, wobei
E={i=jk=1f0)=9gk),j=r0{),m=g)}
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Hierbei sind 1, j, k, [, m Konstanten und f, g einstellige Funktionssymbole.

Da wir f(m) = g(k) nicht fiir alle Werte von m und k zeigen wollen, sondern nur
fiir genau die Werte, die £ “erfiillen”, handelt es sich hierbei um das Wortproblem
bei Grundidentitditen.

Im Folgenden wollen wir ein Verfahren entwickeln, dass das Wortproblem bei Grun-
didentitdten entscheidet. Da Grundidentitéiten keine Variablen besitzen, ist die Sta-
bilitdt von =¢ uninteressant. Die Idee des Verfahrens ist es daher, das zugrundelie-
gende Gleichungssystem £ um die Gleichungen zu erweitern, die fiir die Reflexivitét,
Symmetrie und Transitivitdt sowie die Kongruenz gebraucht werden. Falls nun die
Gleichung s = t in dieser Erweiterung vorkommt, gilt s =¢ t. Wir werden sehen,
dass dies leider auch nur ein Semi-FEntscheidungsverfahren beschreibt.

Definition 3.10 Sei £ ein Gleichungssystem dber 3. Dann definieren wir

e R:={t=t|teT(2)}

e S(&):={t=s|s=te&}

e T(E)={s=r|HecT(X):s=tt=recf}

e CE):={f(s1,--,sn) = f(t1,.. . tn) | FES,51=t1,...,80n =ty €E}
Beispiel:

e R={i=i,5=7f()= f(i),...}
e SE)={j=il=kgk)=f),...}
. T(€) = {i = ()}

°
Q
~—~
™
~—
Il
—
-
—
.
S~—
Il
)
—
.
:_/
Q
—~
<
S~—
Il
)
—~
<
=
—

Am Beispiel sieht man, dass zwar alle Gleichungen in RUS(E)UT(E)UC(E) aus &
folgen, aber man erhilt nicht alle aus £ folgenden Gleichungen. Aus diesem Grund
muss die Anwendnung von S, T und C' wiederholt werden, und zwar unendlich oft.
Das Resultat dieser wiederholten Anwendung nennt man Kongruenzabschluss.

Definition 3.11 (Kongruenzabschluss) Fiir jede Menge von Grundidentititen
& definieren wir:

(1) & :=EUR
(2) 51‘4_1 = gl U S(gt) UT(SL) U O(gt)

Der Kongruenzabschluss (congruence closure) CC(E) ist definiert durch

ceE)=Jé&
1€N
Beweisverfahren zur Uberpriifung von s =¢ ¢ bei Grundidentitiiten

Berechne &y, £1,E&s,... bis ein &; erreicht wird, so dass s = t € &;. Dann gilt:
s=¢t.

Hier haben wir es — wie oben bereits erwédhnt — immer noch mit einem Semi-
Entscheidungsverfahren zu tun, da im Allgemeinen stets gilt: £ C &;41, so dass
der Kongruenzabschluss unendlich grof$ wird.
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Satz 3.2 Sei £ eine Menge von Grundidentititen dber 3 und s,t € T(X). Dann
gilt:
s=gtvnrys=teCC(E)

Beweis:

Korrektheit (s=te€ & ~ s=¢t):

LA: s=teé&=EUR
~ s =¢ t (Reflexivitit von =¢)
LS. s=t egiJrl ZSZUS<(€1)UT<EZ)UC((2)
~ s =¢ t (=¢ Kongruenzrelation)
Vollsténdigkeit (s =¢t ~ Ji: s =t € &;):

Die Vollsténdigkeit beruht auf dem Satz 3.1 (von Birkhoff). Im Beweis fiir Satz
3.3 ist dies enthalten.

q.e.d.

Bisher haben wir noch kein Beweisverfahren vorgestellt, dass ein komplettes Ent-
scheidungsverfahren ist. Das Problem in dem zuletzt vorgestellten ist, dass man
nicht wissen kann, wann man mit einer Iteration aufhéren und sichergehen kann,
dass man eine erschépfenden Suche vollzogen hat. Im Folgenden werden wir aber
zeigen, dass es geniigt sich auf die (Teil-) Terme zu bechrinken, die in &, s oder ¢
auftreten. Dazu definieren wir zunéchst den Begriff des Teilterms (subterm).

Definition 3.12 (Teiltermmenge) Zu jedem Term s sei
Subterms(s) := {s| | ™ € Occ(s)}
die Menge seiner Teilterme. Zu jedem Gleichungssystem & sei

Subterms(E U Subterms(u) U Subterms(v)
u=ve€

Beispiel:

s:= f(m), t:=g(k), & = {m = g(l),...} (wie oben)
o Subterms(s) = {m, f(m)}
o Subterms(t) = {k, g(k)}

o Subterms(€) = {m,g(1), 1, ki, 3, f(§), [ (i), (k) }

Beachte:
Wenn |€] = n < oo, dann ist auch |Subterms(E)| = m < co.
Beschrinkt man sich nur noch auf die Terme in S := Subterms(s) U Subterms(t) U

Subterms(€) zum Nachweis von s =¢ t, so erhilt man einen eingeschrinkten Kon-
gruenzabschluss, der in endlich vielen Schritten berechnet werden kann.

Definition 3.13 (Kongruenzabschluss beziiglich einer Menge von Termen)
Sei £ eine Menge von Grundidentititen iber ¥ und s,t € T(X,V). Sei ferner
S := Subterms(s) U Subterms(t) U Subterms(E). Wir definieren:

& =(EUR)NS xS
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ES = (EUSEHUT(EHUCEN)) NS %S

7

Der Kongruenzabschluss beziiglich S ist definiert durch:

ccsE)=]J&

1€N
Beispiel:
(€, s,t wie oben)
o« & ={m=g),...,fG) = glk),m=m,...}
o & = E5UL() = m.....g(k) = F()} U{i = F()} Ufa(k) = 9(1). £0) = 1()))

Symmetrie Transitivitiat Kongruenz

|S| =10 ~ |S x S| =100 ~ |E7] < 100

Lemma 3.5 Sei € eine endliche Menge von Grundidentititen, s,t € T(X), S :=
Subterms(s)USubterms(t)USubterms(€). Dann existiert eini € N mit £F = 5.
Daraus folgt CC*(€) = E7.

Beweis:
Aus £ C &7, und der Endlichkeit von S x S folgt das Lemma sofort.
q.e.d.
Entscheidungsverfahren fiir das Wortproblem bei Grundidentitéiten
(1) Konstruiere £5,E7, €5, ... bis ein & erreicht ist mit £7 = &£7,;.

(2) Wenn s =t € £, dann gilt s =¢ ¢, andernfalls nicht.

Satz 3.3 Sei & eine Menge von Grundidentititen, s,t € T(X), S := Subterms(s)U
Subterms(t) U Subterms(E). Dann gilt:

s=ctervs=teCC%E)
Beweis:
Korrektheit (s =t € CC5(E) ~ s =¢ t):

Folgt aus der Korrektheit von CC(E), denn CC*(E) C CC(E)

Vollsténdigkeit (s =¢ t ~ s =t € CCY(E)):
Wegen des Satzes 3.1 (von Birkhoff) reicht es zu zeigen:
VneN:soRtns=teCC%E)

LA:s—2tns=tns=teRns=te&,
denn: Subterms(s) U Subterms(t) C S.

I.S.:
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(1)

In der Herleitung von s «<»% ¢ wird mindestens einmal eine Gleichung aus &
an der obersten Stelle £ angewendet.

Daraus folgt: es existiert w = v € £ oder v = u € £ und ein k£ < n mit
8§ =80 3£ 81 3£ ... g Sk—1 <> Sk g Skyl <€ ... g Sy = 1.

~ ~~~

=u =v

D.h.:s <—>§ w und v <—>2‘_k_1 t.

Wenn Subterms(s) U Subterms(u) C S, dann s = u € CC?(£).
Wenn Subterms(v) U Subterms(t) C S, dann v =t € CC5(E).

Subterms(u), Subterms(v) C S, weil u = v € € und Subterms(E) C S.
Das bedeutet: s =u, v =t, u =v € CC5(E) n s =t € CCY(E) (wegen
Transitivitét)

Wir haben also gezeigt (x):
Subterms(s) C S und Subterms(t) C S sowie s <> ¢, I < n. In der Herlei-
tung wird eine Gleichung an oberster Stelle benutzt ~ s =t € CC9(€).

In der Herleitung von s <% ¢ wird keine Gleichung aus £ an der obersten
Stelle € angewendet.

S = t=
71'1 “ e 7Tk. 7'['-1 PN ﬂ'k,
p1 i Pk q1 S dk
. < <
Mit p1 =g" q1,. .., Pk <5 Gk
Seien 7y, ..., T, mit m; L m; fiir i # j die obersten Stellen von s, an denen
jeweils Gleichungen angewendet werden.
<
A~ Sl = Dis pi =7 Gy = 8[q1]r o [Gk]
Es gilt: Subterms(p;) C S und Subterms(q;) C S sowie
—_——— —_———
CSubterms(s) CSubterms(t)

i <—>§" q;, wobei in der Herleitung Gleichungen an oberster Stelle benutzt
Ezverden.

*)
NPL=qL, .., =qp € CCO(E)
A s=te C0%¢E), da CO%(E) ist unter eingeschrinkter Kongruenz abge-
schlossen ist.

q.e.d.

Korollar 3.1 (Entscheidbarkeit des Wortproblems fiir Grundidentitéiten)
Sei £ eine Menge von Grundidentititen. Dann ist das Wortproblem iber £ ent-
scheidbar.

Bei der oben angegebenen Losung des Wortproblems bei Grundidentititen kann
man schnell die Ubersicht verlieren. Daher ist es geschickter, #iquivalente Terme
(deren Aquivalenz aus einem Gleichungssystem folgt) in einer Aquivalenzklasse zu
reprisentieren.

(1) Aquivalenzschritt:

Alle nicht-disjunkten Mengen werden miteinander vereinigt.
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(2) Kongruenzschritt:
Fiir alle dquivalenten Terme s1,t1/82,t2/.../sp,t, bilde
{f(s1,--y8n), f(t1,...,tn)}, falls f(s1,...,8n), f(t1,...,tn) € S. Sobald sich
nichts mehr &ndert, stoppe den Algorithmus.

Folgende Iteration ist zur praktischen Berechnung von CC®(€) geeigneter:

Sei =¢ definiert als s =¢ t vy s =t € £. Wie iiblich ist <% die transitiv-reflexiv-
symmetrische Hiille von =>¢. Sei Aq(&) :=={s =t |s o} t}.
Dann verwenden wir die folgende Iteration:

o &5 = Aq()nS xS
o 5, = Aq(sf’ u C(gf’))) NS xS

Wir reprisentieren die Aquivalenzrelation als Quotientenmenge:

] SO = S/:>£Sl :{[5]865'/ SES}
0

e S;11 analog

Es gilt: U;en €5 = Uen €5 = CC3(E)

Algorithmus:
KONGRUENZABSCHLUSS(E, s, )

Eingabe: endliche Menge £ von Grundidentitéten, zwei Grundterme s, ¢

Ausgabe: “true”, falls s =¢ t, sonst “false”

1) Berechne S := Subterms(E) U Subterms(s) U Subterms(t)
2) Sei L= {{u,v} |[u=ve&}U{{w}|weS}
3) Vereinige alle Mengen My, My mit My N My # ()

)

4) Sei K := LU {{f(s1,-..,8n), f(t1,...,ta)} | f € 5,
dM; € L : s;,t; EMi,f(sl,...,sn)7f(t17...,tn) ES}

(5) Vereinige alle Mengen My, My € K mit My N My # 0
(6) Falls K # L, dann setze L := K und gehe zu Schritt (4)

(7) Falls es eine Menge M € L gibt mit s,t € M, dann gib aus “true”,
ansonsten “false”.

Satz 3.4 Der Algorithmus KONGRUENZABSCHLUSS terminiert immer und ist kor-
rekt.

Wir fassen zusammen:

e Bei Grundidentitdten kann man durch den Kongruenzabschluss das Wortpro-
blem 16sen und muss dabei nur Terme aus S betrachten.

e Beim Losen des Wortproblems bei Grundidentitdten mit <% ist dies nicht
immer der Fall, da bei Anwendung einer Gleichung im Inneren eines Terms
der Rest des Terms erhalten bleibt.
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e Bei Termen mit Variablen ist die Einschrinkung auf S erst recht unbrauchbar,
d. h. wir benétigen andere Techniken, wenn wir Variablen behandeln wollen.

3.3 Termersetzungssysteme

In diesem Abschnitt ist unser Ziel das Losen des Wortproblems fiir £, s, ¢ mit Varia-
blen. Dabei ist die Intuition zu zeigen, ob s =¢ ¢ fiir alle Variablenbelegungen gilt.
Aufgrund des Indeterminismus von <% hatten wir bisher das Problem, dass wir
das Wortproblem nur semi-entscheiden kénnen und dies meistens mit einem sehr
hohem Aufwand. Daher wollen wir im Folgenden den Indeterminismus so weit wie
moglich reduzieren. Ein erster Schritt dahin ist, dass wir Gleichungen nur noch in
eine Richtung anwenden werden.

Definition 3.14 (Termersetzungssystem) Fir l,r € T(X,V) heifit | — r Re-
gel iiber ¥ und V, falls

e V(r) C V()
ol gV

Fine Menge R von Regeln heifit Termersetzungssystem (TES) (term rewriting
system). Fiir jedes TES R ist die (Term-)Ersetzungsrelation —gC T(2,V) x
T(X,V) definiert durch

$ =Rt S|y =lo At = s[ro],
fir m € Oce(s), |l = r € R und 0 € SUB(X,V).

s —r t heifit ein (Term-)Ersetzungsschritt, bei dem s an der Stelle 7 reduziert
wird. Jeder Teilterm s|., auf den die linke Seite einer Regel matcht, heifit Redex
(reducible expression,).

Wir schreiben statt s —x t auch s — t oder t <5 s. Wie bei Gleichungssystemen
beschrinken wir uns auf endliche TESe.

Waéhrend wir bei Gleichungssystemen an der < *-Relation interessiert waren, gilt
unser Augenmerk nun der —*-Relation. Ein Termersetzungssystem kann man auch
als funktionales Programm betrachten.
Beispiel:

R = {plus(0,y) =y,

plus(succ(x),y) — succ(plus(z,y)) }
plus (succ(succ((’))), succ(O)) —r suce( plus(succ(O), succ(O))
—r succ( suce(plus(O, succ(O)))

—R succ succ(succ((’))))
Um das Wortproblem fiir ein Gleichungssystem £ zu l6sen, widmen wir uns jetzt
der Aufgabe ein zu £ dquivalentes Termersetzungssystem R zu finden.

Definition 3.15 (Aquivalenz von R zu &) Sei £ ein Gleichungssystem, R ein
TES. Dann ist R dquivalent zu £ -\ <R =%
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Satz 3.5 R ist dquivalent zu € v

o | =% r fir alle Regeln l — r € R (R ist korrekt fir £)

o s % t fir alle Gleichungen s=t€ £ (R ist addquat fir £)
Beispiel:

o Sei & = {plus(0,y) =y,...}
Dann ist Ry := {plus(0,y) — vy, ...} dquivalent zu &

e & :={b=c,b=aq, f(a) = f(f(a))}

Dann ist Ry := {c¢ = b,a — b, f(f(b)) — f(b)}
korrekt fiir &s:

« C<¢ b

« A —¢ b

- f(f(0)) —e f(f(a)) —¢ fla) —¢ f(D)
adaquat fiir &:

. b —R C

. b R Q

- fla) = f(0) —r f(f(V)) == f(f(a))

Unser Ziel ist es nun, dass zur Uberpriifung von s 7} t nicht mehr Regeln beliebig
in beide Richtungen angewandt werden sollen. Eine Idee zum Erreichen dieses Ziels
ist: Man reduziere s und ¢ solange wie mdoglich mit —x:

?
§ =R S =R .- 2R S =tm R ... R t1 —R T

Und falls s, = t,, gilt, so gilt s <% t. Die Reduktionen kénnen dabei beliebig
gewihlt werden.

Beispiel:
R sei das “plus-TES” und & das “plus-Gleichungssystem”
Frage: Gilt plus (succ(succ((’))),x) =¢ plus(succ(O), succ(z))?

Dazu: Gilt plus (succ(succ(@)),x) =% plus(succ(0), succ(x))?

plus (succ(succ((’))) ) x) —(>27)2 succ(plus(succ(0), z))
—(>27)2 suce (succ(plus((’), x)))

—(}7)2 succ(suce(x))

plus(succ(O), succ(z)) —(>27)z suce(plus (O, succ(z)) )

—(}7)1 succ(suce())

~> LLtrue”

Das Verfahren ist korrekt, wenn “true” ausgegeben wird, denn:
S—=% Sp=tm gt N~ sopt

Aber:
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(1) Die Auswertung kénnte nicht terminieren:
€:={b=c,b=a, f(a) = f(f(a))}
Ry:={b—c,b—a,f(a) = f(f(a))}

f(a) =z f(o) ~» keine Terminierung
~~ ~—
unendl. Reduktion irreduzibel

Um das zu verhindern verlangen wir, dass R terminiert, d.h. es existieren
keine unendlichen —-Folgen.

(2) Das Ergebnis der Auswertung kénnte nicht eindeutig sein:
E={b=cb=a, f(a) = f(f(a))}
Ro:={b—cb—a, f(f(a) — fla)}

fla) = f(o) ~> “false”
—~— ~—~
irreduzibel irreduzibel

Aber: f(a) <, f(b) —=r, f(c)

Also verlangen wir, dass aus s < t immer folgt, dass es ein ¢ gibt mit
5§ =% q <5 t. Man sagt dann: “R hat die CHURCH-ROSSER-Eigenschaft”

Da R terminieren und die CHURCH-ROSSER-Eigenschaft haben soll, kann man oft
nicht einfach = durch — oder « ersetzen. Wir werden daher in den néchsten Kapi-
teln kennenlernen, wie man aus einem Gleichungssystem ein Termersetzungssystem
mit den geforderten Eigenschaft generiert.

Definition 3.16 (fundierte Relation) Sei — C M xM. Dann heifit — fundiert
Y es existiert keine undendliche Folge von Elementen to,t1,... € M mit tg —
tl N

Beispiel:

e >y ist fundiert
e > ist fundiert

e <y ist nicht fundiert, denn:
0<l<2<...

e >y ist nicht fundiert, denn:
1>-1>-2>...

® >q+ ist nicht fundiert, denn:
F>I>F> ..

e >~ ist fundiert, denn:
1 >N+ T2 v |T1| >N 72|

Definition 3.17 (Normalform) Sei — C M x M. FEin Objekt ¢ € M heifst Nor-
malform beziiglich — :~~ A¢ € M : ¢ — ¢'. q heifft Normalform eines Ob-
jektst € M~ t —* q und q ist Normalform beziiglich —. Falls die Normalform
von t eindeutig ist, so bezeichnet man sie mit t|.

Die Relation — heifit normalsierend, falls es zu jedem Objekt (mindestens) eine
Normalform gibt. Die Relation — heifft eindeutig normalsierend, falls es zu
jedem Objekt genau eine Normalform gibt.

Folgerung (siehe Beispiel unten):
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1) . .
——+——  eindeutig

fundiert <—()F normalisierend

N A

normalisierend

Lemma 3.6 Jede fundierte Relation ist normalisierend.

Beweis:

Sei — fundiert.
Annahme: 3t € M ohne Normalform.
~t— 1ty — ty — ...~ Widerspruch zur Annahme

q.e.d.
Definition 3.18 (Terminierung) Sei R ein Termersetzungssystem
terminiert fundiert
R st normalsierend YN —r 1St normalsierend
ist eindeutig normalisierend eindeutig normalisierend

Beispiel:
(1) Ry:={a—b,a—c}
—w, ist fundiert, aber nicht eindeutig normalisierend.

(2) Ry :={a—b,a—c,c—a}
—R, ist eindeutig normalisierend, aber nicht fundiert.

Die Variablenbedingungen
(1) V(r) € V() und
(2) 1€V

fiir alle Regeln I — r sind notwendig zur Terminierung, denn wenn

(1) Y(r) £ v(D),
also z.B. f(x

— f(y) eine Regel ist, dann ist y mit der linken Seite instanzi-
ierbar: f(z) — f(f

(@) = f(f(f(2)) — ...

allgemein: Wenn o = {y/l} und y € V(r) \ V(I),

dann | — roll]l, = rolro(llz]. — ...
(2) 1€V, also z.B. x — f(x) eine Regel ist, dann: x — f(z) — f(f(x)) — ...

allgemein: Wenn « — r und o = {a/r}, 09 = {z/ro1 }, ...,
dann x — r = xo1 — ro] = x0y — 1oy = TO3 — ...
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Definition 3.19 (Zusammenfiihrbarkeit, CHURCH-ROSSER-Eigenschaft) Sei
— C M x M. Zwei Elemente s,t € M sind zusammenfithrbar (joinable) (s |
t) v~ 3g € M : s —* g «* t. Die Relation — hat die CHURCH-ROSSER-
FEigenschaft . Vs,t € M : s <* t ~ s | t. Fin TES R hat die CHURCH-
RoOssER-FEigenschaft ::~x~ —x hat die CHURCH-ROSSER-FEigenschaft.

Beispiel:

¢ Ry :={b— ¢,b — a} hat die CHURCH-ROSSER-Eigenschaft nicht.

e Das plus-TES hat die CHURCH-ROSSER-Eigenschaft,
z. B. gilt:

plus(succ(suce(0)))) =% plus(succ(O), succ(x)))

suce(suce(x))

Definition 3.20 (Konfluenz) FEine Relation — dber M heifit konfluent
Wenn fir alle s,t,p € M gilt: p —* s und p —* t, dann existiert ein ¢ € M mit
s —=*qundt—"q.

q
/ \ —  Voraussetzung

......... = Folgerung

Satz 3.6 Fir alle Relationen — gilt: — hat die CHURCH-ROSSER-FEigenschaft v
— ist konfluent.

Beweis:

~":  — habe die CHURCH-ROSSER-Eigenschaft.
. CR
Seis—*p—-"tnse"t st
d.h.s =>*g«*tfireinge M

A — sel konfluent und s <" t mit n € N
LA: s%tns=tv

& 8<—>n_18/<—>t
\* /* 3q:s—>*q<—*s'
q
(1) t—=s"
sl ot As— qe—ts —tns|t
NS

q
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(2) s’ —t:

n—1

5 st und t—*p

NS
q
s gt p—tns|t

Lemma 3.7 Es gilt:

(1) Wenn die Relation — konfluent ist, dann hat jedes Objekt mazimal eine Nor-
malform.

(2) Wenn die Relation — konfluent und normalisierend ist, dann hat jedes Objekt
genau eine Normalform.

(3) Jede eindeutig normalisierende Relation ist konfluent.
Beweis:

(1) Sei ¢t ein Objekt mit Normalformen ¢; und gs.

t
q;k/ \*q ) Da ¢; und g2 Normalformen sind gilt:
41 =4 =4q2

(2) Wegen (1) hat jedes Objekt maximal eine Normalform. Da — nach Voraus-
setzung normalsierend ist, hat jedes Objekt mindestens eine Normalform.
~ jedes Objekt hat genau eine Normalform.

(3) Sei

~ q1, g2 sind Normalformen von p

Wegen der eindeutigen Normalisierung gilt:
: : n=q=pl
¢ = T st

p Normalformen von s und t: s|=q1, t|= g2
¢ 5

q.e.d.

Satz 3.7 Sei — C M x M normalsierend und konfluent, s,t € M. Dann gilt:

s terys|=t]|

Beweis:
“Nosl=tl nsltyseott
Konfl.
“ATD s et A s |t
s—=*q—*tn~qg—*q¢ fireinge M

nox- 3¢’ : ¢’ ist Normalform von ¢
~ s und t haben Normalform ¢’

Rlsl=q =t
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q.e.d.

Wir fordern nun fiir Termersetzungssysteme, die das Wortproblem von Gleichungs-
systemen l6sen sollen, Fundiertheit und Konfluenz. Termersetzungssysteme, die bei-
de Eigenschaften erfiillen heiflen dann konwvergent. Unser weiteres Ziel wird es sein,
solche Termersetzungssysteme automatisch zu konstruieren.

Definition 3.21 (Konvergenz) FEin TES R heifit konvergent (oder kanonisch)
N R terminiert und ist konfluent.

Beispiel:

Beim plus-TES ist “|z” ein Interpreter fiir funktionale Sprachen.
Sei t = plus(suce(succ(O)), suce(O)), dann berechnet der Interpreter:
t | r= succ(succ(succ(O)))= 3.

Konvergente TESe kénnen nicht nur als Interpreter, sondern auch als automati-
sche Beweiser eingesetzt werden.

Algorithmus:
WORTPROBLEM (R, s, t)

Eingabe: konvergentes TES R dquivalent zu &, zwei Terme s,
Ausgabe: “true”, falls s =¢ t, sonst “false”

Vorgehen:

(1) Reduziere s und ¢ auf beliebige Weise solange wie moglich. So entstehen die
Normalformen s | und ¢ .

(2) Falls s|=t]| gib “true” aus, ansonsten “false”.

Satz 3.8 FEs gilt:
(1) Der Algorithmus WORTPROBLEM terminiert.
(2) Der Algorithmus WORTPROBLEM ist korrekt.

(3) Wenn zu einem Gleichungssystem £ ein dquivalentes und konvergentes Term-
ersetzungssystem R existiert, so ist das Wortproblem iiber € entscheidbar.

Beweis:

(1) Die Terminierung folgt aus der Terminierung von R (jede Reduktionsfolge
ist endlich)

(2) Aus der Fundiertheit von —g folgt die Normalisierung von —x. Daher ist
Satz 3.7 anwendbar:

S3.7 R~E 53.1
slr=tlr vy seohtymyseoit oy s=¢t

(3) Die Entscheidbarkeit folgt direkt aus (2).

Beispiel:
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&= {f(‘ruf(yaz)) = f(f(x,y),z)),f(x,e) = x,f(x,z(x)) =e}
Aquivalentes TES R :=

{f(z, f(y,2)) F(f(z,9),2))

flze) —

J(i@) — el
L = DY, e

r] = =z
Die Antwort “false” ist nicht korrekt, weil R zwar dquivalent zu £ ist und ter-
miniert, aber nicht konfluent ist:

7 (f(@i@), @) = f (2. £(i(@), 2(@))) = f(,0) =2
|
(e (@)
NF

Wir definieren nun ein Vorgehen, um das Wortproblem zu l6sen bzw. automatisch
eine Entscheidungsprozedur fiir das Wortproblem zu generieren.

Richte Gleichungen in £

r=—= = 71
L Gibauf |

Vervollstindige R

nein

[ 1
LPrEﬂgJ

Wenn man bei dieser Prozedur mit £ = R beginnt, und die Vervollstdndigungen
R1,Ra,... liefern, so ergeben sich 3 Moglichkeiten:

(1) Nach n Iterationen erhélt man das TES R,,, das konvergent ist — somit endet
man mit einem Erfolg.

(2) Man kann die Terminierung von R; nicht nachweisen — man endet mit ei-
nem Misserfolg. Gegebenenfalls kann man mit einem neuen Versuch (anderes
Richten der Gleichungen) starten.

(3) Alle R; terminieren, keines ist konfluent: das Verfahren terminiert nicht — der
Misserfolg wird nicht bemerkt.
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Nach den gezeigten Uberlegungen ergibt sich, dass das Wortproblem fiir ein belie-
biges Gleichungssystem nicht entscheidbar ist. Jedoch existiert ein Verfahren, das
Wortproblem fiir konvergente Termersetzungssysteme zu losen. Daher wird es die
Aufgabe des niichsten Kapitels sein, herauszufinden, ob ein Termersetzungssystem
terminiert. Das Kapitel 5 beschiiftigt sich dann mit dem Uberpriifen der Konfluenz
eines Termersetzungssystems. Im 6. Kapitel geht es dann schliellich um die Frage,
wie man ein Termersetzungssystem automatisch vervollstédndigen kann.
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Kapitel 4

Terminierung von
Termersetzungssystemen

Dieses Kapitel beschéftigt sich mit der Frage, wie man feststellen kann, ob ein
Termersetzungssystem terminiert. Die Terminierungsanalyse ist notig fiir

die Uberpriifung des Wortproblems

die Uberpriifung der Konfluenz
e genrell wichtige Fragen der Programmanalyse
e Induktionen

Der Terminierungsnachweis entspricht nach Definition 3.18 dem Nachweis, dass be-
stimmte Relationen fundiert sind.

4.1 NOETHERsche Induktion

Die Induktionen, die wir bisher kennengelernt haben, sind Spezialfiille eines allge-
meineren Beweisprinzips, ndmlich der NOETHERSCHEN Induktion.

Definition 4.1 (NOETHERsches Induktionsprinzip, EMMY NOETHER) Sei >~ ei-
ne fundierte Relation iber einer Menge M, p(m) eine Aussage iber Objekte aus
M. Fiir alle m € M gelte: wenn p(k) fir alle k € M mit m = k gilt, dann gilt auch
p(m). Dann gilt die Aussage p(n) fir alle n € M.

(VmEM:(szeM:m>km<p(k))mcp(m))mVneM:@(n)

Satz 4.1 Das NOETHERsche Induktionsprinzip ist korrekt.

Beweis:
Annahme: Ym € M : (Vk € M :m =k ~ (k) ~ o(m)
aber Ing € M : =p(ng)
Wegen der Annahme gilt: (Vk € M : k = ng ~ (k) ~ p(no)

Q)
Da ¢(ng) nicht gilt, folgt (%) kann auch nicht gelten.
~ 3ng € M :ng > ny und —p(ng)
oo Ing € M i ng > ng und —p(ng)

ng =Ny = ng > ... ~» Widerspruch zuer Fundiertheit von .

35
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q.e.d.

Satz 4.2 (Lemma von KONIG) Ein Baum mit endlichem Verzweigungsgrad, in
dem jeder Pfad endlich ist, besitzt nur endlich viele Knoten.

Beweis:

Sei B ein Baum mit den Voraussetzungen des Satzes 4.2. Sei M die Menge der
Knoten von B.

Fiir alle m € M sein B,, der Baum,
der von m aufgespannt wird

(m als Wurzel hat).

Sei = C M x M mit m = k :» k ist direktes Kind von m. Da es keine un-
endlichen Pfade gibt, ist > fundiert.

Wir werden zeigen: Yn € M : ¢(n), wobei ¢(n): B, hat nur endlich viele Knoten.
Bml=1+>_ |By| <o

k<m

<oco (I.V.)

<oo (Vor.)
WovneM: o(n)

q.e.d.

4.2 Entscheidbarkeitsresultate zur Terminierung

Termersetzungssysteme sind TURING-vollsténdige Programmiersprachen, d. h. man
kann jede berechenbare Funktion damit programmieren. Mit der Berechenbarkeits-
theorie folgt daraus, dass das Halteproblem, und damit das Wortproblem fir Ter-
mersetzungssysteme unentscheidbar ist.

Satz 4.3 Sei R ein Termersetzungssystem Gber ¥ und V, sowie t € T(X,V). Das
Problem, ob t keine unendliche Reduktion (Auswertung) mit —x hat (Haltepro-
blem), ist semientscheidbar. Das Problem, ob R terminiert (universelles Halte-
problem), ist unentscheidbar.

Beweis:

Fiir jede Turingmaschine T'M kann man ein Termersetzungssystem R, ange-
ben, das T'M simuliert. Die Semi-Entscheidbarkeit des Halteproblems kan man
folgendermaflen zeigen:

Man erzeuge einen Suchbaum mit Wurzel ¢ und jeder Knoten mit Markierung u

hat als Kinder die Knoten w1, ..., u, fir alle u —x% u;. Der Suchbaum hat einen
endlichen Verzweigungsgrad wegen der Variablenbedingung V(r) C V(I)V | —
reR.

54.2

~ Der Baum ist endlich v~ Der Baum hat keine unendlichen Pfade

Y t terminiert

Die Konstruktion des Suchbaums mit der Terminationsiiberpriifung ist semi-
entscheidbar.

q.e.d.

Beispiel:
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Entscheidbarkeit fiir TES ohne Variablen auf rechten Regelseiten:

and
—r and

and(T, T) — T

and(z,F) — F

and(F,z) — and(T,not(T))
not(F) — T
not(T) — and(F,F)

F)

(F,

and (T mot(T"))
—g and(T,and(F, F))

(

—g and(T,and(T,not(T)))

~» keine Terminierung

Lemma 4.1 Sei R ein Termersetzungssystem mit V(r) = 0V [ — r € R. Dann

qgilt:

Beweis:

R terminiert mﬁlerER:rﬂatmittEr

+

Wenn r —7% t und t|, = r, dann existiert eine unendliche Reduktion:
—tt =ty =% title = it =% ...

Induktion iiber die Anzahl der Regeln in R:

IA.:
I.V.:

R=0V
R#0
Annahme: R terminiert nicht
N es existiert ein Term ¢ mit unendl. Reduktion:
t=t0—>71t1 —R .-
Wegen der Minimalitdt von ¢ muss irgendwann in der
Auswertung an der obersten Position reduziert werden.
EIiGN:ti:lUundtiH:rU
fir ] - r € Rund o € SUB(%, V).
Da V(’I") = Q) 8% ti+1 =7r
AlSOtQ R .. —>Rti+1 =T —R ...
31— r € R mit r hat unendliche Reduktion.
(1) ! — r wird nicht mehr verwendet
~ R\ {l — r} terminiert nicht
(2) 1 — r wird noch verwendet
AT =kt =tilloe —r tit =t
~ Wlderspruch

q.e.d.
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Algorithmus:
RIGHT-GROUND-TERMINIERUNG (R)

Eingabe: TES R mit V(r) =0 fir alle l > r € R
Ausgabe: “true”, falls R terminiert, sonst “false”

Vorgehen:

1) FirR={l1 »r1,....0n = rp}seiT;:={r;} 1<i<n)

2) Fiir alle 1 <4 < n setze T} ::{t‘seTi,s—mt}

4) Falls es ein ¢ und ein t € T; gibt mit t> r;, dann gib “false” aus und brich ab.

(
(2)
(3) Falls alle T; = 0, dann gib “true” aus und brich ab.
(4)
()

5) Gehe zu Schritt (2)

Beispiel:

Sei R das and-TES aus dem obigen Beispiel

Schritt || T1 | T2 | T3 | T4 | T5
(1) T | F and(T, not(T)) T and(F, F)
(2) 010 and(T,and(F, F)) 0 F
and(T,not(T))
(2) 0|0 and(T, F), 0 | and(T,and(F, F))
and(T, and(T, not(t)))

~ “false”

Satz 4.4 Sei R ein Termersetzungssystem mit V(r) =0 fiir allel — r € R. Dann

ist entscheidbar, ob R terminiert und der Algorithmus RIGHT-GROUND-TERMINIERUNG
ist ein Entscheidungsverfahren.

Beweis:

(1) R terminert.
~ Es existiert kein ¢ und keine Regel [ — 7 mit »r —T ¢ und ¢ > r (L 4.1)
~ Der Algorithmus gibt nie “false” aus.

Wegen der Terminierung hat jedes r nur endlich viele Reduktionen. Wegen
Satz 4.2 hat jeder Suchbaum fiir alle r; nur endlich viele Knoten.

~ nach endlich vielen Schritten sind alle T; = 0

~ Der Algorithmus terminiert mit “true”

(2) R terminert nicht.

~ Es existiert ein ¢ mit 7, =T ¢ und ¢t > r; (L 4.1)

~ nach endlich vielen Schritten gilt t € T; und der Algorithmus terminiert
mit “false”

q.e.d.
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4.3 Terminierung mit Reduktionsrelation

Unser vorrangiges Ziel in diesem Kapitel ist es, einen Terminierungsnachweis fir
beliebige Termersetzungssysteme fithren zu konnen. Wegen der Unentscheidbarkeit
kann aber jedes automatische Verfahren nicht vollsténdig sein. Da ein Termerset-
zungssystem R genau dann terminiert, wenn seine Ersetzungsrelation — 5 fundiert
ist, ist nun die Idee eine fundierte Relation > zu finden, und zu zeigen, dass —r C>
gilt; denn damit wire gezeigt, dass auch —x fundiert ist. Leider gibt es unend-
lich viele Terme, weshalb es nétig ist ein Verfahren zu entwickeln, welches —x C>
iiberpriift, ohne jeden Term zu iiberpriifen. Ein Ansatz ist es [ > r fiir alle Regeln
Il — r € R zu testen. Dies alleine stellt aber nicht sicher, dass s —g t ~ s > r gilt.

Beispiel:

endless(x) — endless(succ(z)) terminiert nicht.

Aber es existiert eine fundierte Relation = mit endless(x) = endless(succ(x)),
und zwar:

p = q v p = endless(zr) und g = endless(suce(x)).

Daher fordern wir fiir die fundierte Relation > ferner, dass sie stabil — also unter
Substitution abgeschlossen — ist. Ein Beispiel fiir eine solche Realtion wire die echte
Teilterm-Relation .

Beispiel:

infty(xz) — succ(infty(x)) terminiert nicht. Aber es existiert eine fundierte und
stabile Relation > mit infty(z) = succ(infty(z)), und zwar:
p = q vy p=infty(...) und ¢ = succ(...)

Dieses zweite Beispiel zeigt uns, dass die Fundiertheit und die Stabilitdt immer noch
nicht fiir unsere Zwecke ausreichen. Unsere dritte Forderung ist daher die Mono-
tonie. Da wir bisher eine solche Relation noch nicht kennengelernt haben, werden
wir nun die Einbettungsordnung definieren, die die drei geforderten Eigenschaften
besitzt.

Definition 4.2 (Einbettungsordnung) Fiir eine Signatur % ist die Einbettungs-
ordung ., (embedding order) iber T(X,V) definiert als 8 =emp t Y

e s=f(s1,...,8,) und $; Zemp t fir eini € {1,...,n} oder

e 5= f(s1,...,8n), t = f(t1,...,tn) und s; =emp t; fiir eini € {1,...,n} sowie
8 Zemp by fir alle j #1

Hierbei ist = omp die reflexive Hiille von = emp.
Beispiel:

o infty(succ(x)) =emp infty(x), denn succ(x) =emp @, denn x >=emp

o succ(plus(infty(suce(x)),y)) =emp Plus(infty(z),y)

Lemma 4.2 >.,,;, ist fundiert, stabil, monoton und transitiv.

Beweis:
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Fundiertheit folgt aus >=¢,,,,C —||, denn — | ist fundiert.
Beweis davon durch strukturelle Induktion iiber s:

(1) s = f(Sh' . ~18n)7 S; iemb t
Wegen LV. gilt: |s;| > [t| ~ [s]| > |si| > |t] v

(2) s=f(s1,...,8n), t = f(t1,...,tn) und 8; >emsp ti, Sj Zems t; fiir alle j # 14
Is| =1+ [s1] +...4 |si| +.o4 |sn| > 1+t +. ..+t + ...+ |tn]
~~ ~~ ~~~

2|ta] >t Z[tnl

Rest des Beweises analog mit struktureller Induktion

q.e.d.

Definition 4.3 (Reduktionsrelation, -ordung) Fine Relation > diber Termen,
die fundiert, stabil und monoton ist heifit Reduktionsrelation. FEine transitive
Reduktionsrelation heifit Reduktionsordnung

Beachte:

Eine Ordnung ist transitiv und antisymmetrisch. Fundierte Relationen sind asym-
metrisch und damit antisymmetrisch.

Satz 4.5 (MANNA und NESs, 1970) FEin Termersetzungssystem R terminiert v«
es gibt eine Reduktionsrelation = mit | = r fir allel — r € R.

Beweis:

“~"  Fir alle Terme s,t gilt: s - g t ~ s > ¢,
denn s|, =lo, t = s[ro],

~ lo > ro (Stabilitdt) und s[lo], > s[ro], (Monotonie)
—— N———

s t
Die Terminierung folgt aus der Fundiertheit von >

Sei -=—x
> ist fundiert, weil R terminiert und stabil und monoton wegen Lemma 3.4
Auflerdem gilt [ — r fiir alle Regeln.

q.e.d.

Der Satz 4.5 ist sowohl hinreichendes als auch notwendiges Kriterium fiir die Termi-
nierung eines Termersetzungssystems. Trotzdem bleibt die Terminierung von Ter-
mersetzungssystemen unentscheidbar, weil das Finden einer Reduktionsrelation un-
entscheidbar ist.

Beispiel:
plus(0,y) — y
plus(suce(x),y) —  succ(plus(z,y))

plus(0,y) =emb Y
plus(suce(z),y) Femp plus(z,y)
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4.4 Simplifikationsordung und rekursive Pfadord-
nung

Das Ziel dieses Abschnitts ist es, eine “starkere” Reduktionsordnung als ..., zu

entwickeln, d. h. eine Reduktionsordnung, die >, enthilt.

Definition 4.4 (Simplifikationsordnung) Eine Relation = mit s > t fiir alle
S >emp t heifit Simplifikationsordnung.

Man kann zeigen, dass man in obiger Definition statt der Fundiertheit nur die
Irreflexivitit fordern muss. Dies vereinfacht die Uberpriifung, ob es sich bei einer
Relation um eine Simplifikationsordnung handelt.

Satz 4.6 (KRUSKAL, 1960) Es gilt:

(1) Fiir jede unendliche Folge von Grundtermen to,t1,... existieren i,j € N mit
1<y und t; <emp tj.

(2) Sei = eine Relation, die stabil, monoton, transitiv ist und die Teiltermeigen-
schaft erfillt (f(x1,...,xy) = x; fir alle i und alle f € ), dann gilt auch
~emb g .

(3) Sei = eine Relation, die stabil, monoton, transitiv, irreflexiv ist und die Teil-
termeigenschaft erfillt. Dann ist = fundiert und daher eine Simplifikations-
ordnung sowte eine Reduktionsordnung.

Beweis:

(3) Annahme: > sei nicht fundiert
M es existiert tg = t1 = to >~ ...

Sei o eine Substitution, die alle Variablen von tg,t1,%s,... durch Grund-
terme ersetzt. Dies sind nur endlich viele Variablen, denn V(¢¢) 2 V(¢1) 2
V(t2) D .. ..

Wegen der Stabilitéit von = ist tgo = t10 = to0 > ... eine unendliche Folge
von Grundtermen.

1

(rx) Fi < j mit t;0 Zemp tj0

2
(K\Ztiajtjaundtia>...>tjoitia

trapgite tio = t;0 ~ Widerspruch zur Irreflexivitéit
q.e.d.
Will man zwei Terme vergleichen, die mit dem selben Funktionssymbol anfangen, so
kann man den Vergleich auf die Argumente reduzieren. D.h. man vergleicht Tupel
von Termen. Dies kann lexikographisch oder als Multimenge geschehen. So bekommt

man ein generelles Konstruktionsprinzip, um aus einfachen Reduktionsordungen
komplexere zu konstruieren.

Definition 4.5 (lexikographische Kombination von Relationen) Seien =1 C
Ty x T1 und =9 C Ty x Ty. Wir definieren die lextkographische Kombination
=1x2 C 11 x Ty wie folgt:

(81,82) 1x2 (tl,tg) YN S8 -1 oder (81 =1 und So ™2 tQ)
Analog dazu kann man =1, ..., >, lexikographisch kombinieren:

(815 -y 8n) =1x.xn (F1y-oytn) o Fi e {1,...,n} mit s; >, t;
undVje{l,...,i—1}:s; =t;

Die n-fache Kombination einer Relation > mit sich selbst wird mit =}, bezeichnet.
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Beispiel:

b (3’ 5)(>N)l26w(37 2)
* (3,5)(>n)i.(2,10)

¢ a >alph b >alph s >alph z
hans(>aiph) . Pugo

Beachte:

Wichtig ist, dass die Grofle der Tupel, die verglichen werden, gleich bleibt. Sonst
wére die lezikographische Kombination nicht fundiert.

Satz 4.7 Seien =1 C T X Tl, =9 C T x Ty und T 7é 0 # T5. =1 und =9 sind
fundiert v =142 ist fundiert.

Beweis:

“ ”

Sei =19 fundiert.

Falls > nicht fundiert ist, existiert ug =1 uy =1 ug >1 ...
Sei v € Ty beliebig: (ug,v) =1x2 (u1,v) =1x2 ..

~» Widerspruch zur Voraussetzung

Falls »5 nicht fundiert ist, existiert vg =9 v1 =2 v2 >3 ...
Sei u € Ty beliebig: (u,vg) =1x2 (4, v1) >=1x2 - ..

~» Widerspruch zur Voraussetzung

N

Annahme: (ug,v0) =1x2 (41,v1) >=1x2 - .-

M Up T UL T UL T

Weil >, fundiert ist, existiert ein ¢ € N mit u; = u;41 = ...
N Vi 72 Vig1 72 Vig2 2 ...

~» Widerspruch zur Fundiertheit von >o

q.e.d.

Definition 4.6 (lexikographische Pfadordnung) Fiir eine Sigantur ¥ und ei-
ne Ordnung (“Prizedenz”) 2 iber ¥ ist lexikographische Pfadordnung >,
dber T(3,V) definiert als s =ipo t v

(1) s = f(s1,...,8n) und s; =ipo t fiir eini € {1,...,n} oder

(2) s = f(s1,...,8n), t =g(t1,...,tm), [ D g und s =i t; fir allel < j <m
oder

(3) s = f(Sl,...,Si_l,Si,Si+1,...,Sn), t= f(Sl,...,Si_l,ti,ti_;,_l,...,tn), S; >'lpo
t; und s =0 t; fiir allei < j<n

Beispiel:

plus(suce(x),y) =ipo suce(plus(z,y))

Um Terme mit unterschiedlichen dufleren Funktionssymbolen — hier: plus und
succ — zu vergleichen, verwendet man eine Ordnung J auf den Funktionssym-
bolen — hier: plus 1 succ.



4.4. SIMPLIFIKATIONSORDUNG UND REKURSIVE PFADORDNUNG 43

sum(O,y)  — y
sum((’),y) >l;oo Yy

sum(succ(z),y) —  sum(x,succ(y))
suce(x) »ipo .  und  sum(suce(x),y) =ipo succ(y)

sum(succ(x),y) >ipo sum(x,succ(y))

sum | succ

Satz 4.8 Falls 1 eine fundierte Ordnung ist, dann ist die zugehdrige lexikographi-
sche Pfadordnung = p, eine Simplifikationsordnung.

Beweis:

Wegen Satz 4.6 reicht es zu zeigen, das >, die Teiltermeigenschaft hat, sowie
stabil, monoton, transitiv und irreflexiv ist.

o Teiltermeigenschaft: f(z1,...,Zi,...,%Tn) =ipo &i, denn z; =p, ;
o Stabilitét: z.z.: s >jpo t N SO >yp, to fiir 0 € SUB(E, V)
Verwende NOETHERsche Induktion iiber >;.,. Wenn wir die Aussage fiir s

und ¢ zeigen wollen, diirfen wir sie also fiir alle s’ und ' voraussetzen mit
(s,t) >2, (s, 1).

. IV
(1) Seis= f(s1,---,8n) und s; =po t N 8,0 = ipo to
Daher gilt: so = f(s10,...,80,...,5,0) =ipo tO
(2) Sei s = f(s1,...,8n), t = g(t1,...,tn), f T gund s =, t; fiir alle
. I.V.
1<j<m A~ s0 = tjo
Also: so = f(s10,...,8,0), to = g(ti0,...,tm0), f 3¢, ¥j 1 S0 =ipo
tjo ™~ S Fipo tO
(3) Seis = f(S1,.--y8i—1,8i,8i41y---s8n)st = F(S1,- 0y Sic1,tistigty - stn),
Si =ipo ts Und 8 =pp, t; fur alle i < j <m
I.V.
NN 80 >ipo t,o, SO >lpo th'
Also: so = f(s10,...,80,...,8,0), to = f(s10,...,t;0,...,th0)
80 =ipo tO

e Der Rest wird analog mittels NOETHERsche Induktion bewiesen.
q.e.d.

Mit den oben beschriebenen Hilfsmitteln konnen wir nun einen automatischen Ter-
minierungsbeweis formulieren:

(1) Finde eine fundierte Prézedenz 1, so dass I >, r fiir alle Regeln [ — r gilt.

(2) Lasse dazu J zunéchst unbestimmt und erweitere sie “on demand” Schritt
fiir Schritt, so dass die Fundiertheit nicht verletzt wird.

(3) Uberpriife, ob es zu einem Termersetzungssystem eine solche Prizedenz und
eine lexikographische Pfadordnung gibt, die seine Terminierung beweisen kann
(entscheidbar)
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Beachte:

Es existieren Termersetzungssysteme, deren Terminierung nicht mit einer lexi-
kographischen Pfadordnung gezeigt werden kann.

Beispiel:

pred(0) — O

pred(succ(z)) — =z

minus(z,0) —
minus(x, succ(y)) — minus(pred(z),y)

minus(z, succ(y)) =ipo minus(pred(z), y) gilt nur falls = >, pred(z), was aber
nicht gilt.

Man kann diesem Problem teilweise Abhilfe verschaffen, indem man eine Variante
der lexikographischen Pfadordnung entwickelt, bei der die Argumente von rechts
nach links (statt von links nach rechts) verglichen werden. D.h. dass die dritte
Bedingung in der Definition geéndert werden miisste. Analog dazu sind beliebige
Varianten der lexikographischen Pfadordnung méglich, bei denen die Argumente in
beliebiger Permutation lexikographisch verglichen werden. So erhélt man die lexi-
kographische Pfadordnung mit Status >;,,:

Jedes n-stellige Funktionssysmbol erhélt einen Status, d.h. eine Permutation der
Zahlen 1,...,n, der angibt, in welcher Reihenfolge die Argumente dieses Funkti-
onssymbols verglichen werden sollen.

In obigem Beispiel wiirde minus den Status (2, 1) erhalten, und plus (1, 2).

Die lexikographische Pfadordnung mit Status bleibt eine Simplifikationsordung, und
die Frage, ob die Terminierung eines Termersetzungssystems mit Hilfe von >, mit
Status nachgewiesen kann, ist immer noch entscheidbar. Dabei existieren aber auch
noch Termersetzungssysteme, deren Terminierung auch nicht mittels >, mit Sta-
tus gezeigt werden kann.

Beispiel:

plus(0,y) — y
plus(succ(x),y) —  succ(plus(y,x))

plus((suce(z),y) =ipos succ(plus(y, x)), falls

e plus 1 succ

o plus((suce(x),y) =ipos Plus(y, )

(1,2): succ(x) Fipos Y
<2a 1> Yy %lpos X

~+ >1pos Scheitert
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Die Idee diesem noch bestehendem Problem auch Abhilfe zu verschaffen besteht
darin, den Vergleich der Argumente nicht von der Reihenfolge abhéngig zu machen,
also eine Simplifikationsordnung zu entwerfen, bei der die Argumente nicht als Tupel
sondern als Multimengen verglichen werden. Dazu fithren wir zunéchst den Begriff
der Multimenge ein.

Definition 4.7 (Multimenge) Sei T eine nicht-leere Menge. Eine ungeordnete
endliche Folge von Elementen aus T heifst Multimenge diber T. M(T) ist die
Menge aller endlichen Multimengen dber T'. Fine Multimenge M ist durch
ihre charakteristische Funktion

#m:T — N
definiert, wobei #r(t) angibt, wie oft das Element t in M vorkommt:
ete M #p(t) >0
e M =N o #y(t) =#n() firallet €T
e M C N v #p(t) < H#n(t) fiir allet €T

e M UN ist die Multimenge mit #pon(t) = #am(t) + #n5(t) fir allet € T

MNN ist die Multimenge mit # pnn (t) = min{#u (), #n (@)} fir allet € T

M\ N st die Multimenge mit #pp\n(t) = max{0, #ar(t) — #n(t)} fir alle
teT

Beispiel:

o M ={1,1,4}, N ={1,2,2,4,4,5}
MZN,NZM

MUN ={1,1,1,2,2,4,4,4,5}
MnN={1,4}

MA\N = {1}

N\ M =1{2,2,4,5}

Jede Relation auf einer Menge T" kann zu einer Relation auf M(T") erweitert werden.

Definition 4.8 (Multimengen-Relation) Sei> C T'xT. Dann ist die Multimengen-
Relation >, € M(T) x M(T) definiert als M >y N v

e ) AXCM

e N=(M\X)UY

eVyeY :dzeX x>y
Beispiel:

M = {3,6,8)}, N = {4,5,6,6,7,7}
M(>N)mwN, denn X = {3,8}, Y = {4,5,6,7,7}
und 8 > 4,5,6,7,7

Satz 4.9 Sei = CT xT. = ist fundiert v~ =, ist fundiert.
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Beweis:
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“~”  Annahme: tg =t > ...

N {to} = mul {tl} mul - -
~» Widerspruch zur Voraussetzung

~”  Annahme: My >0 M1 > mui - - -
Konstruktion eines unendlichen Baumes, dessen Knoten mit Elementen
aus T markiert sind. Die Elemente nehmen entlang eines Pfades
ab (Knoten s hat Kind t v~ s > t) und der Baum hat endlichen
Verzweigungsgrad. Wegen Satz 4.2 existiert dann also ein unendlicher
Pfad im Baum, der einer unendlich absteigenden >-Folge entspricht,
was ein Widerpruch zur Voraussetzung wére.
Erzeugen des Baumes:
Erweitere T' um zusétzliches Element L, d.h. 7', := T'U {L}. Markiere
die Knoten des Baumes mit Elementen aus T,. Erweitere = auf T
durch ¢t =1 fiir alle ¢ € T. Die Fundiertheit von > bleibt dadurch
erhalten.
Sukzessive Konstruktion: Im i-ten Schritt sind die Blétter des Baumes
mit M; und L markiert.
0-ter Schritt: 0
FElemente von M
1-ter Schritt:
Da My > My gilt: 3X C My, Y € M; wie in der Definition gefor-
dert. Fiir jedes y € Y fiige neues Blatt mit der Markierung y hinzu und
mache daraus ein Kind eines z € X mit z > y. Auflerdem erhélt jeder
Knoten z € X ein weiteres Blatt mit der Markierung L. Dieser Erweite-
rungsschritt wird unendlich oft durchgefiihrt (fiir My, M, ...). D.h. es
existiert ein unendlicher Pfad, der einer unendlich absteigenden ~-Folge
entspricht. ~» Widerpsruch
q.e.d.
Beispiel:
O
My = {3,6,8} /’\
M1 == {4,5,6,6,7,7} 3 6 8
X = {37 8} ‘ ‘
Y ={4,5,6,7,7}
€ € 4 5 6 7 7 1

Definition 4.9 (Rekursive Pfadordnung) Fir eine Signatur ¥ und eine Ord-
nung 3 auf ¥ ist die rekursive Pfadordnung >-,p, tber T(X,V) definiert als
S =rpo b vy

(1) s = f(s1,...,8n) und s; =ppo t fiir eini € {1,...,n} oder
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(2) s=f(s1,...,8n), t=g(t1,...,tm), f D g und s =rpo t;j fiir allel <j<m
oder

(8) s=f(s1,...,8n), t = f(t1,...,tn) und {s1,..., 50} (>rpo)mui{ts, ..., tn}
Beispiel:

Die lexikographische Pfadordnung scheitert am plus-TES mit vertauschter Rei-
henfolge der Argumente bei der 2. Regel. Die rekursive Pfadordung hingegen
kann die Terminierung dieses TES beweisen:

plus(suce(zx),y) > rpo succ(plus(y, r))
plus | succ

plus(suce(x),y) = rpo plus(y, )
{succ(x), y} (>’rp0)mul {y, x}

suce(x) > rpo x

X Zrpo €

Vorteil der rekursiven Pfadordung;:

Das Vertauschen von Argumenten ist unproblematisch.

Nachteil der rekursiven Pfadordung:

Argumente diirfen nicht “gréfier” werden.

Satz 4.10 Falls O eine fundierte Ordunug ist, dann ist =,,, eine Sitmplifikations-
ordung.

Beweis:
Analog zum Beweis von Satz 4.8.

q.e.d.

Es gibt also Termersetzungssysteme, deren Termination mit Hilfe der lexikographi-
schen nicht aber der rekursiven Pfadordnung gezeigt werden kann und umgekehrt.
Daher ist es sinnvoll diese beiden Pfadordungen zu verbinden. Dies kann man er-
reichen, indem man jedem n-stelligem Funktionssymbol einen Status zuweist; ein
Status ist entweder eine Permutation von 1,...,n oder “Multimenge”. Er gibt an,
auf welche Weise zwei Terme mit gleichen Funktionssymbolen an duflerter Stelle
verglichen werden sollen. Somit erhédlt man die sogenannte rekursive Pfadord-
nung mit Status >;p0s-

Mit deren Hilfe kann man ein Terminierungsverfahren formulieren: Suche nach einer
Priazedenz mit Status, so dass | >,p0s 7 fiir alle Regeln [ — r € R gilt. Dies ist ent-
scheidbar und somit haben wir ein automatisches Terminierungsverfahren gefunden.

Leider existieren aber immer noch Termersetzungssysteme, deren Terminierung
nicht mit Hilfe von >,,,s oder irgendeiner anderen Simplifikationsordnung gezeigt
werden kann. D.h. es gibt noch weitere Verbesserungsmoglichkeiten fiir Terminie-
rungsverfahren.
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Kapitel 5

Konfluenz von
Termesetzungssystemen

Geht man davon aus, dass ein Termersetzungssystem terminiert, dann ist dessen
Konfluenz automatisch entscheidbar.

5.1 Unifikation

Die Unifikation wird zur Konfluenzuntersuchung und Vervollsténdigung von TES
benétigt.

Definition 5.1 (Unifikation) Wir definieren:

e Zwei Terme s und t sind unifizierbar :«»~~ es existiert eine Substitution o
mit so = to. o heifst dann Unifikator von s und t.

e Fin Unifikationsproblem tber ¥ und V ist eine endliche Menge von Term-
gleichungen S = {s1 =" t1,...,8, = tn} mit s;,t; € T(Z,V).

e Fine Substitution o ist Losung oder Unifikator von S v s;0 = t;o fir
allet € {1,...,n}.

e U(S) ist die Menge aller Unifikatoren von S.
Beispiel:
s =g(f(x),y) und t = g(y, f(2))

o 0 ={y/f(z),x/z} ist ein Unifikator von s und ¢

e 01 ={z/a,y/f(a),z/a} ist ein Unifikator von s und ¢

e oo ={x/f(2),y/f(f(2)),2/f(2)} ist ein Unifikator von s und ¢
e 03 ={y/f(z),z/x} ist ein Unifikator von s und ¢

o ist allgemeiner als o1 und o9

Definition 5.2 (allgemeinere Substitution) Fine Substitution o ist allgemei-
ner als eine Substitution o', falls es eine Substitution & gibt mit o' = 0. o’ heifSt
dann spezieller als o.

Beispiel:

49
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e 0y =00{z/a}

o 0s =00 {z/f(2)}

e 03 =0co0{z/x}

Lemma 5.1 Wenn o allgemeiner als o’ und o’ allgemeiner als o ist, dann existiert
eine Variablenumbenennung § mit o' = od. Hierbei heifit 6 Variablenumbennung,
falls 6 ingektiv ist und {xd ‘ x € DOM(6)} CV gilt.

Beweis:
[Ubung]
q.e.d.
Beispiel:
e 030 =0
e 00 =03

Es geniigt also einen allgemeinsten Unifikator (most general unifier, MGU) zu be-
rechnen. Die oft unendliche Menge U (S) lasst sich dann durch einen Représentanten
darstellen.

Lemma 5.2 Sei S ein Unifikationsproblem tiber ¥ und V und sei 0 MGU von S.
Dann gilt:
U(S)={0d| 6 € SUB(Z,V)}

Beweis:

“D”: z.z.: 06 ist Unifikator.
Fiir alle s =7 t € S gilt: so = to ~ s06 = tod

“C”: Seio’ € U(S).
Dann existiert § mit ¢’ = 06, da o allgemeinster Unifikator

q.e.d.

Das weitere Ziel dieses Abschnitts ist es, einen Algorithmus zu entwickeln, der ein
Unifikationsproblem solange transformiert, bis es in geldster Form ist und man den
MGU direkt ablesen kann.

Definition 5.3 (geltste Form eines Unifikationsproblems) Fin Unifikations-
problem S = {x =" t1,...,x, =" t,} ist in geléster Form .~ die z; sind paar-
weise verschiedene Variablen, die nicht in den t; vorkommen (occur check). Wir
definieren die Substitution og = {x1/t1,...,2n/tn}.

Lemma 5.3 Sei S ein Unifikationsproblem in geldster Form. Dann ist og ein MGU
von S, wobei fir alle o' € U(S) gilt: ' = og0’

Beweis:

(1) o5 € U(S), denn z,0¢ ef 3, et tios.

(2) ogs ist MGU, denn:
Sei 0’ € U(S), z.2.: 0/ = 0g0’
Zeige: fiir alle x € V : w0’ = zo50’
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(a) z€{x1...,2,}
~ zo' =t;o’ =x,050
——

t;

~ xo’ = xo50’, dax & DOM(og)

q.e.d.

Definition 5.4 (Transformation von Unifikationsproblemen) Die Relation —>
auf Unifikationsproblemen wird durch 4 Transformationsregeln definiert:

e Loschen:
Sw{t="t} = S

o Termreduktion:
S&J{f(sl,...,sn) =7 f(tla--~7tn)} — SL*J{Sl =7 ty. .. 5n _7 tn}

e Vertauschen:
Sw{t="z} = Su{z="1t}, fallst ¢V

e Variablenreduktion:
Sw{zr ="t} = {uoc =" vo | u="v e Stu{z =" t}, falls x & V(t),
z eV(S), o ={z/t}

Beispiel:
{g(f(l'), y) =" g(ya f(Z))} == Termreduktion
{f($> =’ Y.y =’ f(Z)} = Vertauschen
{y =’ f(x)v Y =’ f(Z)} = Variablenreduktion
{f(Z) =’ f(x)a Y =" f(Z)} == Termreduktion
{Z =’ T,y =’ f(Z)} == Variablenreduktion
{Z =’ T,y =’ f(

Algorithmus:
UNIFY(S)

Eingabe: Unifikationsproblem S
Ausgabe: MGU(SS), falls S losbar, sonst “false”

Vorgehen:

(1) Solange es S’ mit S = S’ gibt, setze S’ := S und gehe zu (1)

(2) Falls S in geloster Form, gibt og aus, sonst “false”

Satz 5.1 (Korrekheit von UNIFY) FEs gilt:
(1) = ist fundiert.
(2) S=S" ~nUS)=U(Y)
(3) Falls S lésbar und in Normalform beziiglich = ist, so ist S ist geloster Form

(4) UNIFY terminiert und ist korrekt
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Beweis:

(1)

Bilde jedes Unifikationsproblem auf (ny,n2,n3) € N3 ab mit

e n;: Anzahl der Variablen in S, die noch nicht gelost sind
e no: Anzahl der Zeichen in S
e n3: Anzahl der Gleichungen ¢ =" z in S mit t ¢ V

Wie verdndern sich nq, ng, ng bei den Transformationsregeln?

| | n1 | 2| ns |

Loschen > | >
Termreduktion > | >
Vertauschen > =1>
Variablenreduktion || >

S — (n1,n2,n3), S = 5', 8" — (n},nh,nk)
N (77,1,77,2,77,3)(>N)?ez(n1,712,n3)

(>n)3.,, fundiert ~ = fundiert

lex
Zeige U(S) = U(S5"), falls S” aus S mit Variablenreduktion entsteht (fir die
anderen Regeln ist die Korrektheit klar).
Wenn {r =7 t} ist geloster Form, dann gilt fiir alle © mit ©(z) = O(¢):
© =00 (0 ={x/t})

OcUSw{x="1})

20 =10 und O € U(S)

N 20 =t0 und 0O € U(S)

A 20 = t0 und uoO = voO fiir alle u =" v € S

A~ 20 =10 und 00 € U({aus =" vo | u="v € S})
mx@zt@unda@eU({ua:?va‘u:?UGS}U{x:?t})

=5
Sei S losbar und in Normalform bzgl. =>. S kann keine Gleichungen der
Form
e f(...)="g(...) enthalten, da diese Gleichung nicht losbar ist.
e f(...) =" f(...) enthalten, da bei dieser Gleichung die Termreduktion
anwendbar wére.
o t ="z (t ¢ V) enthalten, da bei dieser Gleichung Vertauschen anwend-
bar wére.
~S={x; ="t1,...,7, =" t,}. Hierbei gilt z; & V(t;), da sonst Léschen
anwendbar wire. Aulerdem kommen die paarweise verschiedenen z; auch

in keinem t; vor, da sonst Variablenreduktion anwendbar wire.
~ S ist in geloster Form.

Die Terminierung von UNIFY folgt aus (1).
~ UNIFY berechnet die Normalform S’ von S, d.h. § =* §'.
Aus (2) folgt durch Induktion iiber die Lénge der Transformationen: U(S) =
U(s’).
(a) S losbar, also U(S) # 0
~ 8" 16sbar ~ S’ in geldster Form
S og ist MGU von S’ und damit von S
(b) S nicht lésbar, also U(S) = 0)
~ U(S") =0 ~ S nicht in geloster Form
~ UNIFY gibt “false” aus.
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q.e.d.

Korollar 5.1 (Unifikationssatz) Wenn ein Unifikationsproblem ldsbar ist, dann
besitzt es auch einen allgemeinsten Unifikator.

Der Aufwand von UNIFY ist exponentiell, lisst sich aber zu einen Algorithmus mit li-
nearem Aufwand verbessern. Ferner lisst sich aus UNIFY ein Matching-Algorithmus
gewinnen:

Algorithmus:
MATCHER (s, t)

Eingabe: 2 Terme s und ¢
Ausgabe: Matcher o von s und t, falls einer existiert, sonst “false”

Vorgehen:
(1) Sei © = {x/c, | x € V(t)}, wobei ¢, neue Konstanten
(2) Berechne uNiF1Y({s =’ tO})
(3) Falls UNIFIY “false” liefert, gib ebenfalls “false” aus und brich ab.
(4)

4) Falls UNIFTY {z1/t1,...,%n/tn} liefert, gib {z1/t},..., 2./t } aus, wobei
aus t; entsteht, indem die neuen Konstanten ¢, durch = ersetzt werden.

Beispiel:

Matching von g(z,y) und g(f(z),x)
~ MATCH(g(2,y), 9(f(x), 7))

~ UNIFY ({g(z, ) =7 9(f(cz), c2)})
~ {x/f(cx),y/ca}
~{z/f(x),y/x}

5.2 Lokale Konfluenz und kritische Paare

Die Konfluenz ist im Allgemeinen unentscheidbar; sie ist aber fiir terminierende
Termersetzungssysteme entscheidbar. Dazu schwéchen wir zunédchst die Konfluenz-
forderung etwas ab, und verlangen nicht mehr, dass Indeterminismen in beliebig
vielen Schritten, sondern nur noch nach einem Schritt zusammenfiithrbar sein sol-
len.

Definition 5.5 (lokale Konfluenz) FEine Relation — C M x M heifst lokal kon-
fluent .\~ Vs, t,pe M :p—sundp—t~Ige M:s—"qundt —"q. Ein
Termersetzungssystem R heifst lokal konfluent ::~~ —x ist lokal konfluent.

Beispiel:
R:={b—ab—c,c—bc—d}

R ist lokal konfluent: ¢ +— b —-c—b—aundd+—c+—b+—c—d
aber nicht konfluent: a «<—* b —* d
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Satz 5.2 (Diamond Lemma, Satz von NEWMAN, 1942) Sei — eine fundierte
Relation. — ist lokal konfluent v~ — ist konfluent.

Beweis:

»

ist klar. Z.z.: lokale Konfluenz ~ Konfluenz.

“N

Sei — fundiert und lokal konfluent.
Zeige nun: Vp:s«—*p ="t 3Jg:s =" q—*t

Beweis durch NOETHERsche Induktion iiber p mit Induktionsrelation —:

Seis«*p—o*t

(1) p=s
Dann gilt: s=p =%t "t v
(2) p=t

Dann gilt: t =p —=* s «* s v

(3) s#£ps#t,alsor s T p—Tt
Dann existieren s',t',u mit: s/ —* u «<* t’ wegen lokaler Konfluenz

Da p — &', existiert aufgrund

* / ' ' \‘* der Induktionsvoraussetzung ein
* A K ox

s u ¢ vmit s =" v <" u. Dap— 1,
' ' L existiert aufgrund der Indukti-
A K o onsvoraussetzung ein ¢ mit v —*
v q<—"*t.
A K
q

q.e.d.

Um die Konfluenz von terminierenden Systemen zu entscheiden, kann die Konfluenz
lokalisiert werden. Man untersucht also die lokale Konfluenz, indem man alle kriti-

schen Situationen der Form s £ P B2y betrachet, wobei R; = I; — r; Regeln aus
dem zu untersuchendem Termersetzungssystem sind. Man muss daher endlich viele
kritische Situationen identifizieren, so dass aus der Zusammenfiihrbarkeit dieser die
Zusammenfiithrbarkeit aller Situationen folgt.

Untersuche, an welchen Stellen die Regeln Ry = [; — 71 und Ry = Iy — 719
auf p angewendet werden kénnen: R; wurde an Stelle 7; mit der Substitution o;
angewendet:

Dlr; = lio;
s = p[rlgl]ﬂl
t = plraoznx,

Wir werden im Folgenden die verschiedenen Moglichkeiten betrachten, wie sich 7
und 75 zueinander verhalten konnen.

(1) m L 7y (71 und 7o unabhingig voneinander)
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b= p[llo—l]ﬂl [1202]71'2 und
s = p[rio1]x, [l202)x,, t = p[lio1]x, [1202), sOWie
q= p[ﬁUl]m [7”202%2

Solche Situationen sind immer zusammenfiithrbar und miissen daher fiir die
lokale Konfluenz nicht betrachtet werden.

(2) m >n+ mo (7 liegt iiber 7o)

Es existiert ein m mit 7o = m7. Anstelle von s «— p — ¢ betrachte nur

8|z = Plry = tlay-

Wenn $|,, | t|r,, dann gilt ndmlich auch s | ¢

Grund: p= p[llol]'m = p[1101[1202]7r]7r1 und

s = p[r101]x,, t = plraoolx, = pllio1[r2o2x]x,
p\m = 1101[l202]7r

S|ﬂ—1 =T101

tlr, = liot[rao2)x

Falls s|r, —* q — t|,, dann s —* plglr, — ¢

(a) ™ & Occ(ly) oder ly|, € V:
Dieser Fall ist unkritisch, da man die Terme in (moglicherweise mehreren
Schritten) zusammenfiihren kann.

(b) m € Oce(ly) und Iy |, € V:
Kritische Uberlappung: l1]|r01 = l309
Nenne die Variablen in Iy — r; und lo — 79 so um, dass die Regeln keine

gemeinsamen Variablen haben.
l1|x und I3 sind unifizierbar mit MGU o := 0109

Betrachte also nur die folgenden kritischen Situationen mit dem allgemeinsten Uni-
fikator o:
rio — li[la]ro — li[ra]r0
——

=lio
Beispiel:
@, f(y,2) — f(f(z,y),2)
flzye) — =z
f(@,i(x)) — e

Forme die zweite Regel um in f(z/,e) — 2’

h= f(.’l?, f(y,z))

=2
ll|‘ﬂ' = f(yaz)
12 = f(x/ve)

o={a'/y,z/e}
lio = ll[l2]ﬂ'a = f(l‘, f(y7 6))

~ {f(f(z,y),e), f(z,y)) ist ein kritisches Paar
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Definition 5.6 (kritisches Paar) SeiR ein Termersetzungssystem, ly — r1,ly —
ro € R. Hierbei seien die Variablen so umbenannt, dass V(1) N V(l3) = 0. Sei
m € Oce(ly) mit l1|x €V und sei o allgemeinster Unifikator von ly|x und ly. Dann
ist (ri0,li[re|r0) ein kritisches Paar von R. Die Regeln Iy — 11 und la — 1o
kénnen (bis auf Variablenumbenennungen) identisch sein. In diesem Fall betrach-
tet man nur Uberlappungen mit ™ # €. CP(R) ist die Menge aller kritischen
Paare von R.

Satz 5.3 (kritisches Paar Lemma) Sei R ein Termersetzungssystem. Dann ist
R lokal konfluent v~ alle kritschen Paare sind zusammenfihrbar.

Beweis:
siehe oben

q.e.d.

Algorithmus:
CONFLUENCE(R)

Eingabe: terminierendes Termersetzungssystem R
Ausgabe: “true”, falls R konfluent ist, sonst “false”

Vorgehen:
1) Berechne C'P(R) mittels UNIFY
2) Falls CP(R) = 0, gib “true” aus und brich ab
3) Wihle (s,t) € CP(R)
5) Falls s|# t], gib “false” aus und brich ab
6) CP(R):=CP(R)\{(s,t)}

(
(2)
(3)
(4) Reduziere s,t solange wie moglich. So entstehen die Normalformen s | und ¢ |
(5)
(6) C
(7) Gehe zu (2)

Satz 5.4 Es gilt:
(1) CONFLUENCE terminiert und ist korrekt.

(2) Fiir terminierende Termersetzungssysteme ist die Konfluenz entscheidbar.

Beweis:

(1) Die Terminierung folgt
e aus der Terminierung von UNIFY,
weil CP(R) endlich ist,
weil die Berechnung der Normalformen terminiert und
weil CP(R) bei jedem Durchlauf (2)—(7) kleiner wird

Der Algorithmus gibt nur “true” aus, wenn alle kritischen Paare zusam-
menfiihrbar sind

55.3 .
~ Termersetzungssystem ist lokal konfluent
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L5.2 .
~ Termersetzungssystem ist konfluent

Falls “false” ausgegeben wird existiert s |[«* s«—p —t ="t
~ Termersetzungssystem ist nicht konfluent
~ Korrektheit

(2) CONFLUENCE ist ein Entscheidungsalgorithmus.

q.e.d.
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Kapitel 6

Vervollstandigung von
Termersetzungssystemen

Das Ziel dieses Kapitels ist die automatische Generierung eines Entscheidungsver-
fahrens fiir das Wortproblem {iiber einer Gleichungsmenge &.

6.1 Das grundlegende Vervollstindigungs-Verfahren
Beispiel:

& = {plus(0,y) = y, plus(suce(zx),y) = succ(plus(z,y))}
R = {plus(0,y) — y, plus(succ(x),y) — succ(plus(z,y))}
R terminiert mit >,, und plus 3 succ. Da CP(R) = () ist R zudem konfluent.

Beispiel:

Sei £ das Gleichungssystem der Gruppenaxiome und R das TES der von links
nach rechts gerichteten Gleichungen aus £. R terminiert mit >;,, mit Status,
wobei f:(2,1) und f e, aber R ist nicht konfluent.

Die kritschen Paare identifizieren den Grund fiir die Zerstorung der Konfluenz.
Wenn (s,t) € CP(R), s —=* s|,t —=*t| und s|# t|, dann ergéinze R um die neue
Regel s |— t] oder t |— s|. Wenn die Terminierung von R mit > gezeigt wurde,
dann s’ — #/, falls s’ = t’ bzw. umgekehrt. So bleibt die Terminierung erhalten.

Da so nur neue Regeln hinzukommen gilt <5 = <% C %k wegen der Addquat-
heit. Neue Regeln haben die Form s’ — ¢’ fiir s <~ p — ¢/, d. h. s’ <% ¢'. Daraus

folgt, dass alle kritischen Paare nur £-gleiche Terme in Beziehung setzen. Somit gilt:

*
=
alt Rneu

ot = ok
Die Konfluenz muss dabei aber noch iiberpriift werden, da zwar alle alten kritischen
Paare zusammenfiihrbar sind, aber moglicherweise neue kritische Paare entstanden
sind, die nicht zusammenfiihrbar sind. Damit kénnen wir den folgenden Algorithmus
formulieren.

99
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Algorithmus:
BASIC-COMPLETION(E, >)

Eingabe: Gleichungssystem &, Reduktionsordung >

Ausgabe: Ein zu £ #quivalentes, konvergentes Termersetzungssystem R,
“fail” oder Nichtterminierung

Vorgehen:

(1) Fallses s=t € € gibt mit s| #¢t] sowie s| ¥ t| und t] # s| gib “fail” aus
und brich ab.

(2) Setze i:=0und Ro:={l—r|l=rundi=re&vr=1c&}
(3) Setze Ri+1 = Rz
(4) Fiir alle (s,t) € CP(R;):

a) Berechne R;-Normalform s’ und ¢’ von s und t.

(a)
(b) Falls s| #t] sowie s| # t| und t| ¥ s| gib “fail” aus und brich ab.
(c) Falls s’ > t/, dann setze R;11 := R; U{s’' — '}
(d) Falls ¢ > &', dann setze R;11 := R; U{t/ — s’}

(5) Falls R;11 = R, dann gib “true” aus und brich ab.

(6) Setze i :=1i+ 1 und gehe zu (3)

Es gibt also beim Algorithmus BASIC-COMPLETION drei mogliche Ergebnisse:

(1) Erfolg:
Man erreicht ein R,,, dessen kritische Paare zusammenfiihrbar sind. R, ist
die Ausgabe des Algorithmus’.

(2) Fehlschlag:
Man erreicht ein R, mit einem kritischen Paar (s,t) und s | # t | sowie
sl ¥ t]l und t ] ¥ s|. Der Algorithmus gibt “fail” aus. Man koénnte die
Vervollstéindigung aber mit einer anderen Reduktionsordung probieren.

(3) Nichtterminierung:
Es gibt eine unendliche Folge R, R1, ... von terminierenden, zu £ dquivalen-
ten Termersetzungssystem, die nicht konfluent sind.

Beispiel:

&= {f(f(x,y),f(y,z)) = y} (zentrale Gruppoide)

CP(R())
PGy, £ ) F (W 2)2) ) = F(y (W 2),2) )
N>
1)
(7 s @) Sy, £ ) ) = 1 (F (s f @) y)
No-
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Rl :R(] U
(0 U 202)) = 20 (F (o @)y ) = F@ )}
(2) Fehlschlag:

Ei???g%)—<ﬂ v), f(x,2)),
Ro = {f(2,9(y,2) = g(f(x,y), f(z,2)
(=rpo: [ 3 9)

(y,2))}

Flg(z,y), 2) = g(f (2, 2), f
2), f(y,2))}

) f[l9(x,y),2) — g(f(z,

Bei der Normalformberechnung des ersten kritischen Paares von R ergibt
sich, dass man die beiden Normalformen nicht orientieren kann ~» “fail”

(3) Nichtterminierung;:

€= {(s(f(@)) = g(f(2))}
Ro = {f(g(f(x))) = 9(f(x)

)}

Rl = 1{F(g™ (F(@))) — g™ (F(2)) | n €N} = 00

Das letzte Beispiel zeigt, dass man unser Verfahren nur als Semi- Entscheidungsver-
fahren benutzen kann. Um s =¢ ¢ zu iiberpriifen, testet man, ob s und ¢ gemeinsame
Ro-Normalformen haben, wenn ja, dann gilt s =¢ ¢t. Wenn nein, dann berechne die
Ri1-Normalformen usw. Wenn s =¢ t gilt, dann existiert auch ein R,,, mit dem s
und t gemeinsame Normalformen haben.

Satz 6.1 (Korrektheit von BASIC-COMPLETION) Sei & ein endliches Gleichungs-
system und > eine Reduktionsordnung.

(1) Falls BASIC-COMPLETION (&, > ) terminiert und R, als Resultat liefert, dann
ist Ry, ein endliches, konvergentes und zu & dquivalentes Termersetzungssys-
tem. Aus Ry, ldsst sich (mit WORTPROBLEM ) ein Entscheidungsverfahren fiir
das Wortproblem iiber £ konstruieren.

(2) Falls BASIC-COMPLETION (&, =) nicht terminiert, dann ist Roo = [J;5o Ri
ein unendliches, aber konvergentes und zu £ dquivalentes Termersetzungssys-
tem. In diesem Fall kann man den Vervollstindigungsalgorithmus als Semi-
Entscheidungsverfahren benutzen.

Beweis:

(1) e R, ist endlich, weil £ und damit auch Rg endlich ist, und da CP(R;)
endlich ist, wird R; in jedem Schritt nur um endlich viele Regeln er-
weitert.

e Die Terminierung folgt, weil nur Regeln der Form | — r mit [ > r
hinzugefiigt werden. (Satz 4.5)

e Die Konfluenz folgt, da der Algorithmus nur dann R, ausgibt, wenn al-
le kritischen Paare zusammenfiihrbar sind, woraus die lokale Konfluenz
(Satz 5.3) und damit die Konfluenz folgt (Satz 5.2).

e Aquivalenz von R,, und &: Zeige Vi or=en,

LA: i=0: <} =

R, da Ro nur & gerichtet ist

LS.: «f =k Cof
i)
/

141
V(s t) € CP( !
Vs — t' (bzw. ¢
m <—>g:<—>R

—Fs5e—p—t—=* t
—8)ERp1:8 or, t/,dh s —gt

it1
(Abgeschlossenheit unter Substitution und Kontexten)
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(2) e Ry ist unendlich, da in jedem Schritt neue Regeln hinzukommen

e Die Aquivalenz zu £ und die Terminierung folgen wie in (1)

e Konfluenz von R.: Satz 5.3 und 5.2 gelten auch fiir unendliche Ter-

mersetzungssysteme. Zeige also: alle kritischen Paare von R, sind zu-
sammenfiihrbar.
Sei (s,t) € CP(R). Es existieren Iy — 7r1,lo — ro € R, deren
Uberlagerung ein kritisches Paar bildet. Da Rg € Ry C ..., existiert
ein R; mit Iy — r1,ls > r9 € Ry <S,t> S CP(RZ) In RiJrl ist <S,t>
zusammenfithrbar und daher auch in Ry 2 Ri41

q.e.d.

6.2 Ein verbesserter Vervollstindigungsalgorithmus

Das Problem bei unserem bisherigen Vervollstéindigungsalgorithmus BASIC-COM-
PLETION ist, dass Regeln, die einmal hinzugenommen wurden, nicht mehr verdndert
oder geloscht werden konnen. Es kann beispielweise vorkommen, dass mit neu ent-
standenen Regeln eine alte Regel iiberfliissig wird, wenn diese mit den neuen si-
muliert werden kann. Solche Regeln werden also nicht mehr gebraucht und sollten
geloscht werden kénnen. D. h. neue Regeln sollten zur Vereinfachung der alten be-
nutzt werden.

Unser Ziel in diesem Abschnitt wird es daher sein, Transformationsregeln zur Ver-
vollstindigung zu entwickeln. Je nach Anwendungsstrategie fiir die Regeln kénnen
dabei unterschiedliche Vervollstindigungsalgorithmen entstehen. Die Transformati-
onsregeln operieren auf Paaren von Gleichungs- und Termersetzungssystemen (€, R).
Wenn (€, R) in (£/,R’) iiberfithrt wird, dann soll gelten:

(1) “iur = “bur
(2) R terminiert ~ R’ terminiert
Das Vorgehen wird sein, dass man mit (£, () startet und solange transformiert bis
man (), R) erhélt.
Wegen (1) gilt: <% = <% (d.h. R dquivalent zu &)
Wegen (2) gilt: R terminiert.

Definition 6.1 (Transformationsregeln zur Vervollstindigung) Sei& ein Glei-
chungssystem, R ein Termersetzungssystem, = eine Reduktionsordung. Dann defi-
nieren wir folgende Transformationsregeln auf Paaren (E,R):

(1) Generieren:

E,R
m falls <S,t> S CP(R)

(2) Orientieren:

Eu{s=t},R

E,RU—M falls s>t

Eu{s=t},R

MU—M falls t>s
(3) Ldschen:

Eu{s=s},R

E,R
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(4) Gleichungs-Reduktion:

EUu{s=t},R

— ll

EUu{u=t},R falls s —r u

EUu{s=t},R

— llst

EU{s=v}HR Jalls t =r v
(5) Rechts-Reduktion:

E,RU{s —t}

ERULs >} fallst =g v
(6) Links-Reduktion:

%ﬁ—m falls s »g u mitl — r

und | kann nicht mit s — t reduziert werden.
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Man beachte, dass die beiden letzten Regeln (5) und (6) neu in Bezug auf BASIC-
COMPLETION sind.

Schreibweise:

Wir schreiben (£, R) ¢ (€', R’), falls %,

Beispiel:

&= {h(z,y) = f(z), h(z,y) = f(y),9(x,y) = h(z,y),9(z,y) = a}

®)
l_C

(&,0)
(0, {h(z,y) — f(x), h(z,y) = f(y),9(z,y) = h(z,y),
g(z,y) — a})

({f (@) = f(y), h(z,y) = a}, {h(z,y) Hf(i?)vh(l” Y) Hf( ),
9(z,y) — h(z,y),9(z,y) — a})

({f (@) = f(y), f() = a}, {h(z,y) — f(2), h(z,y) — f(y),
9(@,y) — hz,y), g(z,y) — a})

{f@) = fW)} Az, y) = f(@),h(z,y) = fy).9(@.y) — h(z,y),
9(@,y) — a, f(z) — a})

({a = a}. {h(z,y) — f(x), h(z,y) = f(y),9(x,y) — h(z,y),9(z,y) — a,

f(z) = a})
(0, {h(z,y) — f(x), h(z,y) = f(y),9(z,y) — h(z,y),
—~~ ——

—~—
a a

o(z,y) — a, f(z) — a})
(0, {h(z,y) — a,g(z,y) — a, f(z) — a})

An der Stelle (%) wire BASIC-COMPLETION gescheitert.
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Lemma 6.1 Sei >~ die bei der Transformation verwendete Reduktionsordung. Falls
IL>r firalel —reR gilt und (E,R) Fc (E',R), dann gilt auch I = v’ fiir alle
'—-r"eR.

Beweis:

Bei den Transformationsregeln (1), (3) und (4) gilt R' =R v

Bei der Transformationsregel (6) gilt R CR v/

Bei der Transformationsregel (2) ist es nach Definition klar v/

Bei der Transformationsregel (5) gilt: s = ¢, ¢t = v (weil > abgeschlossen unter
Substitution und Kontexten) m s > r (Transitivitdt) v’

q.e.d.

Lemma 6.2 (§,R) F¢ (&', R') n «f n = “bir
Beweis:

Der Beweis ist klar fiir (2) und (3). Fiir die anderen Transformationregeln folgt
das Lemma wegen der Abgeschlossenheit unter Substitution und Kontexten.

q.e.d.

Folgerung:

Falls (£,0) & (0,R) und alle (s,t) € CP(R) zusammenfiithrbar sind, dann ist
R ein konvergentes und zu £ dquivalentes Termersetzungssystem.

Definition 6.2 Wir definieren:

e Fiir eine endliche Folge (£, Ro) F& (En, Ry) definieren wir die persistenten
Gleichungen &, := &, und die persistenten Regeln R, :=R,.

e Flir eine unendliche Folge (£9,Ro) Fo (€1, R1) Fe ... definieren wir die per-
sistenten Gleichungen &, =], ﬂj% &; und die persistenten Regeln

Ru = Uizo ﬂjzi R;.

Definition 6.3 (Transformationsfolge, Vervollstindigungsprozedur) FEine end-
liche oder unendliche Transformationsfolge (9, Ro) Fo (€1, R1) Fo ...

e ist erfolgreich .~ &, = () und R, ist ein konvergentes und zu Eq dquiva-
lentes Termersetzungssystem.

e schligt fehl .~~~ E, #

Eine Vervollstindigungsprozedur ist ein Algorithmus, der als Fingabe ein Glei-
chungssystem &y und eine Reduktionsordnung = bekommt und damit eine Transfor-
mationsfolge (9, Ro) Fo (€1, R1) Fo ... berechnet. Die Vervollstindigungsprozedur
ist korrekt, wenn fir alle & und > die berechnete Transformationsfolge erfolgreich
ist oder fehlschligt.

Ohne Einschrénkungen sind Vervollstdndigungsprozeduren nicht korrekt. Man muss
verlangen, dass die Transformationsregeln so angewendet werden, dass “alle” krit-
sichen Paare berechnet werden.

Definition 6.4 Fine endliche oder unendliche Transformationsfolge ist fair
CP(Rw) € U;s¢&i» d.h. alle kritischen Paare der persistenten Regeln traten ir-
gendwann mal auf.
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Satz 6.2 (Vervollstindigungssatz) Jede Vervollstindigungsprozedur, bei der je-
de nicht-fehlschlagende Transformationsfolge fair ist, ist korrekt.

Das letzte Ergebnis dieser Vorlesung erlaubt den Einsatz der Transformationsregeln
als Semi-Entscheidungsverfahren.
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