Skript zur Vorlesung
Theorien, Spiele, Algorithmen

gehalten von Prof. Erich Grédel
Mathemathische Grundlagen der Informatik
im Wintersemester 2003 / 2004

geTEXt von Stefan Buhr (stefan.buhr@rwth-aachen.de)
(Stand der Bearbeitung: 30. Juni 2004)



INHALTSVERZEICHNIS

Inhaltsverzeichnis

1 Das klassische Entscheidungsproblem

1.1

Rekursive Untrennbarkeit . . . . . . . . . . . . .. ... ...

2 Das Entscheidungsproblem als Klassifikationsproblem

3 Model-Checking-Spiele

4 TUnendliche Spiele

4.1

Gale-Stewart-Spiele . . . . . . . . ... L L

5 Borel-Spiele

6 Positionale Gewinnstrategien

6.1

Bedeutung von Paritétsspielen . . . . . . ... ... ...

7 Fixpunktlogiken

7.1
7.2
7.3
7.4
7.5
7.6
7.7
7.8
7.9

Fixpunkttheorie . . . . . . . . . . . .. ... ... ... ...
LEP . o
Der modale p-Kalkil . . .. ... ... o000
Eigenschaften des p-Kalkiils . . . . ... ... ... ... ..
Model-Checking-Spiele fir L, / LFP . . . .. ... ... ...
Paritiatsspiele . . . . . . . ...
Model-Checking fiir LFP/L,, . . ... ... ... .......
Model-Checking-Komplexitat . . . . .. .. .. .. ... ...
L,-Definierbarkeit von Gewinnregionen in Paritatsspielen . . .

11

23

25
26

36

42
43

50
20
23
o6
o8
99
62
63
64
65



INHALTSVERZEICHNIS

Einfiihrung

Drei wesentliche Bestandteile der Vorlesung sind:
e algorithmische Probleme in der Logik
e Entscheidbarkeit Komplexitét

e Zusammenhang zu Theorie endlicher und unendlicher Spiele

Algorithmische Probleme in der Logik

Gegeben sei eine Logik £, z. B.FO, MSO, ML, ...

Formeln sind endliche Wérter iiber einem endlichen Alphabet, d. h. wir be-
trachten keine infiniten Logiken.

Zunichst identifizieren wir zwei wesentliche Klassen von algorithmischen Pro-
blemen:

Erfiillbarkeit, Giiltigkeit, . ..

Sei X C £ eine Formelklasse. Dann ist das Erfiillbarkeitsproblem wie folgt
definiert:

Geg.: v e X.
Frage: Hat ¢ ein Modell?

Definiere dann entsprechend:
Sat(X) := {¢ € X | ¢ erfiillbar}
analog fiir

(X) = {v € X |1 hat endliches Modell}
(X) = {¢e X |y ist giiltig}
NonSat(X) := X\ Sat(X)
(X) := Sat(X) )\ FinSat(X)
Dabei heifst eine Formel ¢ genau dann giiltig, wenn —) kein Modell hat.

ist Unendlichkeitsaxiom, wenn 1 erfiillbar ist, aber keine endlichen Modelle
hat.
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Model-Checking-Probleme

Sei X C £ eine Formelklasse. Sei ® ein Bereich von Strukturen /Interpretationen.
Dann ist das Model-Checking-Problem fiir X auf ® wie folgt definiert:

Geg.: yYe X, AeD.
Frage: Gilt 2 7

Strukturen 24 € © miissen endlich prisentierbar sein, z. B. © Bereich von
endlichen Strukturen.
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1 Das klassische Entscheidungsproblem

Hilbert definiert das klassische Entscheidungsproblem wie folgt:

Man finde einen Algorithmus, der zu jedem v € FO entscheidet, ob v erfiill-
bar bzw. giiltig ist.

In den 20er und 30er Jahren:

o Algorithmen fiir Sat(.X) und einige Fragmente X C FO.

e Gewisse Klassen X C FO sind Reduktionsklassen, d. h. Sat(FO) ist
reduzierbar auf Sat(X).

Church und Turing zeigten 1936/37, dass Sat(FO) unentscheidbar ist.
Satz 1 Sei X C FO, X entscheidbar. Dann gilt:

1) Sat(X) ist co-r.e.!

2) Val(X) ist r.e.?

3) FinSat(X) ist r.e.

4) NonSat(X) ist r.e.

5) Inf-Ax(X) ist co-r.e.
Es gilt der Zusammenhang: ¢ € Sat(X) <= —¢ ¢ Val(X).

Definition 1 (finite model property) X hat FMP (. finite model proper-
ty“, endliche Modelleigenschaft), wenn

Sat(X) = FinSat(X),
d. h. jede erfiillbare Formel 1) € X hat ein endliches Modell.

Mit Definition 1 gilt das folgende Lemma.
Lemma 1 Sei X C FO und X habe die FMP. Dann gilt:

Sat(X) ist entscheidbar,

d. h. Sat(X) ist r.e. und co-r.e.

'd.h. X \ Sat(X) ist rekursiv aufzéhlbar (engl. recursively enumerable))
2Dieses Resultat liefert der aus der Grundvorlesung ,Mathematische Logik“ bekannte
Vollstandigkeitssatz.
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Abbildung 1: Zusammenhang zwischen den Klassen

1.1 Rekursive Untrennbarkeit

Im Folgenden fiihren wir den Begriff ., Rekursive Untrennbarkeit” ein.

Definition 2 (rekursiv untrennbar) Seien A, B C I'*, so dass A und B
disjunkt, d. h. AN B = 0.
Dann heiften A und B rekursiv untrennbar, wenn es keine entscheidbare Men-
ge C C T gibt mit

ACCund BNC = 0.

Daraus folgt unmittelbar, dass sowohl A also auch B unentscheidbar sind.

Definition 3 Seien A, B CTI'™*, X, Y C ¥* und AN B = () sowie X NY = .
Dann definieren wir:
(A,B) < (X,Y) :<= es gibt eine totale berechenbare Funktion f :
I — ¥* mit f(A) C X und f(B) CY.
Wir kénnen nun das folgende Lemma angeben.

Lemma 2 Seien A, B rekursiv untrennbar, und es gilt (A,B) < (X,Y).
Dann folgt:
X und Y sind rekursiv untrennbar.
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C/\/

Abbildung 2: Veranschaulichung des Begriffs ,, Rekursive Untrennbarkeit®

Wir definieren die folgenden rekursiv untrennbaren Halteprobleme:
o Hf :={p(M)| M Akzeptor, M akzeptiert \}
o Hy :={p(M)| M Akzeptor, M verwirft \}
o HY :={p(M)| M Akz., Berechg. v. M auf X ist unendl. u. nicht periodisch}

Um zu zeigen, dass es sich bei den gerade definierten Problem tatsédchlich um
rekursiv untrennbare Probleme handelt, beweisen wir den folgenden Satz.

Satz 2 H,", Hy und H® sind paarweise rekursiv untrennbar.

BEWEIS Reduktion M —— M’ Turing-Akzeptor mit

fu(x) =1 = M’ akzeptiert
fulz)=0 = M verwirft

andernfalls = Berechnung von M auf A unendlich und nicht periodisch

Bemerkung: p(M) — p(M’) ist effektiv.

Nehmen wir an, C' trenne zwei Mengen aus H;L, H, , HY°. Definiere
Sc = {fu:p(M')eC}

als nicht-triviale Klasse von turing-berechenbaren Funktionen.
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Abbildung 3: Veranschaulichung zu Lemma 2

Wenn C' entscheidbar ist, dann ist auch
code(Sc) = {p(M) | p(M') € C}

entscheidbar.
Dies ist aber offensichtlich ein Widerspruch zum Satz von Rice.

Satz 3 (Trakhtenbrot, 1950) Es gibt eine endliche Signatur T, so dass
FinSat(FO(T)), NonSat(FO(T)) und Inf-Ax(FO(T)) paarweise rekursiv un-
trennbar sind.

Insbesondere sind also FinSat(FO(T)), Sat(FO(T)) und Val(FO(T)) unent-

scheidbar.

BEWEIS Wir fiihren eine effektive Reduktion p(M) —— ¢ € FO(7) durch
mit:

(a) M akzeptiert A\ = 1), hat ein endliches Modell.
(b) M verwirft A\ = 1)y, ist unerfiillbar.

(c) Berechnung von M auf A ist unendlich und nicht periodisch
=—> 1y ist Unendlichkeitsaxiom.

Sei M TM-Akzeptor mit Zustamdsmenge @ = {qo, - - -, ¢, }, Anfangszustand
qo, Alphabet ¥ = {ao,...,as} mit a9 = U (Blank-Symbol), Endzustands-
menge ' = F* U F~, Ubergangsfunktion 0 : Q x ¥ — Q x ¥ x {—1,0,1}.

7
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Abbildung 4: Veranschaulichung der Reduktion aus dem Beweis zu Satz 3

Sei
=10, f,q,p,w},

wobei f, ¢ und p einstellige Funktionen darstellen und w eine zweistellige
Funktion bezeichnet. Dariiber hinaus sei k := ff... f0 € T(7).
—

k-mal

Intendiertes Modell 2, von v;:
Universum A = {0,1,...,n} oder A =N (A bezeichnet Zeitpunkte).

£t t—|—1 wennt+1€ A
sonst

w(s,t
p(t

Definiere dann die Formel v,; wie folgt:

) =

q(t) =i <= M befindet sich zur Zeit ¢ im Zustand g¢;
) =i <= zu Zeit t ist auf Feld s das Symbol a;
)

Kopfposition zur Zeit t

= START A COMPUTE A END,
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wobei die Konjunkte im Einzelnen wie folgt definiert sind:

START := ¢qo=0Apy=0AVa(w(z,0)=0)
[zu Zeit 0 ist M in der Anfangskonfiguration auf Input .|

(inaj)'i(kaalvm)

p = Vavy (py #x — w(z, fy) = w(z,y))
[Bandinschrift auf nicht bearbeiteten Feldern bleibt unveréindert.|

a = qy=iAw(py,y)=j
[Zur Zeit y ist M in Zustand ¢; und liest Symbol a;.]

pfy = py wenn m = (
MOVE,, = pfy= fpy wenn m = 1

z(fz=py Apfy=2) wenn m = —1

END = A Vy—ou;
(qi7 a])
mit §(g;, a;) undef.
und ¢; ¢ F*
[Die Berechnung kann nur durch eine akzept. Konfiguration beendet werden. |

Dann gilt:
e )y ist auf p(M) effektiv konstruierbar.

e Wenn M das leere Wort akzeptiert, dann ist das intendierte Modell A,
endlich, und es gilt Ay = Y.

e Wenn M auf A unendlich lange rechnet, dann ist 2;; unendlich und

Ap = Y-
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Sei B = (Baoaf7Q7paw> ):wM

Definition 4 B erzwingt die Konfiguration (¢;, j, w) zur Zeit ¢t (wobei w =
Qi - - - @, ), Wenn

a) Blqt=i
b) BEpt=j

c) fiir alle k < m gilt: B Fw(k,t) =
fiir alle k£ > m gilt: B = w(k, 1)

Da B | ¢y, gilt:
e B erzwingt Cy = (qo, 0, \) zur Zeit 0, da B = START.

und

Sl

e Wenn B zur Zeit ¢t die Konfiguration C; erzwingt, welche nicht ei-
ne akzeptierende Konfiguration ist, dann existiert eine Konfiguration
Ciy1 = Next(Cy) und B erzwingt Cyi 1 zum Zeitpunkt ¢ + 1.

Insbesondere kann M keine verwerfende Konfiguration erreichen. Wenn M
A verwirft, dann ist ¢, unerfiillbar. Wenn M unendlich viele verschiedene
Konfigurationen durchlduft, dann ist jedes B |= ¢y, unendlich.

10
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2 Das Entscheidungsproblem als Klassifikati-
onsproblem

Wir wissen bereits, dass Sat(FO) unentscheidbar ist. Wir sind deshalb an der
Beantwortung der Frage interessiert, fiir welche Fragmente X C FO Sat(X)
entscheidbar ist. Analog fiir FinSat(X) etc.

Die Problematik dabei ist, dass es iiberabzdhlbar viele X C FO gibt. Fiir
welche X soll diese Fragestellung also betrachtet werden?

Es existieren bereits eine Reihe klassischer Entscheidbarkeitsresultate aus
den 20er/30er Jahren. So ist die Erfiillbarkeit beispielsweise entscheidbar fiir

e relationale monadische Formeln® [Lowenheim 1915]

e relationale Formeln der Form 3x;...3x,Yy; ... Yynmp (m,n € N, ¢
quantorenfrei)? [Bernays-Schonfinkel 1928]

e relationale Formeln der Form 3z ...3z,Vy3z; ... 3z,¢ |Ackermann
1928]

e relationale Formeln der Form 3z ... 3z,Vy;Vys3z; ... 32,0 (ohne =)
[Gadel 1932

Die angesprochenen Formelarten werden als klassische 16sbare Félle des Ent-
scheidungsproblem betrachtet. Die jeweiligen Beweise konnen via FMP ge-
fiihrt werden.

Wir betrachten im Folgenden sogenannte Prifix-Signatur-Klassen

[ IT ’(plap%"')’(flaf%”’)](:)

~—~
Wort iiber {3,,3* v*}

Definition 5 Gegeben sei ein Dominosystem © = (D, H, V'), wobei D eine
endliche Menge und H,V C D x D seien.

Dariiber hinaus bendtigen wir ein ,Spielfeld S, z.B. S = NxNoder S = ZxZ
etc.

3Bei relationalen monadischen Formeln besteht die Signatur ausschlieRlich aus einstel-
ligen Relationen.
4Wir schreiben diese Art von Formeln kurz als [3*V*]

11
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Ziel ist die Parkettierung von S mit 3, die wir als Funktion p : S — D
darstellen werden, und zwar so, dass fiir alle (z,y) € S:

<P($>y)ap(9€+1,y)> €eH und
(p(z,y),p(r,y+1)) €V

gilt.
Fiir beliebige Dominosysteme ® gilt dann der folgende Satz.

Satz 4 Sei © ein beliebiges Dominosystem. Dann gilt:
D parkettiert N x N <= O parkettiert Z x 7.

BEWEIS Die Giiltigkeit der ,Hin-Richtung® <« ist unmittelbar ersichtlich.
Fiir die ,Riick-Richtung® = konstruieren wir einen endlich verzweigten Baum
mit beliebig langen endlichen Pfaden. Nach dem Lemma von Kdnig existiert
dann auch ein unendlicher Pfad.

Sei p: Nx N — D eine Parkettierung. Dann gibt es (mindestens) ein d € D,
so dass fiir alle n € N ¢, j > n existieren mit p(i, j) = d. Fixiere d.

Definiere den Raum

Spi={-k,~k+1,...,0,..., k}.
Definition des Baums:

(i) Die Knoten des Baumes bestehen aus korrekten Parkettierungen py :
S — D mit p,(0,0) = d.

(ii) Die Wurzel des Baums enthélt die eindeutige Parkettierung pgy : So —
D mit py(0,0) = d.

(iii) Die Kinder von py sind alle Erweiterungen pyyq > py, also Parkettie-
rungen von Skiq.

Der so definierte Baum besitzt dann die folgenden Eigenschaften:
e Er ist endlich verzweigt.

e Er besitzt beliebig lange Pfade, denn nach Voraussetzung existiert zu
jedem n € N ein (4,7) mit 4,5 > n, p(i,5) = d. Also definiert p eine
korrekte Parkettierung eines S,,, und dann existiert ein Weg der Lange
n im Baum.

12
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Nach dem Lemma von Konig existiert dann auch ein unendlicher Weg pg, p1, po, - . .
im Baum, welcher eine Parkettierung p., von Z x Z definiert.

Geg.: (n,m) € Z x Z. Wihle k := max{n, m}.
Setze
poo(na m) = pk(na m)

Eine wichtige Variante von Dominoproblemen ist das im folgenden definierte
Eckdominoproblem:

Geg.: ® Dominosystem, dy € D.
Frage: Existiert eine Parkettierung p : N x N — D mit p(0,0) = dy?

Satz 5 Die Menge aller Dominosysteme, welche eine periodische Parkettie-
rung erlauben und die Menge der Dominosysteme, welche gar keine Parket-
tierung erlauben, sind rekursiv untrennbar. Analoges gilt fiir Eckdominopro-
bleme.

BEWEIS Der Beweis fiir den Spezialfall der Eckdominoprobleme ist relativ
einfach (fiir diesen soll im Folgenden eine Beweisskizze angegeben werden),
der Beweis fiir den allgemeineren Fall ist jedoch schwierig.
Idee: Totale berechenbare Funktion f : p(M) +— (D, dy) mit:
M akzeptiert A\ = (D, dy) erlaubt periodische Parkettierung.
M verwirft A\ = (D, dp) erlaubt keine Parkettierung.
p(M) e HY = (Du,dy) erlaubt eine Parkettierung, jedoch keine periodische.

13
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Berechnung von M auf \

Parkettierung von (D, do):

: o b (q/va+1)

1

E * e (q,wp) (llva)

1

:, o skk wo w1 w2 (qwp) Wpy1
wo w1 w2 (gwp) Wp41

t: Ct = (Qap7w0w1--‘wm) :
Wo . .. Wy—1(q, Wp)Wpiq ... Wy, U .. L

* ok
*
* ok
* % (qo0,U) u u
* *ok | xok * * | * *
* ok * * *
T
do

14
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(¢',b)
6(q0, wp) = (¢',b,0) D
(¢, wp)
b (¢, a)
d(q,wp) = (¢',0,1) (2, wp) (@, wp)
(g, wp) a
d(q,wp) = (¢',0,—1) analog

Konstruiere (D, do) so, dass:

e die erste Zeile der Parkettierung eindeutig bestimmt ist. Die Féarbung
der oberen Kante beschreibt die Inputkonfiguration auf .

e wenn die obere Kante der j-ten Zeile einer Parkettierung eine Konfi-
guration C' von M beschreibt, und C' nicht terminierend ist, die obere
Kante der (j + 1)-ten Zeile schliefslich die Konfiguration Next(C') be-
schreibt.

e wenn die Konfiguration C' verwerfend ist, die Parkettierung nicht fort-
gesetzt werden kann; wenn C' akzeptierend ist, kann sie mit der ersten
Zeile periodisch fortgesetzt werden.

Anwendung:

Sei X C FO. X ist konservative Reduktionsklasse, wenn man fiir jedes Do-
minosystem © einen Satz ¢p € X konstruieren kann mit:

1) © erlaubt eine periodische Parkettierung von N x N
—> p € FinSat(X)

2) D erlaubt keine Parkettierung von N x N
= 1p € NonSat(X)

3) @ erlaubt eine Parkettierung, aber keine periodische
= p € Inf-Ax(X)

Beispiel 1 [V3V, (0,w), 0], d. h. Formeln Vz3y¥z¢ (¢ quantorenfrei, enthélt
nur zweistellige Relationen).

15
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Satz 6 [V3V,(0,w),0] ist konservative Reduktionsklasse.

BEWwWEIS Konservative Reduktion © — ¥g, © = (D, H, V).
Verwende die Relation P; (d € D) mit der intendierten Interpretation P, :=

{(1,5) e NxN{p(i,j) = d}.

vy = VxdyVz /\ (Pyxz — —Pypxz)
dd’

A \/ (Pyxz A Pyyz) A \/ (Pyzx A Py zy)
(d,d"eH (d,d")eVv

1) D parkettiert N x N mit horizontaler /vertikaler Periode h, v, d. h.

p(z+hy) =plx,y+v)=plx,y).
Wiihle t := kgV(h,v).

Es existiert die folgende Parkettierung: %Z X Z%Z — D

2 = (Y (Pasen ) it Pa = {(0.3) | m6.9) = )
Dann gilt:
AE Yo :zux wihley:=x+1 (mod t)

und 2 ist endliches Modell von 5. Analog:
D erlaubt (beliebige) Parkettierung von N x N = 15 hat Modell
mit Universum N.

Es bleibt zu zeigen, dass ¢p ein (endliches) Modell besitzt — 2
erlaubt (periodische) Parkettierung von N x N.

Wir bilden die Skolem-Normalform von ¢:
o = VaVy /\ (Pyxz — —Pyuxz)
d#d'

A \/ (Pyxz N\ Pyfx2)
(dd)eH

N \/ (PdeL‘/\Pd/Zfl’)
(d,d"eVv

16
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Sei B = (B, f, (Py)aep) | to. Definiere p : N x N — D. Wihle b € B.
p(i,7) = d fiir das eindeutige d mit B = Py(f'b, f7b)

Da B | ¢p ist p korrekte Parkettierung.
Sei B endlich, b € B.

f f f

Wahle b so, dass
f'b = b fiir gegebene t € N

(Da B endlich ist, existiert ein solches b.)
Mit solchem b ist die konst. Parkettierung periodisch.

Prifix-Signatur-Klassen [r, (p1,pa, .. .), (f1, f2. .- )]

e 7 ist ein Wort iiber {3,V,3* V*}, definierte Menge von Prdfizen.

e p; < w beschrinkt die Anzahl der Relationssymbole der Stelligkeit i.

o f; < w beschrankt die Anzahl der Funktionssymbole der Stelligkeit .
Wir vereinbaren die folgenden abkiirzenden Schreibweisen:

e (w) fiir (w,0,0,...)

e (0,1) fiir (0,1,0,0,...)

e all fiir ,keine Einschriankung®

Beispiel 2 Entscheidbare Klassen sind u.a.
MON : relationale monadische Formeln : [all, (w), (0)]

Satz 7 Sei ¢ € FO ein Satz der Signatur {P, ..., Py,} (P; einstellige Re-
lationssymbole). Wenn ¢ ein Modell hat, dann auch eines mit < qr(p) - 2™
FElementen (qr: Quantorenrang).

= FMP von MON

17
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— Sat(MON) = FinSat(MON) ist entscheidbar in NEXPTIME (errate
Beschreibung eines Modells A mit < qr(y) - 2™ Elementen. Priife, ob

A=)

BEWEIS Wir erinnern uns an die folgenden aus der Vorlesung ,Mathemati-
sche Logik” bekannten Zusammenhénge.

A =,.B: fiir jeden Satz ¢ mit qr(y) < r gilt:
AEY = By

Der Satz von Ehrenfeucht-Fraissé sagt aus:

A=,B < Il gewinnt das E.-F.-Spiel G, (A, B).

Idee:
Konstruiere aus beliebigem 2 = (A, P,...,P,) ein B = (B, P],...,P))
mit:

|IB| <r-2"A=.B

Sei A = (A, Py,...,P,). Mit jedem a € A assoziieren wir eine Farbe
cla) =c1,...,¢p € {0,1}™ mit

1 fallsa € P,
0 fallsa ¢ P,

g —

—> A wird in 2" Farbklassen A, (¢ € {0,1}"™) unterteilt. Wihle B so, dass
fiir jedes ¢ € {0,1}™ gilt:

— A <r = |B| = |A]
|A,| >r = |B.|=r

— Bl <r-2m

— II gewinnt G,(2, B)

Wenn 2 = ¢, dann auch B = ¢ fir r = qr(y).

Bemerkung 1 Sat(MON) ist NEXPTIME-vollstindig.

Beispiel 3 [3*V*,all, (0)]= (Bernays-Schonfinkel)

18
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Satz 8 Wenn 3z ...32,Vy1 ... Yy (¢ relational, ¢ quantorenfrei) ein Mo-
dell hat, dann auch eines mit < m FElementen.

BEWEIS Sei 2 = 3z ... 32,Yy1 ... Yy,p, d. h. es gibt ay,...,a, € A:

A ):Yyl...Vynw(al,...,am,gz

~~

=X

T bezeichne die Signatur von 2 bzw. ¢ und 7U{ay, ..., a,} die Signatur von
A,a,...,a, bzw. von x.
Wir erinnern uns, dass universelle Formeln abgeschlossen sind unter Sub-
strukturen, d. h.:

BEY,CCB — €y

Sei B =2 ay,...,a,, und € =B | {ay,...,a,} die von {a4,...,a,} indu-
zierte Substruktur. Dann gilt offensichtlich:

€l <m

und daraus folgt:
¢y, 32,V .. VY.

Folgerung 1 [3*V* all, (0)]= hat die endliche Modelleigenschaft (FMP).
o Sat([3F*V*,all, (0)]2) ist NEXPTIME-vollstindig.

e s folgt nicht, dass Val([3*V*,all, (0)]=) entscheidbar ist.
Es folgt wohl, dass Val([V*3*,all, (0)]=) entscheidbar ist.

@~ dualisiert” Quantorenprifix.

e Fiir die meisten anderen Klassen mit FMP ist der Beweis aufwdndiger.

Wie zeigt man, dass ein Fragment von FO zu den unentscheidbaren Fillen
gehort?

Zur Beantwortung der Frage konnen die drei in den folgenden Unterabschnit-
ten vorgestellten Methoden dienen.
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2 DAS ENTSCHEIDUNGSPROBLEM ALS
KLASSIFIKATIONSPROBLEM

Methode 1: Reduktionen

Definition 6 Eine konservative Reduktionsklasse in FO ist ein Fragment
X C FO, so dass eine total berechenbare Funktion

FiFO = X

existiert, so dass fiir alle ¢» € FO gilt:
e ¢ hat ein endliches Modell <= f(v) hat ein endliches Modell.
e 7 ist unerfiillbar <= f(4) ist unerfiillbar.

Lemma 3 Sei X konservative Reduktionsklasse. Dann sind FinSat(X ), NonSat(X)
und Inf-Az(X) paarweise rekursiv untrennbar.

FO X
FinSat -~ |
—
[ —
A
NonSat

Inf-Ax

Abbildung 5: Veranschaulichung zu Lemma 3

Beispiel 4 [V*,all, all] ist konservative Reduktionsklasse, denn zu gegebe-
nem ¢ € FO kann man effektiv die Skolem-Normalform ¢* € [V*, all, all]-
konstruieren. Es gilt fiir jede Menge A:

1 hat Modell mit Universum A <= 9" hat Modell mit Universum A
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2 DAS ENTSCHEIDUNGSPROBLEM ALS
KLASSIFIKATIONSPROBLEM

Methode 2: Variante des Satzes von Trakhtenbrot

Der Beweis in Kapitel 1 liefert Formeln
Yy € [V (0),(3,1)]=

Modifikation dieses Beweises liefert andere konservative Reduktionsklassen,
z. B.
[a’lla (07 w)a O]

Methode 3: Dominoprobleme

Unter einem Dominostein verstehen wir ein orientiertes Einheitsquadrat mit
gefarbten Kanten. Ein Dominosystem ist ein Tripel © = (D, H, V') mit:

a

Abbildung 6: Modell eines Dominosteins

e D ist eine endliche Menge von Dominosteinen
e HV CDxD
Der Intuition folgendend definieren wir:

H ={(d,d') € D x D | rechte Farbe von d = linke Farbe von d'}
V ={(d,d") € D x D | obere Farbe von d = untere Farbe von d'}

Die zu parkettierende Fliche bezeichnen wir mit S, beispielsweise S = Z X Z,
S=NxNoder S={0,...,n—1} x{0,...,m —1}.
Unter einer Parkettierung von S mit ® = (D, H, V) verstehen wir dann eine
Abbildung

p:S—D,

so dass fiir alle (i,7) € S

e (p(i,j),p(i+1,j)) € H, und
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2 DAS ENTSCHEIDUNGSPROBLEM ALS
KLASSIFIKATIONSPROBLEM

e (p(i,§),p(i,j+ 1)) €V.

Definition 7 Eine Parkettierung p von S ist periodisch, wenn h,v € N\ {0}
existieren, so dass fiir alle (z,y) € S

p(x+h,y) = p(e,y +v) = p(z,y).
Dominoproblem fiir S: (S=7Z x Z)

Geg.: Dominosystem © = (D, H,V)
Frage: Gibt es eine Parkettierung von S mit ©7
oder: Gibt es eine periodische Parkettierung von S mit ©7
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3 MODEL-CHECKING-SPIELE

3 Model-Checking-Spiele

Notationsvereinbarung:

vE ={weV|(v,w) € E}

@ @
u € Vo w € WV veWV
vVENWE£( vE C W

Jw ((v,e) e EAw e WP) Yw((v,w) € E—we W}

Wir présentieren im Folgenden einen Linearzeit-Algorithmus fiir endliche
Spiele.

Linearzeit-Algorithmus fiir endliche Spiele

e winfv] =0 (o € {0,1}), wenn festgestellt wurde, dass v € W,
win[v] = L, wenn dies noch nicht ausgerechnet wurde, oder wenn w ¢
Wy u W,

e Plv] = Ev (Vorginger von v)

o njv] = {w € vE | winjw] = L}
Der Kern des Algorithmus besteht aus der Prozedur propagate(v,o ). Diese
Prozedur wird aufgerufen, wenn festgestellt wurde, dass v € W,,. Propagate(v,o)

speichert dies ab und untersucht, ob wir Gewinner fiir Vorgénger von v be-
stimmen konnen.

o (u,v) € E,ueV, = uecW, (ziche zu v)

o (u,v) € E,u€Vi_,,winlu] = L und nfu] = 0.

Dies bedeutet, dass winw] = o fiir alle w € uFE (sonst hétte der Algo-
rithmus nach der Feststellung, dass win[w] = 1 — o auch festgestellt,
dass win[u] =1 —0.)

Also ist winfu] = o.

Wir zeigen die Korrektheit des Algorithmus. Es gilt W, :={J,, W/
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3 MODEL-CHECKING-SPIELE

evecW?

v € Vig,nlv] = 0 = Algorithmus stellt fest (Schritt 2), dass
winfv] = o.

eveW! (n>0)

(a) v €V, und Jw ((v,w) € EAw € W), Nach Induktionsvoraus-
setzung stellt der Algorithmus fest, dass win[v] = o. Dabei ruft
er Propagate|v,o| auf, denn v € Plw],v € V.
Also berechnet er winfv] = o.

(b) v € Vi_, und Vw ((v,w) € E — w € Wr1).
Sei wy der letzte Nachfolger der w € vFE, fiir den der Algorithmus

festgestellt hat, dass win[w] = ¢. Danach ist n[v] = 0. Daher wird
Propagate|v,o| aufgerufen.

Nun werfen wir einen Blick auf die Komplezitit des Algorithmus.
Fiir jedes v € V wird Propagate|v,o| hichstens ein Mal durchlaufen.
Die Schleife ,\Yu € P[v]“ wird daher

< 3" |Pp]| = | E| Mal

durchlaufen.
— Laufzeit: O (|V| + |E]).
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4 UNENDLICHE SPIELE

4 Unendliche Spiele

Sei G = (V, E, Win) ein Spiel, V =V, U W;.

Dann definiert Win C V* eine Gewinnbedingung fiir unendliche Partien.
Eine Partie ist eine endliche oder unendliche Folge m = vov vy ... € V=¥ mit
(Uiavi+1) e L.

Bei endlichen Partien verliert der Spieler, der nicht mehr ziehen kann, wih-
rend fiir unendliche Partien gilt: Spieler 0 gewinnt 7 <= 7 € Win,
anderenfalls gewinnt Spieler 1 (es gibt also kein Unentschieden!).

Strategie

Betrachten wir nun Strategien fiir endliche Spiele. Ein Beispiel fiir eine nicht-
positionale Strategie ist das folgende Spiel mit der Gewinnbedingung ,,a, b, ¢
miissen jeweils unendlich oft vorkommen“. Eine Strategie fiir Spieler o ist

/\ /\
- 1\/ \/Sp 1

dann

f:V*V, =V mit (v, f(z,v)) € E,

wobei V*V, das Anfangsstiick einer Partie bezeichnet, welche an einer Posi-
tion in V,, endet. An dieser Stelle ist Spieler o am Zug.

f heifst Gewinnstrategie fiir Spieler o von v aus, wenn jede in v beginnende
Partie, welche konsistent ist mir f, von Spieler o gewonnen wird.

Wir definieren dann

W, := {v | Spieler o hat Gewinnstrategie von v aus}

Offensichtlich gilt:
WO N W1 - @

Definition 8 G = (V, E, Win) ist determiniert, wenn V. = Wy U Wy, d. h.
von jeder Position aus hat einer der Spieler eine Gewinnstrategie.

Satz 9 (Zermelo) Sei G ein Spiel, in dem jede Partie endlich ist. Dann ist
G determiniert.
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4 UNENDLICHE SPIELE

BEWEIS Sei X :=V \ (W, U W;). Dann miissen wir zeigen, dass X = () ist.
Wir formulieren die folgende

Beh.: v € X = vENX # (). Daraus folgt, dass G eine unendliche
Partie zulésst, bleibe immer in X.

Sei alsov e X, veV,.
(a) vENW, =0 (sonst wire v € W)
(b) vE € W;_, (sonst wire v € Wy_,)
Also existiert ein w € vE, w ¢ Wy U Wy, also vEN X # ().

Bemerkung 2 (Spiele mit Unentschieden) Es reicht anzunehmen, dass
alle Gewinnpartien endlich sind.

Satz 10 Sei G ein Spiel, so dass Spieler o eine Partie gewinnt genau dann,
wenn eine Position v € Vi_, erreicht wurde mit vE = (. Dann ist das Spiel
determiniert im folgenden Sinn:

von jeder Position hat entweder einer der beiden Spieler eine Gewinnstrategie
oder bei haben eine Strategie, um ein Unentschieden zu erreichen.

(Sei X =V \ (WoUWy). Vonv e X NV, kann Spieler o in X bleiben.)

4.1 Gale-Stewart-Spiele

Der Gale-Stewart-Spielen zugrundeliegende Spielgraph G = (V, E) ist der
unendliche bindre Baum.

T2 = ({0,1},E),E = {(z,x;) |z € {0,1}*,i € {0,1}}
= (W E),E={(x,x;) | v € w",i € w}

Die Spieler ziehen abwechselnd, d. h.

Vo = {z | |z| gerade}
Vi = {x | |z| ungerade}

Satz 11 (Gale-Stewart) FEs gibt nicht-determinierte Spiele.
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4 UNENDLICHE SPIELE

BEWEIS Sei B = {0,1} oder B = w. Sei
To = {z € B* | |z| gerade}
Ty = {x € B* | |z| ungerade}

Sei desweiteren
F={f:Ty— B} Strategien fiir Spieler 0
G ={g: Ty — B} Strategien fiir Spieler 1

Es gilt dann:
|F| =G| = [Pw)| = 2¢

Dann ist:

F:{fa|a<2w}
G={ga|a <27}

Idee: X, Y, ~Y = Ua<2w Y,.
Kein f, oder g, ist Gewinnstrategie fiir das Spiel mit Gewinnbedingung Y.

27



4 UNENDLICHE SPIELE

Exkurs: Ordinalzahlen und Wohlordnungen

Eine Wohlordnung (WO) ist eine lineare Ordnung (A, <), welche dem Prinzip
vom kleinsten Element geniigt:

Jede nichtleere Teilmenge von A enthélt ein kleinstes Element.

Es folgt, dass in A keine unendlichen absteigenden Ketten a; > as > a3z > ...
existieren (ansonsten hétte {a, | n € w} kein kleinstes Element). Umgekehrt
kann man in einer Menge S ohne kleinstes Element mit Auswahlaxiom eine
unendliche absteigende Kette auswiahlen:

1) Wihle a; € S.

2) Dann enthélt S; := {b € S | b < a;} auch kein kleinstes Element.
Wihle ay € Sl.

3) ...

Ordinalzahlen (Ordinale) geben uns die Moglichkeit, Mengen beliebiger Gro-
fe jaufzuzéhlen und damit Induktionsbeweise zu fiihren (transfinite Induk-
tion).

Abstrakt definiert man Ordinale als transitive Mengen, die durch € linear
geordnet sind.

e transitiv: wenn y € z, dann y C = (d. h. wenn z € y € z, dann z € x)
Anschaulicher:
e (0 ist ein Ordinal.

e fiir jede Menge S von Ordinalen gibt es ein kleinstes Ordinal (bzgl. <),
welches grofer ist als alle Ordinale in S.

Zwei Fdlle:

a) S enthilt groktes Ordinal a. Dann ist das néchstgrofere Ordinal der
Nachfolger a + 1 von a.

b) Andernfalls ist das nichstgrofere Ordinal Limes-Ordinal.
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4 UNENDLICHE SPIELE

In mengentheoretischer Darstellung:

e 0 = 0

e at+1 = aU{a}

Das Limes-Ordinal iiber S ist | J S.
e 0 = 0

o1 = {@}

e 2 =

{{0},0}

Fiir Ordinale gilt:
1) Jedes Ordinal ist die Menge aller kleineren Ordinale.

2) Die lineare Ordnung der Ordinale ist die Elementbeziehung

b<a < (€

3) (a, <) ist eine WO (fiir jedes Ordinal «)

Die ersten Ordinale lauten:

wUJ

0,1,2,3,.. ., ww+lw+2...20,...,w ww+1... 0. . .| w
(w ist das erste Limes-Ordinal.) Es gilt: n = {i | i < n}
Ordinale sind Standardrepréisentanten von WO:

e Fiir jede WO (A, <) existiert ein Ordinal «, so dass (4, <) = (a, <).

——
(,€)

Beispiel 5 (w X w) Ordnungstypen:

Satz 12 (Zermelos WO-Satz) Wenn man das Auswahlaxiom annimmdt,
dann kann man jede Menge A wohlordnen.

(d. h. zu jedem A ezistiert <, so dass (A, <) WO)

Folgerung 2 Fiir jede Menge A ezistiert Ordinal o, so dass wir A aufzihlen
kénnen:

A={ag | B <a}
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4 UNENDLICHE SPIELE

Ordnungstyp (w, <) Ordnungstyp (w?, <)

w viele Kopien von (w, <)

N

Das kleinste Ordinal, das wir fiir P(w) (oder fiir R oder fiir die Menge aller
Strategien von Spieler 0) nennen wir 2¢.
Wir werden im Folgenden die Menge der Strategien beider Spieler aufzihlen:

Y
Y

F={f.| a<2“} Strategien von Sp. 0
G ={go | @ < 2¥} Strategien von Sp. 1

Auf jeder Stufe a < 2 werden wir mit Mengen X, Y, von kleinerer Kardi-
nalitdt als F' und G operieren.
~» Beweis mit transfiniter Induktion.

e fixiere X, Y
e ausgehend von X, Y, definieren wir X,.1, Y41 (fiir alle v < 2¢)

e fiir Limes-Ordinale o < 2% setzen wir

Xo= ] X;
[B<a

Yo={J Vs
[B<a

Satz 13 FEs g¢ibt nicht-determinierte Spiele.
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4 UNENDLICHE SPIELE

BEWEIS Der folgende Beweis benutzt das Auswahlaxiom (AC). Sei B =
{0,1} oder B = w.

Ty = {x € B* | |z| gerade}

Ty = {x € B* | |z| ungerade}

F={f:Ty— B} Strategien von Spieler 0

G ={g:T, — B} Strategien von Spieler 1
Ziel: | Konstruktion® einer Gewinnbedingung Y C B“, so dass kein f € F

und kein g € G Gewinnbedingung ist fiir das Gale-Stewart-Spiel mit
Gewinnbedingung Y.

e Betrachte
F = {fa | a < 2w}
G = {goz | a < 2w}

Sei fg € B¥ die durch f und g eindeutig bestimmte Partie.
Konstruiere X,,Y, C B“ mit

- X, NY,=10

B |Xa|> |Ya| <2¥

— VB < a existiert ein f € F': fgs ¢ X,

— VG < av existiert ein g € G : f3'g ¢ Y,
e Xo=Yy=10

e fiir Limes-Ordinale )\ sei

X, = UXg, YA:Uﬁ<)\YB
B<A

e 7u f, existiert ein g € G mit fo11°g ¢ X, UY,.
Wihle solches g und setze

KXoy = Xq U {fa+1Ag}

Zu g,y existiert ein f € F mit f go11 ¢ Xos1 U Y.
Wiihle solches f und setze

Ya+1 =Y, U {ngCFFl}
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4 UNENDLICHE SPIELE

e Sei nun Win =Y :=J,_ 9 Ya-

Angenommen, f sei Gewinnstrategie fiir Spieler 0. Es gibt dann ein o mit
f = fa. Es gibt aber ein g mit f,"g € X,, also f, g ¢ Y. Die Partie f, ¢
wird von Spieler 1 gewonnen. Widerspruch.

Angenommen, g sei Gewinnstrategie fiir Spieler 1. Es gibt dann ein « mit
g = go- Es existiert aber ein f mit f'g, € Y,, d. h. Spieler 0 gewinnt die
Partie f"g,. Widerspruch.

Wir fiihren im Folgenden einen zweiten Beweis via Ultrafiltern. Dazu be-
trachten wir in einem Exkurs zunéchst Filter und Ultrafilter.

Exkurs: Filter und Ultrafilter

Sei I eine nichtleere Menge. Eine nichtleere Menge F' C P(I) heift Filter,
wenn gilt

e lecF
ercFyel — zNyelF
erxclyor = yeF
Intuition: Die Mengen in F sind in irgendeiner Form ,,grofs.

Beispiel 6 {r C w:w\ z endlich.} ist ein Filter, genannt Fréchet-Filter.

Ein Ultrafilter iiber I ist ein Filter U, der zusitzlich folgende Bedingung
erfiillt:

o firallex CIgilttx €U oder I\xeU
Beispiel 7 Fixiere ng € w.
U={al|ng€ a}.
Der Fréchet-Filter ist kein Ultrafilter, aber:

Satz 14 Der Fréchet-Filter kann zu einem Ultrafilter erweitert werden.
(Dies benutzt das Lemma von Zorn, oder den Kompaktheitssatz, und gilt fir
jedes Mengensystem F, so dass ayN...Nay, # O fir allem € N, ay,...,a, €
F.)
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4 UNENDLICHE SPIELE

BEWEIS Sei F' Fréchet-Filter, Aussagenvariablen X, fiir a € P(w). Sei ¢ =

Oy ={X, ANXpy = Xop | 0,0 € w}
UW{X,— Xy |aeP,bDa}
WX, < XzglaeP,a=w)\a}

Op ={X,|ce F}

Jedes Modell J |= @ liefert einen Ultrafilter U iiber F', ndmlich
U={a|JE X.}.

2. 2.:  ® erfiillbar.

Sei &y C P endlich.

z. 2.. @ erfiillbar.

Setze Fy:={ce€ F | X. € &oN Pr} endlich.

o [y = 0. Setze
~ |1 0€a
I(Xa) = { 0 sonst

e sonst Fy = {ay,...,an}. Es gibt ng € a; N ... N ay,,. Setze

~ - 1 ng€a ~
J(Xa> - { 0 sonst 9 J ): (IDO-

Es gibt Ultrafilter U C P(w), welcher den Fréchet-Filter erweitert, d. h.
e )¢ U
erxclUydxr — yeU

e yclU — xzNyelU

rel <= T¢U

z co-endlich = z €U
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4 UNENDLICHE SPIELE

Konstruktion eines nicht-deterministischen Spiel in T“. Anzugeben ist die
Gewinnbedingung Winy C w®. Spieler 0 und Spieler 1 wéihlen abwechselnd
natiirliche Zahlen xq, x1, 2o, .. ..

e Wenn ein Spieler ein x; < x; 1 wihlt, dann verliert er.

e Wenn die Spieler immer jaufsteigend* spielen (also ZTo <@ <y <. .;),
X

dann gewinnt Spieler 0 gdw.

[0, 2] U U($2i+17372@'+2] ceU

1EW
NS v
Vv
A(z)
xo 1 xr2 3 T4 x5 Te
‘ | | | | | | | -
‘ T T T T T T T

Wing ist also {x = xox122 ... € w¥ | (x steigt monoton und A(z) € U) oder (min{j |
Tjy1 < x;j} ist gerade.)}.

Satz 15 Das Spiel iiber ¢ mit Gewinnbedingung Winy ist nicht-determiniert.

BEWEIS Annahme, Spieler 0 hat Gewinnstrategie f.
Dann verwendet Spieler 1 folgende Gewinnstrategie:

e auf xy = f(e) antwortet Spieler 1 mit beliebigem z; < .

e um Antwort auf xo; (i > 0) zu finden, betrachtet Spieler 1 eine Kopie
des Spiels, in der Spieler 0 immer noch mit f spielt, und Spieler 1
jede der Antworten von Spieler 0 hin- und herkopiert. Spieler 1 lasst
Spieler 0 gegen sich selbst spielen.

Es entsteht also eine Partie x = xgx1xox3 ... mit

Toiy1 = f(xoxy ... x941), also auch

Toiv1 = f(T0 T2...T9).
In der Kopie entsteht Partie 2’ = zoxoxsrss . . ..
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4 UNENDLICHE SPIELE

0 To f Ty Ty
/ /
1 1 / T3 / L5
0 To T3 s
/ /
1 ) f Ty Tg
Beachte:

Beide Partien z sind 2’ sind konsistent mit f. x und 2z’ sind streng monoton.
Da f Gewinnstrategie von Spieler 0 ist, gilt:

A(x) e U A(2") e U.

aber
A(x) = [0, 20] U U(inJrla Toito]
<w
A(z") = [0, zo] U U($2i+2, Toi13)
<w

= A(z)NA(2') =[0,z0) € U.
— w\ [O,l’o] ¢ U.
Unmoglich, da U O F (alle co-endlichen Mengen sind in U!)

Also: Annahme, dass f Gewinnstrategie von Spieler 0 ist, fiihrt auf Wi-
derspruch. Fiir Spieler 1 analog.
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5 Borel-Spiele

Das Ziel dieses Abschnitts ist es, hinreichende Bedingungen fiir die Determi-
niertheit von Spielen via Topologie zu formulieren.

Eine Topologie auf einer Menge S ist dadurch definiert, dass man festlegt,
welche Teilmengen von S offen sind. Es muss gelten:

e (), S offen
o X, Y offtn = X NY offen

e Sei {X; | i € I} eine Familie von offenen Mengen.
Dann ist | J;.; X; offen.

Die aufgefiihrten Eigenschaften zeigen den Abschluss offener Mengen unter
endlicher Durchschnittsbildung und beliebiger Vereinigung.

Man kann eine Topologie durch Angabe einer Basis B definieren. Dabei
handelt es sich um eine Kollektion von offenen Mengen, so dass jede offene
Menge als Vereinigung von Mengen aus B geschrieben werden kann.

Basis der iiblichen Topologie auf R:

offene Intervalle (a,b) C R

Topologie auf B* (nach Cantor)

Fir B = {0, 1} wird B¥ Cantor-Raum genannt, fiir B = w heift B Barre-
Raum.
Basis: O(z) = z - B¥ fiir z € B*

X C B ist dann offen, wenn X = W - B¥ fiir W C B* ist.
X C B ist abgeschlossen, wenn X := B\ X offen ist.
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5 BOREL-SPIELE

Beispiel 8 e O(z) = z- B¥ sind offen-abgeschlossen (engl. Bezeichnung:
clopen).
O() =W, B zBmit W,={y |y} AzAz2y} u=xv:<=
u ist Préfix von v).

e 0"1{0,1}¥ ist offen, aber nicht abgeschlossen. Das Komplement dieser

W
Menge ist {0}; diese ist nicht offen.

Ly = {x € w” |z enthilt unendlich viele d}
. = Nheo (W'd)" - w® ist abzahlbarer Durch-
—_———

offen
schnitt offener Mengen und damit selbst wieder eine offene Menge.

Beschreibung abgeschlossener Mengen:

Ein Baum 7' C B* ist eine unter Prifix abgeschlossene Menge von endlichen
Wortern, d. h. fir z e Ty <2 = yeT.

Fiir einen Baum 7 ist [T] die Menge der unendlichen Pfade durch 7.
Beachte:

T
7]

B*
BUJ

N 1N

Beispiel 9
T = 0"={0"|necw}
1] = {0}

Lemma 4 X C B“ ist abgeschlossen <= es gibt einen Baum T C B* mit
X =[T].

BEWEIS ,,<“ Sei X abgeschlossen, d. h. X = W - B fiir ein W C B*. Sei
T={weB"|Vz(z 2w = z€W}

— T abgeschlossen unter Prifix
- [T]=X

»,= Sei X = [T]. Fiir jedes x ¢ [T existiert ein kleinstes Préfix w, < x mit
w, ¢ T (,bei w, verldsst © den Baum T%).

Setze W := {w, | # ¢ X}. Dann ist X = W - B* offen.
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Ein Spiel G = (V, Vy, V4, E, A) ist offen, abgeschlossen, ..., wenn die Gewinn-
bedingung A C V¥ es ist.

FEinfachster Fall: Offen-abgeschlossene Spiele (im Wesentlichen: endliche Spie-
le)

Lemma 5 Wenn A C B“ offen-abgeschlossen, dann existiert zu jedem x €
B“ ein endliches Prifiz w, < x mit

e rcA — w,-B*CA
e ¢ A = w,-B°CA
(Die Zugehdrigkeit von x zu A hdngt nur von einem endlichen Prifiz ab.)

BEWEIS Sei A=W -BY, A=W'. B,

Ein offen-abgeschlossenes Spiel G = (V, V, Vi, E, A) ist dquivalent zu einem
endlichen Spiel, denn sobald man ein Prifix w gespielt hat mit w - BY C A
oder w - BY C A ist die Partie entschieden.

Korollar 1 Offen-abgeschlossene Spiele sind determiniert.

Satz 16 Jedes abgeschlossene (und damit auch jedes offene) Spiel ist deter-
miniert.

BEWEIS Sei GG ein abgeschlossenes Spiel, vy Anfangsposition. Dann gilt es
Z.7.:

Spieler 1 hat keine Gewinnstrategie von vy aus = Spieler 0 hat
eine.

Fiir den weiteren Beweis bendtigen wir noch folgenden kurze Definition.

Definition 9 v ... v, ist gut, wenn Spieler 1 keine Strategie hat, um vy ... v,
zu einer Gewinnpartie zu verlédngern.

Wir nehmen nun an, v sei gut.

Spieler 0 hat eine Strategie f, um jedes gute Prifix vy ...v, zu einem guten
Prifix vy . .. v,v0,1 zu verlingern.

Spieler 0 spielt mit f und x eine unendliche Partie, welche konsistent mit f
ist. x ist Gewinnpartie von Spieler 0 (d. h. f ist Gewinnstrategie fiir Spieler
0).

Sonst: v € A=W - B fiir A C V¥ Gewinnmenge von Spieler 1 (A offen),
da A (Gewinnmenge von Spieler 0) abgeschlossen, A = W - B*(W C B*)
existiert Prifix w, < x mit w, € W und daher w, nicht gut. Dies steht
jedoch im Widerspruch zur gemachten Annahme.
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5 BOREL-SPIELE

Sei T = (5, 0) ein topologischer Raum, d. h. eine Menge S mit einer Kol-
lektion O von offenen Teilmengen. Dann ist die Klasse der Borel-Mengen die
kleinste Klasse B C 2° mit

e OCSHB
e XeB — S—X=XeB

o (X)pew CB = |J_ X, €B

new

Borelmengen bilden eine natiirliche Hierarchie von Mengen 0 110 fiir 1 <
a < w; mit

o X0 ={X| X offen}
o I ={X | X X%}

o fliir a > 1:
Y0 = {Unew Xn | X € IT fiir § < o}

Die ersten Stufen dieser Hierarchie sind:

FEigenschaften Notation von Haussdorf
Y0 | offene Mengen (G)
119 abgeschlossene Mengen (F)
9 | abzihlbare Vereinigung von abge- (F,)
schlossenen Mengen
19 | abzihlbarer Durchschnitt offener (Gs)
Mengen
9 | abzéhlbare Vereinigung von II9- (Gso)
Mengen
I | abzihlbarer Durchschnitt von X9- (Fys)
Mengen

Beispiel 10

L; = {x € B“ |z enthilt unendlich viele d}
= () (B*d)"- B eI
W—/

new
offen
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5 BOREL-SPIELE

Spiele G = (V, Vo, V4, E,Q) mit Funktion Q : V — B (B endlich) und
Gewinnbedingungen fiir Partien m = wvgvive... € V¥ beziehen sich auf

Q(U()Q(Ul) ... € B“.

Biichi-Bedingung. Gegeben sei F' C B.

L = {x € B* |z enthilt unendlich viele Vorkommen eines d € F'}
= (B -F)"- B~ eI
bew

Muller-Bedingung. Gegeben sei F C 25,

L = {x € B*|{d € B|d erscheint unendl. oft in 2} € F}

Inf(x)
= U (ﬂ Lan ﬂ L)

XeF deX d¢x
119 =9

ist endliche Boolesche Kombination von TI3-Mengen (in 39)
Parititsbedingung. Gegeben sei B = {0,...,m — 1}.
L = {xz € B*| das kleinste d € Inf(x) ist gerade}

— N (EUU%>

d ungerade, e<d

d<m

ist endliche Boolesche Kombination von IT5-Mengen.

In der Praxis werden Gewinnbedingungen oft durch logische Formeln spezi-
fiziert:

e LTL (linear temporal logic)

e FO oder MSO iiber unendlichen Pfaden
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5 BOREL-SPIELE

Beispiel 11 Die Paritidtsbedingung 1aft sich via FO wie folgt formulieren:

P = /\ (FyVz(y <z — Pz) V

d ungerade,

d<m

\/ Vy3z(y < z A P.z))

c<d

Ein Wort z € {0,...,m—1}¥ ist beschrieben durch eine Struktur 2, = (w, <

Pi={y|xz; =i}
(r = xox129 ... € BY)

Dann gilt
A, E ¢ <= «x erfiillt Paritdtsbedingung.

Es gilt (ohne Beweis):
e FO und LTL definieren dieselben w-Sprachen (Gewinnbedingungen)
e MSO definiert die w-reguldren Sprachen
e w-regulidre Sprachen werden von Muller-Automaten erkannt, und daher
e w-regulire Sprachen sind Boolesche Kombinationen von II3-Mengen.

Satz 17 (Martin 1975) Alle Borel-Spiele sind determiniert.
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6 POSITIONALE GEWINNSTRATEGIEN

6 Positionale Gewinnstrategien

Sei G = (V, Vo, Vi, E, Win) ein Spiel. Dann lifst sich eine Strategie fiir Spieler
o darstellen durch
f:VV, -V

mit f(zv) € vE.

Definition 10 (positionale Gewinnstrategien) f ist positional, wenn f
nur von der aktuellen Position, nicht von der Geschichte abhingt, d. h.

f(zv) = f(Z0)Vz,2 e V5 veV,
Positionale Strategien konnen durch Funktionen
F :V,—Vmit F(v) € vE
beschrieben werden.

Definition 11 (Strategie mit endlichem Speicher) Eine Strategie mit
endlichem Speicher M (finite-memory strategy) ist beschrieben durch zwei
Funktionen

U : MxV — M (update memory)

F : Vo, xM—YV (next mark)
mit F(v,m) € vE.

Anfangszustand mg € M, nach Segment vy . . . v, wird Speicherzustand u(vy . .
M angenommen, wobei

u(vg ... Vng1) = U(u(vo ... 0p), Uny1),
und falls v,, € V,, ist der nédchste Zug
Uy, = F(vp, u(vg ... vy)).

Strategien, die mit einem endlichen Speicher auskommen, sind durch endliche
Automaten implementierbar.

Bemerkung 3 Wenn M = {m}, dann handelt es sich um eine positionale
Gewinnstrategie.

Bemerkung 4 Es gibt einfache Muller-Spiele, welche keine positionale Ge-
winnstrategie zulassen, z. B. F = {{1,2,3}}, d. h. alle Positionen miissen
unendlich oft gesehen werden.
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6 POSITIONALE GEWINNSTRATEGIEN

6.1 Bedeutung von Parititsspielen

e Muller-Spiele lassen sich durch Paritétsspiele simulieren (erfordert eine
Vergrokerung des Spielgraphen).

e Paritétsspiele sind positional determiniert.

e Paritétsspiele sind die Model-Checking-Spiele von Fixpunktlogiken.

Satz 18 Sei G = (V,Vy, Vi, E,Q) mit Q : V — {0,...,m — 1} ein Pari-
titsspiel. Dann ist G positional determiniert, d. h. Wo U W1 =V, und jeder
Spieler hat eine positionale Gewinnstrategie auf seiner Gewinnregion.

Bemerkung 5 Es gibt mehrere Beweise fiir Satz 18. Wir fithren im Folgen-
den lediglich den Beweis fiir endliche Spielgraphen.

BEWEIS Zunéchst bendtigen wir die folgende kurze Definition.
Definition 12 v € V heift lebendig, wenn vE # ().

Das folgende Lemma zeigt, wie man mehrere positionale Strategien zu einer
einzigen kombinieren kann.

Lemma 6 Spieler o habe positionale Gewinnstrategien f1 auf Xy und fy auf
Xs. Dann st

filv) ve Xy

fruo—
fQ(U) v E X2 \ X1
eine positionale Gewinnstrategie auf X, U Xo.
Wir fiihren eine Induktion iiber die Anzahl lebendiger Positionen.

e Die Behauptung ist trivialerweise wahr, wenn nur eine lebendige Posi-
tion existiert.

e Sei v lebendig, 0 € {0,1} :  G[v,0]
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6 POSITIONALE GEWINNSTRATEGIEN

v wird zu toter Position gemacht, an welcher Spieler o ge-
wonnen hat, d. h. in G[v, 0] ist vE = () und v € V}_,.

e Nach Induktionsvoraussetzung gilt Satz fiir G[v, o], sowie die Gewinn-
regionen Wylv, o], Wi[v, o] von Spieler 0 und Spieler 1.

— Wolv, 1] € Wy, Wilv, 0] C W,
— f ist positionale Gewinnstrategie fiir Spieler o von u in G[v, 1 — 0]

—> f ist positionale Gewinnstrategie fiir Spieler ¢ von u in G und
jede Partie geméfs f vermeidet v

Z. 2.: fiir jedes lebendige v hat Spieler 0 oder Spieler 1 eine positionale
Gewinnstrategie fiir G von v aus.

o Wylv, 1] € Wy, Wilv, 0] € W)

e Sei f positionale Gewinnstrategie fiir Spieler o, gewinnt von u in G[v, 1—
o). f ist auch Gewinnstrategie fiir Spieler o von u in G aus, und ver-
meidet v.

e Sei A, =, lebendig Vo [v,1 — o] starke Gewinnposition von Spieler o

Betrachte v € V'\ (A9 U A;) (schwache Positionen).

Beh.: Einer der beiden Spieler gewinnt mit positionaler Strategie von
allen schwachen Positionen aus.

Sei u ¢ A;_,, v lebendig:
o uec W,(v,o0)

e Spieler ¢ hat positionale Strategie f,,, mit der er in G entweder gewinnt,
oder v erreicht.

(a) es gibt lebendige Positionen v € A,

Beh.: Spieler o gewinnt von jeder schwachen Position w.
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6 POSITIONALE GEWINNSTRATEGIEN

Sei f positionale Gewinnstrategie von Spieler o von v aus. Kombiniere

f mit f, zu f*:

f(x) f gewinnt von v

o) = fo(x) sonst

f* gewinnt von u aus.

alle lebendigen Positionen sind schwach.

Beh.: = Wenn min Q(V') gerade, dann gewinnt Spieler 0 von allen schwa-
chen Positionen, sonst gewinnt Spieler 1 von allen schwachen
Positionen.

Fiir jedes lebendige y hat Spieler o eine positionale Strategie f,, mit
der Spieler o von jeder lebendigen Position gewinnt oder y erreicht.

Wiéhle v mit 2(v) minimal.

0 wenn (v) gerade

g =
1 sonst
w # v, w lebendig.
fu(lx) z=v
fx) =
folx) x#wv
2. 2.: f ist Gewinnstrategie fiir Spieler o von allen lebendigen Positio-

nen.
Sei m Partie geméaf f.

(i) 7 trifft v nur endlich oft.

— 7w =z -n', 7 trifft v nicht mehr.

7' ist Partie, die konsistent ist mit f,, und wird daher von Spieler
o gewonnen. Also auch 7.

(ii) 7 trifft v unendlich oft.
Da Q(v) minimal ist, gewinnt Spieler o.
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6 POSITIONALE GEWINNSTRATEGIEN

Positionale Strategie f : V,, — V fiir Spieler o in G = (V, Vp, V1, E, Q) kann
durch Unterspiel (UG) (W, F) C (V, E) beschrieben werden, mit

{f(v)} firveWnV,
vE firveWnVi_,

vF =

(W, F) beschreibt Gewinnstrategie fiir Spieler o auf W, wenn jeder Pfad
in (W, F) eine Gewinnpartie fiir Spieler ¢ ist. Fiir endliche Spielgraphen
bedeutet dies: auf jedem Zyklus in (W, F) ist die kleinste Prioritét gerade
(wenn o = 0) bzw. ungerade (wenn ¢ = 1). Dies kann man in polynomieller
Zeit feststellen.

Satz 19 Sei G = (V, Vo, V4, E, Q) ein endliches Paritdtsspiel. (W, F) C (V, E)
Untergraph. Man kann in polynomieller Zeit entscheiden, ob (W, F') eine Ge-
winnstrategie fir Spieler o auf W beschreibt.

BEWEIS Man muss priifen:
1) WwF|=1firveWnV,
2) vF =vE firve WnNV_,

3) Sei Hx,4 die Einschriankung von (W, F) auf {v € W | Q(v) > d}.
Man priift fiir d = 1, 3,5, ..., ob H>4 einen Zyklus mit einem Knoten
enthilt, so dass Q(v) = d.

Satz 20 Das Problem
Geg.: Parititsspiel G, Position v, o € {0,1}
Frage: veW,?

ist in NP N Co-NP.

BEWEIs Da v € W, <= v ¢ Wj_, reicht es zu zeigen, dass das Problem
in NP ist.

Rate (W, F) C (V, E) mit v € W. Priife, dass (W, F') eine Gewinnstrategie
von Spieler o auf W beschreibt.

Es gilt sogar das folgende stirkere Resultat.
Satz 21 Das Problem ist in UP N Co —UP.?
Es halt sich jedoch die Vermutung, dass das Problem eigentlich in P ist.

SUP entspricht NP mit eindeutigen Berechnungspfaden.
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6 POSITIONALE GEWINNSTRATEGIEN

Vorbemerkung: Attraktoren und Fallen Sei G = (V,Vp, V4, E, Win)
ein Spiel, X C V. Dann definieren wir

Attr,(X) = {v eV | Sp.o hat eine (o. E. positionale) Strategie,
um eine Pos. © € X UT, zu erreichen}
T, = {veVi, |vE =0}

Y = V\Attr,(X)

Y ist eine Falle fiir Spieler o, d. h. Spieler 1 — o hat eine (0. E.positionale)
Strategie, um von jedem y € Y zu garantieren, dass das Spiel in Y bleibt.
Im Folgenden stellen wir einen zweiten Beweis fiir Satz 20 vor.

BEWEIS Ohne Einschrinkung gilt 3(V) = {0,...,m — 1} oder (V) =

{1,...,m}.
Wir fiihren eine Induktion nach |Q(V)]:

e fiir |Q(V)| =1 gilt: Spieler o gewinnt alle unendlichen Partien.

Wl—a = Attrl—a (Tl—a)

positionale Strategie
W, = V\Wi,

o fiir |Q(V)] =m > 1 gilt: 0. E. Q(V) = {0,...,m — 1}, sonst gleiche
Argumentation mit vertauschten Spielern.

Setze X := {v € V| Sp. 1 hat pos. Gewinnstrategie von v aus}. Sei g
eine positionale Gewinnstrategie von Spieler 1 auf Xj.

Ziel: positionale Gewinnstrategie f* fiir Spieler 0 auf V'\ X;
(:> W1 :X1 und WOZV\Xl)
(1) V'\ X; ist eine Falle fiir Spieler 1. Es gibt also eine positionale

,Fallenstrategie“ f von Spieler 0, um zu garantieren, dass das Spiel
in V'\ X bleibt.

(2) SeiY := Q71 (0)\ Xy, Z = Attro(Y). Sei a eine positionale ,, Attrak-
torstrategie von Spieler 0, welche von jedem z € Z \ Y erzwingt,
dass Y U T} erreicht wird.
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6 POSITIONALE GEWINNSTRATEGIEN

wi
Wy

A

B) V' =V\(Xxju2z),G@=GTV.
G’ hat weniger Prioritéiten als G.

Nach Induktionsvorauss. gilt der Satz fiir G": V' = WJ U W] und
es gibt positionale Gewinnstrategien f’ bzw. ¢’ von Spieler 0 bzw.
Spieler 1 auf W/ bzw. W/,

— W] =0, denn

, g(x) zeX;
g+g9 @ x—
g'(x) xeW
ist positionale Gewinnstrategie von Spieler 1 auf X; U W7.

Aber X, enthélt bereits alle Positionen, von denen Spieler 1
positional gewinnt.

(4) Sei f*=f'+a+f,d b

fl(z) fallsz e W,=V'
() fallsze Z\Y

ffx)=9 a
f(x) fallszeY

Beh.: f* ist Gewinnstrategie fiir Spieler 0 auf V' \ Xj.
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6 POSITIONALE GEWINNSTRATEGIEN

X1

V=W
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7 FIXPUNKTLOGIKEN

7 Fixpunktlogiken

Erweitere Basisformalismus (FO, ML, conjunctive queries) durch Fixpunkte
von def. rel. Operatoren.
Formel ¢(R,T), Signatur 7 U {R}, || = k (Stelligkeit(R)). Sei 2 eine 7-
Struktur ~ F, : \Ri_/ = Fy(R)={a € A (A, R) = p(R,a)}.

cAr Q‘Ark
Was sind dann Fixpunkte von F,(R)? Wichtigste Fixpunktlogiken: kleinste
/ grofte Fixpunkte.

7.1 Fixpunkttheorie

Sei B Menge und F : 28 — 28 mit B = A* A Universum von 2, F definiert
durch Formel ¢(R, 7).

(1) X C B ist Fixpunkt von F, wenn F'(X) = X.

(2) kleinster (bzw. grosster Fixpunkt) von F:
X mit

o F(X)=X
e fiir alle Y mit F(Y) =Y gilt:
XCY (bzw. Y C X)

(3) F monoton
XCY = F(X)CF(Y)

Satz 22 (Tarski, Knaster) Jeder monotone Operator F : 28 — 28 hat
einen kleinsten Fizpunkt lfp(F) und einen grofiten Fizpunkt gfp(F), und zwar

p(F) = (X |F(X)=X}=[{X|F(X)C X}
gfp(F) = (JIX|F(X) =X} = J{X | X C Fx)}
BEWEIS Sei S={X CB|F(X)C X} mitY =S.
Y ist Fixpunkt von F: |F(Y) C Y| Y C X fiir alle X € S.

Da F monoton, F(Y) C F(X)C X und F(Y)C N S=Y.
Y CFY)|F(Y)CY "2 F(F(Y)) C F(Y), also F(Y) € S.
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7 FIXPUNKTLOGIKEN

Y=NSCFY).

Y C X fiir alle X mit F(X) C X, insbesondere fiir alle X mit F/(X) = X.
—> Y kleinster Fixpunkt in F.

Fiir gfp analog.

Induktive Konstruktion von Ifp(F'): Stufen X* (a Ordinale)

X0 =0, xH = F(X*), X" = x°

a<A

Definition 13 F heikt induktiv, wenn X% C X fiir 8 < a.

Bemerkung 6 Monotone Operatoren sind induktiv, d. h.
XOCX'C T XaCXg C--

Es gibt kleinstes Ordinal 8 mit X! = X# =: X* Fixpunkt (FP) von F.
B =: cl(F) wird Abschlussordinal von F' genannt.

Lemma 7 F induktiv = |cl(F)| < |B|

BEWEIS Sei |B|* die kleinste Kardinalzahl, welche > |B| ist. Wir nehmen
an, die Behauptung sei falsch. Fiir jedes o < |B|™ existiert z, € X1\ X
Dann ist

ixa | < |B|+];§ B.

—
Card |B|*

4 Widerspruch zur Annahme, die Behauptung sei falsch.

Satz 23 F monoton = Ifp(F) = X°.

BEWEIS Es gilt: Ifp(#) C X*° (da X Fixpunkt).

Per Induktion léft sich zeigen, dass X C Ifp(F) fiir alle a.

Da lfp(F) =({Z | F(Z) C Z}, reicht es zu zeigen, dass
X C Z fiir alle Z mit F(Z) C Z

a = 0: trivial
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7 FIXPUNKTLOGIKEN

a— o+ 1:

xXotl = F(X9) C FZz)cz
F monoton

XY C Z (a<))

XN = UXO‘QZ

a<

Induktion fiir gfp(F):

Y = B,
yer = P(re),
y* = (ve
a<A
Y02Y12Y22 R 2YO¢2YO¢+12._.

konvergiert zu Y*° (Fixpunkt) und es gilt Y>° = gfp(F).

Der zu F duale Operator sei im Folgenden mit F'¢ bezeichnet, F? : X

F(X).

e F monoton —> F% monoton

o Ifp(F) = gfp(F), gfp(F) = lp(F)

X Stufen der lfp-Induktion von F _

Y =X«
Y* Stufen der gfp-Induktion von ¢
a=0 o
Y'=B=0= X0
a—a+1l _
yort = plye) = p(Ye ) = X+l
=~
XO(
Al
V=y"=X"=[JXo=Xx*
a<A a< a<
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7 FIXPUNKTLOGIKEN

Lemma 8 Sei B endlich, I : 28 — 28 monoton, F berechenbar in polyno-
mieller Zeit (bzgl. B).
= Ifp(F) bzw. gfp(F) sind polynomiell berechenbar, d. h.

X0cXx'C--- XP=1fp(F) fir 3 <|B

(Jedes Xt ist aus X polynomiell berechenbar.)

7.2 LFP
FO und kleinste/grofte Fixpunkte.

Definition 14 LFP: erweitere Formelbildungsregeln in FO durch
e Sei ¢(R,T) Formel der Signatur 7 U { R}, |T| = Stelligkeit(R) = k.
e [? sei nur positiv in (.
e ¢ sei Tupel von Termen, |{| = |Z|.

Dann sind auch

Formeln von LFP der Signatur 7 mit freien Variablen ( free(p)—{x1, ..., xx}U
free(t)

Semanik von LFP
Sei 2 7-Struktur. Dann gilt 2 |= [Ifp RT.p(R,Z|(t), wenn
™ e lp(F,).

[F, : 2" = 24" R {@| A = (R, A)} monoton, da R positiv in ¢.]

Es gilt analog 2 |= [gfp RZ.¢(R, T|(t), wenn

™ € gfp(F,).
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7 FIXPUNKTLOGIKEN

Beispiel 12 (1) TC, zweistellige Relation E, G = (V, E).
Dann wird TC(E) durch die Formel
Y(u,v) = [lfp Tey.Exy vV 3z(Fxz A Tzy)](u, v)

beschrieben.

Es gilt dann:
70
71
72

TTL
TOO

(z,y) | 32((x,2) €e EN(2,y) € E)}UFE
(z,y) | dist(z,y) < 2}

{(z.y) | dist(z,y) < n}
TC(E)

(2) Betrachte die Formel

o(u,v) = Ifp Ty.Euy V Jz(Tx N\ Exy)](v)

Dann gilt T" = {y | dist(u,y) < n}.

Beispiel 13 Sei ¢ := Vy(y < © — Ry) eine Formel auf einer partiellen
Ordnung (A, <). Betrachte die lfp-Formel

[Ifp Rz.o(R,z)](T)

(mit der Bedeutung: ,von = aus keine unendlichen absteigenden Ketten“, d.h.

< fundiert).
Dann gilt:

Es gilt:

R = 0

(A, <) E Vz[lfp Rx.o|(z)

R' = {a|—-3by:by < a}

R?* = {a|—-3bob; : by < by < a}

R = {a|—-3bg...by1:bg<by <---<b,1<a}
R = {a|In€ew:—Tby...by1:bg <+ <bypq <a}
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7 FIXPUNKTLOGIKEN

Rw

Beispiel 14 Sei ein Spiel G = (V, Vi, Vi, E) gegeben. Definiere dann
GAME = {(G,v) | Spieler 0 hat G.S. fiir G von v aus}
mit den folgenden Eigenschaften
e l6sbar in linearer Zeit
e P-vollstindig
e nicht FO-definierbar
Es gilt dann:
(G,v) €e GAMFE <—
G E [fp Wa.(Vox A Jy(Exy AWy)) vV (Viz AVy(Exy — Wy))|(v)
mit 1(Z) € LFP.
Wie ist jetzt die (Daten)-Komplexitit des Model-Checking-Problems fiir ?
Geg.: 2 (endliche Struktur)
Berechne: ¢% = {a|A | ¢(a)}
(bzw., wenn 1) ein Satz, entscheide ob 2 |= 1))
Gezeigt: F' : B — B polynomiell berechenbar
— Ifp(F), gfp(F') polynomiell berechenbar
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7 FIXPUNKTLOGIKEN

—> in Polynomialzeit l6sbar.

Satz 24 Fiir jedes 1(T) € LFP ist die Funktion A s " polynomiell bere-
chenbar (beziglich || 2 || ).

Auf geordneten endlichen Strukturen (2, <) [< lineare Ordnung auf A] gilt

sogar:
LFP = PTIME

(nach dem Satz von Immema/Vardi), d.h. fiir jede Funktion @ : (A, <) — Q*
auf geordneten endlichen 7-Strukturen existiert eine Formel ¢ € LFP, so dass
fiir alle (A, <):

Q*={a| (A <) Fv@)}

7.3 Der modale p-Kalkiil

Es gilt:
FO — LFP
ML — L,

L,: Erweitere ML um folgende Regel:
wenn (X ) eine Formel ist, in der die Aussagenvariablen nur positiv
vorkommen, dann sind auch

nX.po und

vX.p Formeln von L,

Semantik:

Sei I Transitionssystem mit Universum V. Dann definiert ¢(X) den Opera-
tor

oV 9V
X = {v|(K,X),vE ¢}

F,

®

So definiert beispielsweise ¢ = PvOX den Operator F, @ X — {v | v €
P oder es gibt w e vEN X}.
Es gelten die folgenden Eigenschaften:
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e X positivin ¢ = F, monoton
o K,vl=puX.p: <= velip(F,)
o K.v EvX.yp <= vegh(F,)

Weiter:
ML < FO
e —  ¢'(z) mit
KokEe < KEg'()
und

L, < LFP
Vo= pXp = P(x) = [lfp Xy.o'(X,y)](z)
Beispiel 15 GAME ist L ,-definierbar. Es gilt:
(G,v) € GAME <= G,v = uW.(Vo ANOW) V (V4 AOW)
Fiir strikt alternierende Spiele auf G = (V, E):
(G,v) € GAME <= G,v = pW.o0W
Beispiel 16 Betrachte ¢y = pX.0X. Dann gilt:
K,v 1 <= von v aus existieren keine unendlichen Pfade

Y= yX.yY.<>((P ANX)V YZ

P
{vlv =%, PAX}

P ist erreichbar: pX.PvoX
X' =V
X' = {vw|v5P}
X' = {v|v>P}
X? = {v|v5P5P}

*

X" = {v|vSPL... 5P}
Dann gilt:

K, v = 1) <= es gibt einen Pfad von v, auf dem P unendlich oft getroffen
wird
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7.4 Eigenschaften des p-Kalkiils

e CTL, CTL*, LTL, ...
PDL < L,

e L, hat FMP (finite model property)

LFP:

P = Vy3dz Fyz A (F~ ist fundiert)
AVy[lfp Ry Nz (Fzy — Rx)](y)

Unendlichkeitsaxiom

Wir wissen bereits, dass das Unendlichkeitsaxiom nicht L ,-ausdriickbar ist.
e Sat(L,) ist entscheidbar (und zwar in EXPTIME)

e [, ist invariant unter Bisimulation, d. h.

Koo~K0 KoYy = KJWEY

e [, hat Baummodelleigenschaft,
d. h. ¢ erfiilllbar = es gibt Baummodell 7,v = ¢

e automatentheoretische Methoden fiir L,
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o Es gilt:

L, < MSO
pX.p = VX((Vyu* (X, y) — Xy) — Xz)

e [, = bisimulationsinvariantes Fragment von MSO

e Model-Checking-Spiele fiir L,, / LFP

7.5 Model-Checking-Spiele fiir L, / LFP
Sei ¢ € LFP / L, in Negationsnormalform, z. B.

—[lip Tz (T, 7)](2)
=[gfp TT ~¢[T/=T]](Z)

Es ist F4(T) = F(T).

Entfaltung eines Parititsspiels

Sei G = (V, Vo, V1, E,Q), Q:V —{0,...,d—1}.
Annahmen:

e min((V)) =0

e jeder Knoten v mit Q2(v) = 0 hat genau einen Nachfolger s(v).

0
vy —> ~ }%vli 17 = max(Q(v))

Wir definieren

T = {v]Qv) =0}, sowie
G~ : G ohne Kanten in EN (T x V),
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d. h. die Knoten in T sind terminal.
Betrachte die Folge (G*)acon (On = Ordinal Numbers):

G~ + Gewinnbedingung fiir T

T=TgwTo
An Positionen v € T hat Spieler o das Spiel G* gewonnen.
Fiir jedes «a gilt:
V= WguWwy
———

Gewinnregionen
o W /W hingen ab von T§" W T}
o 7ot /To*! hiingen ab von W & W
T9:=T (TY=0)
Tott:={veT]|s(v) e WS}
T = ﬂ T A Limes-Ordinal

a<<

o Ls gilt
We 2 Wy 2 Wg
WP C Wil Cw?

2...’und
-

e [s gibt ein o mit
We = Weth = Wee
W = Wit = wpe

Lemma 9 (Entfaltungslemma) Fs gilt:
WOOO = WO und Wloo = W1
Wy, W1 bezeichne die Gewinnregion des jeweiligen Spielers in G.

BEWEIS Finde jeweils Strategie f fiir Spieler 0 bzw. g fiir Spieler 1 in G, mit
der Spieler o von allen v € W2 gewinnt.

f¢ ist Gewinnstrategie fiir Spieler 0 in G* mit Gewinnmenge Wy = Wy*.
~» Strategie f fiir G:

fe(v) veW\T

flo) = s(v) velynT
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f ist Gewinnstrategie auf Wy*.
Fiir eine Partie vgv1vs ... geméf f und vy € Wg© gilt:

v, € W\ T = v € Wy, f* Gewinnstrategie
v EWSNT =W NT = s(v) € W

Partie wird gewonnen von Spieler 0. Unterscheide:

e T wird nur endlich oft getroffen
—> ab einem gewissen Punkt ist Partie konsistent mit f* in G*

e T wird unendlich oft getroffen
— minimale Prioritit, die unendlich oft vorkommt, ist 0.

Fiir v € V;® sei p(v) = min{f | v € W/},

Fiir jedes a sei g* Gewinnstrategie von Spieler 1 fiir G.
— Strategie g:

g?W () fallsve Vi \T

g9(v) =
s(v) fallsv e ViNnT

Sei ™ = vov1v9 . .. Partie gemifs g von vy € W*. Dann gilt:
o v, c W
—
(1) vipr € Wpe
(2) p(vis1) < p(vi)
(3) vi €T = p(vit1) < p(vi)

o v, e WX\T, p(v;) =«
— 'UiEWf‘ — /UiJrlEWla
o v, e WnNT, p(v;) =«
— €T a=0+1,s(v) e W’
= p(vig1) < B < a = p(v).
Aus den Unterpunkten (1), (2) und (3) folgt, dass Spieler 1 gewinnt.

T wird unendlich oft getroffen, und 7 ist ab einem gewissen Punkt konsistent
mit Strategie g™ fiir G«.
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Satz 25 Sei ¢(T) € LFP, A eine Struktur und a € A. Dann gilt

A =@ < Spieler 0 gewinnt G(A, Y (a)).

BEwEIS Wir fithren Induktion iiber 1. Der interessanteste Fall ist dabei:

() = [gfp TZ.¢|(T)

~ G(2, 1 (a)) hat kleinste Prioritat 0 (Entfaltungslemma gilt).
Fixiere Interpretation Tj fiir 7', mit Induktionsvoraussetzung

(A, Ty) = o(T) <= Sp. 0 gewinnt G((A, Tp), p(T))

Dann gilt:

7.6

A k= [gfp Ta.p)(a)
— (A7) E ¢(a) fir alle «
<= Sp. 0 gewinnt G((A,T%), p(a)) fir alle o

6o fiir G-g(@A (@)
<= Sp. 0 gewinnt G(2,(a)).

Entf.lemma

Paritatsspiele

Paritétsspiele sind spezielle Muller-Spiele

Viele Spiele lassen sich auf Paritétsspiele reduzieren, wenn auch mit
groferem Spielgraph.

Paritétsspiele sind positional determiniert.
Die Berechnung der Gewinnregionen ist in NP N Co-NP.

Fiir die besten deterministischen Algorithmen zur Losung von Paritéts-
spielen gilt:

Sei G = (V, Vo, V1, E, Q) das Paritétsspiel.
— Platz: O (d - |V]), d = |Q(V)| Index von G

/2
— Zeit : o(d-\E\ (L—Z‘) )
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d. h. polynomial in || G || und exponentiell in d.
e Strategieverbesserungsalgorithmus

— korrekt
— moglicherweise polynomial

— in der Praxis gut

Die angesprochenen Eigenschaften sind derzeit Bestandteil aktueller
Forschungen.

e Paritdtsspiele sind die Model-Checking-Spiele fiir LFP/L,

7.7 Model-Checking fiir LFP/L,

AP — G(A )

Dann
1 G, ) I~ [¢] - A"

mit k£ = Weite(¢)) = max{|frei(y)| | ¢ Unterformel von 1)}.
Das heifst fiir L,

G ¢) = O (LK -[¢])
Die Anzahl der Prioritéten in G(2, ) ist dann

1 4+ Alternationstiefe von 1,

wobei die Alternationstiefe die Anzahl echter Alternierungen von 1fp/gfp
(bzw. p/v) bezeichnet.
Fiir wichtige Fragmente von L, ist die Alternationstiefe klein:

e bei C'T'L betragt sie 0,

e bei CTL* betrégt sie 1.
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7.8 Model-Checking-Komplexitit
L,: Fir L, gilt:
(d-+3)/2
Zeit: O (d2 . <M> ), d Alternationstiefe
Platz: O (d- || K[| -]¢[)

e NP NCo-NP (sogar UP N Co—UP)
e polynomial in || I ||, ||

e exponentiell in Alternationstiefe

LFP: Fiir LFP gilt:

4 |op]-| A[Weite() (d+1)/2
Zeit: @) <d2 . <W>

e NP N Co-NP fiir Formeln mit beschrinkter Weite

e EXPTIME-vollstindig fiir Formeln mit unbeschrankter Weite (sogar
mit nur einem LEP-Operator)

Insgesamt gilt also fiir das LFP-Model-Checking:

beschrinkte Weite,
° = PTIME

beschrankte Alt.tiefe

unbeschrinkte Weite,
° —> EXPTIME

(beschriankte Alt.liefe)

beschrinkte Weite,
° — noch unbekannt

unbeschrankte Alt.tiefe

Vermutung: (mit Vorsicht zu geniefen!)
Die folgenden Problem sind in Polynomialzeit 16sbar

(1) Berechnung von Gewinnregionen in Paritétsspielen

(2) Model-Checking fiir LEFP-Formeln mit Weite k (fiir jedes k& > 2)
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(3) Model-Checking fiir L,,

Bemerkung 7 Wenn eines der drei oben angesprochenen Probleme in PTI-
ME ist, dann alle. Es gilt ndmlich

(3) <p (2) < (1)

7.9 L,-Definierbarkeit von Gewinnregionen in Paritats-
spielen

Sei G ein Parititsspiel mit Prioritdten 0,...,d — 1, d. h.

g = (‘/7Ea\EWO"'aEdflaAOV"aAdfl)
einstellige‘ﬁelationen
mit
E,={veVy| Q)
AZ:{U€%|Q(U)

i}
i}
Satz 26 Spieler 0 hat eine Gewinnstrategie in G von v aus gdw.

G,vEvXouXiwXe.. AXg 19

d—1
mit o = \[ (B; A OX;) V (4; A DOX;)

=0

J/

~"~
WiTLd

BEWEIS Betrachte Model-Checking-Spiel G(G, Wing): im Wesentlichen dqui-
valent zu G selbst.

Jede ,sinnvoll gespielte* Partie von G(G,Wing) entspricht einer Partie von
G mit den gleichen Prioritéten.

Spieler 0 gewinnt G von v aus
= Spieler 0 gewinnt G(G, Wing) von (Wing,v) aus
= G,v = Wing

L% = {4 € L, | Alt.tiefe(y)) < d}
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(X5,Z)
Q(X5,2) =5

——

(Er A OX7,0)

1

Q Spieler 0

(A27U>é

Spieler 1

o (Br AOXs,0) = (OX7,0)

%ﬂ 0
<X77U)
AX7,w)=T7

P

~/t (OX5,w) =< (A ADX5,w) < (p,w)

Satz 27 (Bradfield) Die Alt.-Hierarchie von L, ist strikt, d. h. fir jedes d
existiert ein g € Lﬁ, so dass keine Formel ¢ € szl existiert mit ¢ = .

Ein Beispiel fiir ¢); aus dem vorangegangenen Satz ist Wing.

d d-1
L, £ L,

Gewinnregionen in Paritétsspielen mit d Prioritaten sind LZ—deﬁnierbar, aber

nicht Lﬁfl—deﬁnierbar.
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