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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Historischer Uberblick

e 1982 Richard Feynman :
Spekulationiiber die Moglichkeit, Quantencomputer zu realisieren, welche gewisse Aufgaben effizienter
[osen nnen als klassische Computer.

inharente Parallelitt in QM-Prozessen
e 1985-93 Deutsch, Bernstein-Vazirani,Yao :

— Modelle fur Quanten-Computer (QTM,Quantum gate arrays)
— Quanten-Komplexat
— einfache Algorithmen

e 1994 Peter Shor :
Polynomzeit Algorithmusifr QC um naifirliche Zahlen zu faktorisieren. Basis : Quanten-Fourier-Transformation

e 1996 Grover :
Suchalgorithmus, der eine Nadel in einem Heuhaufen déBE&N in O¢/N) Schritten findet.

e 2001 :
QC mit 7 Qubit,
— 15=3-5(Shor)
Probleme :
e Mehr Algorithmen?

e Welche Probleme kann man mit QC effiziebsén?

e kann man QC velimftiger G3e bauen?

1.2 Experiment

Polarisierungsfilter: polarisieren Licht horizontal, vertikal, bzw?.45



Lichtquelle

A B C

Abbildung 1.1: Experiment

1.2.1 Erklarung

Der Polarisierungszustand eines Photons ist beschrieben durch den\ektoa| 1) + | —) in einem zwei di-
mensionalen Vektorraum mit der Bagis!),| —)}.

Nur die Richtung ist wesentlich> Einheitsvektorena|? + |B|? = 1

Die Basiswahl ist beliebig. Staft 7),| —)} gehtauch{| ), | \)}-

(jedes Paar von orthogonalen Einheitsvektoren isisgig).

1.2.2 Messung eines Zustandes

Messung :Projektion beiglich Orthonormalbasis.

Zu einer Messapparatur géth eine Basis, wie zum Beispi€] 1),| —)}.

Die Messung vony) = af 1) +B| —) projiziert |) entweder auf 1) (mit Wahrscheinlichkeita|?) oder auf] —)

(mit Wahrscheinlichkeit8|?). Nach der Messung i$)) zersbrt, transformiert in einen Basiszustand. Jede weitere
Messung viirde das selbe Resultat ergeben.

Zu verschiedenen Messapparaturendgeh verschiedene ON-Basen.

Polarisierungsfilter beziglich Polarisierung C :
Messung des polarisations Zustangls beiglich der Basigsin{| T) + cos(| —),cos(]| 1) —sinl| —)}

Abbildung 1.2: Messung des Pol. Zustands

Die Photonen, die nach der Messung der Polarisation entsprechen werden durchgelassen, die anderen reflektiert.

o Filter A:
Polarisierung | —)

Basis :{| 1),| =)}
50% der Photonen werden guf>) projeziert und durchgelassen.



e FilterB:
Polarisierung | 1
)

)
Basis :{| 1),] —)}

e FilterC:
Polarisierung { /)

Basis :{ (| 1)+ =), {5 1)~ =)}
Beachte :
o ===\
o 1) =250)+IN\)

Filter B reflektiert alle auf —) polarisierten Photonen. Nun setzt man den Filter C zwischen die Filter Aund B. C

projeziert die Photonen mit dem Zustaneh) = | /) — %\ ") mit der Wahrscheinlichke# auf| ).

Die durchgelassenen Photonen mit der Polarisiefuriy= %\ )+
| 7) projeziert und durchgelassen.

N

%| —) wieder mit Wahrscheinlichke% auf

1.3 Einige Grundlagen der QM
1.3.1 Zusénde

Zustand : vollstandige Beschreibung eines physikalischen Systems.
In QM sind die Zusinde Einheitsvektoren in einem Hilbertraum.

1.3.2 Hilbertraum

Hilbert VektorraumiiberC, mit einem inneren Produkt
<-|->ZH x H — C mit

o (W[6) = (W[o)"
o (UW) > Ound (P|y) = 0 gdw. =0

o (W[ads+Pd2) = a(W|d1) +B(W|d2)
induzierte Norm : ||U]| = /{(W|W)

(Fur unendlich-dimensionale Hilbedmme ist zustzlich zu fordern, dass H volidig ist beiglich || ||. Jede
Cauchy Folge hat einen Grenzwert in Hljer : (fast) ausschlieRlich endl.-dimensionaléurne.

1.3.3 Dirac-Notation

|W) (ket) (Ausnahme Nullvektor O (nich®)))
(¢| ist der duale Vektor zi) (Ira)

@ :H—=C;p)— (0|w)

1.3.4 Qubits

e Bit:
elementarer Baustein eines klassischen Rechners mit zweirklest (0 1)

e Qubit:
Superpositionen der beiden Basiszumte|0)und |1)bilden Orthonormalbasis eines Hilbertraukis Ein
Qubit ist ein Vektory) = a|0) + B|1) mit |a|? + |B[> = 1.



Die Messung des Qubits fiinrt mit Wahrscheinlichkejo |2 zum Zustand0) und mit Wahrscheinlichke|B|? zum
Zustand|1). Jede wiederholte Messunighrt zum selben Resultat. Obwohl ein Qubit unendlich viele @ud¢ ha-
ben kann, kann man nur ein Bit Information extrahieren. Dieser Extraktionsprozess (Messung) ist probabilistisch.

1.3.5 n-Qubit System (Quantenregister)
Klassisches System mit n Bits h2lt Zustinde
0-00-1,...,1—1

n-Qubit System hat Basiszaside
[0-0),|0-0),...,]1-1)

und kann sich in jeder Subposition
GolO—O) +G1LO—O> +... —‘rdzn,l‘l— 1>

N1
befinden, mit 5 |an2=1
n=0

Hon=Hy®...®H>
—_———

n mal

klassisch:Kolineare Systeme mit Zustandsimen

\/ mit Basis  Vvi,...,Vm VNnW=20

W mit Basis  wi,...,Wy

~ ProduktraunV x W mit Basisvi, ..., Vmn, W1, ..., Wn
dim(V x W) = dim(V) + dim(W)

hier: Zustandsrau’ @ W mit Basis
{viewj:i=1,....mj=1,...,n}

dimV @W) =dim(V) - dim(W)

(exp. Wachstum der Dimension in der Anzahl der Komponenten)

1.3.6 Notation
o flir|0) ® |0) auch|0)|0) oder|00)
e [0-0)fur|0)®|0)®...®|0)
e Fir jedes Paary) = ¥ avi) in V und ) = 3 bj|wj) in W
haben wir inv @ W deln Vektor|y) ® |¢) = %;bj (i) ® |wi))

Aber: nicht jeder Vektorv) € V @ W kann als Produkiv) = |y} ® |$) mit |@) € V,|d) € W geschrieben
werden!

Beispiel :

v) = 25(100) +|11)) € Hz®@ H
es gibt keingd1), [$2) € Hz mit [v) = [$1) ® [$2)

Beweis :

sonst existieren1, dy, B1, B2 € C mit

V) = (01]0) +B1/1)) ® (02]|0) + B2|1)) = a102[00) + a1B2(01) + 02P1 [10) + P1P2[11)
=0 =0

= 0102 =0o0derpi2 =0 4

Solche nicht-zerlegbaren Zaside heisseantangled(verschankt)



1.3.7 Messung

Messung des ersten Qubits eines n-Bit-Zustagiis= >  ay|v) ergibt:
ve{0,1}"

e |0) mit Wahrscheinlichkeip= 5  |dow/?
we{0,1}"1
und projiziert|) auf den Zustan{D) ® % S Oow|W)
wef{0,1}"?

e |1) mit Wahrscheinlichkeig= ¥  |ow|?
wef{0,1}"?
und projiziert|) auf den Zustangl) ® 75 5 am|w)

we{0,1}"1
(9=1-p)

1.3.8 Observable

Eigenschaft eines physikalischen Systems, welche prinzipiell messbar ist.

e Zerlegung des Zustandsraums in orthogonale deiire:
H=E10E®...®EnmitELEj (i #j)
W) = |01) +[d2) +... + |dn) Mit [$; € E;)

e Messung bzgl{Ey,...,En}: Projektion vony) auf ein|¢;)

e Resultat]{¢;) mit Wahrscheinlichkeif| ¢; ||2

1.3.9 Evolution

Evolution eines gm-Systems via unier Transformationejw) — U|y)
e U lineare Abbildung von H nach H
o U unitar: (U|Uy) = (0|0)

e Fir die Beschreibung der Transformation durch eine Matrix U bedeutet dies, dass
U* =U~! (U* konjugiert transponierte Matrix zu U)

¢ Inshesondere sind uiite Transformationeimvertierbar d.h.reversibel
— Berechnungen von QL sind aus reversiblen Basisschritten zusammengesetzt.
(Ausnahme: Messung !)

1.3.10 No Cloning Theorem

Es gibt fur n > 1, keine_uniéire Transformation
Copy :Hy®Hpn — Ha® Hy
so dassiir ein|a) € H, und alle|y) € Hy

Copy|w) @[a)) = (W) @[w))  (Notation:|y,¢) = [W)|¢) = W) @[¢))

Beweis :

Annahme : Copy existiert.
Firn > 1 existiert ein zua) orthogonaler Zustani)



Setzely) = 7(|a>+|¢>)

Copy|®)[a) = 7[Cop><|a>\a> +Copy(9)[a))]
- 7<\a>|a>+|¢>\¢>>
£ W)
Wy = }(\aa>+|a¢>+\¢a>+|¢¢>)

1.4 Quantum Gates und QGA
1.4.1 Definition

Ein Quantum Gate auf m Qubits ist eine @mné Transformatiok) : Hom — Hom auf dem2™ — dim Hilbertraum.

1.4.2 Gates aul! dimensionalem Hilbertraum (m=1)

Gates auf einem Qubit : H, — H,
Betrachte Standardbas®,|1)von H;

U unitar : a b a cy_(10
' ct d* b d/ \01

Koordinatendarstellung :  |0) = ( (1) ),1} = (

Beispiel :
0 1
° Mﬁ_( 1 0)(not Gate)
M-|0) = |1),M|1)
a1 T+ 1
° Se|M_2< -0 14i >un|tar, da

MM = 3‘(11: if:>(if: il:):1<<12i§gl+_<i12)+i>2 (1_2i~)51+(i12>+i)2>:‘l*(3 2>

SN2
1 1“!‘ I 1-—i 0 1
MM4< 1—i 1+i 10 =M-
alsoM = /M.,
e Hadamard (Hadamard-Walsh)

1 1
H_f<1 —1)



transformiert Standardbasi®), |1)in Hadamard-Basis (Fourier - Basis)

0) =50 +11), 1) = 2(10) - 1))

und zuftick,
L 1
H|0’>H< % >(o
v

ol )
)

S(Phase){ é

(10
“\o €

1 H

Abbildung 1.3: Quantum Gate (m=1)

1.4.3 Gates auR? dimensionalem Hilbertraum (m=2)
2-Qubit Gated) : Hg — Hy

Standard Basis|00) |01

Ny

—~
1
0
0
0

oon—xo{
OHOO{B
»—\ooo{,':

Beispiel : CNOT (controlled-NOT)

2 N>

Abbildung 1.4: NotatiorMcnoT

1 0 0 O
01 0O
Mcnot = 000 1
0O 01 O



Mcnot|00) = |00)
Mcnot|01) = |01)
Mcnot|10) = |11)
McnoT/11) = |10)
Mcnot = [ij) =i i®])
Allgemein :

Sei U eine uniire Transformation auf eine@ubit.

Controlled-U (C-U) Transformation auf zwei Qubits:
C-Ulij) =|i)y®if i thenU|j) else|j)

2 U

Abbildung 1.5: allgemeine Notation

U

Interessantes Gate : C-C-NOT = Toffoli-Gate (Tf)

THijk) = |ij 1] ®K)
1
2
3 N>,
Abbildung 1.6: Notation C-C-NOT
1
1
0 1
10



Tf als klassisches Gate :
Tf: {0,1}® — {0,1}°
(i,j,k) = (i,],ij@k)
Jeder klassische Schaltkreis kann durch einen Schaltkreis aus Tf-Gates simuliert werden.
Zu f :{0,1}" — {0,1}™ betrachten wir die reversible Funkition

f:{0,1}"x {0,1}™ — {0,1}"x {0,1}"
xy) — (xfx)oy)

Die MengeQ von reversiblen Gates ist vol#sidig (fir klassische reversible Berechnungen) wenn zu jeder rever-
siblen Funktion

g:{0,1}" — {0,1}" ein reversibler Schaltkreis a@Gates gebaut werden kann, welcher eine Funktion
h:{0,1}" x {0,1}X — {0,1}" x {0, 1} realisiert, so dasgif ein festess € {0, 1}

h(x,u) = (g(x),V)

Satz :

{Tf} ist vollstandig (ir klassische reversible Berechnungen)

Beweis : Jede Funktion kann durch einen klassischen Schaltiébeis{ NAND } berechnet werden

X

N 7 (XAY)

X X

Y Y

1 & XY®1= (XAY)
1 1

X X

0 O XB0=X

Abbildung 1.7: NAND

lij) — |i)®@ if | = 0thenU|j) elselj)

10



2 U 2 U

Abbildung 1.8: Kontrolle durch O statt 1

1.4.4 Tensorprodukt von Matrizen

Definition :
a1 - Qn
SeiA= oo (mxn)-Matrix
dm  -* Amn
b1 -+ bus
B= o, (rxs)-Matrix
by - by
anB - annB
Dann ist die{mr x ns)-Matrix AQ B:= : ) :
amB -+ amB

SeienA, B (2 x 2)-Matrizen, welche Quanten-Gates auf einem Qubit beschreiben, dann wird die simultane Ak-
tion von A auf dem ersten unB auf dem zweiten Qubit durch die Matrx® B beschrieben :

1 A 1 A

2 B 2 B

Abbildung 1.9: simultane Aktion

Begrindung :

ausrechen
In den Spalten der Matrix stehen, in Koordinatenschreibweise, die Bilder der Basisvektoren
Operation i) ® | j) — Ali) ® B|j)

N———

=lii)
A= doo  Ao1 B— boo bo1
ajp ail b10 bll

Ali) ® BJj)

(a0i|0) + @i 1)) ® (boj|0) + by;|1))

a0iboj|00) + agibyj|01) + ay; (boj|10) -+ asibyj|11)
ag; - boj

In der zulij) gefdrenden Spalte der Produktmatrix steht algo Z‘i‘ E;J

1= M0j

ay; - byj

11



Dies ist genau die entsprechende Spalte AonB. Dies gilt fur Raume beliebiger Dimensionen. WeAnund
B (unitare) Transformationen atf, bzw. Hy,, beschreiben, dann beschrefok B die Operation auH, ® Hy, die

der simultanen Kombination der beiden Operationen entspricht(Reihenfolgefegdb)fuhrt kein Entanglement
ein.

Beispiel :

SeiA=B=H (Hadamard)

1 1 1 1 1 1
Hen = ﬂ(l 1)®2(1 1)

(HeH)lij) 2(10)+ (~1)/12))  (10) + (~1)[2)

(100) + (~1)]02) + (~1)'|20) + (~1)""1|11)

NI NI

zerlegbar|jj) zerlegbarH @ H fuhrt kein Entanglement ein)

Hingegen isMcnor kein Tensorprodukt vori2 x 2) Matrizen.

1

= OOOoO

0
0
1
0

[oNeN e}

0
0
0

Betrachte Operation vaMlcnot auf zerlegbarerZustand :

W) = 7((\0>+|1>)®|0>)
= 7(\00>+\10>)
McnoT|W) = 7(\00}+\11}) EPR- Paafentangled

fuhrt also ein Entanglement ein.

1.4.5 Hadamard Transformation revisited

1 1 1
" ﬁ(l 4)

HIO) = 7(\0>+\1>)
HIL) = 7(\0>f\1>)

SeiH"=H®RH®...®H : Hxn — Hx
—_——

m—Mal

12



H®"0-0) = H|0)®...®H|0)

1
= @(IO>+I1>)®(\0>+\1>)®---®(\0>+\1>))
1

= {Z %)
xe{0,1}"

1 H

3

n H

Abbildung 1.10: Hadamard auf mehreren Qubits

Mit linearem Aufwand (n Q-Gates) wirfD — 0) in gleichmaRigeUberlagerung alleR” Basisvektoren trans-
formiert!

1.4.6 Quantum Gate Arrays (QGA)

SeiQ eine Menge von Quanten-Gates. Ein Quanten Schaltkreis oder Quanten Gate Array(QGA) auf n Qubits ist
eine unitire Transformatiot : Hon — Hon, welche aus Q-Gates allszusammengesetzt ist.

Basisoperation :

Wende Gate G auf Qubits,...,in an.

m=2: G ®lon-2
~~
(4x4)—Matrix(2—Qubitg)

Abbildung 1.11: Basisoperation

Piil(G@) IZ”’Z)P'liZ

102

PR.i, - Permutation, welche Qubits,i> auf Qubits 1,2 vertauscht.

13



1] —— —
12 ——
a

n

Abbildung 1.12: Basisoperation mit Permutation

14
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