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1 Einleitung

[2004/10/14]

Ziel der Programmanalyse (PA): Berechnung der Laufzeiteigenschaften zur Ubersetzungszeit, abhéngig von der
Programmsemantik, z.B. Terminierung, i.a. nicht entscheidbare Eigenschaften ~~ PA berechnet Approximation
dieser Eigenschaften; Mittel: Abstrakte Interpretation

Anwendung der PA:
e Compileroptimierung durch Programmtransformation

e Konstruktion von Software-Tools fiir Verifikation, Testen, Debugging, ...

hier: Compileroptimierung Verbesserung von Programmen mithilfe von Programmeigenschaften; dabei werden
verschiedene Kostenmafle betrachtet:

o Laufzeit
e Speicherbedarf der Laufzeitdaten (Gréfie von Stack und Heap)

e Speicherbedarf des Codes (Programmgrofie): Kompakter Code ist wichtig bei Palmtops, Mobiltelefonen,
SW fiir eingebettete Systeme

Programmiersprachen (PS):
e imperative
— Objektorientierung (OO, Java: Klassenoptimierung)
— Funktionale Programmierung (FP, Striktheitsanalyse)
— Logikprogrammierung (LP)
Moglichkeiten fiir PA und CO:
1. Attributierter abstrakter Syntaxbaum (AST, Quellprogramm) erfordert PA fiir strukturierte Programme

2. Zwischencode: elementare Ausdriicke, 3-Adreicode, keine Kontrollstrukturen bis auf Sprungbefehle, keine
Datenstrukturen, Adrefiberechnung, Pointer

3. Maschinencode: Registerzuteilung, Codeselection, Instruktionsanordnung

Inhalt: PACO fiir Zwischencode

1. Straight-Line-Code (ohne Verzweigung, Iteration, Rekursion, Datenstrukturen): wichtige Teilklasse, da
dieser z.B. in Schleifenriimpfen auftritt
90/10-Regel: Ein Programm benutzt 90% der Ausfithrungszeit 10% seines Codes ~~ lokale Analyse

2. Iterative Programme:

a) Basisblock-Darstellung und Fluigraphen ~~ globale Analyse, intra-prozedural
Technik: DatenfluBanalyse mit abstrakter Interpretation

b) KontrollfluBanalyse und Schleifenoptimierung

3. Rekursive Programme ~~ interprozedurale Analyse



4. Programme mit Datenstrukturen
statische und dynamische Datenstrukturen (DS), Shape-Analyse

Optimierungen: dead code elimination, common subexpression elimination, constand propagation / content
folding, reduction in strength, code motion
Analysen: live variables, avalaible expression, pointer, shape, alias



2 Analyse und Optimierung von
Straight-Line-Code

Programme ohne Verzweigung, Iteration, Rekursion, Datenstrukturen, Ausdriicke entschachtelt

e Bedeutung: wiederholte Ausfithrung in Schleifen
e Ziel: Codeoptimierung (Laufzeit)
e Themen:

— Live Variable (LV) — Dead Code (DC) Elimination
— Available Expression (AE) Analyse — Common Subexpression (CS) Elimination

— Reading Definition (RD) Analyse — Konstantenpropagation / Faltung

SLC-Programme (Syntax) Die Syntax von SLC-Programmen ist wie folgt definiert:

V={x,y,2,...} Variablen

C ={a,b,c} Konstantensymbole

>=U<, S it |37 < oo Operationssymbole

a € Anw (v ist eine Anweisung): < o = = «— e und e € {f(u1,...,u,)|f €
SO wevuviuvuce

Vo :i={z} UV, (Variablen von o bzw. von e) x wird in « definiert, v € V, wird in «
benutzt.

8 € Blo (B ist ein Block): < = a1;...;qn, a; € Anw,n >0

Vs =Ui~; Ve (Variablen von (3)

m e SLC ( ist ein SLC-Programm): « « = (IV,3,0V),3 € Blo,IV C V, end-
liche (Eingabevariablen), vor § definiert, OV C V| endlich, nicht-leer
(Ausgabevariablen, nach § benutzt)

Vei=Ui_, Vo, UIVUOV m erfiillt die Variablenbedingung (7 vollsténdig, wohldefiniert): < Jede
Programmvariable v € V; wird vor ihrer Benutzung definiert

Generalvoraussetzung: SLC-Programme sollen die Variablenbedingung erfiillen.

SLC-Programme (Semantik) Sein = (IV,3,0V) € SLC. Sei 2 = (A; ¢) eine (X, C)-Algebra, d.h. A Menge,
fEE(T)mtp(f):fg[:AT%A

ceCnnplc)=cy €A

Zustandsraum: 7 := {o|o: V, — A}
e a € Anw — [a]y : Z — Z Zustandstransformation
e Y= < ¢€

o [z —e]u(o) =0’ mit o’'(z) = [e]a(c) € A (Wert von e im Zustand o, "Einsetzen und Ausrechnen”) und
o'(y) = o(y) fir y # .

e f=ay;...;an — [B]a = [an] o [an-1] 0. ..0 [a1]
o f=er [Bla:=1idz
IV und OV bestimmen entsprechende Teile des Zustandsraumes Z:

o Zin :={0in|oin : IV — A} Eingabezustinde



o Zout := {0out|0out : OV — A} Ausgabezustinde
Damit ergibt sich die Programmsemantik
o [mla: Zin — Zout
o [rlaloin) = oout
o 0y — 00(x) = o (x) fiir x € IV, 09(y) := a € A (beliebig) fiir y ¢ IV
* dout(Z) = [Blaloo(2)) fir Z € OV

Beachte: 7 erfiillt die Variablenbedingung < [r]o unabhéingig von Anfangswerten fiir y € V; \ IV

Definition (Programmaéquivalenz): 1,7 € SLC,A(X, C') — Algebra

o 7 und 7o A-dquivalent (71 ~g m2): < [m1]a = [7r2]a

e 7 und g stark dquivalent (m & m2): < [m1]a = [72]u fiir jede (2, C)-Algebra 2.
Optimierung von SLC-Programmen Sei ¢ : SLC — N eine Kostenfunktion, z.B. die Zahl der Anweisungen,
Zahl der Operationen, Summe der Operationsgewichte (4 billiger als *). Fiir 71, 7 € SLC mit 71 ~g 72 (bzw.
T & M) ist T <. T2 (c besser): « ¢(m1) < ¢(T2).

m ist c-optimal (bzgl. A): « 71 <. mo fiir alle 7 € SLC mit m1 &= 7 (bzw. m1 ~g ).
Ziel: Programmtransformationen zur SLC-Optimierung

2.1 AE-Analyse und CS-Elimination

Beispiel (Folie) 7 ~ 7’ und ¢(n’) < ¢(w) bzgl. Operationsanzahl, aber ¢(n’) > ¢(m) bzgl. Codelénge.

2.1.1 AE-Analyse

Bestimmung der fiir jede Anweisung verfiigbaren Ausdriicke (AE = Available Expression). Sei 7 = (IV, 3,0V €
SLC mit 8= aq;...;an.

OpExpg ={elt —e=aj,e= flur,...,u;)}
= {oes,...,0e;} Operationsausdriicke von (3

Verfiigbarkeit durch Bitvektoren beschreiben: BY := {(b1,...,b:)|b; € {0,1}}
Bedeutung;:

e b; = 0 heif}t ”oe; ist verfiigbar”
e b; = 1 heif}t ”oe; ist nicht verfligbar”
e AE; € B: Die fiir die Ausfiihrung von «; verfiigharen Ausdriicke (i = 1,...,n)
o AF; =(1,...,1)
e a € Anw — t, : B — B (information transformer)
t, beschreibt die Verdnderung der Verfiigbarkeit von Ausdriicken durch Ausfithrung von a.
oty o :=Kkill, ogen_ mit @e,@z : Bt — B!

o gen (b1,...,b) = (B},...,b})

1 falls e = o¢;

b; sonst

N



o kill (by,...,0;) = (b),....0))

b — 1 falls z € V,,
© T b, sonst

L] AEi+1 = tal(AEz) fir i = 1, e, — 1
e Ergebnis: Analyseinformationen AFE,..., AE,
[2004/10/20]

e Beobachtung: a; = x < a: keine Veréinderung von x, aber die Verfiigbarkeit von Ausdriicken wird i.a.
reduziert

Beispiel (Folie 2.2) OpExpﬁ ={oe; = x4+ y,0e0 =z%xy,0e3 =v — z,0e4 =W+ 2}

ABy = (1
AB = (0
ABs = (0
AEy = (17
AE5 = (0
AEq = (0

2.1.2 CS-Elimination

e Ziel: Vermeidung der wiederholten Berechnung eines Ausdrucks mit denselben Variablenwerten, weniger
durchgefithrte Rechenoperationen

e Idee: Ausdruckswerte auf temporéiren Variablen zwischenspeichern, statt wiederholter Berechnung tem-
porére Variable verwenden

Tes: SLC — SLC
Tes(IV,B,0V) == (IV, Tcs(B),0V)
Tos(ai;. .., an) == Tes(ar);. .., Tos(ay)
3 Fille fir Tos(ay):
l.aj=x—e¢,ed¢ Mﬁ ~Tes(o) == a;

2. q; =1 — oej,AEi(j) =1~ Tes(oy) := tvj « oej;x «— tv;

3. aj =1 — oej,AEi(j) =0 Tos(oy) :=a « tu;

mit temporédren Variablen tvy, ..., tv; fiir die Op-Ausdriicke oeq, ..., oe;.

Beispiel (Folie 2.2) Fall (1) tritt nicht auf. Die "relevanten” Verfiirbarkeitsbits sind
AEY =1, AEY =1,AEY) =0,AE{" =1,AE") =1, AE{Y =1

Tes(B) = tvr «— x+y;
2« tug;
tvg < 2 * Y;
2 <« tvug;

T — tug;
tvg «— x4+ y;
v «— tuy;
tvg «— v — z;
w «— tvs;
tvg «— w4+ v;
w <« tuy;



Korrektheit 7 = Tog(w) ist unabhiingig von der Interpretation. Die Korrektheit ist klar fiir die Fille (1) und
(2). Im Fall (3) gilt: Der verfugbare Wert von oe; liegt als Wert von tv; vor.

Optimierung: Op-Anzahl (Tos(m)) < Op-Anzahl (7), aber: Code-Linge (Tcs(m)) > Code-Linge ()

2.2 LV-Analyse und DC-Elimination

2.2.1 LV-Analyse
= IV,3,0V) e SLC.
e Variablenbedingung: v € V; wird vor ihrer Benutzung definiert

e Moglich: v € V; wird nach ihrer Definition nicht benutzt

Definition v € V; heifit lebendig in i (v € LV;) fir i = 1,...,n, falls v in @41, @12, . . ., @, oder OV benutzt
wird, ohne vor dieser Benutzung neu definiert zu werden.

Bestimmung der LV; durch Riickwirtsanalyse:

LV, =0V

a € Anw — t, : P(Vy) — P(V;) 7Riickwirtstransformation”
a=x <+ €e:ty ::geneOQe

Kill, (M) = M\ {z}, M€ P(Vy)

gen (M):=MUV,

LV i i=ta,(LV}), i=1,....n

Beispiel (Folie 2.3)

LV, = {u,v}

LV = {u,z,y}
LV = {$7y}

LV = {z,y,u, z}
LVy = {x,y,z}

2.2.2 DC-Elimintation
Tpc : SLC — SLC

Entferne o; aus 8 = aq;...;an, fallsa; =z —eund ¢ LV;(i =1,...,n).

Beispiel (Folie 2.3) Entferne aq, nicht jedoch ;! Eine Moglichkeit dazu wére, die LV-Analyse zu wiederholen.
Eine verbesserte Analyse ist jedoch die NV (needed variable) - Analyse
NV-Analyse Modifikation: & =z < e

to(M) :=if x € M _then M \ {z} UV, _else M
NV, =0V
NVi_1 :=tqs,(NV))

Beispiel (Folie 2.4)

NV, = {u,v}
NVs = {u,z,y}
NV, = {$7y}
NV, = {$7y}
(NVo = {z,y})



Korrektheit: 7 ~ Tpo(n) ~ Tpe ()

Optimierung: ¢(Tpo(7)) < e(Tpe(n)) < ¢(r), ¢: Programmlinge, Op-Anzahl

2.3 RD-Analyse und Konstantenfaltung

Ziel: Partielle Auswertung von 7 € S LC-Programmen unter Kenntnis von Konstanten (Einflufl der Semantik);
genauer: Ersetze konstante Variablen und konstante Ausdriicke auf rechten Seiten von Wertzuweisungen durch
ihre Werte (Propagation [Variablen] und Faltung [Ausdriicke])

2.3.1 RD-Analyse

= ({IV,3,0V) € SLC mit 8 = ay;...;q,, Interpretation A = (4; ). Bestimme fiir i = 1,...,n die dort
giiltigen, eingabeunabhéngigen (konstanten) Variablenwerte:

o Vi ={vy,...,u}
o D:=(AU{ONr, d=(di,...,dy)
e d; € A bedeutet: v; hat den Wert d;
e d; = I bedeutet: Wert von v; unbekannt oder eingabeabhéngig fiir j =1,...,k
ea=r—ecAnwr—t,:D—D
Erweiterung der Ausdruckssemantik von e:
[e]a(d) € AU{DO}
le]a(d) =0 : Jv; € Ve mit d; =0
(Strikte Semantik: 0« O =)
tree(dr,. .. dg) = (d},....d})
mit

d/- _ [[eﬂg((dl, ey dk) falls x = Vj
J d; sonst

RD, = (D,D,...,D) eD
RD;i1 = to; (RDl), RD; e D=AU {D}

Beispiel (Folie 2.4) V, = (z,y,2)

RD, = (30,0,0)
RD, = (3,10,0)
RDs = (3,10, 2)
RD, = (0,10, 20)
RD; = (0,0, 20)
RD¢ = (0,0,0)

2.3.2 Konstantenfaltung

TCF(IV ﬂ,OV) IV, Ter(B),0V)

Ter(aa;.. ;o) i=Tor(a1);...;Tor(an)
Tor(oy) = xl — Tcor(ei, RD; ) Q=T — €
Tcp(a,d)

Ter(vj,d) == 1f d; € A_then d;_else v;

Tcp(f(ul, .. ur) ) iﬂj c {]. k},TCF(Uj,d) eV,
then f(Tor (o, d), - . ., Tor(ur, d))
_else fa(Ter(u1,d), ..., Tor(u,,d))

10



Beispiel (Folie 2.4)

Ter(as) =z« Tor(y*2,(0,10,2))
z «— 20

z—Ter(y* 2, (0,0,
=z« Ter(y, (0,0, 20)
=z—yx20

Tor(as)

20))
) * TCF(Z, (D, D, 20))

Korrektheit von Top:  Offensichtlich gilt: m ~g Top ()

Optimierung: Programmlinge unverindert, die Op-Anzahl kann sinken. Ein besonderer Seiteneffekt ist die
Entstehung von Dead-Code (im Beispiel (Folie 2.4): a1, a2, as).

2.4 DAG-Darstellung von SLC-Programmen

e DAG (directed acyclic graph): Niitzliche Datenstruktur zur Implementierung von Transformationen auf
SLC-Programmen

e Idee: Termdarstellung der Werte einer Berechnung

Definition (gerichteter (X, V, A)-Graph): D = (K, lab, suc) heiit gerichteter (X, V, A)-Graph, wenn
e K nichtleere, endliche Menge von Knoten, k € K,
o lab: K — (X UV UA) eine Markierungsfunktion
e suc: K x N --» K eine Nachfolgerfunktion mit der Eigenschaft: suc(k, ) ist definiert < lab(k) = f €

E(r) und 1 < ¢ < r ist.

Definition ((X,V, A)-Graph) Ein gerichteter azyklischer (X, V, A)-Graph heifit (X,V, A)-DAG.
Beachte: Jeder Knoten k eines solchen Graphen reprisentiert einen Term ¢ € Tx(V U A).

Der DAG eines SLC-Programmes Sei 7 = (IV,3,0V) € SLC mit 8 = «ay;...;a,. Der DAG von 7 wird
durch ”symbolische Programmausfithrung mit Konstantenfaltung” bestimmt. Wir definieren den DAG zunéchst
ohne Bezug auf OV : D(IV, 8) = (K;lab, suc) zusammen mit einer Bewertungsfunktion

val : IVU Vg — K,

bei der val(x) = k, falls k& den Wert von x nach Durchfiihrung von 8 darstellt.
Idee:

o verschiedene Knoten fiir verschiedene Werte (sharing) ~» CS-Elimination
o ersetzen konstanter Ausdriicke ~» CF-Transformation

Anschlieflende Betrachtung von OV:
e OV bestimmt Teilgraphen ~» D(7) ~» DC-Elimination

Konstruktion von D(IV, 8) und val durch Induktion iiber die Codeldnge n:

1. Induktionsanfang: n =0
D(IV,e) := (K;lab,suc) mit K := IV, lab(z) := z fiir alle z € IV. Def(suc) := @, val(z) := z.

2. Induktion: n ~»n +1
(IV, Bp41) mit Bpi1 = aq;...; n;anyr. Nach der Induktionsvoraussetzung ist fir 5, = a1;...;ay, be-
kannt: D(IV, 3,,) = (K;lab,suc) und val(z) € K fiir alle x € IV U V3, .

11



Konstruktion von D(IV, 3,41) = (K';1lab’,suc’) und val’ : IV U 3,41 — K’ ist bestimmt durch o, ;1 = = « e.

1. Fal e=y
Nach Induktionsvoraussetzung (und Variablenbedingung) ist val(y) € K. D(IV,B,+1) := D(IV,5,),
val'(y) := val(y) ("sharing”) und val'(z') := val(z') fiir 2’ # .

2. Fall e=ac A

a) a € K: DIV, B,41) := D(IV,3,) und val'(x) = a und val'(z') = val(2’) fiir 2’ # z.

b) a ¢ K: K’ := K U {a},lab/(a) = a und suc'(a,i) ist nicht definiert fiir alle i, suc’(k,i) = suc(k, 1)
sonst. val'(z) := a € K’ und val'(z') = val(a') fiir 2’ # x.

3. Fall: e = f(u1,...,u,) mit u; e VUA

a) Fir alle j = 1,...,r gilt: u; € A (falls dabei u; # K, neuen Knoten wie in 2b) oder u; € V' mit
val(u;) € A. Dann folgt: fo(uj,...,u,.) :=b¢c A mit

, uj falls u; € A
u, =
J val(u;) fallsu; €V

i. be K: DIV, Bn11) := D(IV, 3,), val'(z) := b und val'(z') = val(z') fiir 2’ # .
ii. b ¢ K: Erweiterung von D(IV, 3,) um neuen Knoten fiir b. Bewertung von val’ wie in 3(a)i
b) Es gibt j € {1,...,7} mit u; € V und val(u;) ¢ A.
i. Bs gibt k € K mit lab(k) = f und
N Joa fallsu; =a € A
suc(k, j) = { V_a](uj) falls u; € V
Dann ist D(IV, B,41) := D(IV, 3,) und val’(z) := k und val'(2') = val(z') fiir 2’ # .
ii. Es gibt kein k € K, welcher nach 3(b)i den Wert e représentiert. K’ := KU{k’} (neuer Knoten
K'). lab (k') == f,
PN ' falls uj =a € A
suc'(k', j) = { val(u;) fallsu; € V

val'(x) := k', sonst unveriindert.
Eigenschaften von D(IV, 3)
1. Verschiedene Knoten reprisentieren verschiedene Terme: ky # ko ™ tg, # tg,

2. Kein Knoten reprisentiert einen konstanten Operationsterm ¢ € T (A) Nt € A

Folgerung
1. unterstiitzt CS-Elimination

2. unterstiitzt CF-Transformation

Beispiel (Folie 2.5:DAG-Konstruktion)
e Gemeinsame Teilausdriicke: val(t) = val(u)

e Konstantenfaltung: val(z) = 4, val(v) = val(t) * 4
Beobachtung: D(IV, () unterstiitzt mit Hilfe von OV auch die DC-Elimination. k¥ € K heifit ausgaberele-
vant, wenn y € OV existiert, sodal k von val(y) erreichbar ist.

Nicht ausgaberelevante Knoten repriisentieren Dead Code (im Beispiel: 2-+-Knoten und 2). Durch Entfernen
dieser Knoten und Einschréinkung von val auf OV erhalten wir:

1. den DAG von m: D(m)
2. die Bewertungsfunktion val : OV — K (s. Folie 2.6)

12



Programmoptimierung mit D(7) und val : OV — K: Konstruktion eines DAG-optimierten Programmes
Tp(n) :=np = (IV,Bp,0V):

1. Fall: val injektiv, d.h. verschiedene Ausgabevariablen zeigen auf verschiedene Knoten.

a) val(OV)N (IV N A) = @, d.h. Ausgabevariablen zeigen nur auf Op-Knoten:

e Idee: Op-Knoten als Hilfsvariablen verwenden und falls val(y) = k y statt k verwenden.

e Jeder Op-Knoten k bestimmt mit lab(k) = f € (") und den Nachfolgerknoten eine Anweisung:
ay =k «— f(suc(k,1),...,suc(k,r))

e Beachte: suc(k,j) € IVUAUKUOV

e Wihle eine Bottom-Up-Numerierung der Operationsknoten ki, ks,...,ks (z.B. schichtenweise

von links nach rechts), sodal k; — f(...k;...) ~ i < j. Dann gilt: 7p :
mit Bp = ai,;. ..
e Beachte: OV C {kq,..

3 Ok -

”single assignment”-FEigenschaft.

(IV, Bp,0V) € SLC

., ks und wp erfiillt die Variablenbedingung. Auflerdem besitzt 7p die

b) val(y) € IV N A: mp von la um y < val(y), es seie denn, dafl y = val(y).

2. Fall: val(y1) = val(y2) = ...

Y2 <~ Yi5. -

;Yn < Y1 erganzen.

val(y,): mp-Konstruktion von la bzgl. y; durchfithren und nun um

Zusammenhang zwischen DAG-Optimierung und CS-, DC-, CF- und CP-Optimierung

e Beispicl: Tpo(Tep(Tos(Tor(r)))) = Tp(r)

TCF(ﬂ') = T

Top(m) =m

Top(me) = 73

Tpc(ms) =y

U — 2;
w— T+ Y;
z «—4;

U T * W,
v — 4+ w;
v —u—+4;
t «— x *w;
v tx4;

OV :u,v;

e Allgemein gilt:

1. Die DAG-Transformation ist korrekt: m =~ wp

U — 2;

w ez +y;
z «—4;

u — x*w;
u — u';

v <— 4+ w;
v — u+4;
t—u';

v — tx4;

OV : u,v;

U — 2;
W T+ Y;
z—4;
u — x*w;
u — u';
v — 4 4+ w;
ve—u +4;
t—u;
v u x4;

OV : /v,

W T+ Y;
u — x*w;
ve—u *4;

oV ', v;

Beachte: Die Konstantenfaltung kann bereits ohne Interpretation durchgefiithrt werden (bzw. auf
Termen; Grundterme als Konstantensymbole zulassen).

2. Tp(m) ist optimal bzgl. Tpe,Tes, Tor, Top, d.h. keine dieser Transformationen kann Tphm weiter

optimieren.

3. Tpm optimal bzgl. ~ und Codeldnge. (?)

4. Vermutung: Fiir jedes m € SLC gibt es ein n € N mit Tp(7) = [Tpc o (Tep o Tcs)™ o Ter](m)

[2004/11/03]

5. T'p nicht auf iterative Programme iibertragbar, wohl aber die anderen Transformationen Tcs, Tcr, Tcp, Tpc.

2.5 Weitere Optimierungen von SLC-Programmen

Beriicksichtigung der Interpretation 2 = (A; p) als (3, C)-Algebra.

e Algebraische Eigenschaften: Gleichungen
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e Beispiel: (Z;+, —, x, /)

neutrale Elemente 0+ a=a, lxa=a,a/l =a

kommutative Operationen a +b=b+a, axb=bxa

assoziative Operationen (a +b) +c=a+ (b+¢)

distributive Operationen a * (b+c¢) =a*xb+a*c

e Beispiel: (B, and , or , -, true, false)

— true or b = true
— false and b = false

e Ziel algebraischer Transformationen:

— ersetze teure Anweisungen durch billigere
— lokale, kontextunabhéngige Ersetzung

— keine Gesamtanalyse von 7 erforderlich

Peephole-Optimierung:
e Odee: Schiebe ein kleines Fenster iiber das Programm und optimiere innerhalb des Fensters
e Beispiel:

—y—axtaz—y—a;, = y—r+a;z—x;
— z «— z + 0; weglassen

ue—zty; |ue—zty;
— V—yY+z |wW—u+z;

W — U+ T;

w=(y+2)+x=(zr+vy)+ 2, dadurch wird v nicht mehr benéstigt.

Reduction in Strength FErsetze x < y * %2 durch z « y * y; und x «— 2 xy durch = «— y + y;.

Optimalitat von SLC-Programmen
e Spezialfall: A = (Z; +, ), keine Konstanten
e Kostenmaf: Programmlénge

Dann gilt fiir ein 7 € SLC: Es existiert ein optimales Programm 7,y fiir 7, d.h. mops ~o m und ¢(mope) < c(7')
fiir alle 7/ mit 7’ ~g .

o Konstruktion von m,p:: NP-vollstandig (?)
e optimaler Code fiir arithmetische Ausdriicke

e Polynomberechnung (Folie 2.7, Optimierung von Polynomen: Horner-Regel), Spezialfall: g(z) = az!'® +
bad +caxt +dx? +ex + f

— DAG-optimiertes m mit 36 Anweisungen, 31 Multiplikationen
— Mboglich: 14 Anweisungen, 9 Multiplikationen
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3 Ordnungstheoretische Grundlagen

Semantik iterativer und rekursiver Programme ebenso wie Datenflulanalyse, beschreibbar als Losung von Glei-
chungssystemen; dazu:

e vollstindige Halbordnungen
e vollstiandige Verbénde
e monotone und stetige Funktionen
e Fixpunktberechnungen
Definition (Halbordnung): Sei D eine Menge und <C D x D. Dann heifit D = (D; <) eine Halbordnung mit
der Halbordnungsrelation <, falls fiir alle a,b,c € D gilt:
o a < a (reflexiv)
e a<bb<cna<c (transitiv)
e a <bb<a< a=0> (antisymmetrie)
Seia € D und T'C D. Dann heif}t
e a obere Schranke von T, falls T < a
e a kleinstes Element von T, fallsa € T und a < T

e a kleinste obere Schranke (Supremum) von T, falls T < A und T < o’ ~ a < d'; Bezeichnung:
a=UT ("join”, "lub” (least upper bound))
Beachte: Kleinste Elemente, insbesondere LI T, sind eindeutig bestimmt

Besitzt D ein kleinstes Element, so wird es durch L (”"bottom”) bezeichnet.

e v : N — D heifit Kette, falls v(i) < (i + 1) fir alle ¢ € N (aufsteigende w-Kette); Bezeichnung:
(@) € N) =~

Eine Halbordnung D heifit vollstindige Halbordnung, falls D ein kleinstes Element hat und jede Kette
~ eine kleinste obere Schranke besitzt: U~ := U{~y(i)|i € N}

D heifit vollsténdiger Verband, falls jede Teilmenge 7' C D eine kleinste obere Schranke LT besitzt
(Beachte: L = U @).
Schreibweise: a U b := U{a, b}

Beispiel:
1. Seien A und B Mengen. Die Menge PF (A, B) := {f|f : A --+ B} der partiellen Funktionen von A nach
B ist halbgeordnet durch < mit f < g :< f(a) € B~ f(a) = g(a)Va € A, oder: graph(f) C graph(g).
Die ”leere” Funktion fg mit Def(fz) = @ ist kleinstes Element von (PF(A, B); <). Jede Kette fo < f1 <
... besitzt eine kleinste obere Schranke f = U{f;|i € N}: f(a) =beB « i € N: fi(a) =b.
Also ist (PF (A, B); <) eine vollstindige Halbordnung (cpo = complete partial order).
e Spezialfall: PF(A) := PF (A, A)

e Anwendung: Semantik iterativer Programme

2. Sei A eine Menge. Die Potenzmenge P(A) := {T|T C A} ist halbgeordnet durch C und bildet mit C einen
vollstéindigen Verband: Fiir ¥ C P(A) gilt UT = | {T|T € T}.

e Anwendung: DatenfluBanalyse (DFA)
e Beachte: Ist D = (D, <) eine Halbordnung, so auch D’ := (D, >), die duale Halbordnung von D.
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Definition und Lemma (Produkt von Halbordnungen) Sind D; = (D;;<;) fiir ¢« = 1,2 Halbordnungen, so
auch

Dl X DQ = <D1 X DQ, §>
mit

(al,ag) S (bl,bg) = ay Sz b1 fir i = 1,2.
Definition und Lemma (Funktionenraum): Sei A eine Menge. Ist D = (D, <) eine Halbordnung, so auch
F(A,D):=(F(A,D);<) mit F(A,D):={f|f: A— D} und f < g: f(a) < g(a)Va € A.

e Folgerung: Sind D, D; und Ds vollstandige Halbordnungen bzw. vollstindige Verbénde, so auch Dy x Dy
und F(A,D).

e Insbesondere gilt fiir Ketten:
— u{al?, al"i e N} = (L{al"}i € N},u{al}i € N})
= (U{fP)i € N})(a) = U{fD(a)|i € N}
und fiir beliebige Teilmengen
— UT = (Uproj, (T),Uproj,(T)) mit T C Dy x Ds.
— (UT)(a) =UT(a) mit T C F(A, D).
Definition (monotone und stetige Funktionen) Seien D; = (D;;<;) fir ¢ = 1,2 Halbordnungen und f :
D1 — DQI
e f heiflt monoton, falls a <1 b ~ f(a) <o f(b) fiir alle a,b € Dy;

e f heift stetig, falls D; und Ds vollstéindig sind, f monoton ist und fiir jede Kette (a;]i € N) von D; gilt:
f(H{asli € N}) = 0{f(a:)li € N}

— Beachte: f monoton ~ (f(a;)|i € N) Kette

Definition (ACC): D besitzt die ACC-Eigenschaft (ACC = ascending chain condition), wenn gilt: Fiir jede
Kette (a;]i € N) ist {a;|¢ € N} endlich.

e Folgerung:

1. Eine Halbordnung mit ACC ist vollstéindig.
2. Monotone Abbildungen auf Halbordnungen mit ACC sind stetig.

Definition (Distributivitdt): Sind D; und D, vollsténdige Verbénde, so heifit f : Dy — D distributiv, falls
flaub) = f(a)U f(b) fir alle a,b € Dy gilt.

Lemma: Seien D; und D, vollstindige Verbéande. Dann gilt: f : Dy — D5 distributiv ~ f monoton.
Beweis: a <b~b=albn f(b)= f(aUb) = f(a)U f(b) ~ f(a) < f(b)
e Folgerung: Besitzen D; und Do auch ACC, so gilt: f: D1 — Dy distributiv ~ f monoton ~ f stetig

Fixpunktsatz: Sei D = (D; <) eine vollstindige Halbordnung und f : D — D stetig. Dann gilt:
L. (fi(L1)]i € N) ist eine Kette von D.
2. a:=U{f!(L)]i € N} ist Fixpunkt von f, d.h. a = f(a).

3. a ist kleinster Fixpunkt von f, Bezeichnung: fix(f).
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Beweis:
1. L < f(L)<f?(L)<...(da f monoton ist)
2. fla) = fU{f/(L)i e N}) =0{f* (L)i e N} =u{f!(L)[i eN} = a
3. be f(b). Aus L <bfolgt f(L) <b, f2(L) <b...~ bist obere Schranke von {f(L)|i € N} ~a < b.

e Folgerung: Ist D eine Halbordnung mit ACC und f : D — D monoton. Dann gilt: f besitzt einen kleinsten
Fixpunkt fix(f) und es existiert m € N, soda8 fix(f) = f™(L).
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4 DatenfluBanalyse und Optimierung iterativer
Programme

[2004/11/10]

Zwischencode fiir eine abstrakte Maschine:
e SLC + Verzweigung und Iteration

e Bedingte und unbedingte Spriinge als einzige Kontrollstrukturen

Inhalt:
e Syntax und Semantik von IC (Iterativer Code)
e Basisblock-Darstellung von IC-Programmen
e Abstrakte Interpretation und Datenfluflanalyse (DFA)

e Verallgemeinerung der Analyse und Optimierung von SLC-Programmen auf IC-Programmen

4.1 Syntax von IC

Erweiterung von SLC
V ={z,y,...} Variablen
C ={c¢d,...} Konstantensymbole
% =, 3 Operationssymbole (evtl. C = %(?)
I =, I Pridikatsymbole
L ={l;]i € N}  Sprungmarken (”Label”)
3 und II endlich.
Anw Anweisungen:
e Wertzuweisungen: v < e mit v € V und e € VUC U {f(uy,...,u,)|f € ) u; € VUC}
e Sprunganweisungen: goto [ mit [ € L, if p(uq,...,u,) goto ! mit p € ", u; e VUC,lel

e Markierte Anweisungen: [ : @ mit [ € o und « unmarkierte Anweisung

e Beispiel: Folie 4.1: ”IC-Beispielprogramm: Fakultidtsberechnung”

IC-Programme:

7w = (Vlist, Alist) € IC 1 Vlist in x1,...,2n; _0ut y1,...,Ym; loc z1,..., 2p;

mit

1V :={x1,...,z,} Eingabevariablen (n > 0)

OV :={y1,...,ym} Ausgabevariablen (m > 1)
o LV :={z,...,%,} lokale Variablen (p > 0)
o V., =1V UOV ULV Programmvariablen
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o Alist = a1;...; g (Anweisungsliste) mit

_azeAﬂ7Valngqzo

— eindeutige Sprungziele: a; =1:...,05=1":...;i#j1#1
e Beispiel: Folie 4.2: ”Beispiel: Fluldiagramm und -graph”

7 erfiillt die Variablenbedingung: Jede Programmvariable wird vor ihrer Benutzung definiert (Beachte: Variablen
in bedingten Sprunganweisungen werden dort benutzt).
7 heifit standardmarkiert, falls o; =4 : o fir e =1,...,qund L, C{1,...,¢+ 1} Marken von 7

Beispiel (Folie 4.1): 77 berechnet die Fakultét

4.2 Semantik von IC
Sei m = (Vlist, Alist) € IC, 0.B.d.A. sei m standardmarkiert.
Das FluBdiagramm von 7 (Semantik der Kontrolle)
Alist=1:0a1;...;q: a4
it gotoj i ]

J

i : if be goto j —
- 141

l:o l:»—t

Das Flufidiagramm von 7 ergibt sich durch Verkleben der entsprechenden Teilgraphen (lokalen Variablen ergeben
sich indirekt ...).

Fixpunktsammlung Sei 2 = (4; ¢) eine Interpretation fiir 7, d.h.
o o(f") = fa: A" — 4,
o o(p™) =Py : A" —{0,1},
o Vii={vy,...,0s}.
e Zustandsraum Z := A°a = (a1,...,as) als Wert des Variablenvektors v = (v, ..., vs).

Fiir die Fortsetzungsfunktionen (”Continuations”) ¢; : Z --» Z(i = 1,...,q + 1), die von Programmarke %
bis zum Programmende berechneten Zustandstransformationen, gelten folgende Gleichungen:

o a=v; —en (o) =pit1(oli/[e]o])
e a; = gotol (o) = (o)
o «; = if be goto I ~ p;(0) = if [be]o_then y;(o)_else iy1(0)

[2004/11/12]

Fixpunktsemantik fiir 7 € IC
o 7 = (Vlist, Alist), A = (4; )
o Vi=A{vy,...,v5}, Z:= A®
e a=(a1,...,a5) €Z

o Alist=1:01;5...;59: a4
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e Fortsetzungsfunktionen: 1 <i <gq

—ai=v;—e  ¢i(a)=pip(alj/[ela])

— a; = goto l v = @e(a)

— «; = if be goto [
w;(a) = if [be]a_then ¢;(a)_else p;11(a) und @qy1(a) = a. Die ¢1,...,pq41 : A% -+ A® bilden daher
die Losung eines Gleichungssystems:

« Fi(0) =m(i=1,...,q+1) mit

Fiy1(v[v;/e]) falls a; = v; — e
7 =< F/(7) falls a; = goto [
if be_then Fj(v)_else F;1q1(v) falls a; = if be goto !
Tqg+1 = .
Beriicksichtigung von Ein/Ausgabe: Sei Vlist = _in @1,...,zn;_0ut y1,...,yn; loc 21,.. ., 2p,
e T=(x1,...,Tp),
e (z,a0) = (z1,...,Tn,a0,...,a0)

°y= (yl7"'7ym)
Das Gleichungssystem (E;) ist dann definiert durch:

F(z) = F1(Z,a0) ao € A beliebig
(Br)=4q Fi(v)=m (i=1....q)
Foa(v) =9

Losungstyp:
frA" - AT fi i AT - AT i=1,...,q+1

Beispiel: Fakultdtsprogramm

F(z) = Fi(x,12,12)
Fi(z,y,2) = Fy(x,y,0)
Fy(z,y,2) = F3(x,1,2)

(E.) Fs(z,y,z) =if o = z_then Fr(z,y,2) else Fy(z,y, 2)

T Fy(z,y,z) = Fs(z,y,z+1)
Fs(z,y,z) = Fs(z,y*2z,2)
Fs(z,y,2) = F3(x,y,2)
F7($, Y, Z) =Y
Vereinfachung;:
F(x) = F3(z,1,0)

F5(z,y,z) =if x =z then y else F3(z,y* (2 +1),z+ 1)

~» Endrekursive Funktionsgleichungen (”tail recursive” ): Funktionsaufrufe nur in Termspitze, keine Riickspriinge

1. Reduktionssemantik (operationale Semantik)
F(3) — F5(3,1,0) — F3(3,1,1) — F3(3,2,2) — F3(3,6,3)) — 6
2. Fixpunktsemantik: Der Funktionenraum (Ldsungsraum)
FR, := PF(A™ A™) x PF(A*, A™)1t!
ist eine vollstindige Halbordnung. Die Gleichungstransformation (”Einsetzungsfunktional”)

T.:FR, — FR,
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ist wie folgt definiert: Fiir ¢ = (¢, ¢1,...,¢q41) € FRy und F = (F, F1, ..., Fy;1) bezeichne 7;[F/¢] die
Ersetzung der Funktionsvariablen aus F' durch die entsprechenden Funktionen aus ¢. Damit

T (@) == (AZ.1(Z, a0), \0.T1[F /@], ... \No.74[F /@), \v.7)

Beachte: @ ist Losung von E; gdw. ¢ = T, (@) Ty ist stetig und besitzt daher einen kleinsten Fixpunkt
fix(Tx). Seine erste Komponente [r]g, = proj (ix(Tx)) : A" --» A™ = proj({T(L)[i € N}) mit
1 =(Fo, fiz,--., fq+12) heifit Fixpunktsemantik von .

[2004/11/17]

Beispiel (Fakultitsprogramm):

F(r) = G(z,1,0)
G(z,y,z) =if x = z_then y else G(z,x * (z +1),2+ 1)

FR., = PF(Z,Z)x PF(Z3,Z)
1 (fo = Az, 90 = Mz, y, 2).)
T(1) (=, A(z,y, 2).if = z_then y)
T%(1) = (Az.if 2z = 0_then 1,
Mz, y,2).if x = z_then y
if x =2+ 1then y*(2+1))
T3(1) = (Az.if x =0_then 1
if = 1_then 1,
Mz, y,2).if x = z_then y
fz=z+1theny=*(z+1)
ifx=z+2then yx(z+1)x(2+2))

TH(L) = (Ax.ifax <n—1_then a!,
Mz, y,2).if x = z_then y
fz=z+1theny=*(z+1)
fox=z+nthenyx(z+1)x(z+1)*...x(24+n))

Also: [n]gy (z) = if > 0_then 2!

Folgerungen der Semantik von IC-Programmen
1. Eine Anweisung kann wiederholt werden, evtl. unendlich oft (Programmschleifen).

2. Ein Programmpfad (ein eingabeunabhéngiger Pfad im Fluldiagramm vom Eingabe- zum Ausgabekno-
ten) muf kein Berechnungspfad (eingabeabhéngiger Pfad einer Berechnung) sein.

3. Turingmaschinen sind als IC-Programme auffaibar.

4. Die Programméquivalenz ist nicht entscheidbar. ~~
Programmanalyse: Approximation von Programmeigenschaften, Pridikate ignorieren, Programmpfade
betrachten

e Die Menge der Programmpfade von w € IC ist regulér.

e Die Menge der Berechnungspfade is i.a. rekursiv aufzéhlbar, aber nicht entscheidbar.

= sichere, aber evtl. unvollstdndige Optimierungsinformationen
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4.3 FluBgraphen von IC-Programmen

Idee: Die deterministische Verzweigung wird durch nichtdeterministische Auswahl ersetzt; Programmpfade
statt Berechnungspfade.

Sei m = (Vlist, Alist) € IC und Alist =1: a1;...5¢ : aq.
1. SI-Graph (SI = single instruction)

e G = (Kno, Kan, s)
o Kno :={aj|a; =z —e,1 < i< q}U{be|la; = if be goto j,1 <i,j < q}
o s =a; (0.B.d.A. oy Wertzuweisung)

e Kan wie im Flufldiagram
2. BB-Graph (BB = basic block)

e Ziel: Vereinfachung der Programmanalyse
e Idee: Zerlegung von 7 in maximale SLC-Blocke
e Konstruktion von GEP = (Kno, Kan, s):
— oy heifit Blockanfang, falls eine der folgenden Bedgingungen gilt:
* =1
* 4 ist Sprungziel von 7 (kommt als goto i in 7 vor)
% ;1 ist Sprunganweisung

Ein Blockanfang «; bestimmt oy; oiy1;. .. ; o5 als langste Anweisungsfolge ohne weiteren Block-
anfang. Weglassen von goto k und Ersetzen von if be goto k durch be ergibt den Basisblock
a/ . . a/

i1 Gy

Beispiel: 7 (Fakultdtsprogramm) Blockanfinge: a1, o, cu
p1 = ai;as
B2 = as;
B3 = ag;as

Die nachfolgende Korrektur ist notwendig, da in der obigen Weise gleiche Anweisungen «; nicht im Graphen

unterschieden werden konnten.

FluBgraphen von IC-Programmen (Korrektur)
1. SI-Graphen

e G2 = (Kno,Kan, s) und lab : Kno — Wertzuweisungen U Boolean Expressions U_START
e Kno:={il0<i<gq,a; # goto j}
o lab(0) = START

o lab(i) = o; fallso; =x e
A= be falls oy = if be goto j

e Kan folgen aus Flufidiagramm von 7

1<i<qg,5:=0

2. BB-Graph

o GPP = (Kno, Kan, s)
e s letzte Stunde
e Kno = Basisblocke + Startblock

3. Flufigraphen fiir die Riickwértsanalyse

o G GBB Kanten invertieren, STOP-Knoten des FluBdiagrammes als Startknoten
s s

22



4.4 DatenfluBanalyse-Systeme

2 Komponenten:
e cin Fluf3graph als Abstraktion eines Fluidiagrammes (Programmpfade)

e cine abstrakte Interpretation: Analyseinformation als Element eines vollstdndigen Verbandes mit ACC,
Informationstransformationen als monotone Abbildungen

Definition (FluBgraph): Sei Kno eine nicht-leere endliche Menge von Knoten, Kan C Kno x Kno eine Menge
von Kanten und s € Kno ein Startknoten.
Fiir k£ € Kno bezeichne

Vor(k) := {k’ € Kno|(k', k) € Kan}
die Menge der (direkten) Vorgingerknoten. Fiir k, &’ € Kno bezeichne
Pfad(k, k') :== {(k1,...,k.)|k1 = k, k, € Vor(k") A (ki, kiy1) € Kan firi=1,...,r — 1}

die Menge der Pfade von k zu einem direkten Vorgéingerknoten von &'
G = (Kno, Kan, s) heifit Fluf3graph, falls Vor(s) = @.
Bemerkung: Fiir 7 € IC sind G2, GBB G3! GBB FluBgraphen.

Definition (Abstrakte Interpretation eines FluBgraphen): Sei G = (Kno,Kan, s) ein Fluigraph. Sei D =
(D; <) ein vollsténdiger Verband mit ACC, d,s € D eine Startinformation und

¢ :Kno— {f|f: D — D, f monoton}

mit ¢(s) = idp, Schreibweise: i (d) = p(k)(d)
Dann hei8t J = (D, ¢, d;) eine abstrakte Interpretation von G.

Definition (DFA-System): Ist G ein Fluigraph und J eine abstrakte Interpretation von G, so heiit A = (G, J)
ein DFA-System (monotone framework).

Ein DFA-System bestimmt in natiirlicher Weise eine MOP-Losung (meet over all paths) sowie eine MFP-Lésung
(maximal fixed point).

Definition (Die MOP-Losung eines DFA-Systems): Sei A = (G,J) ein DFA-System. Fiir ¥ € Kno und
p = (k1,...,k.) € Pfad[s, k) definieren wir die Analyseinformation von k bzgl p

AL = on, (Oky_y - Py (ds) - . )

Dann ist die MOP-Lésung fiir k die folgende Analyseinformation
ATMOP .= U{AT?|p € Pfad[s, k)} fiir k # s

und AIMOP = d,. ATMOP .= (AIMOP |k € Kno) heift MOP-Lésung von A.
Bemerkung: Die MOP-Losung ist i.a. nicht berechenbar.

Wiederholung: A = (G,J) DFA-System

e G = (Kno, Kan, s) Fluigraph,
Vor(k) direkte Vorgingerknoten
Vor(s) = &

Pfad(k, k')

e J=(D,y,d,) abstrakte Interpretation von G
D = (D; <) vollsténdiger Verband mit ACC
ds € D Startinformation
¢ :Kno — {f|f: D — D, f monoton}

s =idp  ¢r = (k)
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Definition (Die MFP-Ldsung eines DFA-Systems): Sei A = (G, J) ein DFA-System. A bestimmt ein System
Ea von DatenfluBgleichungen:

X, =dg
(Ea) { X = U{w (Xw) ' € Vor(k)}, & € Kno\ {s}

[2004/11/24]
EA bestimmt eine Gleichungstransformation:

Th : D" — D™
Ta(ay,...,an) = (da,{e;i(a;)]i € Vor(2)},...,U{wi(a;)|i € Vor(n)})

und die MFP-Lésung von A:
ATMEP .= fix(TA) € D"

Beachte: D = (D, <) vollstandiger Verband mit ACC, ¢, : D — D monoton ~ y; stetig ~ Ta stetig und wegen
ACC existiert ein m € N mit

fix(Ta) = TR (L) € D™

Also: ATMFP i endlichen vielen Schritten berechenbar.

Satz (Correctness-Theorem): In einem DFA-System A gilt:

A jeigentlich < AIMOP < ppMFP

Satz: AIMOP < AJMFP

Beweis: Es geniigt zu zeigen, daf fiir alle 1 < k < n,p € Pfad[l, k) und a = (a1,...,a,) mit A =Ta(a) gilt:
(*

e (x) ~ Behauptung: AMOF = d, = ATMFP

) AI,S < ag
)
#1: AIY < AIMFF nach (x) wegen Fixpunkteigenschaft von AIMFF also auch AIMOP < ATMFP.

k
e Beweis von (x): Aus (Fa) und a = Ta(a):
(#%)  wi(a;) <ag fir 1 <k <nund i € Vor(k)

e Wir zeigen (x) durch Induktion iiber die Lénge r von p:

— r =1: Dann muB p = 1 € Vor(k), soda nach (xx) AI} = ¢1(a1) < ak

—r ~r+1: Sei p € Pfad[l,k) mit Linge r + 1. Dann ist p = p'.i mit ¢ € Vor(k),i # 1 (wegen
Vor(1) = @) und p’ € Pfad[l,4). Nach IV gilt AIZ?’I < a; und nach (xx) @;(a;) < ar. Aus beiden
Ungleichungen und der Monotonie von ¢; folgt: AIy = ¢;(AI? l) < pila;) < ag

q.e.d.
Satz (Completeness Theorem, Coincidence Theorem): Sind in einem DFA-System A die Funktionen ¢y, :

D — D distributiv (¢g(aUb) = @i (a) Uek(b)), so gilt:
AIMOP _ AIMFP
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Beweis: Es bleibt zu zeigen, dafl
a=(ay,...,a,) = (AIMOF . AIMOP)
ein Fixpunkt von Ta ist: a = Ta(a).

Tala) =(ds, U wilas),...)
ieVor(2)

=(ds, U @(AIMOP), )
ieVor(2)

=ds, U @ U AD),...)
ieVor(2)  pePfad[1,:)

=(ds, (] L wi(AL),. ..
ieVor(2) pePfad|i,i)

ieVor(2),pePfadli,i) _
= (ds, L] ALy, ..., || AIPY)
piePfad[1,2) pePfad[1,n)
= (a,...,an)

[2004/11/26]

Nachtrag (kleinster Fixpunkt): F(z) = if x = 0_then 0 else F'(x — 1), Fortsetzungssemantik (A, —, 0 =)
1. Operationelle Semantik a € Z

e a>0:F(a)»Fla—1)—...— F(0)—0
e a<0:Fla) > Fla—1)— ...

[7]op = Az.if x > 0_then 0
[7]op(x) = if & > 0_then 0

2. Fixpunkt-Semantik

Ax.
Az.if x = 0_then 0
Az.if x = 0_then 0 else
if x = 1_then 0
[7]gx = Az.if x > 0_then 0

Weitere Fixpunkte: Az.if @ > 0_then 0_else 17 — beliebige Konstante
Nachtrag zu Kapitel 3

Lemma Sei D = (D;<) ein vollstindiger Verband mit ACC und f : D — D. Dann gilt: f distributiv
(flaUb) = fla)u f(b)) ~ f(UT)=Uf(t) VI SD,T#2
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Beweis: Sei T C D, T # @.
1. f distributiv ~ f monoton ~ f(T) < f(UT) ~ U f(T) < f(LUT)

2. Bleibt zu zeigen: f(UT) < U f(T).
() Es existiert eine endliche Teilmenge T, C T mit UT < UT,.
Konstruktion einer Kette in D : ag < a1 < ag < ..., ag € T beliebig, a,, ~» apy1:

a) Fall: T < a,, ani1:= ay, (also apir = an)
b) Fall: T' £ a,,. Dann existiert ein b, € T mit b, € an, ant1 = a, Ub,  (an < any1)

ACCrhag<a; <...<a,= Gpt1 = Gpt2 = ..., a1 = aoUbgUby U...Ub,, wobei {ao,bo,bl,...,bn} S
T, aber a1 ¢ bund T < a,,, somit UT < a; = U(agUby U...Ub,). Damit folgt die Behauptung:

fluT) < flan)
= flagUbo...Uby)
= flap)U f(bo)U...U f(bn)
= {f(ao), f(bo), .-, f(bn)}
<Uf(T)

Lemma (Doppelt induzierte Menge): Sei D = (D; <) ein vollstéandiger Verband. T' = {a;;|i € I,j € J} C D,
) as=LU e
ielijed icljet
Beweis: trivial

[2004/12/01]

4.5 AE-Analyse und CS-Elimination fiir IC-Programme

e Ziel: Vermeidung wiederholter Auswertung von Ausdriicken

e Beachte: Ein Ausdruck ist fiir eine Anweisung verfiighar, wenn er auf jedem Berechnungspfad zu dieser
Anweisung berechnet wird und die Werte seiner Variablen danach nicht veréndert werden.

e AE-Analyse
Zerlegung der Analyse mit Hilfe von Basisblocken

1. Globale Analyse fiir Basisblockgraph (BB-Graph)
2. Lokale Analyse fiir Basisblocke

Aufgabe fiir (1): Konstruktion eines geeigneten DFA-Systems A = (G,J) zu 7 € IC.

— G = BB-Graph fiir 7 fiir Vorwértsanalyse
— 7= (D, p,ds): Programmausdriicke:

OpExp = {ele= f(ur,...,ur),a; =z —e,r>1}U
* {belbe = p(uq,...,u,),a; =if be goto ...,r > 1}
= {e1,..., et}

* D := B! zur Darstellung von Teilmengen von OpExp _

- _Jo falls e; verfiighar
b= (br,-.. be), bi = { 1 sonst

*

* b<b b <bli=1,...,t0<1)

* 1 =(0,...,0) "beste Information”

« T=(1,...,1),0ul=1

w (b, ..., b)) U, ..., b)) = (byUbY, ... by DY)
x ds =(1,...,1)
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* Konstruktion von ¢ : Kno — {f : B — B’ monoton} zunichst fiir einzelne Anweisungen, dann
fiir Blocke: @ € Anw — ¢, : Bt — B!

© Pr—e = Kill, o gen

o / , | 0 fallse=e;
gen (by,...,by) == (by,....b) b= b, sonst
; 1 fallsxz eV,
P / / / . €;
mx(bla'nabt) — ( 17"'7bt) bZ = bl sonst

" ¥ goto ) = idpt
" Pif be goto k T MY,
Beachte: ¢, ist monoton, weil alle gen- und kill-Funktionen monoton sind.
x Konstruktion der Blocktransformation
- B=a1;...;04 (k> 0, weil Sprungbefehle bleiben)
© P8 1= Pay ©...0 Py, monoton
Fiir dieses DFA-System A = (G, J) gilt: AE}‘;/[OP = AE}‘;/[FP V(3 € Kno
(AE: "available expression” statt Al ” Analyseinformation”)
Grund: Alle ¢g sind distributiv:

gen_ (b)Ugen (b') =(b1,..., 2, ... b)U(bY, ..., 0, b))
= (byUb,..., %, ... b LD
= gen (bUD')

Beispiel (Folie: " Beispiel: Common Subexpression Elimination”):

OpExp_={z+y,x*2,t*t,2%2,i+1,2>ti>10}
D =B

p1(b1,...,b7) = (by,...,b7)

pa(b1,...,b7) =(0,0,0,1,1,1,1)

4 5 6 7
1 1 11

O N
O | w

903(1717 o '7b7) = (07 ]-ub37 17b5707b7)

) 7

1 2 3
1

o o

4
py
1

©4a(b1,...,b7) = (b1,0,b3, b4, bs, bg, b7)
©5(b1, ..., b7) = (b1,b2,0,b4, b5, bg, b7)
(pﬁ(bl,...,b7) = (bl,bg,bg,b4,1,bﬁ,0)

(Ea)

Xi=(1,...,1)

X9 = X5

X3 =(0,0,0,1,1,1,1) Upe(Xs)

X4 = p3(X3)

X5 = p3(X3)

X6 = pa(Xa)Ups(X5)
Vereinfachung:

- X3 = (070,07]-717171)u<p6([904|—|905]903(X3)) (*)
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— we([paUws)es(b,...,b7)) =(0,1,b3,1,1,0,0)
Die Fixpunktiteration fiir (*) beginnt mit dem besten Wert L = (0,...,0) € B":
— T(l*)(J_) = (0,0,0,1,1,1,1)14(0,1,0,1,1,0,0) = (0,1,0,1,1,1,1)
— T(%F)(J_) = (0,0,0,1,1,1,1)14(0,1,0,1,1,0,0) = (0,1,0,1,1,1,1)
— fix(T},)) = (0,1,0,1,1,1,1)

[2004/12/08]
[Folie: ”Beispiel: Common Subexpression Elimination”]
[Folie: ” Gleichungssystem Available Expressions Analyse”]

Ergebnis:

AE, =
AE; =

@3(()1, . .,b7) = (0, 1,b3, 1,b5,0,b7)

©4(b1,...,b7) = (b1,0,b2,b3, b4, bs, bg, b7)
©5(b1,...,b7) = (b1,b2,0,b3, b4, bs, bg, b7)

Folgerung:

— =+ y,t*t sind verfiighar in den Blécken 3,4,5,6.
— z >t ist verfiigbar in den Blocken 4,5,6.

Beachte:

— x - z ist bereits fiir B3 nicht verfiigbar, weil B3 von B2 und B6 erreichbar (ohne B5 wire z - z fiir
B3 vertfiigbar)

e Lokale Analyse fiir Basisblocke
Unterschied zur AE-Analyse von SLC-Programmen: Neue Startinformation: Nicht mehr (1,..., 1), sondern
die durch globale Analyse gewonnene Information AF; fiir Block ¢ (i = 1,...,6 im Bsp.).

— CS-Elimination
Tes : SLC — SLC iibertragen: Zwischenspeichern auf temporéren Variablen
4.6 RD-Analyse und Konstantenfaltung

Ziel: Ersetze konstante Variablen und konstante Ausdriicke auf rechten Seiten von Wertzuweisungen und in
Bedingungen durch ihre Werte (Propagation und Faltung).

Definition: Sei 7 € SLC mit Interpretation 2 = (A; ), v € Vi € L, und a € A.
Dann hat v bei ¢ den konstanten Wert a (Bezeichnung:const(v, i) = a), falls dies auf jedem Berechnungspfad
zu 1 gilt.

Beachte: i kann auf verschiedenen Berechnungspfaden (verschiedene Eingaben) und mehrfach auf einem Be-
rechnungspfad erreicht werden.

Satz: Die Konstanzeigenschaft von Variablen eines iterativen Programmes m € IC' ist i.a. nicht entscheidbar
(i.a. bedeutet: bei entsprechender Wahl der Interpretation).
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Beweis: Angenommen, die Konstanz-Eigenschaft wére fiir alle Interpretationen entscheidbar.
e Interpretation: % = (N, +1,0,07)
o JC() ist universell (jede berechenbare Funktion darstellbar)
o Seime IC), IV, ={z1,...,2n}, OVe ={y1,. .., Yn}

e Neues Programm: m.onse € IC(21):
Dann gilt: const(y1,4) = 0 <> 7w divergiert

[2004/12/10]

e const(yr,0) < 7 divergent, d.h. bei keiner Eingabe terminiert. Bei der Wiederholung wurde diese Variante
genannt.

Entscheidbarkeit der Konstanzeigenschaft < Entscheidbarkeit der Divergenz von m < Entscheidbarkeit des
Halteproblems von 7 (Modifikation von 7 durch Zuweisung der Eingabewerte an Eingabevariablen.)

[Folie: ”Reaching Definitions Analyse und Konstantenfaltung”]

4.6.1 RD-Analyse
Methode Zweistufige Berechnung

1. Bestimme fiir jeden Basisblock von w € IC' die Menge der am Blockanfang konstanten Variablen mit
ihrem Wert (globale Analyse).

2. Bestimme aus dieser Information die entsprechenden Informationen fiir die Anweisungen der Basisblocke.

Zu 1: Konstruktion eines DFA-System A = (G, J). Konstruktion von J = (D, ds, ¢).
o Vi={vy,...,0,}

Beispiel:
{ u, v, x, y7 z }
1 2 3 4 5

e D:=(AU{L, T}H* = Ak

d; = a bedeutet: v; hat den Wert d;

d; = T bedeutet: v; hat mehrere Werte

d; = L bedeutet: ? (irgendein Wert, unbekannt)

Beispiel: D = (ZU{L, T})5, (1,4,5,6,7)U(1,4,2,1,7) = (1,4, T, T,7)

ds=( T,T,...,T 1,...,L ) Startinformation
—_———— —_——

Eingabevariablen {ibrige Variablen

Konstruktion der montonen Blocktransformationen ; : Ak — Ak

Zunichst Anweisungstransformationen ¢, : Ak — AF

Dazu: Erweiterte Ausdruckssemantik (vgl. SLC)

—ecVUCU{f(ur,...,u)|f €2 u; € VUCY,
— de A¥

— [E]a(d) € A, wobei

— fu(.o,L,..)=1,zB.3+L=1

— fa(., T, )=T,zB. 4xT=T
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— fale L T ) =T
Goeeldy, ... dp) = (d,....d)

d = le]a(dy, ... di) falls z =v;
i dj sonst

e Sprunganweisungen éndern die Konstanteninformation nicht! ¢, (d) = d, falls a Sprunganweisung

Blocktransformation: Komposition der Anweisungstransformationen

Beispiel (Folie: ”Reaching Definitions Analyse und Konstantenfaltung”):

@1(d1,...,d5) :(dl,...,d5)

ng(dl, ..,d5) :(dl,dg,l,Ll)

g03(d1,. .,d5) :(dl,...,d5)

@4(611,. ,d5) Z(d3+d4+d5,d2,...,d5)
@s(di,...,ds) = (d1,d2,ds +2,ds,ds5)
we(di,...,ds) = (di,d3+ds,d3,ds,ds5)

; sind monoton, weil alle erweiterten Grundfunktionen fg[ monoton sind.
e Bestimmung der MFP-Lésung von A = (G, J):

— Datenflufigleichungen: Beispiel

X, =d
Xy = p1(Xy)
X3 = pa(X2) Ups(Xe)
E
(Ea) Xy = p3(X3)
X5 = pa(Xy)
Xe = pa(Xa) Ups(X5)
— Vereinfachung von (Ea)
X, = (T7 T,T,T, T)
Xy = (T, T,T,T, T)
X3 = (T7 7,11, 1) U(pﬁ([¢4 Upso 904](X3))(*)
Xy =X3
X5 = pa(Xs)
Xo = [paleps 0 p4)(X3)
(o5 0 @a](dy,...,ds) = (d3+ds+ds,da,ds +2,dy,ds)
waU[ps 0 @a)(dy,. .., ds) = (d3+ds + ds,da,ds U(ds + 2),dys, ds)

we(paUlps o pa])(di,...,ds) = (ds+da+ds,(dsU(ds +2)) + da,d3U(ds + 2),da, ds)

Wiederholung
o Vi ={u,v,2,y,z2}
e D=7

e Folie: "Reaching Definitions Analyse und Konstantenfaltung”

e Folie: " RDMFP: Transferfunktionen und Gleichungssystem”

30

[2004/12/15]



e Fixpunkt-Iteration fiir Gleichung (%) (siehe Folie):

T(O*)(L,. L) =(L4,...,1)
T(l*)(J-7 7L) = (T7T71’1’1)
1) = (T T L)
T(i)(J_7 ,L) = (TvTvTv 171)
Also: fix(T(,y) = (T, T, T,1,1)
e MFP-Losung von A:

RDMFP — (T, T,...,T)
RDMFP = (T, T,...,T)
RD:J;WFP = (T7T7T7 ]-7 1)
RDMEP = (T, 7T,T,1,1)
RDMEP — (T, T,7T,1,1)
RDMEP = (T,7,T,1,1)

Die Variablen y und z haben bei Eintritt in die Blocke 3, 4, 5 und 6 den konstanten Wert 1.

Lokale Analyse SLC-Analyse von Block i mit der Startinformation RDM¥F (i = 1,... k), hier: 6.

Optimierung Konstantenfaltung wie bei SLC.

Frage: RDMOP = RDMFP ? Knotentransformationen ¢; distributiv ?

Satz: Es gibt ein 7 € IC mit RDMOFP £ RDMFP,

Beweis:

{ z, Yy =z } _ 73

° 1 2 3 D=2
@1(di,dz,d3) = (dy,d2,0)

° @2(d15d27d3) = (273ad3)
w3(di,d2,d3) = (3,2,ds)
wa(dr,d2,d3) = (di,d2,di + da)

e RDMOP = (2.3 5)U(3,2,5) = (T, T,5)

° RDMFP .

X, =(T,T,T)

X2 = (pl(Xl) = (T,T,O)

X3 =¢1(X1) =(T,T,0)

X4 = (pg(Xg)ngD3(X3) = (2,37 )|_|(3,2,0)
X5 = pa(Xy) =(T,T,T)

Grund: ¢4 nicht distributiv:

pa(dUd') # pa(d)Upy(d) fiir d = (2,3,2), d =(3,2,2).

Insgesamt gilt: Falls Block 2 bei z = 0 Sprungziel:
RDs = (2,3,5) < RDYOF < RDMTF
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4.6.2 Nicht-Entscheidbarkeit der Konstanteninformationen RD
[Folie: ” Nicht-Entscheidbarkeit der Konstanteninformationen RD”]

Satz: Die pfaddefinierten Konstanteninformationen RDMOF (i = 1,... k) sind i.a. nicht entscheidbar.

Beweis: Wiren die Mengen RDM OF immer entscheidbar, so auch das MPCP (”Modifiziertes Postsches Kor-
respondenzproblem”) und damit das PCP.
MPCP: Sei ¥ ein Alphabet, n € N und uy,v1,...,Un, v, € X*. Gibt es i1,...,im € {1,...,n}mm > 1 mit
11 = 1 ("modifiziertes PCP”), sodafl

Uiy Ujy + - - Ug,, = Vi Vg . Vg

m

Es gilt (2.B. Schoning, TI): Das MPCP ist nicht entscheidbar.
Betrachte die o.g. Folie mit der Interpretation (A;p),

o A=5%"

o o(++)(u,v) := uv,

a falls u=v(aeX)

o o(=)(u,v) = { e falls u# v

Dann folgt: Jeder Pfad vom Startknoten nach k entspricht einer Indexfolge i1, ..., 4, mit i3 = 1 und umgekehrt.
Also: RDMOP(2) = ¢ A~ MPCP(u1,v1,...,un,v,) hat keine Losung. Somit wiirde die Entscheidbarkeit der
RDMOP die Entscheidbarkeit von M PCP(uy, vy, ..., Un,v,) implizieren. Widerspruch!

q.e.d.
4.6.3 Zusammenfassung
1. RD < RDMOP < RpMFP
2. RD < RDMOP <« RpMFEP
3. RD und RDMOF gind i.a. nicht entscheidbar.
4.7 Effiziente Fixpunkt-Berechnung
A DFA-System, Ta : D™ — D". MFP-Losung von A:
ATMEP — fix(TA) € D™
Ta stetig ~ fix(Ta) = | TA(L). Falls D = (D; <) mit ACC ~ fix(Ta) = || TA(L) = TR (L) fiir passendes
i=0 i=0
m € N.
[2004/12/17]

Statt gleichméfiger Fixpunktiteration werden wir komponentenweise Iteration betreiben.

Definition (Faire Folge): Eine Folge I = i1,49,43,... mit i; € {1,...,n} heifit fair, wenn fiir jedes j € N und
jedes i € {1,...,n} ein m € N existiert mit ¢ = 4;4,.
Mit anderen Worten: In einer fairen Folge kommt jeder Index unendlich oft vor.

Beispiel: (1,...,n,1,...,n,...)

Ein Index ¢ bestimmt fiir Ta : D™ — D™ die Komponentenfunktion g; : D™ — D™ mit g;(d,...,d,) =
(di,....dy), wobei dj := proj (Ta(dy,...,dy)) und d; := d; fiir j # i. (Berechnung durch i-te Gleichung.)

N
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Satz (Chaotische Fixpunkt-Iteration): Sei D = (D, <) ein vollsténdiger Verband und 7" : D™ — D" stetig.
Dann gilt fiir eine faire Indexfolge I = (i1,492,...) mit ¢; € {1,...,n}

fix(T) = LW{gi;(gi; 1 - - (90 (L)) .. )|7 € N}

Frage: Ist diese Folge monoton wachsend ?
Aus dem Beweis des Fixpunktsatzes ist bekannt, da§ 1. < T(L) < T?(L) < ...; hier kann dies jedoch nicht
angewendet werden, da die Relationen nicht bekannt sind: L < g;, (1L)?gi,(gs, (L))-

Beweisskizze: g, (...g; (L)...) <T9(L) ~ U{gi, (... g, (L)..)]j € N} < L{TY(L)|j € N} = fix(T") Wegen
der Fairness gilt: Zu jedem j € N existiert ein kj, sodaf in (1,...,4y;) jeder Index mindestens j-mal vorkommt.
Damit folgt 77(L) < gi, (... (i (L)...). Somit gilt fix(T) = L{T7(L)]j e N} < Ugi, (g (L))

q.e.d.

Folgerung: Besitzt D die ACC-Eigenschaft, dann existiert eine Indexfolge i1, . . ., i, sodaB fix(T) = ¢;, (- .. gs, (L) .. .).

Problem: Bestimmung einer moglichst kurzen Indexfolge.

Worklist-Algorithmus: Komponentenfunktionen g; : D™ — D™ weiter zerlegen: g;(di,...,d,) = (d},...,d})
mit dj, = d; fiir k # ¢ in

di = proj (Ta(d,...,dx))
= U{p;(d;)lj € Vor(i)}

Rechenschritte: ¢;(d;) durch Flufigraphen steuern.
e Eingabe: A = (G,J) mit G = (Kno,Kan, s) und J = (D, ¢,d), Kno = {s =1,2,...,n}
o Verfahren:

var j,1 : Kno;
var AI :array [1..n] of D;
var W  :list of Kan % Worklist fiir Rechenschritt;

Start:

AIl] :=ds
Allj]:=Lp fir j=2,...,n;
W = nil,
for all (j,1) € Kan do
W = cons((j,1), W);

Iteration: % ¢; als Rechenschritt

while W # nil_do_
k := fst(head(W)); k' := snd(head(w));
W = tail(W);
if 1 (ATTK]) £ AI[K]
then AT[k'] .= AI[K'|U ok (AIK]);
for all k" with (k’, k" € Kan) but not (', k") in W
W := cons((K', k"), W);

L Ausgabe:
Al = (AIfl],..., AIln))

[Folie: ”Beispiel: Common Subexpression Elimination”]

Ifst = first; snd = second
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Beispiel (AE-Analyse):
OpExp = {z+y,xxz,txt,z%2,9+ 1}
D =R°
W =(1,2)(2,3)(3,4)(3,5)(4,6)(5,6)(6,3)

S
=
S
=
S
S

RD[3] 4 5 6
(1,...,1)[(0,...,0)| (0,-..,0) [0,...,0 0,...,0 0,...,0
(17""1) (0’070’171)

0,1,0,1,1

(0’ 170’ 17 1)

(07 1’ 07 1’ 1)

N N S S s s s
wwo o ww
U WD O Ul LN

o

(0,1,0,1,1)

[2004/12/22]

4.8 Live Variable Analyse und Dead Code Elimination fiir IC-Programme

Definition: Sei m € IC,z € V;;,i € L,. Dann heifit 2 lebendig in i, falls p € Pfad[i, ¢ + 1] existiert, sodafl
auf p benutzt wird (rechte Seite einer Zuweisung oder Test oder Ausgabevariable), ohne vorher neu definiert zu
werden.

Ausgabe: Bestimme fiir jeden Programmpunkt ¢ € L, die Menge LV; der lebendigen Variablen.
Hier: Verbesserung (s. SLC): Bestimmung der NV; (needed variables)

Beachte: Wertzuweiseungen mit toter linker Seite bilden Dead Code.

[Folie: ”Beispiel: Dead Code Elimination”]

Konstruktion eines DFA-Systems A = (G, J):

e Riickwirtsanalyse: Welche Anweisungen sind ausgaberelevant ?

DatenfluBgraph G (”Riickwérts-BB-Graph”) mit D = (P(V;); C)
— Blocktransformationen ¢; : P(Vy) — P(Vz)

— in Block i : ag;..., Rt @; = Pq, ©...0 @a, wegen Riickwirtsanalyse.

Anweisungstransformationen: t,, : P(V;) — P(V;)

a=v—e ty—e(M) :=if v € M_then M\ {v} UV, else M
a=ifbegotol to(M):=MUVp
a = goto l to(M)=m

Zusitzlich fiir Ausgabeknoten: @q,: (M) := OV,

Startinformation: dy, = &

Gleichungssystem:

Xout = ds

X2 - (Pout(Xout) |—|<P3(X3)
En: X3 = p2(X2)

X1 = p2(X2)

Xin = ¢1(X1)
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»

e Der Operator "—7 bedeutet, dafs der ”Subtrahent” aus der Menge entfernt wird, analog bedeutet der Ope-
rator "+”, daf$ der "Summand” zu der Menge hinzugefiigt wird.

(M) =M -—w
—u+y fallsu € M
+z falls v e M
—v+ (z,y) fallsve M
=M —w
—u+y fallsu € M
—v+(z,y) fallsve M
(M) =M —z+ (u,v)
pe3s(M) =M —z+(u,v) fallsze M
—v+w falls v e M
Pout (M) = {z}

e Berechnung von NVMFP nach Worklist-Algorithmus

W | NVowr | NI NVy | NV3 | NV,
(out,2)(2,3)(3,2)(2,1)(1,in) | ds = @ (] (] %] %}
(2,3)(3,2)(2,1)(1,in) | ds = @ 1) z U, v %)
(3,2)(2,1)(1,in) | ds = @ 1) u, W,z | u,v 1)
(2,3)(2,1H)(1,in) | ds = @ ] U, W, 2z | U, V, W ]
(3,2)(2,1)(1,in) | ds =@ ] U, W, 2 | U, V, W (7]
(2,1)(1,in) | ds =@ | u,v,w | v, w, z | u,v,w 7]

(Lin) | ds = @ | u,v,w | u,w, 2 | u,v,w | T,y

[Folie: ”Beispiel: Dead Code Elimination”]

e Ergebnis der globalen NV-Analyse:

NVMEP — Ly v, w}
NVMEP = Ly w, 2}
NVMEP = Ly v, w}
NVEP = {a,y}

@; sind distributiv: ¢;(M U M') = @;(M) U p;(M') n NVMOP = NYMEFP ~ Dead Code Optimierung
(vel. SLC)
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5 KontrollfluBanalyse und Schleifenoptimierung

[2005,/01/12]
Sei m € IC. Ausnutzung der Schleifenstruktur des FluBgraphen G, (SI/vorwirts)
o schnellere Fixpunktberechnung (Schleifen)
e Schleifenoptimierung (grofier Einfluf})

1. Code Motion (Verschieben von schleifeninvarianten Anweisungen vor die Schleife)

2. Elimination von Induktionsvariablen (gleiche Wertprogression von mehreren Variablen nur auf einer
Variablen durchfiihren)

5.1 Schleifenanalyse von FluBgraphen
FluBdiagramm eines strukturierten Quellprogrammes: Baum mit Riickspriingen:
e while-Schleifen: 1 Eingang = Ausgang
e repeat-exit i-Schleifen: 1 Eingang - mehrere Ausgiinge (Java: break, continue-Anweisungen)
[Folie: ”Beispiele fiir FluBgraphen”]
Flufigraph Gi:
e Schleifen {1,2,3},{5,7} (aber nicht {1,5,6,8}), {1,5,6,7,8} und {1,2,3,5,6,7,8}

e Beachte: Jede Schleife hat genau einen Anfangsknoten, welcher vom Startknoten auflerhalb der Schleife
erreichbar ist, hier 1 bzw. 5.

Flufigraph Ga:

e Schleifen: Keine, weil {2,3} 2 Anfangsknoten besitzt.

Definition: Sei G = (Kno, Kan, s) ein Fluigraph (Vor(s) = @ und Pfad[s, k] # @ fiir alle ¥ € Kno). Dann
heifit S C Kno eine Schleife, falls gilt:

1. S ist stark zusammenhéngend, d.h. fiir alle k, k' € S mit k # k' existiert p € Pfad[k, k'] mit Kno(p) C S.

2. Es existiert genau ein Knoten k € .S, sodaf8 Vor(k) \ S # @. k heifit Anfang von S.
Beachte: Es muf} p € Pfad|s, k) existieren mit Kno(p) NS = @.

Aufgabe: Bestimmung der Schleifen von Flu3graphen.

e Dominatorrelation auf Knoten

Definition (Dominatorrelation): Sei G = (Kno, Kan, s) ein FluBgraph und &, ¥’ € Kno.
1. k' dominiert k (Bezeichnung: k&’ dom k): « fiir jedes p € Pfad[s, k] gilt: ¥’ € Kno(p)
2. k' dominiert k direkt: ~ k' dom k, k' # k, fiir alle k" gilt: ¥’ dom k, k" # k ~ k" dom k'
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Beispiel: Gj:
e s dom k,k dom k fiir all k£ € Kno
e 2domkn k=2
e Dominatoren von 8: (s),1,3,4,7,(8)

e 4 dom 7 direkt

Folgerung: Jeder Knoten k, k # s, besitzt genau einen direkten Dominator, weil die Dominatoren von k linear
geordnet sind. Daher ist eine Baumdarstellung der Dominatorrelation maoglich.

Beispiel: Dominatorbaum von GG3: dom -Relation ist reflexiv, transitiv und antisymmetrisch, also eine Halb-
ordnungsrelation.

Definition: (b, a) € Kan heifit Riickwirtskante, falls ¢ dom b.

Lemma: Sei (b,a) eine Riickwiirtskante und S := {k € Kno|3p € Pfad[k, b] mit a ¢ Kno(p)} Dann ist SU {a}
eine Schleife mit Anfang a.

Beweis: Sei k € S und p € Pfad[k,b] mit a ¢ Kno(p). Sei p’ € Pfad[s, k). Also p'p € Pfad[s,b]. a dom b ~ a €
Kno(p'p) ~ a € Kno(p') ~ Ip” € Pfad(a, k] mit a ¢ Kno(p”), sodal Kno(p”) C S. Es folgt:

1. SU{a} ist stark zusammenhéngend: k, k' € SU {a}: k --» a --»
2. aist Anfang von SU{a}: Da Vor(s) = &, mufl a # s sein. Sei p € Pfad[s,a) mit a ¢ Kno(p). Da a dom k

fiir alle k € S gilt, folgt: Kno(p)N.S = @ und auch die Eindeutigkeit von a, weil S unter Vorgéingerbildung
abgeschlossen ist.

[2004,/01/14]
[Folie: ”Beispiele fiir FluBgraphen”]
Bemerkung: S U {a} heifit natiirliche Schleife von (b, a).
Beispiel: G3: Die natiirliche Schleife von (4, 3) ist {3,4,5,6,7,8,10}.
Aufabge: Bestimmung der Riickwéartskanten und ihrer natiirlichen Schleifen.
Idee: dom -Relation ~ Riickwértskanten; Vorgéngerrelation ~ natiirliche Schleife
FluBgraphen von strukturierten Programmen besitzen nur natiirliche Schleifen (ungesicherte Aussage, die Riick-

sprungknoten kénnen vermutlich nicht zusammenfallen).

Definition (Reduzierbarer FluBgraph): Ein Flufigraph G = (Kno, Kan, s) heifit reduzierbar, falls G' :=
(Kno, Kan', s) mit Kan’ := Kan \ {(a, b)|(a, b) ist Riickwiirtskante} azyklisch ist.

Beispiel: (G; und Gj3 sind reduzierbar, GGo nicht.

5.2 ud- und du-chains

Weitere Programminformation zur Bestimmung schleifeninvarianter Berechnungen.
e use-definition-chain (ud-chain): Menge der Definitionen fiir die Benutzung einer Variablen

e definition-use-chain (du-chain): Menge der Benutzungen fiir die Definition einer Variablen
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Definition: Sei w € IC,v € Vy,1,l1,l2 € L und p € Pfad (11, 12).
e v wird in [ definiert (def(v,1)): @ ay=1:v e
e v wird in ! benutzt (use(v,1)): < entweder oy : v« e mit v € V, oder ¢ : if be ... mit v € Vj,
e v wird auf p definiert: < def(v,!) fiir ein I € Kno(p)
e clear(v, p) :<» v wird nicht auf p definiert
o ud(v,l) := {I'[use(v, 1), def(v,1"), 3p € Plad(l", 1) : clear(v,p)}
e du(v,l) := {I'|l € ud(v,1)}

Berechnung dieser Information durch Variante der Reaching-Definition-Analyse: DFA-System A = (G, J)
zun € IC, G SI/vorwirts-Graph von w, J = (D, ¢, ds). Analyseinformation fiir | € Kno = L :

RD; = {(v,I")|def(v,1") A Tp € Pfad(l’,1) mit clear(v,p)}
Es folgt:
' € ud(v,l) < (v,I') € RD; und use(v, )
Abstrakte Interpretation J:
e D:=P)V, x (LrU{0})), 0 Definitionsmarke fiir v € IV
o ds:={(v,0)jv eIV}
e 0o, =D—D
—a=1:0v+¢€
Pa(M) := M\ {(v,D)|l € Lx U{0}} U{(v,)}
— andere a:
Pa =1dp
¢q distributiv, soda RDMFP = RDMOP,
[Folie: 5.2 ”Beispiel: RD-Analyse und ud-chains”]

5.3 Schleifeninvariante Berechnungen und Code Motion

m € IC mit SI / Vorwiirts-Graph G, = (Kno,Kan, s), Schleife S C Kno mit Anfang k € S, ud-chains fiir
(v,1) € Vz x L.
5.3.1 Schleifeninvariante Berechnungen

Idee: Rechenausdriicke mit festem Wert in S vor Schleifeneintritt berechnen
Beachte: Mogliche Propagation fester Werte innerhalb von S

Definition: [ € S heifit S-invariant, wenn in oy =1 : x < e oder oy = [ : if be... der Ausdruck e bzw. be
wéhrend einer Schleifenberechnung stets denselben Wert hat.

Bestimmung S-invarianter Knoten: Es gilt: [ € S ist S-invariant, falls oy =1 : & < e oder ay =1 : if be goto I
und fiir alle y € V, bzw. y € V. gilt:

e ud(y,l)NS =0
e ud(y,!) ={l'} € S und !’ ist S-invariant
[2004/01/19]
Algorithmus (Analyse): Induktive Markierung S-invarianter Knoten

Optimierung: Berechnung der Ausdriicke S-invarianter Knoten vor Schleifeneintritt auf temporéiren Variablen
(SLC)
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5.3.2 Code Motion

Verschiebung einer Wertzuweisung vor den Schleifenanfang. Sei [ € S S-invariant und a; =1 : < e. Dann gilt:
ay kann direkt vor Schleifenanfang ausgefiithrt werden, falls

1. Fiir jeden Ausgangsknoten k' € S, d.h. es existiert ein Knoten k” ¢ S mit (k', k") € Kan gilt: [ dom %’
2. Es gibt nur eine Definition von z in S.
3. Wird z in I’ € S benutzt, so folgt: ud(z, ") = {I}.

Die folgenden Folien erldutern in Beispielen diese Bedingungen.

[Folie: ”Beispiel: Illegale Codeverschiebung (Bedingung 1)”]

[Folie: ”Bedingungen 2 und 3 fiir Codeverschiebung”]

Analysealgorithmus:
1. S-invariante Knoten

2. O.g. Eigenschaten mit ud- und dom -Information priifen

Optimierung: /

5.4 Induktionsvariablen

Induktionsvariablen: Variablen einer Schleife mit konstanter Wertprogression

Ursache:
o j «+— i+ 1 direkte Induktion

e j «— 3 x¢ indirekte Induktion

2 Optimierungen:
1. Strenth reduction (Addition statt Multiplikation), Beispiel: j <« j + 3

2. Elimination von Induktionsvariablen

Entstehung von Induktionsvariablen: z.B. Zihlschleifen

[Folie: ”Beispiel: Strength reduction fiir Induktionsvariablen”]

Definition (Induktionsvariablen): Seiw € IC(Z,+,*,<,>) und S eine Schleife im (SI/Vorwirts)-Flugraphen
von 7.

1. z € V; heifit Basisinduktionsvariable (x € BIV(S)), falls gilt:

e Es existiert i € S mit o; =i : 2 « e.

e Firalle: € Smit a; =i:z—egilt: e € {x+c,c+z|c € Z}
2. y € V5 heifit abhiingig Induktionsvariable (y € AIV(S)), falls gilt:

o Es existiert i € S mit a; =i :y « e.

e Firallei € Smit a; =i:y —egilt: e € {exz,zxc,c+x,x +clec € Z,x € BIV(S)}

Bemerkung: Verallgemeinerung durch verschachtelte Abhéngigkeiten

Folgerung: Fiir eine Schleifenberechnung gilt: Konstante Wertprogression von n € BIV(S) iibertriagt sich mit
einem Faktor auf die von x abhéngigen Variablen y € AIV(S).
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Beachte: Verschiedene Definitionen mit unterschiedlichen Progressionen

5.4.1 " Strength reduction” fiir Induktionsvariablen

Idee: Ersetze Multiplikationen durch Additionen (Schleife!)

Sei y € AIV(S) und bei ¢ € S eine Definition von y: a; = i : y «— e mit Ve = {a},z € BIV(S). Ist e ein
Produkt, so ist dies wie folgt in S vermeidbar: Wihle neue Variable ¢; und fiige hinter jeder Definition von z
eine Defininition von t;. Diese ist bestimmt durch e und die Definition von z: Falls e = d * x und x «— = + ¢, so
ist t; « t; + d % c. Initialisierung von ¢; vor Schleifenanfang: ¢; « d * x.

5.4.2 " Elimination von Induktionsvariablen”

Sei y € AIV(S) mit genau einer Definition i : y < d x x, also: x € BIV(S). z werde nur benutzt in ihren
Definitionen, in der Definition von y und in Bedingungen der Form if be goto .... Dann kann x eliminiert
werden:

1. Transformation durch strenth reduction
2. Simulation von z in be durch t;.

[Folie: ”Beispiel: Elimination von Induktionsvariablen”]
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6 Interprozedurale Analyse

e bisher: intra-prozedural (7 als Prozedurrumpf)

jetzt: Erweiterung von IC um rekursive Prozeduren

Probleme: Abhéngigkeit zwischen Aufruf und Riicksprung, Parameterbehandlung

hier: keine geschachtelten Prozedurdeklarationen, nur Wert- und Ergebnisparameter

[Folie: ”ICP-Beispielprogramm: Fibonaccifunktion”]

6.1 Syntax von ICP (Intermediate Code with Prozedures)

7 = (Plist, Vlisto, Alistg) € ICP

Plist = Pdecly, ..., Pdecl. Liste von Prozedurdeklarationen
Pdecl; = (pid;, Vlist,, Alist;) i=1,...,7
pid; Prozedurbezeichner
Vlist; = _in x1,...,%n,; 0Ub Y1, ..., Ym,; 10C 21,. .., Zp,; Liste der formalen Parameter
Alist Anweisungsliste
Anw(IC) U {pid;(e1, ..., €n;s V1y- -, Um,)|
Anw := e, einfache Rechenausdriicke als aktuelle Parameter,
vk € V (paarweise verschieden), i =1,...,r}
Prozeduraufrufe in Alistg und Alistq, ..., Alist, ~ verschrinkte Rekursion.

Variablen miissen deklariert sein:

Valist, © Wiist, (6=0,....7)

6.2 Semantik von ICP

Eingabeparameter als Wertparameter (call by value)

Jeder Prozeduraufruf mit eigenem Zustandsraum

Werte der formalen Ausgabeparameter in aktuelle Ausgabeparameter iibertragen

o Laufzeitkeller mit Aufrufframes

Fixpunktsemantik als Erweiterung der Fortsetzungssemantik um IC

6.3 MOP-Analyse fiir ICP-Programme

[Folie: ”Fluf3graph von Wﬁb”]

1. Problem: Pfade von 7w € ICP

a) Die regulire Pfadmenge von G g, (naiver Ansatz) G g — Giter

von Aufrufkanten: (1,3)(4,3)(5,3) und Riicksprungkanten: (7,2)(77 5)(7,7), Ferner: Weglassen der
Kanten hinter Prozeduraufrufen: (1,2)(4,5)(5,7).
Pfad[1,2] 5 13672(y/), 136753672(?)

e Vorteil: DFA-Technik ist direkt iibertragbar

entsteht aus G fib durch Hinzunahme
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e Nachteil: Zu viele Pfade, Bedingungen fiir Analyse zu scharf
e Grund: Keine Bindung zwischen Riicksprung und Aufruf

b) Die kontextfreie Pfadmenge von Gﬁb: G = (N,%,P,S) mit
o X ={1,2,...,7},
e N ={P[1,2],P[2,2],P[3,7], P[4,7],..., P[7,7]},

o P:
P[1,2] — 1P[3,7]P[2,2]
P[2,2] — 2
P[3,7 — 3P[4,7]|3P[6,7]
P[4,7] — 4P[3,7]P[5,7]
P[5,7] — 5P[3,7]P[7,7]
P[6,7] — 6P[7,7]
Pl7,7) =7
e P[1,2] 136753672 ist hier nicht moglich (nach 1367 muf eine 2 folgen) ~~ RPfad[s, k)

2. Problem: Knotentransformationen fiir Aufruf- und Riicksprungknoten, Abstrakte Interpretation von G:

e D = (D; <) vollstindiger Verband mit ACC
e d, € D Startinformation (Hauptprogramm)
e Knotentransformationen:

a) Bei Zuweisungs- und Verzweigungsknoten wie bekannt aus IC: ;5 : D — D
b) Bei Stop- und Goto-Knoten ¢;; =idp
c¢) Bei Aufruf und Riicksprung 7

— Idee: Pfadberechnung mit Kellerspeicher (analog Laufzeitkeller)

— Beachte: Riicksprungadressen unnotig, da Pfad vorgegeben

Stackp := DT (leerer Keller unnétig), Spitze rechts

— @ij + D — D fiir Aufrufknoten ij zur Berechnung der Startinformation fiir den Aufruf aus
oberstem Kellerelement (Parameteriibergabe)

= Qr(g+1) : D x D — D fiir den Riicksprungknoten zur Berechnung der Information beim
Riicksprung, bestimmt durch Information vor Aufruf und bei Aufrufende (die beiden obersten
Kellereintrige)

Jedes @;; bestimmt eine Stacktransformation ¢$f : Stackp — Stackp.
[2005 /01 /26]
[Folie: ”ICP-Beispielprogramm: Fibonaccifunktion”]

[Folie: ”Flu3diagramm von Trﬁb”]

Fiir Fall
o 20 3 (wd) = wpiy(d)
* 2b: 5 (wd) := wdyp;;(d) ("PUSH”)
o 2c: 93, 1) (wdd') == wp (g, 11y (dd')
Fir k € Kno \ {s}, (s =01) und p = (k1,...,kq) € RPfad[s, k) definieren wir die Analyseinformation fiir &
bzgl. p durch AI(p) := top(pw, (... ¢k, (ds)...)) € D mit top : Stackp — D (wd + d).
Die MOP-Losung fiir k:
o ATMOP .— 4,

o AIMOP .= U{AI(p)|p € RPfad]s, k)}

42



6.4 MFP-Analyse fiir ICP-Programme

m = (Plist, Vlisto, Alistg) € ICP bestimmt die FluBgraphen Gy, ..., G, und den daraus kombinierten Flufigra-
phen G,. Unterschiedliche Kantenstruktur: a;; = pid,(...):

1. (ij,i(j + 1)) € Kan(G;)
2. (i, k1), (K(gs +1),i(7 + 1)) € Kan(Gx)

MFP-L6sung fiir iterative FluBgraphen:

Al, = d,
Eq A= || ¢@i(AL)
1eNor(k)

Ubertragung auf den rekursiven Fall Betrachtung von Gy, ..., G, statt G, da die Gleichungen aus E lokale
Zusammenhénge beschreiben.

o Aufrufknoten ¢j mit a;; = pid,(...): Volle Transformationen ®; : D — D von @ verwenden. Neben den
Gleichungen fiir die Analyseinformationen zusitzliche Gleichungen fiir die & (k =1,...,7).

e Dazu: Duale Sicht zur Berechnung der ®: ij — nicht die von dort bis i(g; + 1), sondern die von ¢1 bis j
bestimmte Transformation

Dig+1) = P
®;(d) = Gu(Pir(d)) U Gim (i (d))

Pil, Pim lokale Anweisungstransformation:

— Qi = @y fiir ”iterative’ Knoten (Anweisung, Verzweigung, Sprung)
— il Aufrufknoten mit a;; = pidy(...): @i (d) = @r(q,+1)(Pr (@i (d)))

~~ rekursive Funktionsgleichungssysteme zur Bestimmung der Transformationen @4, ..., ®,
Fi(f()) = i(‘]i"rl)(X)
Fi(X) =X
FE ! .
Fi(X) = L Gt (Fu(X))
iteVor(ij) in G,
wobei
- wi(X) bei ”iterativen” Knoten
(X)) =
PulX) { Pre(qr+1) (X, Fre(pir (X))
Die eigentlichen Gleichungssysteme Ey, ..., E, zur Berechnung der Analyseinformationen Al;:
AIOl = ds
Aly = L o1 (Alyj)
kj mit oy, =pid,(...)
AIij = |_| @il (AIll)

ileVor(ij) in G,

B, = UEiUUFEi

1=0 =1

Fixpunkt-Technik bestimmt die MFP-Losung AIM P .= (AIiJJV»[FPH =0,...,77=1,...,4)

Satz (Knoop, Steffen):

1. Korrektheit AINOF < ALMEP

2. Volltandigkeit AIiJJV»I opP < AI% FP falls alle pi; distributiv
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