Vorlesung
Programmschemata

Pror. KLAUS INDERMARK

i

SS 2002






Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung

2 TANOV-Schema
2.1 Freie Interpretationen . . . . . . .. ... Lo oL
2.2 Die Standardform eines IANOV-Schemas . . . . ... ... ... ...
2.3 Der endliche Automat eines IANOV-Schemas . . . . . . .. .. .. ..
2.4 Die Sprache eines IANOV-Schemas . . . . ... ... ... ......

3 DuKSTRA-Schemata
3.1 Syntax von DIJKSTRA-Schemata . . . .. ... ... .. .. .....
3.2 Semantik von DIJKSTRA-Schemata . . . . . . ... ... .......
3.3 Schemasprachen iiber Qund IT . . . . ... ... ... ... .....
3.3.1 Operationen auf Schemasprachen . . . . . . ... ... ... ..
3.4 Ubersetzbarkeit von IANOV-Schemata in DIJKSTRA-Schemata . . . .

4 KoOSARAJU-Schemata
4.1 Syntax von KOSARAJU-Schemata . . . . . . ... ... ... .....
4.2 Semantik von KOSARAJU-Schemata . . . . . . .. .. ... ... ...
4.3 Blocknormalform (BNF) von Flussdiagrammen . . . . . . ... ...
4.3.1 Fortsetzungssemantik von TANOvV-Schemata . . . . . . .. ..
4.3.2 Reguldre Schemata . . . . .. ... ... ... L.
4.4  Fortsetzungssemantik . . . . ... ..o oo

5 DE BAKKER-SCOTT-Schemata
5.1 Syntax von DE BAKKER-SCOTT-Schemata . . .. ... ... . ...
5.2  Fixpunktsematik von DE BAKKER-SCOTT-Schemata . . . . . . . ..
5.3 Reduktionssemantik . . . . .. ... .. ... ... L.
5.3.1 Die CHURCH-ROSSER-Eigenschaft von = . . . . . ... ...
5.3.2 Deterministische Reduktionsstrategien . . . . . . .. ... ..
5.4 Aquivalenz von Fixpunkt- und Reduktionssemantik . . . . . . . . . .
5.5 TANOV-Schemata mit Markenkeller . . . . . . ... ... ... ... ..
5.5.1 Syntax . . . ... L.
5.5.2 Semantik . . . . ... ...

6 Entscheidbare Eigenschaften
6.1 Konvergenz und Divergenz . . . . . . .. . ... ... ...
6.2 Exkurs: Deterministische Kontextfreie Sprachen . . . . . . . . . . ..
6.3 Das dBS-Aquivalenzproblem . . . . ... ... .. ... .......

10
11
11

13
13
13
15
15
18

21
21
21
22
23
23
25

27
27
27
28
29
30
32
34
34
35



4 INHALTSVERZEICHNIS

7 LUCKHAM-PARK-PATERSON-Schemata 45
7.1 Syntax von LUCKHAM-PARK-PATERSON-Schemata . . . ... .. .. 45
7.2 Semantik von LUCKHAM-PARK-PATERSON-Schemata . . . . . . . .. 46
7.3 Reduktion auf freie Interpreationen . . . . . . . . .. ... ... 47

7.4 Entscheidbare Eigenschaften . . . . . .. .. ... ... ... 48



Kapitel 1
Einleitung

Inhalt
e Berechnungsstéirke von Kontrollstrukturen
e Schleifenstrukturen von Flussdiagrammen

Iteration und Rekursion

Beziehungen zwischen Kontroll- und Datenstrukturen

Charakterisierung der Aquivalenz von Programmschemata durch formale Spra-
chen

Frage:

Haben Kontrollstrukturen unterschiedliche Berechnungsstérke?

Antwort:

e Berechnenbarkeitstheorie: nein

denn WHILE ist bereits universell
folgende Strukturen sind nicht berechnungsstérker:

- Iteration (Flussdiagramm, GOTO)
- Rekursion (rekursive Prozeduren)

- Rekursion auf hoherer Stufe (rekursive Proteduren mit Prozedur-Parametern,
getypter \-Kalkiil)

- Selbstanwendung (ungetypter \-Kalkiil)
e Compilerbau: ja

denn: Rekursion = Iteration + Keller
Rekursion auf hoherer Stufe = Iteration + ”Spaghetti-Stack”

Grund

Die klassische Berechenbarkeitstheorie bezieht sich auf (N,0, suc) ~ Kodie-
rungsmoglichkeiten. Compiler hingegen ignorieren diese Kodierungsmoglichkei-
ten wegen ihrer Ineffizienz.

Hier gehen wir von einer Unabhéngigkeit von Grundfunktionen, d.h. einer rela-
tiven Berechenbarkeit aus.

Programm = (Schema, Interpretation)
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6 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Folie 0.4
Folie 0.5

Definition 1.1 Seien Si, So Schemata und ki, ko Schemaklassen.
e S1 ~ Sy (dquivalent) -/~ Y Interpreationen I gilt: [S1, I] = [Sa2, 1]
o Iy~ ko (Klasse ky tibersetzbar in Klasse ko) v~ VS € k135" € ko : S ~ 5
o ki ~ ko (dquivalent) k1~ ko A ko ~> ky
Resultate:
e WHILE ~ ITER ~ REC ~» n-REC ~» SELF
e Hierarchie dieser Schemaklassen
e ITER ~ WHILE + “boolsche Variablen”
e REC ~ ITER + “Keller”

Unabhéngig von der Interpretation der Operationssymbole und des Prédikaten-
symbols P berechnen die entsprechenden Programme bei Eingabe auf X dieselben
Werte auf Y und Z. Die Programme terminieren genau dann, wenn fiir die Eingabe
X gilt:

o p(g(X)) = true,
. p(fm(X)) = false und
e p(fi(X)) =true (i=1,...,m—1)

Bei Termination ergibt sich auf Y der Wert f™(X) und auf Z der Wert g?(X).
Somit gilt fir die iterativen Schemata A und B: A ~ B.



Kapitel 2

IANOV-Schema

Es existieren verschiedene Moglichkeiten der Zerlegung eines Programms in Schema
und Interpretation. Die Abstraktion von der Struktur des Zustandsraums liefert
einfache Schemata, und zwar

e DIJKSTRA-Schemata (WHILE)

o K0SARAJU-Schemata (REPEAT-EXIT)
e TaNOV-Schemata (GOTO)

e DE BAKKER-Schemata (REC)

Die Charakterisierung der Aquivalenz von Schemata erfolgt durch formale Sprachen.

Definition 2.1 (IANOV-Schema) Seien 2, II und Q nicht-leere endliche Mengen
und q1 € Q. Dann heifit eine Abbildung

S:Q — (QxQ)U(IIxQ xQ)U{stop}

eine IANOV-Schema tiber der Menge 2 der Operationssymbole und der Menge I1
der Prddikatssymbole. Die Elemente q € Q) heifien (Sprung-)Marken, q; heifst
Startmarke und q mit S(q) = stop Stopmarke. Ian(Q),1I) bezeichnet die Klasse
aller IANOV-Schemata tiber Q) und I1.

Definition 2.2 (Interpretation) Sei A eine Menge und o eine Abbildung mit
e a(f): A— A fiir alle f € Q
e afp): A— {T,F} fir allep € II

Dann heifit A = (A;a) eine Interpretation von (,1I). Int(Q,II) bezeichnet die
Klasse aller Interpretationen von (€, 1II).

Schreibweise:

Wir schreiben statt a(f) auch fy, bzw. f, falls die Interpretation 2 bereits
festgelegt wurde.

Definition 2.3 (Programm, Semantik) Wenn S € Ian(2,1I) und 2 € Int($2,1I),
so heifst P = (S,2) ein IANOV-Programm. Es berechnet eine partielle Zustandstrans-

formation
[P]:A—— A

7



8 KAPITEL 2. TANOV-SCHEMA

Zundchst bestimmt P die Transition (Einzelschrittfunktion)

Ap:Qx A— (QU{stop}) x A

durch
Ap(g,a) == (¢ fala)) , falls S(q) = (f,d")
Ap(q,a) = (@py(a),a)  falls S(q) = (p,qr,qr)
Ap(q,a) .= (stop,a) , falls S(q) = stop

Durch Iteration erhdilt man die Semantik von P:
[P)(a) =da’ :~~ 3n € N: Al(qr,a) = (stop,a’)
Beachte:

n ist eindeutig, falls es existiert; andernfalls liegt eine unendliche Berechnung
vor: [P](a) =L  (d.h. nicht definiert)

Schreibweisen:
[STa statt S, 2]
q: do f goto ¢’ statt ~ S(q) = (f,¢")

q: if p then goto ¢’ statt  S(q) = (p,¢',q")
else goto ¢ fi

q: stop statt  S(q) = stop

siehe auch | Folie 1.2

Beachte:

IaNOvV-Schemata entsprechen einfachen iterativen Schemata. Sie kénnen auch
als Flussdiagramme, GOTO-Programme oder Maschinenprogramme interpretiert
werden. Der Nachteil solcher Schemata ist allerdings ihre Uniibersichtlichkeit.

Definition 2.4 (Aquivalenz) Fiir S,S’ € Ian(Q,11) definieren wir

S~ S VAU e Int(Q11) : [S]a = [9]a

Das Ziel dieses Kapitels ist unter anderem die Entscheidbarkeit der Aquivalenz zu
untersuchen. Dazu charakterisieren wir die Aquivalenz durch reguldre Sprachen.
2.1 Freie Interpretationen

Definition 2.5 § = (Q*;¢) € Int(Q,I) heifit frei ¥ fir jedes f € Q und
w e Q* gilt: p(f)(w) =wf.
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Beachte:

Es werden also keine Bedingungen an die Pridikate gestellt. In diesem Sinne ist
eine solche Interpretation frei.

Das Ziel dieses Abschnittes ist die Reduktion der Aquivalenz (~) auf freie Inter-
pretationen (“Syntaktisierung”).

A € Int(Q,1I) und a € A bestimmen eine Abbildung
h(g[’A) 0 — A
€ Int(Q,II) durch

und eine freie Interpretation § g 4)
Q[ a)( ) = a
haa(wf) = fa(hae(w))
p)(w) = ap)(he@.a(w))

Satz 2.1 (Reduktion auf freie Interpretationen) Fir S € Ian(Q,II), A €
Int(,11) und a € A gilt:
[Sla(a) = @’ [Slg ., (6) =w
und hg q)(w) = a
Beweis:
Mit h := h(,q) und § := F(a,q) gilt fiir die einzelnen Rechenschritte von (S, %A)
bei Eingabe a und (5, §) bei Eingabe von ¢ folgende Beziehung:

(1) Falls S(q) = (f, ) so gilt:

A (4. h(w) = (¢, )~ Asy(a.w) = (¢, wf) und hwf) = o
(2) Falls S(q) = (p,¢',q"), so gilt:

A(S,Q[) (qv ( )) ( (w)) Yy A(5,3) (va) = (Eﬁw)

Daraus folgt die Behauptung:

HS]]QL(G) =a A?S,QI) (qlv a) = (St0p7 a/)
N A?S,&)(QLE) = (stop, w) und h(w) =

q.e.d.
Korollar 2.1 Fir Sy, S2 € Ian(Q,II) gilt:
S1~ Sy fiir alle freien § € Int(Q,I1) : [S1]z(e) = [S2]z(e)
Beweis:
“~: gilt nach Definition der Aquivalenz (~)
“~7: Fiir A € Int(Q,1I) und a € A folgt:
[S1]a(a) = a
s’ [[Sﬂ]g(gm(s) =w und a’ = hy q)(w)
e [[Sg}]gmﬁa) (6) = wund @’ = hgq)(w)
N [S2]a(a) = o
q.e.d.
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2.2 Die Standardform eines IANOV-Schemas

Das Ziel dieses Abschnitts ist die Konstruktion einer formalen Sprache L(S) mit
S1 ~ So v L(S1) = L(S2)
Sei

e 5:Q — (2xQ)U (Il x Q?) U {stop} € Tan(2,1I)

o Il:={p1,...,pn}

e B:={T,F}" “Bedingungen”

o F:=(Q% ) € Int(Q,1I) frei
© legt fiir jedes w € Q* Bedingungen fest:

o :Q*— B

er(w) := (e(p1)(w), ..., o(pn)(w))

Diese Bedingungen bestimmen die Berechnungen von (S,F). Fiir die mit (¢, w)
beginnenden Berechnungen gibt es drei Moglichkeiten:

(1) Operationsschritt:
A%,S)(q7w) - (6711)) und A(S,S)(a7w) — (q/,wf)

(2) Testschleife: /
AT (g,0) = (G, w) und AT (@ w) = (7 w)
(3) Stopschritt:
Als5) (¢ w) = (¢ w) und A(s,5) (¢, w) = (stop, w)
Beachte:

In jedem der drei Fille existiert ein geeignetes m < |@|. Das Vorliegen eines
dieses Fille ist bereits durch den boolschen Vektor ¢r(w) € B bestimmt.

Mit den obigen drei Fillen kénnen wir die charakteristische Abbildung von S
definieren:
chs : Q@ x B— (Q x Q) U {loop, stop}

(f,q') : Operationsschritt (1)
chs(q, B) := loop : Testschleife (2) wobei pr(w) =4
stop : Stopschritt (3)

Wir vereinfachen chg, indem wir ) auf die durch Operationsschritte erreichbaren
Zustidnde einschranken. Die Menge Q). der charakteristischen Zustédnde von S
sei definiert durch:

® 1 GQC
e g€ Qc,f€B,chs(q,08)=(fqd) ~qd €Qc

Damit erhalten wir die vereinfachte charakteristische Abbildung von S:
chs : Q. x B— (2 x Q) U {loop, stop}
Beachte:

chg ist effektiv aus S konstruierbar.
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Folie 1.6
Folie 1.7

Definition 2.6 (freie Standardform) Die Standardform ist frei «~ jeder syn-
taktische Pfad ist auch ein Berechnungspfad. Wir sprechen von einer syntaktischen
Charakterisierung der Aquivalenz (~).

2.3 Der endliche Automat eines IANOV-Schemas

S € Ian(Q,II) bestimmt durch seine charakteristische Abbildung
chs : Q. x B — (2 x Q.) U {loop, stop}
einen endlichen Automaten Ag := (Q,%, 6, q1, F) mit
e Q:=Q.U{¢"|qeQ.,peB}
e ¥:=QUB
o F:={q” | chs(q,3) = stop}
e 5:QxY——Q
- (g, 8) = ¢"
0% f) =4 oy chs(a, 8) = (f,4)

2.4 Die Sprache eines IANOV-Schemas

S € Ian(,1II) bestimmt tiber seinen endlichen Automaten s die regulire Spra-
che Lg := L(:g) C X*. Es folgt: Lg C (BQ)*B und Bif1...0:frBr+1 € Ls
mit 7 € N oy 3q1,...,¢ € Q. : chs(qi,0:) = (fiyqis1) fir i = 1,...,r und
chs(@r41, Br+1) = stop.

Satz 2.2 Fir Sy, 5 € Ian(Q,1I) gilt: S1 ~ Sy v~ Lg, = Lg,.
Beweis:

Zuniichst zeigen wir eine Beziehung zwischen Lg und {[S]z(¢) | § € Int(€,1I) frei}:
Sei fi...fr € Q* und § := (Q*;¢) € Int(Q,10)

(*) mit @H(flfz):51+1 fﬁrz’zO,l,...r
Dann gilt:
Bifi-..BrfrBri1 € Ls o [S]z(e) = fi... fr

Beweis von (x):

Brfr--BrfrBri1 € Ls

N Jq1, ¢ € Qe t chs(qi, Bi) = (fiy ¢iv1) und chg(gri1, Br41) = stop
N 3q1, @1 € Qe und 31,4, Grr1 € Q : (q1,6) FF (q1,6) F (go, f1) B
(@2, 1) F oo E(@ryrs Jr- oo fr) E (stop, f1,... fr).
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Da nun S1 ~ So v [S1]5(e) = [S2]z(e) V freie § € Int(2,1I) ergibt sich aus
(x) die Behauptung;:

o N fifi... BrfrPrinr € Ls,

Wihle freies § = (Q*;¢) mit on(fi...fi) = Biv1 (1 =0,...,7r). Nach (x)
folgt: [Si]z(e) = f1... fr- Da S ~ Sa: [So]z(e) = f1...fr und nach (%)
folgt: B1f1... 08 frBry1 € Ls,

“A:z.oze [Si]g(e) = [S2]s(e) V freie § € Int(Q,10)

(*)

Sei [[Sl]]g(ef) = f1 ‘e fr- Mit ﬂi+1 = (pn(flfg .. fl) (0 S ) S ’I“) 8%
Bifr...BrfrBri1 € Lg, und nach Voraussetzung auch € Lg, Y [S2]z(e) =
f1-~-.fr mSl NSQ
q.e.d.
Korollar 2.2 Die Aquivalenz von TANOV-Schemata ist entscheidbar.
Beweis:
S~ 8y o Ag, ~ Ag,
Die Aquivalenz von endlichen Automaten ist entscheidbar.
q.e.d.

Folie 1.11
Folie 1.12




Kapitel 3

DI1JKSTRA-Schemata

Waihrend es sich bei IANOV-Schemata um Flussdiagramme handelt, die beliebige
Schleifenstrukturen haben konnen, geht es in diesem Kapitel um die strukturierte
Programmierung. Diese geht zuriick auf DIJKSRTA, HOARE und WIRTH. Ausgeldst
wurde die Diskussion um diesen Ansatz durch die Arbeit von DIJKSTRA “Goto state-
ments considered harmful” (1968), in der gefordert wird statt Sprungbefehlen (goto)
zu verwenden, einen induktiven, d. h. kompositionellen Programmaufbau zu verfol-
gen. Ein Programm soll also nur aus Sequenzen, Verzweigungen und while-Schleifen
bestehen. Durch diese Struktur wird beispielsweise die Programmverifikation er-
leichtert.

3.1 Syntax von DIJKSTRA-Schemata

Seien €2, II nicht-leere endlichen Mengen von Operations- und Funktionssymbolen.
Wir definieren BExzp(II) als die Menge der boolschen Ausdriicke iiber II in-
duktiv wie folgt:

e I1 C BExzp(Il)
o bl, by € BE(Ep(H) % (b1 A\ bQ), (bl V bg), (_\bl) c BEZL'p(H)

Dann ist die Menge Dij(Q2,II) der Dijkstra-Schemata iiber 2 und II definiert
durch:

o Q C Dij(Q,1I)

e Sequenz:
51,82 € Dij(Q,11) ~ (513 52) € Dij(,11)

e Verzweigung:
51,52 € Dij(Q,1),b € BExp(II) ~ if b then Sy else Sy fi € Dij(2,1I)

¢ Schleife:
S € Dij(Q,1I),b € BExp(II) ~ while b do S end € Dij(£2,1I)

3.2 Semantik von DIJKSTRA-Schemata
Zun#chst definieren wir die Semantik der boolschen Ausdriicke iiber I1. b € BExp(II)

bestimmt eine Funktion
[b]e : A — {0,1}

durch

13



14 KAPITEL 3. DIJKSTRA-SCHEMATA

[p]a := a(p), fir p € 11

[(b1 A b2)]au(a) == [b1]a(a) A [b2]a(a)
[(b1V b2)]a(a) == [br]a(a) V [b2]a(a)
[-b]a(a) :== —[b]a(a)

Sei A = (A;a) € Int(Q,II) und S € Dij(Q,II). Dann heifit (S,2A) ein Dijkstra-
Programm iiber 2 und II. Es bestimmt eine Speichertransformation

[S]os : A —— A

die durch Induktion iiber dir Struktur von S definiert ist:
[fla == a(f), fir feQ
[(S1; S2)la(a) := [Sa]a ([Si]a(a))

o [if b then S, else Sy fila(a) = { %ﬁ;ﬁig Hz‘éz) .
[ST5(a) = Vi <k:[b]a([S]y(a )) =1
e [while b do S end]y(a) := und [b]a ([S]4(a)) =
1 :  sonst

Beachte:

(1) k ist eindeutig definiert
(2) [while b do S end]q(a) =L
(a) [b]a([S]y(a)) = 1Vi € N, oder 4
(b) Fi e N: [S]y(a) =L und Vj < i: [S])(a) =1

Satz 3.1 Zu jedem S € Dij(Q, 1) lisst sich ein dquivalentes S’ € Tan(Q,11) kon-
struseren, also:
Dij(Q,II) ~ Ian(9, 1)

Beweis:

durch Induktion iiber die Struktur von S. Definiere zunéchst ein Testschema Sy
fiir b € BExp(1I).

Sy : Q — (II x Q%) U {true, false}
mit ¢; € @ heiit Testschema.
[Se]a : A — {0,1} mit
1 (q1,a)F* (true,a)
[Se]a(a) = 0 : (q,a)F* (false, a)
L (q,a)F (ga) FF (g a)

Zu jedem boolschen Ausdruck b € BExzp(II) gibt es ein fdquivalentes Testschema

5

Korollar 3.1 Die Aquivalenz von DIJKSTRA-Schemata ist entscheidbar.
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3.3 Schemasprachen iiber 2 und II

Ziel dieses Abschnittes ist es zu zeigen, dass Ian(,II) % Dij(£2,1I) gilt.

Wir definieren die Mengen
e Lpij={Ls | S € Ian(Q,1I) und 35" € Dij(Q, 1) : S ~ S’}
o Lian :={Lg | S € Ian(Q,1I)}

Fiir die Sprache Lg eines IANOV-Schemas S € Ian(£2,II) gilt: Lg C (BQ)*B mit
B =1{0,1}",n = |II]. Lg besitzt auBerdem die folgende “deterministische” Ei-
genschaft:

(D) Fiir alle w,v,v' € (BUQ)* und f € Q gilt:
wfv,wv’ € Lg r~ first(v') = f

Definition 3.1 (Schemasprache) L C L(BQ)*B mit der Eigenschaft (D) heifft
Schemasprache dber Q und I (L € £L(Q,11)).

L € (2,1I) kann als Pfadmenge eines Baumes aufgefasst werden, in dem Verzwei-
gungen bei Bedingungsknoten auftreten. Beim Abwickeln der Standardform eines
IaNOV-Schemas erhiilt man einen reguldren unendlichen Baum (vgl. Unifikation mit
“occur-check”).

Aus der Definition der Schemasprachen folgt:
e TCBATEeLEI
e feQ~ BfBe L(Q,1)
o Le L(OI),L' CL~ L €L(N)
o Lpii(LII) C Lran(92,II) C L(2,1I)

3.3.1 Operationen auf Schemasprachen

Zur Charakterisierung der Sprachen mit der Eigenschaft (D) fiithren wir Operationen
auf L(Q,II) ein, und zwar fiir Sequenz, Verzweigung und bedingte Iterationen (while-
Schleifen).

Definition 3.2 (bedingte Operationen) Seien L,Li,Ly C (BQ)*B und T C
B, T :=B\T. Dann heifst

(1) bedingtes Produkt von Ly und Lo
LiolLsy:= {wﬂv | wﬁ S Ll,BU S LQ}

(2) bedingte Vereinigung von Li und Lo beziiglich T
T _
L1 UL2 = (TOLl) @] (TOLQ)

(3) bedingter Stern von L beziiglich T
LT =2 y(ToL) oT

Dabei ist L° := B und L't := Lo L.

Lemma 3.1 L£(,11) ist abgeschlossen unter den bedingten Operationen mit belie-
bigem T C B.

Beweis:
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Die Eigenschaft (D) bleibt erhalten.

q.e.d.

Satz 3.2 Lp,;(Q,1II) ist die kleinste Teilklasse von L(Q, 1), welche fir jedes f € Q
BfB enthdlt und abgeschlossen ist unter den bedingten Operationen.

Beweis:

Durch Induktion iiber den Aufbau von Dij(€,II) und mit Benutzung der ent-
sprechenden TANOV-Schemata.
Zunéchst wird b € BExzp(II) eine Menge B(b) C B der Bedingungen zugeordnet,
unter denen b wahr ist:

e B(p;)):={B€B |proji(ﬁ) =1}

e B bl A\ bg) = B(bl) n B(bQ)

b1 vV bg) = B(bl) U B(bg)

[ ] [ ]
W
i

S

i

v

—

=

=

Damit erhalten wir:

. hat die Sprache BfB.

¢ Wenn ﬂ die Schemasprache L; hat, so hat

: die Sprache L o Ly,
B(b)
. ﬂ die Sprache Ly U Lo,

. die Sprache LT’B(b).

Zum Nachweis von Lp;;(€,II) C L4, (2, II) bendtigen wir zunéchst noch den Be-
griff der Ableitung einer Schemasprache.

q.e.d.

Definition 3.3 (Ableitung) Sei L € £L(Q,1I) und w € (BQ)*B. Dann heifst
dw(L) :={v e (BQ)*B|3f € Q:wfve L}
die Ableitung von L nach w und
D(L) := {dw(L) | w € (BQ)*B}
ist die Menge aller Ableitungen von L.

Offensichtlich gilt d,,(L) € £(£2,1I). Das folgende Lemma folgt sofort aus den obigen
Definitionen.

Lemma 3.2 Sei L,Ly,Ly € L(Q,1I), T C B und w € (BQ)*B. Dann gilt:
e dy(LyoLy) € {dy(Ls),dw(L1) 0o Ly | v € (BQ)*B}

e du(L1 U Lo) € {du(L1), duw(Ls)}
e dy(L*T) € {d,(L) o L*T | v € (BQ)*B}
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Satz 3.3 Sei ein IANOV-Schema gegeben durch

5

?\

STOP
mit 7:={1}" und 7 := B\ 1
sowie L := Lg = [(tfrf)*(TV 1 fTfB)]
Dann gilt: L € L1qn (S, 10) \ Lp;; (£, 1I)
STOP

Beweis:

Es ist klar, dass Le L1an(Q,II). Zu zeigen bleibt also L ¢ Lp;;(Q,1I). Dazu
weisen wir nach:
Fiir jedes L € Lp;; (2, 1I) gilt:
{ Ea oo
Beweis von (x) durch strukturelle Induktion iiber L € Lp;;(€,II):

(1) L =BgB mit g€ Q
(%) gilt fiir L, weil L und alle d,,(L) im Gegensatz zu L endliche Mengen
sind.

(2) L = Ly o Ly, Annahme: (x) gelte nicht fiir L
(a) L=1LyoLy
[Fl1 S L ~ [7] € L1 N Ly (x%)
Aus [rfTfB] C L folgt, dass gilt: 7 € Ly oder 7 € Lo, weil die Zerle-
gung bei 7 im Widerspruch zu (xx) stiinde. Also muss entweder B C L,
oder B C Ly sein, und somit B = L, oder B = Ly gelten. Daraus folgt
L =1L, oder L = Ly ~ Widerspruch zur I.V.

(b) L duw (Ll o L2) mit w € (BQ)*B
(i) dy(Le) mit v € (BQ)*B ~ Widerspruch zur I.V.
(ii) dy(L1) o Ly ~ Widerspruch (i)

T
(3) L=1L; ULy mit T C B und (x) gelte fiir L;.

L=
L=

(a) L= Ll U L2
Da L = d.z-(L) folgt L € {drs,(L;) | i = 1,2} (Lemma 3.2) ~
Widerspruch zur L.V.

(b) L = dy(Ly 0 L) € {dw(L;) | i = 1,2} ~» Widerspruch zur LV.
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4) L=17"
(a) L=L}" mit TC B

Tf?fBgEr}T:BmT:@mf:B«»Widerspruchzur
Definition von L
(b) L =dy(LPT) = dy(Ly) o LT ~» Widerspruch (2).(b).(ii)

q.e.d.

3.4 TUbersetzbarkeit von IANOV-Schemata in DIJKSTRA-
Schemata

Um ein DIJKSTRA-Schema in ein TANOV-Schema iibersetzen zu koénnen, benotigt
man zusétzlich boolsche Variablen, die beliebige Spriinge simulieren kénnen (BOHM,
JAKOBINI).

Satz 3.4 Tan(Q,11) ~ (J>°_, Dij(Q, 11, X,,)

Beweis:

Folie 2.6-2.10

Tan(Q, 1) ~ Dij(Q, 10, X,,):

Wihle m = |Q|. O.B.d.A sei Q := {q1,...,¢mn} mit Anfangszustand ¢; und
einzigem Stopzustand g, .

g . f i false; f;x; « true 2 S(q) = (f,q5)

* |z, < false ;if p then x; « true else x, < true : S(¢:) = (p, 45, qk)
firi=1,...,.m—1
S’ = x1 < true; x5 « false; ...; x,, < false;

while —z,,, do
if 21 then S; else
if x5 then S5 else

if ;,—1 then S,,_1 else f fi // else-Fall tritt nie auf
fi

fi
end

Offensichtlich gilt S ~ S’.

Dij(Q,10, X,,) ~ Tan(Q,10):

Zunichst erweitern wir Tan (€, II) zu Tan(Q, 11, X,,,) (analog zu Dij(Q, 11, X,,))
um das Setzen und Testen der boolschen Variablen.

~ Dij(Q 11, X)) ~ Lan(Q, 11, X,,,)

Durch Simulation der boolschen Variablen in der “endlichen Kontrolle” kann
man nun zeigen, dass ITan(, 11, X,,) ~ Tan(Q,II) gilt:
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Setze Q' := Q x {0,1}™.

[siehe Aufgabe 5.12]

q.e.d.
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Kapitel 4

KOSARAJU-Schemata

Was wir bisher gesehen haben war, dass TANOvV-Schemata Flussdiagrammen ent-
sprechen; ferner stellen DIJKSTRA-Schemata Flussdiagramme mit eingeschrinkter
Schleifenstruktur dar, d.h. man kann eine Schleife nur an einer Stelle verlassen.
KNUTH gab 1974 mit seiner Arbeit “structured programming with goto statements”
eine Anwort auf DIJKSTRA. KOSARAJU zeigte spéter, dass man die Aussagekraft
von IANOV-Schemata erhélt, indem man die DIJKSTRA-Schemata um ein Konstrukt
erweitert, das es erlaubt, eine Schleife an mehr als einem Ausgang zu verlassen
(“analysis of structured programs”, 1974). Die Idee dabei ist, dass man Schleifen
in Flussdiagrammen soweit abwickelt, bis es nur noch Spriinge enthilt, die zu
Vorgéngerknoten gehen. Man nennt das dann entstehende Flussdiagramm Block-
normalform (ENGLER).

4.1 Syntax von KOSARAJU-Schemata

Sei 2 eine Menge von einstelligen Operationssymbolen und II eine Menge von ein-
stelligen Pradikatssymbolen. Seien ferner S € Kosy, (,1I), Sy € Kosp,(Q,1I),
S € Ko0sp11(Q,11), nupasx := maz{ni,ne} und b € BExp(Il). Dann ist die Menge
der KOosARAJU-Schemata

Kos(Q,II) = D Kos, (2,11)

n=0
induktiv definiert durch
e O C Kosp(2,1I)

e exit n € Kos,(Q,1I) (n>0)

(S1;S2) € Kosy,,,, (Q,1I)

if b then Sy else S fi € Kos,,,,.(Q,1I)

repeat S end € Kos,(Q,1II)
4.2 Semantik von KOSARAJU-Schemata

Sei A := (A;a) € Int(Q,1I), S € Kos,(2,1I).
Dann ist (S,2) ein KOSARAJU-Programm mit n + 1 Ausgéngen.

21
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Sei f€Q,ae A, S € Kosy, (1), So € Kos,,(Q,1I), S € Kospt+1(2,1I) und
b € BExp(Il). Dann ist die Abbildung

[S]a: A — > Ax{0,1,...n}
induktiv definiert durch
o [flau(a) := ((f)(a),0)

o [exit njy(a) := (a,n)

sisor={ (ke Sl =

[if b then Sy else Sy fi]y(a) := { %gjzgz; %Zﬁzgzg z(l)

o [repeat Send]y : A — — Ax{0,1,...n—1}

(t*(a),m—1) : e(t'(a)) =0fir0<i<k—2
[repeat S end]y(a) := und e(t*~1(a)) =m >0

1 : sonst
wobei

- t:= firsto[S]la  (Transformation)
- e:=secondo [S]a  (Exit-Funktion)
Im weiteren Verlauf verfolgen wir nun das Ziel nachzuweisen, dass Tan(Q,II) ~

Koso(92,1I) gilt. Dazu erweitern wir die IANOV-Schemata um meherere Ausgéinge:
Tan, (Q,II) mit (n + 1) Stopbefehlen stop O, ..., stop n

Fiir S € Ian,(Q,1I) und A € Int(Q,II) sei dann:
[S]a : A— — A x {0,1,...,n}

Satz 4.1 Ko0s,(Q,II) ~ Ian,(Q,II) VneN

Beweis:

durch Konstruktion dquivalenter Flussdiagramme: | Folie 3.2

q.e.d.

4.3 Blocknormalform (BNF) von Flussdiagrammen

Die Ubersetzung von Kos, (Q,1I) nach Tan,, (92, I) bestimmt eine induktiv aufge-
baute Teilklasse: die entstehenden IANOV-Schemata sind in der Blocknormalform
(BNF), d.h. Spriinge gehen nur noch zu Vorgéngerknoten. Umgekehrt gilt aber
auch, dass jedes Flussdiagramm durch Abwickeln von Schleifen in BNF trans-
formierbar ist. Formal bedeutet dies, dass die Ubersetzung von Ian,, (2, TI) nach
Kos,(Q,1I) als das Auflésen eines Funktionsgleichungssystems zu verstehen ist.
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4.3.1 Fortsetzungssemantik von [ANOV-Schemata

S:Q — (OxQ)U(II xQ x Q) U {stop}
A= (4;a) € Int(Q,1I)
Q= {q,...,q-} mit Startzustand ¢;

Sei S; € Ian(Q,7) wie S, aber mit Startzustand ¢;. Dann gilt:
(1) S(g:) = (f,45) ~ [Silae = [Sj]a © fau
(2) S(gi) = (P, a5, qx) ~ [Sila = if pa then [S;]a else [Sy]a fi
(3) S(g;) =stop ~ [Si]a =ida

Folge:

[S]a ist die Losung eines Funktionsgleichungssystems. [S]g ist die kleinste Losung
im folgenden Sinne:

[A — — A] ::{g|g:AfﬂA}
ist eine Halbordung beziiglich g1 < g2 v graph(g1) C graph(gz). [A — — 4]

o ist (ketten-) vollstéindig, d.h. eine Folge g1 < g2 < ... besitzt eine
kleinste obere Schranke g mit graph(g) = U;=, graph(g;).

o besitzt ein kleinstes Element gy mit graph(gg) = 0.

Wir sagen [A — — A] ist eine vollstdndige Halbordnung. Das Funktionsglei-
chungssystem von (S,2l) bestimmt eine stetige Transformation

Tisay: [A—— A" — [A——= A
Die erste Komponente des kleinesten Fixpunktes ist die Semantik:

[Sla = first(fiz(Tisay))

4.3.2 Regulidre Schemata

Regulire Sprachen stellen eine Zwischenstufe zur Auflésung der Funktionsgleichungs-
systeme von TANOV-Schemata dar.

Syntax von regulidren Schemata

Sei Reg(£,1I) die Menge der reguldren Schemata. Reg(Q,1I) := (J,°, Reg, (22, 1I)
ist induktiv definiert durch:

e 2, € Reg,(,1I), falls 1 <i<n
e id € Reg,(Q,1I) fiir alle n € N

o f(t) € Regn(2,1I), falls f € Q und ¢ € Reg, (2, 1I)

p(t1,t2) € Regn(Q,11), falls p € IT und ¢4, t2 € Reg, (€2, 1I)

iter(t) € Reg, (2, II), falls t € Regp41 (9, II)
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Semantik von reguliren Schemata

Sei A € Int(Q,II) und t € Reg, (2, 1I). Dann ist die Semantik der reguliren Sche-
mata

[fla:[A - — A" — [A - — 4]
induktiv definiert durch:
o [zialgr, - gn) = gi
o [id]a(gr,---,9n) :=1ida
o [f®lalgr:- - 9n) = [algr,- -, 90) © fa!
o [p(t,t2)la(g1,- - -, gn) :=if pa then [t1]a(g1, ..., gn) else [t2]a(gr, -, gn) fi

o [iter(®la(gn,- - g0) = fiz([a) g1, - 9n)
Dabei ist [t]g : [A — — A" — [4 — — 4]
und fiz([t]e) : [A — — A" — [A — — 4]
mit fiz([t]a)(g1, - gn) = fP(gns1 = [algr,- -, gn+1))
Also gilt: [iter(¢)]a(g1 .- -, gn) ist kleinste Losung von
F:=[t]lalg1s---,9n, F)

Satz 4.2 Ian(,II) ~ Rego (2, II)

Beweis:

S:Q — (OxQ)U(II x Q x Q)U {stop} mit Q :={q1,...,qr}

To= h f(z;) S(qi) = (f,4)
(Gy) : mit t; = ¢ p(zj,ze) : S(@) = (0,95, q%)
. = t, id : S(g;) = stop

Es gilt: t; € Reg,(£,1I)
(G,) ldsst sich in Reg(2,II) durch Iteration nach x; auflésen:
1. Schritt:
x = )

(Gr-1) : mit t; = t;[x, /iter(t,)] € Regr—1(£2,1I)

Tr_1 = t_
Nach r Schritten ergibt sich ¢ € Rego(£2,II). Es gilt dann S ~ ¢, wegen der
funktionalen Semantik von (S,2) und der Semantik von Reg (£, II) beziiglich .

q.e.d.

1Man beachte hierbei die “vertauschte” Reihenfolge
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4.4 Fortsetzungssemantik von KOSARAJU-Schemata

Die Idee der Fortsetzungssemantik von KOSARAJU-Schemata ist es, die Neben-
ausgéinge 1,...,n als Anschliisse fiir die Fortsetzungen zu benutzen. Eine weitere
Fortsetzung wird durch den Hauptausgang 0 reserviert, wobei am Hauptausgang
die Tteration erfolgt.

Sei S € Kos,(Q,1I), A € Int(Q2,II). Wir definieren die Fortsetzungssemantik von
KosARAJU-Schemata

[S1g : [A — — A" — [A - — 4]
induktiv durch:

f1%(g0) :== go o fa

exit n]g (9o, -, 9n) = Ggn

[
[
[[(‘917 SQ)]]E[(QO’ v ’gnnzam) . [[Slﬂ ([[52]]%(907 v 79712)7917 s 79711)
[[

if b then Sy else Sy fi]5 (g0 -, Gnmas)
=if [b]§ =1 then [[5’1]]3‘(907 oy Gny) else [S2]5 (g0, -, Gny) fi

o [repeat S end]§ (o, - - -, 9n) := fiz(g — [S1%(g: 90, - 9n))

Lemma 4.1 Fir S € Kos(Q,1I), A € Int(Q,1II) gilt: [S]§(g0,---,9n)(a) = gi(d’),
falls [S]a(a) = (d',1).

Satz 4.3 Rego(Q,1I) ~ Koso (£, II)
Beweis:
Ubersetzung von Reg,, (€, 1I) nach Kos,, (€,1I):

trans : Reg(Q,11) — Kos(£2,1I)

x; ~  trans(z;) := exit n-i

id ~  trans(id) ;= exit n

f@@) ~ trans(f(t)) := (f;trans(t))

p(t1,t2) ~  trans(p(ti,ts)) :=if p then trans(ty) else trans(ts) fi
iter(t)  ~» trans(iter(t)) := repeat trans(t) end

exit 0 wird am Ende ersetzt durch repeat exit 1 end.

q.e.d.

Korollar 4.1 Tan(Q,1II) ~ Koso (£, 1I)

KosArAJu-Hierarchie:

Seien K osék)(Q,H) die KOSARAJU-Schemata mit 0 Ausgéingen und hochstem
exit-Level k. Dann gilt:

K()S((Jk)(Q7 II) ~ Kosékﬂ)(ﬂ, 1)

Kos(Q,11) 4 Kos{® (9,11)

Dieses Ergebnis héngt mit der Sternhdohenhierarchie zusammen.
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Kapitel 5

DE BAKKER-SCOTT-Schemata

Wir betrachten in diesem Kapitel die Rekursion als Kontrollstruktur, wie man sie
von rekursiven Prozeduren kennt. Ein Problem der Rekursion ist die ineffiziente
Implementierung, daher wurde sie beispielsweise in FORTRAN nicht implementiert.
KNUTH vertrat die Meinung, dass man Rekursion nicht benétigt, da man sie ohne
weiteres in Iteration iibersetzten kann. Wir werden jedoch sehen, dass die Rekursion
méchtiger als die Iteration ist, dass man also einen Keller-Speicher bendtigt, um die
Rekursion zu simulieren. Im Folgenden werden wir vom Zustandsraum abstrahieren
und uns auf einfache rekursive Schemata konzentrieren.

5.1 Syntax von DE BAKKER-SCOTT-Schemata

Seien € und IT wie bisher.
Fy, Fy, ... seien Funktionsvariablen und z eine Argumentvariable

Die Menge T, der Terme iiber Q, IT und F,..., F, ist induktiv definiert durch:
e e,
o f(yeT,, falls feQ, teT,
o if p(x) then ¢y else ty fi € T, falls p € 11, ty,t5 € T,
o i()yeT, falls1 <i<r, teT,
DE BAKKER-SCOTT-Schemata S € dBS(Q,II) bestehen aus Gleichungsschemata

der Form
Fl(fL') = tl

S mit t; € T..
F.(z) = t,

5.2 Fixpunktsematik von DE BAKKER-SCOTT-Sche-
mata

Sei S = (Fj(z)=t; | 1<i<r)edBS(QI), A= (A;a) € Int(,1I)

Das DE BAKKER-SCOTT-Programm (S, 2() bestimmt

[S]o: A —— A

27
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Zu ihrer Definition erkldren wir zunéchst die Termsemantik
[t : [A—— A" xA—— A
durch
o [z]alg1,.-- 9ra) =a
o [f®Olalgr,- -, 9r,0) = a(f)([la(gr,- -, 9r, a))

o [if p(x) then ty else t5 fi]o(g1,. .., 9r,a) = { %Z%ig;:i::g; Zg;gg; z(l)
s [[Fi(t)]]gl(gh e 797‘>a) = gi([[t]]ﬂ(glv <oy Gry a))

Uber die Termsemantik der rechten Seiten ¢y, . .., t, erhalten wir die Transformation

T(S,QL) A - —= A" — [A - = A]

Tisa (@ = (0 [1]12(3,0).-, (a = [t ](7.0)))
Es folgt:
g ist eine Losung von (S, 21)
1 gia) = [ti]u(g, a)
g =Tisa)(9)
Da T{g,q “stetig” ist, besitzt (S,%) eine kleinste Losung:

ix(T, =| |1}
fiz(Tisa) = || Tisay(g0: - 90)

=0 r—mal

Wir bezeichnen die Losungsfunktionen durch [[S]](Qf)7 also:

fie(Tisa) == (IS, - - -, [S1S))

und erkldren die erste Komponente als Semantik von (S, 2):

[S]a = [S]S)

5.3 Reduktionssemantik von DE BAKKER-SCOTT-Schemata
Sei S = (Fi(z)=t; | 1<i<r)edBS(QI), A= (A;a) € Int(,1I)
Comp(S,2) sei die Menge der Berechnungsterme iiber (S, 2l):

e AC Comp(S,2)

o f(u) € Comp(S,2), falls f € Q, u € Comp(S,A)

o if p(u1) then ug else us fi € Comp(S,2A), falls p € II, ug, us, us € Comp(S,A)

o Fi(u) € Comp(S,2), falls 1 <i <r, u e Comp(S,A)
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Berechnungsregeln:
o Konstantenreduktion: f(a) — fo(a)
o if p(a) then u; else ug fi — up, ()

o Funktionsaufruf F;(u) — t;[z/u]

Reduktionsrelation:

= C Comp(S,A)? ist induktiv iiber den Aufbau der Berechnungsterme festge-
legt:

o u=u, fallsu — v

o u = u, falls u € Comp(S,2)
f(u) = f(u), falls u = o

o if p(u1) then ug else ug fi = if p(u}) then u} else uf fi,
falls w1 = uf, ua = uh, us = uj

o Fi(u) = F;(v), falls u = o’

Ziel: [S]a(a) = o' v Fi(a) =* d

Beobachtungen:
(1) = ist nicht-deterministisch

(2) = erlaubt parallele Ersetzungen in einem Schritt.
Insbesondere gilt: t € T,.,u = v’ ~ tlz/u] = tlx/u']

5.3.1 Die CHURCH-ROSSER-Eigenschaft von =

Wir zeigen:
Fi(a) =" ay und Fi(a) =" as ~ a1 = agy

Dazu werden wir zunéchst die Fixpunktsemantik auf Berechnungsterme ausdehnen
und danach zeigen, dass diese unter Reduktion invariant ist.

Fixpunktsematik fiir Comp(S, )

Sei u € Comp(S, ), [S]](Qf) die i-te Losungsfunktion von (S,2)

[u] o ist induktiv definiert durch:

e [a]u :=a
o [f(w)]a = fa([ula)
(

o [if p(u) then uy else ug fifa = [tpy ([ugo) ]2

o [F(w)]a = [S1Y) ([ulx)

Lemma 5.1 Fir S = (Fi(z) =t; | 1 <i < n) € dBS(QII), A = (4;a) €
Int(,10), t € Ty und u € Comp(S,2A) gilt:

[tlz/ulle = [ ([S1%s - - -, [S15, [ul)
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Lemma 5.2 Fiir u,u’ € Comp(S,2) gilt:
u—u ~ Jule = [u']a
Beweis:

durch Induktion iiber den Aufbau der Reduktionsrelation, Korrektheit der Funk-
tionsaufrufregel F;(u) = ¢;[z/u]

[Fiw)]a = [S1Y ([ul)
[t (115, - - -, [S1Y, [ul)
[S1%) (Tu]a)

s
Sk
"
~
£,
=
]

|

q.e.d.

Korollar 5.1 Fiir u € Comp(S,2) gilt:
uw="a1 und u="ays ~a; = as

Definition 5.1 (Reduktionssematik) Fir ein dBS-Programm (S,2) definieren
wir:
[S]5¢%(a) = a o~ Fi(a) =* d

5.3.2 Deterministische Reduktionsstrategien
Die call-by-name-Reduktionsrelation

Alternative Bezeichnungen hierfiir sind:

e left-most-outer-most

o outside-in
=, C = ist definiert durch

o u=, v, falls u — v

o f(u) =, f(u), falls u =, u’

o if p(u) then uy else ug fi =, if p(u') then uy else ug fi, falls u =, v’
Folgerung:

=, ist deterministisch, d. h.:

U=, up und u =, Us N UL = Usg

Satz 5.1 (Standardisierungssatz) Fiir u € Comp(S,2l) und a € A gilt:
u="anu=,a
Beweis:

durch Induktion {iber die Lénge n der Reduktionsschritte:
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LA: n=0u="anu=anu=%a

(2) u=flw)~ flu)="fld)=a~u' ="a X =*a
u=f)=7; f(a)="a
(3) u=if p(u') then uy else ug fi ="*1 q

~ u=Lif p(a’) then u} else u) fi = v/

k
pala) =7 @

~u =t
L. / * !/ ! *
A =g a und o =g a
~ u = if p(a’) then uy else ug fi = upy () = 1y, (4
LV.
AU Upy oy o a ([ +k=n)
(4) u=F;@)="Tta
A F() =k F(") = tz/v'] = a
Da v’ =F " gilt: t;[x/u'] =F t;[x/u"]
A F(u) =, tifz/u] =F [z /v =t a

N =k g

Die call-by-value-Reduktionsrelation
Alternative Bezeichnungen hierfiir sind:

e right-most-inner-most

e inside-out
=; C = ist definiert durch

e —, wie — bis auf den eingeschriankten Funktionsaufruf:
Fi(a) = tilx/a]

o u =, falls u —; u
o f(u)=; f(u), falls u =, v
o if p(u) then uy else ug fi =; if p(u') then wu; else uy fi, falls u =; u’
o Fi(u) =; Fi(u), falls u =; o’
Folgerung:
=, ist deterministisch, d.h.:

U= up und U =5 Uug NN U = Us

Unser Ziel ist es nun, die Vollsténdigkeit der call-by-value-Strategie zu zeigen.
Lemma 5.3 Firt e T,, u € Comp(S,) und a € A gilt:
tlx/u] =" a~Ja’ € A:3Iny,ne EN:

u=""a" undtjz/a'| =" a und ny +nz =n
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Satz 5.2 Fiir u € Comp(S,2) und a € A gilt:
u="anu=7a
Beweis:

analog wie fiir =,. Einziger Unterschied ist der letzte Induktionsschritt:

(4) u=F;@u)=""a
F,(v) =* F,(u") = tijz/u"| =lamit k+1=n
Wegen Lemma 5.3: v’/ =4 o’ und t;[z/a’] =2 a mit I} + 15 =1
t=Fy@') =" Fid) = tifz/a'] =2 a

Korollar 5.2 Firn € Comp(S,2) und a € A gilt:

u="avnu=,avynu = a

5.4 Aquivalenz von Fixpunkt- und Reduktionsse-
mantik

S=(Fx)=t;|1<i<r)€dBS(QN)t; €T,
A= (4;a) € Int(Q,1I)

Tsay:[A——A" —[A—-—= A"
Approximationsfunktion:

(0™, gt™) =Tl (g0, - - . 90)

r—mal

9" (@) == [t:u (g™, .., g™, a)
(IS1%). - - [S1S)) = fia(Tis )

= Unzo Tis20(90: - - - 90)
r—mal

=2 (91”5 9™)

[S]a =[S

Lemma 5.4 Fiir u,u’ € Comp(S,2) gilt:
u=u ~ July = [u]a
Korollar 5.3 Die Reduktionssematik ist korrekt, d. h.
Fi(a) =*d ~ [S]a(a) = d

it L [[t]]m([[s]lg),--w[[Sﬂéf),a) = d/, dann existiert ein n € N mit
Ht]]m(g%n), e ,g7(«n)7 &) = a/’
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Lemma 5.6 Fiir alle n € N, fiir alle t € T, und fiir alle a,a’ € A gilt:
[[t]]g[(ggn), e g™a) =d A tfafa) = d
Beweis:
durch Induktion iiber n
LLA.: n = 0: Induktion iiber ¢:
et=x a=d ~a=%d

o t=f(t'): [ft)]x(go,---,90,a) =a’, also
[t'Ta (g0, -, 90,a) = a’ und fy(a”) =a’

1.V.

~ tz/a] = f()[z/d] = f('[x/a]) =" f(a") =d
e ¢t =if p(x) then t; else ty fi: analog
o t = F;(t'): trivial erfiillt, weil kein (a,a’) existiert

LS. n > 0: Induktion iiber ¢:

e t=ux,t=f(t') und ¢t = if p(z) then t; else ¢y fi: wie oben
o t=F(t): [F)]a(", . 0" ) =

gV ([Fla(e" Y, g ) = o

[[tl]]m(ggn)a s 7.9?(””)’ [[t/]]m(ggn+1)7 s 7gT('n+1)7 a)) =d

t'[z/a] =* a” und t;[a/a"] =* o
(1) (2)
(1) (2)
tlz/a] = F;(t")[x/a] = F;(t'[x/a]) =* F;i(a") = t;[z/a”] =* o

q.e.d.

Satz 5.3 Ian(,1I) ~ dBS(2,1I)
Beweis:

Die Fortsetzungssemantik von S € ITan (€, II) liefert ein dquivalentes S’ € dBS(Q,1I).

S:Q — (2,Q)U (Il x Q%) U {stop}
Q={aq,--.,q,} mit Startzustand q;

Konstruktion von S’: ¢q; — F;
S(ai) = (fq5) + Fi(z) = F(f(2))

S(q) = (p,gj,q6) : Fi(x) =if p(x) then Fj(x) else Fj(x) fi
S(gi) =stop : Fi(z)=ux

Korrektheit dieser Transformation:
A:=(A;0) € Int(Q,1I),a € A
Dann gilt:

(q1,a)(qiy,a1) - -~ (4, as)(stop, as)
ist genau dann eine Berechnung von (.9, 2) mit Eingabe a, wenn
Fl(a) :>22 Fi1 (al) :>12 Ce :>? Fis(as) = Qg

eine cbv-Berechnung von (S’,2) mit Eingabe a.

Grund:
(¢i,0) (g5, a") o~ Fi(a) =7 Fj(a')
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q.e.d.
Diese Ubersetzung liefert dBS-Schemata mit einer speziellen Termstruktur, in der

nur Funktionsaufrufe an duflerster Stelle vorkommen. Solche Schemata heiflen auch
endrekursiv.

Satz 5.4 dBS(Q,1I) % ITan(9,11)

Beweis:
Fiir S € Ian(Q,II) U dBS(Q,1II) definieren wir die Wertsprache W (S) C Q*:
W(S) :={[S]5(e) | § € Int(Q,1I) frei}

Offensichtlich gilt: S ~ S" ~ W(S) = W (S")!
Ferner gilt: S € Ian(Q,II) ~ W(S) regulir.

Sei Sp € dBS(€,II) definiert durch
F(z) =if p(z) then f(F(g(x))) else z fi

Die Wertsprache von Sy ist dann: W (So) = {¢g" f™ | n € N}, denn:

F(e) =° f(F(eog)) = f(F(g)) =i f(f(F(9(9)) =i f(f(F(99))) =i ... =
[P (F(g") = f"(g") = g" "
W (Sp) ist also kontextfrei.

q.e.d.

5.5 IANOV-Schemata mit Markenkeller
Eine iterative Berechnung rekursiver Prozeduren erfolgt im Compilerbau mit Hil-
fe eines Prozedurkellers mit mehreren Komponenten. Hier geniigt ein Keller mit

der return address, also ein Keller, auf dem die Riicksprungadressen (return stack)
gespeichert werden.

5.5.1 Syntax

Wir definieren die Klasse der Ianov-Schemata mit return stack Ian(Q,1I, RS)
durch Modifikation der Klasse der IANOV-Schemata, indem wir die Kellerbefehle

e (push(q),p)

® pop

hinzunehmen. Wir erhalten also S € Ian(£2,II, RS) als eine Abbildung:

S:Q — (QU{push(Q)} x Q) U (IT x Q) U {stop, pop}

IDie Umkehrung gilt i. A. nicht (vgl. Schemasprachen)



5.5. IANOV-SCHEMATA MIT MARKENKELLER 35

5.5.2 Semantik
A= (4; ) € Int(Q,1I)

Conf(S,2) := (Q U {stop}) x @* x A

Die zweite Komponente einer Konfiguration ist der Keller mit Spitze links.
(¢,w,a) F(¢',¢"w,a) falls S(q) = (push(q”),q")
(¢:qw,a) F (¢',w,a) falls S(q) = pop

Bei leeren Keller ist pop nicht definiert.

stop-Normierung
Es gibt zwei Moglichkeiten fiir den Abbruch einer Berechnung;:

(1) Man trifft auf eine stop-Befehl
(2) Man trifft bei leerem Keller auf einen pop-Befehl

Als Konvention schlieflen wir stop-Befehle aus und brechen eine Berechnung nur fiir
den Fall (2) ab:

[[S]]Ql(a’) = a‘/ YN <Q1a€aa) = (q,g,a/) mit S(Q) = pop

Unser Ziel in diesem Abschnitt ist es zu zeigen, dass IANOV-Schemata mit Mar-
kenkeller zu DE BAKKER-SCOTT-Schemata #iquivalent sind, also ITan(Q,II, RS) ~
dBS(Q,1II). Dazu zeigen wir zunichst, dass zu jedem Ian-Schema ein dquivalentes
dBS-Schema existiert; danach die umgekehrte Richtung.

Satz 5.5 Ian(Q,II, RS) ~ dBS(Q,1I)
Beweis:

S:Q — (QU{push(Q)} x Q) U (Il x Q%) U {stop, pop}
O.B.d.A.sei @ ={q1,...,qr41} und S(gr41) = pop, S(q) # pop Vi # r + 1

Ubersetzung in ein fquivalentes dBS-Schema S”: ¢; — F;
S(g:) = (f.q;) + Fi(z) = Fj(f(2))
S(¢:) = (p:gj-ar) : Fi(z) =if p(z) then F;(z) else Fi(x) fi
S(gi) = (push(g;),qr) : Fi(z) = Fj(Fi(z))
S(gr+1) =pop : Fryi(z) =1

Zu zeigen: [S]a = [S']u
Dazu betten wir der Menge Conf(S,2l) in die Menge Comp(S’,2l) ein, so dass
sich die Berechnungen entsprechen:

B:QxQ* x A— Comp(S',2A)

5(%‘7%’1 e qis,a) = Fls( .. Fi1 (Fl(a)) .. )
—— ——

=qw =:Fy
Dann gilt: 3 ist injektiv und fiir alle Konfigurationen ~, ~':
() vE B =7 B(Y)
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(1) v = (g quw,a) und S(g:) = (f, q;)
~ Y = (45, qu, fa(a))
B(v) = Fu(Fi(a)) = Fu(F;(f(a) =i Fu(Fj(fa(a))) = B()
(2) v = (¢, qw,a) und S(q;) = (p, @j,+ 25, )
Y = (g () Qw» @)
B(v) = Fu(Fi(a)) = Fyu(if p(a) then Fj, (a) else Fj,(a) fi) =; F,(F},, (a)) =
BHY)
(3) v = (¢, qu,a) und S(g;) = (push(q;), q)
~ ' = (qr, 4w, a)
B(v) = Fu(Fi(a)) =i Fu(Fj(Fi(a))) =i Fjuw(Fi(a)) = B(Y')
(4) v = (¢, qw,a) und S(g;) = pop
~ ' = (4w, a)
B(v) = Fu(Fj(Fi(a))) =i Fu(Fj(a)) = B(Y)
Aus (x) folgt:
[Sla(a) =a ~ (q1,e,a) F* (¢r41,6,a") ~ Fi(a) =F Frqpi(a') =5 d
~ [Sla < [9']a

[STa(a) =L

~ unendliche Berechnung von (S, 2()
@) unendliche Berechnung von (S’,2)
~ [S)a(a) =L

q.e.d.

Satz 5.6 dBS(Q,II) ~ Ian(Q,II, RS)
Beweis:

Umformung durch Entschachtelung rechter Regelseiten in die Form eines iiber-
setzten IANOV-Schemas mit return stack, d.h. die rechten Regelseiten sind von
der Form

o F(f(2)),
o if p(z) then Fj(z) else Fj(x) fi,
o Fj(Fy(x)) oder

e .

Sei § = (Fj(z)=1t; | 1<i<r)edBS(Q,I)

Wir transformieren S in die oben angegebene Normalform mit Hilfe folgender
Regeln:

(1) Hinzuftigen von F,.yi(x) = x
(2) Entschachteln von Verzweigungen:

Ersetze F;(x) = if p(z) then wu; else ug fi mit u; # F;(x) fir ein ¢ = 1,2
if p(x) then G1(x) else Go(z) fi
durch ¢ Gi(z) =y
{ Ga(x) = us
(3) Entschachteln von Funktionsapplikationen:
Ersetze F;(z) = f(u) durch F;(z) = F,11(f(u))
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(4) Entschachtelung von F-Applikationen:
Ersetze Fi(z) = F;(f(u)) mit u # «
Fi(z) = G(u)
auen { 687 )
Ersetze Fi(z) = F;(Fj(u)) mit u #

durch { G(z) = Fj(Fy(x))

Durch sukkzessive Anwendung der Regeln (2)—(4) erhélt man ein Gleichungssy-
stem mit rechten Regelseiten von obiger Form.
Ersetzt man zusétzlich
o Fi(z) =z mit 1 <4 <r durch F;(z) = Frq1(Fr11(x)) und
o Fi(z) = Fj(z) durch Fi(z) = Fry1(Fj(x)),
so entfallen rechte Regelseiten der Form = und Fj(z), d.h. es ergibt sich die

Form eines iibersetzten IANOV-Schemas mit Markenkeller. Die im Beweis von
Satz 5.5 angegebene Transformation lasst sich umkehren:

Fi(z) = F(f(z)) : S(a)=(f.q)
Fi(z) = Fj(Fi(z)) : S(¢) = (push(g;), ar)
Fi(z) = if p(z) then Fj(z) else Fi(z) fi : S(q) = (p,q;,qx)
Frpa(x) =2 : S(gr41) = pop

q.e.d.

Korollar 5.4 dBS(,1I) ~ Ian(Q, 11, RS)
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Kapitel 6

Entscheidbare Eigenschaften
von DE BAKKER-SCOTT-
Schemata

Das Ziel dieses Kapitels ist die Reduktion der Konvergenz, Divergenz und der Aqui-
valenz von Schemata auf entscheidbare Eigenschaften kontextfreier Sprachen.

6.1 Konvergenz und Divergenz

Lemma 6.1 Fir jede kontextfreie Grammatik G € CFG ist entscheidbar, ob
(1) alle (Rechts-) Ableitungen endlich sind,
(2) alle (Rechts-) Ableitungen unendlich sind.

Beweis:
Idee:

(1) alle Ableitungen endlich « keines der erreichbaren Nichtterminale ist
rekursiv

(2) alle Ableitungen unendlich v~ das Startsymbol ist nicht produktiv

q.e.d.

Satz 6.1 Fiir S € dBS(Q,11) ist entscheidbar, ob
(1) S konvergiert,
(2) S divergiert.

Beweis:

Sei I = {p1,...,pp} mit n > 1 und S = (F;(z) =t; | 1 <i <r) e dBS(Q,)

0.B.d.A. sei jedes t; verzweigungsfrei oder von der Form
t; = if p(z) then u; else uy fi, wobei u; und ug verzweigungsfrei sind.

Zu S konstruieren wir Gg € CFG mit

() Jede Berechnung von S mit cbv-Reduktion unter einer freien
Interpretation entspricht einer Rechtsableitung von Gg und umgekehrt.
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Sei dazu Gg := (N,Q, P,A) mit N := {A}UB x {Fy,...,F.} x B
P wird so konstruiert, dass gilt:

[627Fi7/61] :>: w € QF
(%) ¢ vy 3F = (%5 ¢) € Int(, 1) frei
mit Fi(e) =7 wh, o(I)(e) = Br, p(I)(w’) = f2

Dazu:

(1) A— [BQ,Fl,ﬂl] € P fiir alle Bl,ﬂg €B

(2) Zu [B2,F;,01] € N sei ap(---(aa(x))--+) mit m > 0 und o; € QU
{F,...,F,.} der durch f; bestimmte Teilterm von t;, d.h. t; falls ¢; ver-

zweigungsfrei ist und wy, falls ¢; = if p;(x) then u; else uy fi und B, =
(bl, ey bj—l; 1,bj+1, ey bn)l
e Falls m > 1:
(B2, Fy, B1] — [B2; @ms Ym—1][Ym—1, @m—1, Ym—2] - - - [71, 21, B1] € P
fiir alle v—1,...,71 € B, wobei [...,a,...] (« € Q) durch « ersetzt
wird

e Falls m =0 und (3 = (o
[ﬁQaFiaBl] —ec€P

(3) Transformiere Gg in eine reduzierte kontextfreie Grammatik. Dann erfiillt
G offensichtlich (%) und es gilt:
S konvergiert (divergiert)
YU = (4;a) € Int(Q11), a € A: [S]a(a) ist (un-)definiert
NYE = (5 0) € Int(Q,10) frei: [S](e) ist (un-)definiert
AYE = Q%5 ¢) € Int(Q,T1) frei: 3(A)w € Q*: Fy(e) =F wh
f(\*()w alle (Rechts-) Ableitungen von Gg sind (un-)endlich.

q.e.d.

Folie 5.1
Folie 5.2

Korollar 6.1 Die Wertsprachen von DE BAKKER-SCOTT-Schemata sind genau die
kontextfreien Sprachen.

Beweis:
“>7: Ubung 7, Aufgabe 20
“«C”: Val(S) ={wf | we L(Gs)}

q.e.d.

6.2 Exkurs: Deterministische Kontextfreie Spra-
chen

Das Ziel dieses Exkurses ist die Reduktion der Aquivalenz von DE BAKKER-SCOTT-
Schemata auf die Aquivalenz deterministischer Kellerautomaten.

Definition 6.1 (Kellerautomat) Ein (nicht-deterministischer) Kellerauto-
mat ist ein Tupel der Form M = {(Q,%,T,9,qo, Zo), wobei

Lentsprechend fiir us
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e (): endliche Zustandsmenge

3:  Fingabealphabet

T':  Kelleralphabet

0:Qx (BU{e}) xT' — Pp(Q xT'*)  Transformationsfunktion

qo € Q: Startzustand

Zy € I': Kellerstartsymbol
Daber gilt

o M heifst deterministisch, falls fir alle ¢ € Q, a € ¥ und Z € T gilt:
0(g, 0, Z)| +8(g, ¢, 2)| < 1.

o K =Q x X* xI'™ ist die Konfigurationsmenge.

e Die Ubergangsrelation - C K x K ist gegeben durch:
(¢, 2w, Zv) F (¢ ,w,ay) fir olle q € Q, v € X U{e}, Z €T, v € T und
(q/7 a) 6 5(q’ x’ Z)

e Die durch M erkannte Sprache ist
LM)={weX*|3qgeQ: (q,w,Zo) F* (q,¢,¢)}

Satz 6.2 Fine Sprache ist genau dann kontextfrei, wenn sie von einem (nicht-
determinisischen) Kellerautomaten erkannt wird.

Definition 6.2 (determinitisch-kontextfreie Sprache) Eine Sprache L € CFL
heifit deterministisch (L € DCFL), wenn sie durch einen deterministischen Kel-
lerautomaten erkannt wird.

Satz 6.3 DCFL C CFL

Beweis:
Idee: Die Sprachen in DC'F'L sind unter Komplement abgeschlossen.

q.e.d.

Satz 6.4 Es ist entscheidbar, ob zwei deterministische Kellerautomaten My, Msy
dquivalent sind, d. h. ob L(My) = L(My) gilt.

Beweis:

Urspriinglich stammt der Beweis von G. SNIZERGUERS: Decidebility Results from
Complete Formal Systems, TCS 251, S.1-166, 2000.

Der Beweis wurde vereinfacht durch C. STIRLING: Decidebility of DPDA Equi-
valence, TCS 255, S.1-31, 2001

Idee: Anwendnung von Methoden aus der Theorie nebenléufiger Systeme
(Bisimulation)

q.e.d.
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6.3 Das Aquivalenzproblem fiir DE BAKKER-SCOTT-
Schemata

Das Ziel dieses Abschnittes ist die Konstruktion deterministischer Kellerautomaten
My und My zu S1,5; € dBS(€Q,II) mit

L(Ml) = L(Ml) Yy Sl ~ SQ
Satz 6.5 Zu S1,S2 € dBS(Q,1I) ist entscheidbar, ob S1 ~ So gilt.
Beweis:

Ahnlich wie im Beweis von Satz 6.1 gehen wir davon aus, dass beide Schemata
S1 und S; eine gewisse Normalform haben. Jede Gleichung habe also die Form:
F(z) = if p(x) then ay(z) else as(x) fi, wobei «; € {e, f, F;, F; f, F;Fi}. Diese
Normalform lésst sich durch die Einfithrung geeigneter Hilfsfunktionen erstellen
(siehe Beispiel unten).

Einem Schema S = (Fi(z) = t; | 1 < i < r) € dBS(Q,1I) lisst sich dann
beziiglich einer Auswertbedingung der Pridikate by € B wie folgt ein determi-
nistischer Kellerautomat Mg, == (Q, %,T, 9, qo, Zo) zuordnen:

e Q=B
e X =BxQOxDB
e I':={F,...,F}

fir jede Gleichung F;(x) = if p;(z) then a;(z) else as(x) fi:

falls b =1 und af* = fo’
. Py — (B o 1
o(b,bfY', Fy) (b,a),{ oder b =0 und af = fo’

falls b= 1,01 € {Fy,..., F.}* und off = o/
. ) — / ’ ) )
ob, e, Fi) = (b, ), { oder b= 0,09 € {F1,...,F.}* und off = o/

® qo:=bo
L] Z() = F1
Da jedem F; eindeutig eine Gleichung zugeordnet ist, ist Mg p, deterministisch.

Ferner gilt fiir S1,S2 € dBS(,1I) und fiir alle freien Interpretationen § =
(Q; ) mit p(II)(g) = bo:

[S1]5 = [S2ls o L(Ms, b)) = L(Ms, 1)

Begriindung:

Einem cbv-Reduktionsschritt (o € {Fy,..., F.}*,w e Q* f € Qi,5,k € {1,...,r})
entspricht ein Transformationsschritt (b = ¢(I1)(w), b’ = p(II)(wf) und v € ¥*):

aoF;w =; aw : (b,v, Fba) F (byv,a)
aFw =; awf : (b, bfb'v, Fia) +  (V,v,q)
aFw = aFjw : (b,v,Fia) F (b,v,Fja)
aFiw =; aFuwf : (b,bfb'v, Fia) F (U, v, Fja)
aFw = oFFyw : (b,v, F;a) F  (b,v, FiFjc)

Beispiel:
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F(z) =if p(z) then f(F(g(x))) else x fi

)
F(z) = if p(z) then H(G(z)) else x fi
~ { G(z) = if p(z) then F(g(x)) else F(g(x)) fi
H(x) =if p(x) then f(z) else f(z) fi
Hierbei sind G und H “neue” Symbole.

o:

q r Z|q¢d «

MS,bo = <Q723F767 q07ZO> mit 0 £ F 0 g
1 15 Fl|1 GH

* @:={0,1} 0 000 G|O F
o 2= {01} < {f,9} < {0,1} 0 0ol G L F
1 160 G|0 F

e I''={F,G,H} 1 1g1 G|1 F
B 0 0f0 H|O e

* qo=bo €{1,0} 0 0ft H|1 e
e Zy:=F 1 1f0 H| O €
1 1f1 H|1 ¢

Beispielrechnung (go = 1):
qgeQ w e X¥ yel™
T | 1gllg00f11f1 | F

1 1g11g00f11f1 GH
1 1g00f11f1 FH
1 1g00f11f1 GHH
0 0f11f1 FHH
0 0f11f1 HH
1 1f1 H
1 € €

~» akzeptiert

43
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Kapitel 7

LUucKHAM-PARK-PATERSON-
Schemata

Bisher haben wir nur “einfache” Schemata kennengelernt, die nur einen monolithi-
schen Zustandsraum und monadische Grundoperationen zulieen. In diesem Ka-
pitel werden wir ein Schema definieren, welches einen erweiterten Zustandsraum
besitzt. Dies konnte man erreichen, indem man Rekursion auf héheren Stufen zu-
lassen wiirde, doch wir werden hier einen strukturierten Zustandsraum einfiithren.
Dabei setzen wir folgende Annahmen voraus:

e Der Speicher besitzt endlich viele Komponenten gleichen Typs.

o Wir haben mehrere Eingabekomponenten und eine Ausgabekomponente.

7.1 Syntax von LUCKHAM-PARK-PATERSON-Schemata

Wir definieren:

¢ Operationssymbole: Q:= ],y Q)

Pradikatssymbole: 11 :=J, )

Kontrollmarken: @ :={0,...,r} (r>1)
e Eingabevariablen: X :={z1,...,2,} (n>0)
¢ Programmvariablen: Y :={y,...,y,} (p>0)
e Ausgabevariable: =z

Die Menge der Befehle ¢:

e Startbefehle: (y1,...,yp) < (t1,...,t,); goto 1
wobel t; € To(X) (Terme iiber X)

e Zuweisungen: (y1,...,Yp) < (t1,...,t,); goto ¢
wobei t; € To(X) und 1 < g <r

e Verzweigungen: if p(t1,...,t;) then goto ¢; else goto gq fi
wobei pe H(k)v t; € TQ(V)v qo,q1 € {17 s ,7'}
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e Stopbefehle: 2z « t; stop
wobel t € To(V) (Terme iiber V)

S € LPPM™P)(Q.II) -~ S : Q — € fiir ein passendes @, wobei S(qg) der Start-
befehl ist.

Wir definieren die Klasse aller LUCKHAM-PARK-PATERSON-Schematas:
LPP(Q,II):= [ J LPP"™?)(Q,1I)

n,p>0

7.2 Semantik von LUCKHAM-PARK-PATERSON-Schemata
Sei A eine Menge und « eine Abbildung mit

o aff): A¥ — A fiir alle f € Q)

e a(p): AF — {0,1} fiir alle p € TI%)

Dann ist 2 := (A; a) € Int(£2,II) eine Interpretation iiber {2 und II.
T = (Ta(A);¢) € Int(Q 1) heiBt frei .~ Vf € QF) ¢, ..t € To(X) :
Qp(f)(tlﬂ"'atk) = f(tla'-'vtk)'

Jede Variablenbelegung (5 : V — A lésst sich eindeutig fortsetzen zu:
hg:To(V) — A

hﬁ(f(tl, . ,tk)) = Ot(f) (hﬁ(tl), ey hg(tk»

Fiir S € LPP™P)(Q,TI) und A € Int(Q, ) heiBt (S, A) LUCKHAM-PARK-PATERSON-
Programm.

Wir definieren die Menge der Konfigurationen:
Conf(S,2) :=Q x A™ x AP

Eingabeabbildung:

input : A" — Conf(S,2)

ist definiert durch den Startbefehl (y1,...,yp) < (t1,...,%p); goto 1
mit input(as,...,a,) = (1,a1,...,an,01,...,bp),
wobel b; 1= hg(t;) mit 8(z;) = a;

Transformationsfunktion:

F C Conf(S,2A)?
mit (g, a1,...,an,b01,...,0p) (¢ ,a1,...,an,b7,...,0,), falls

(1) S(q) = (y1,---,Yp) < (t1,...,tp); goto ¢’ und b; := hg(t;) mit G(x;) = a;
und

(2) S(q) =if p(t1,...,tx) then goto g1 else goto qo fi, b; = b,
und q/ = QQ(p) (hﬁ(tl), ey hﬁ(tk))
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Ausgabeabbildung:

output : Conf(S,2) — — A

mit output(g, a1,...,an,b1,...,bp) =c 1 S(q) = z « t;stop und ¢ = hg(t)

Semantik von (S,20):

[S]a : A" — — A
[S]a(ar, ... an) =c

vy € Conf(S,2A) :input(ag,...,a,) F* v und output(y) = ¢

Die Aquivalenz zweier LUCKHAM-PARK-PATERSON-Schemata sei definert wie bis-
her, wobei man beachten muss, dass dquivalente Schemata gleichviele Eingabeva-
riablen haben miissen, nicht aber gleichviele Programmvariablen.

Beachte:

Monadische LUCKHAM-PARK-PATERSON-Schemata (Q = QM 1T = 1IN | n = 1)
sind nicht dquivalent zu IANOV-Schemata:

e Zuriicksetzen von Variablen (z.B.: y; «— x1)

e erweiterte Tests, Hilfsspeicher (z. B.: if p(f(x))...)

7.3 Reduktion auf freie Interpreationen

Eine Interpretation 2 = (A;«a) und ein @ = (ay,...,a,) € A" bestimmen die freie
Interpretation §(o ) := (Ta(X); @) mit

e®)(t1, ... tx) = a(p)(hg(tr), ..., hs(ty)) fiir alle p € IW, B(z;) = a;
Satz 7.1 Fiir S € LPP™P)(Q,1I), A € Int(Q, 1) und a € A™ gilt:
[S1a(@) = ho (Sl my (@1 - -, wa)) mit B(zi) = a;
Beweis:

Dieser Satz ist eine direkte Verallgemeinerung des Satzes 2.1 fiir [ANOV-Schemata.

q.e.d.

Korollar 7.1 Fir Sy,Sy € LPP"™P)(Q 1) gilt S; ~ Sa ~ [Si]z = [Sa]s fiir
jede freie Interpreation §.
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7.4 Entscheidbare Eigenschaften von LUCKHAM-PARK-
PATERSON-Schemata

Das Ziel dieses letzten Abschnitts ist es, die Unentscheidbarkeit der Konvergenz, Di-
vergenz und Aquivalenz fiir LUCKHAM-PARK-PATERSON-Schemata zu zeigen. Un-
ser Hilfsmittel dabei ist die Simulation von TURING-Maschinen durch endliche 2-
Band-Automaten. Da die Unentscheidbarkeit schon fiir eine einfache Teilklasse der
LUCKHAM-PARK-PATERSON-Schemata gilt, wollen wir uns im Folgenden auf diese
konzentrieren.

Die Menge der einfachen LUCKHAM-PARK-PATERSON-Schemata & C LPP™»)(Q,TI)
ist definiert durch:

e 0:=0W = {f}
=1 .= {p}

e n = 1: eine Eingabevariable x
e k= 2: zwei Programmvariablen y1, y2

Befehlsmakros:

- Startbefehl: (y1,y2) « (z,2); goto 1

- Zuweisung & Testen: y; «— f(y;); if p(y;) then goto ¢ else goto gy fi
wobei 1 <5 <2

- Schleife: loop
- Stopbefehl: z <« x; stop (d.h. Ausgabewert = Eingabewert)

Um die Unentscheidbarkeit obiger Eigenschaften fiir diese einfachen LUCKHAM-
PARK-PATERSON-Schemata zu zeigen, geniigt es, freie Interpretationen

§ = (Ta(X); ) € Int(Q, 1)
zu betrachten, wobei wegen Q = {f} gilt:
To(X) = {z, f(2), f(f(x)),...} = {f"(z) | n € N}

Somit ist ¢ bestimmt durch

d. h. eine Folge von Wahrheitswerten, die wir durch

w € {0,1}* mit w; := w(i) := ¢(p)(f'(z))

beschreiben kénnen. Eine solche Folge w bestimmt also eindeutig eine freie Inter-
pretation .

Automateninterpretation:
Diese ist gegeben durch: T = ({0,1}°°;«) € Int(Q,II) mit

o a(f) = tail
e a(p) = head
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wobei

e tail : wowwsy ... — wiwsy ...

e head : wowiws ... — wy

Fiir S € G heiit dann A := (S, %) ein endlicher 2-Band-Automat (A € EZA)

Arbeitsweise eines 2-Band-Automaten:

Start: Eingabefolge w € {0,1}°° wird auf die beiden Arbeitsbéinder

Y1, Y2 kopiert.

Arbeitsschritt:  Auf einem der Arbeitsbander wird das erste Symbol geléscht
und dann das nichste Symbol gelesen.

Stop: Die Eingabefolge wird ausgegeben.

Es gilt also: [S]< : {0,1}>* — — {0,1}* (partielle Identit&t)

Zur Simulation von Berechnungen einer TURING-Maschine ordnen wir einem A :=
(S,%) € EZA eine Zerlegung von {0,1}° in drei Teilmengen zu:

o Acc(A) == {w € {0,1}* | [S]s(w) = w}
(d.h. bei Eingabe von w wird der stop-Befehl erreicht)

e Rej(A) := {w € {0,1}* | [S]s(w) =L}
(d. h. bei Eingabe von w wird ein loop-Befehl erreicht)

e Div(A) := {w € {0,1}> | [S]s(w) =L}
(d. h. bei Eingabe von w erfolgt eine unendliche Berechnung)
Zusammenhang zwischen freien und Automateninterpretation

S € & verhilt sich bei der freien Interpretation §, mit Eingabe x genauso wie bei
der Automateninterpretation € mit Eingabe w.

Definition 7.1 Fir w € {0,1}* sei p, : Ta(X) — {0,1}*° gegeben durch
Pwowqws... (fn(m)) = WnWp41Wn+2 - - -

Lemma 7.1 Fir S € 6 und w € {0,1}* gilt:

(q7x7t17t2) F%’w (qlv'ratllaté) Yy (‘vapw(tl)ypw(b)) FT (q/7xzpw(t/1)?p11)(t,2))
Beweis:

Fallunterscheidung bzgl. des ausgefiihrten Befehls.

Sei S(q) = y1 < f(vy1); if p(y1) then ¢ else qo fi
~ fiir by = f7(x): ) = [T (), o(p) (f T (@) = 1= winga, th =t

Berechnung bzgl. <:

p(t1) = WWimaq - -

Bei Ausfiithrung von S(q) = y1 « tail(y1); if head(y1) then ¢’ else ¢ fi
wird zunéchst w,, geloscht und dann w,, 1 getestet. Daraus folgt die Behaup-
tung.
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q.e.d.

Korollar 7.2 S € & entstehe aus S € & durch Ersetzen der loop-Befehle durch
stop-Befehle. Dann gilt:

(1) S divergiert «~~ Acc(S, %) =0

(2) S terminiert nicht fiir ein A € Int(Q,11) und a € A ~~ Div(S,T) # 0

Beweis:

(1)

S divergiert

YA = (A a) € Int(Q,I1): Va € A: Vk € N: 3g € Q: Fby, by € A:
(1,@,0;, a/) l_lQC[ (Q7aab1ab2)

Yw € {0,1}°°: Vk € N: g € Q: Tty 12 € Ta(X):
(q,x,x,x) '_lgfw (Q7x7t17t2)

FA v € {0,1}°°: Yk € N: 3q € Q: 3t1,t2 € To(X):

(1,’11}7’1,0,’(1)) l_l‘f'{ (q7w7pw<t1)7pUI(t2)>
N VYw € {0,1}1%°: w & Ace(S, %)
 Ace(S,%) =10

S terminiert nicht fiir ein 2 € Int(Q,1I) und a € A

o Jw € {0,1}°: Vk € N: g € Q: TFty,t2 € To(X):
(1,z,x,x) l—;’;w (q,2,t1,t2)

FA Jw e {0,1}°: Yk € N: 3g € Q: 3y, ts € To(X):
(1,w7w7w) Fl% (q7w7pw(£1)7pw(t2))

 Fw € {0,1}°°: w € Div(S, %) = Div(S, %)

q.e.d.

Satz 7.2 FEs ist nicht entscheidbar, ob fiir ein gegebenes S € & gilt:
(1) Acc(S,%) =10
(2) Div(S, %) #0

Beweis:

Idee:

Simulation einer TURING-Maschinen-Berechnung auf einem endlichen 2-Band-
Automaten:

Zu einer deterministischen TURING-Maschine M mit Eingabe v ldsst sich ein
A € EZA konstruieren, der bei Eingabe von w € {0,1}* priift, ob w die
Berechnung von M auf v beschreibt:

o we Acc(Any)

Y w beschreibt eine abbrechende Berechnung von M auf v.

o we Div(Appy)

Y w beschreibt eine nicht-abbrechende Berechnung von M auf v.

¢ weE Rej(AM,v)

¥ w beschreibt keine Berechnung von M auf v.
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Konstruktion von Az ,:

Sei w := wowiws ... mit w; = uiqcus ist die Konfiguration von M nach dem
i-ten Berechnungsschritt. Uberpriife, ob w;y; die Folgekonfiguration von w; ist
(auf den Béindern y; und ys). [siehe MANNA/

Ace(Apw) =0
¥ M hélt nicht auf Eingabe v
N Div(Aprw) # 0

Daraus folgt, dass die Entscheidbarkeit von (1) oder (2) die Entscheidbarkeit
des Halteproblems fiir TURING-Maschinen impliziert.

q.e.d.

Korollar 7.3 Es ist nicht entscheidbar, ob fir S1,S, € & gilt:
(1) Sy konvergiert
(2) Sy divergiert
(8) S1~ 52

Beweis:

(1) Annahme: Konvergenz von S; sei entscheidbar.
1 Es ist entscheidbar, ob S nicht konvergiert.
1 Es ist entscheidbar, ob S nicht konvergiert.
~ Es ist entscheidbar, ob Div(S1, %) # ()

(2) Sy divergiert v~ Ace(S1,%) =10

(3) Wiire die Aquivalenz entscheidbar, so wire auch die Divergenz entscheid-
bar. Z.B. ist jedes divergente LPP-Schema zu folgendem L P P-Schema
dquivalent:

S

| (yl»y2) — (xax) |

q.e.d.
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