1. Ubung zu Differentialgeometrie I

Prof. Dr. Plesken (SS 01)

Aufgabe 1. (Ableitung)
Man zeige die Unabhéngigkeit der Ableitung einer Parameterdarstellung einer Kur-
ve in einem Punkt ¢y von der Wahl des Koordinatensystems, indem man folgendes

iiberpriift:
. c(to)c(t
d(to) = (C(to% lim (0)()> € Te(to)e-

t—to t— 1o

Aufgabe 2. (Regularitit)
Zeige, dass das Konzept der Regularitdt unabhéngig von der Wahl der Parameter-
darstellung ist.

Aufgabe 3. (Bogenlinge)
Formuliere und beweise die Invarianz der Lénge eines Bogenstiickes gegeniiber Pa-
rametertransformationen mit Hilfe der Substitutionsregel.

Aufgabe 4. (Zykloide)
Gegeben sei die Zykloide ¢(¢) = (R(¢ — sin ¢), —R(1 — cos ¢)) fiir ¢ € R.

1. Interpretiere R.
2. Berechne die Bogenlénge von c|jg 2q]-

3. Bei gegebener Erdbeschleunigung g berechne die Zeit, die ein punktférmiger
Korper braucht, um von einem vorgegebenem Punkt der Zykloide, bis zum
tiefsten Punkt reibungsfrei zu gleiten. Was beobachtet man? Wie kann man
diese Beobachtung benutzen um eine Uhr zu realisieren?

Hinweis: v = \/Qg(yo —y) = \/562 + 2.

Abgabe: Montag, 23.4.2001, in der Ubung.




2. Ubung zu Differentialgeometrie I

Prof. Dr. Plesken (SS 01)

Aufgabe 1. (Kriimmung)
Zeige, dass die Kriimmung des Graphen I — R? t — (¢, f(t)) einer glatten reell-
wertigen Funktion f auf I gegeben ist durch

[ ()

RO

Aufgabe 2. (Kriimmung)
Sei n = dim(€) = 2 und bezeichne 9, die Drehung von V' um den Winkel ¢. Man
zeige: Die Kriimmung ist auch der Betrag der Kippgeschwindigkeit der Normalen

N:
dN

‘EL

mit N = 0, o(7T).

Aufgabe 3. (Zykloide)

Zeige, dass die Involute der Zykloide, beziiglich des tiefsten Punktes, wieder eine
Zykloide mit gleichem Radius ist. Benutze diese Beobachtung um ein Pendel zu
konstruieren, wo die Periode unabhiingig von der Auslenkung ist (Galileisches Pen-
del). Berechne ebenfalls mit Hilfe dieser Beobachtung die Bogenlinge der Zykloide.

Aufgabe 4. (Zykloide)
Zeige, dass die Evolute der Zykloide wieder eine Zykloide mit gleichem Radius ist.
Wie héngt diese Tatsache mit Aufgabe 3 zusammen?

Abgabe: Montag, 30.4.2001, in der Ubung.



3. Ubung zu Differentialgeometrie I
Prof. Dr. Plesken (SS 01)

Aufgabe 1. (Kriimmung)
Sei ¢ eine ebene Kurve mit ¢(0) = 0 und ¢/(0) = (1,0). Wie sieht ¢ fiir &(s) = 0,
k(s) =C (C > 0) bzw. &(s) = s aus?

Aufgabe 2. (Evolute und Involute)
Was ist die Evolute der Involute?

Aufgabe 3. (Geoditische Kriimmung)
Bestimme die geodétische Kriimmung samtlicher Kreise auf der 2-Sphére. Gib eine
gruppentheoretische Erkldrung dafiir, dass sie konstant ist.

Aufgabe 4. (Geoditische Kriimmung)
Man finde mit Hilfe der Matrixexponentialfunktion die Kurven konstanter geodéti-
scher Kriimmung auf der Sphére.

Abgabe: Montag, 7.5.2001, in der Ubung,.



4. Ubung zu Differentialgeometrie I

Prof. Dr. Plesken (SS 01)

Aufgabe 1. (Eichtransformation)

Sei M'(s) = M(s)A(s), mit A(s) € R"*™ und M(s) € GL(n,R) fiir alle s € R. Sei
weiter L(s) € GL(n,R) und M (s) := M(s)L(s) fiir alle s € R. Zeige fiir A(s) mit
M'(s) = M(s)A(s) gilt:

A(s) = L(s) 7Y A(s)L(s) + L(s) 'L/ (s).

Aufgabe 2. (Eichfeld)
Sei M'(s) = M(s)A(s). Zeige, dass folgende Aussagen dquivalent sind:

1. M(s) ist orthogonal fiir alle s.
2. A(s) ist schiefsymmetrisch fiir alle s und M(sg) ist orthogonal fiir ein sq.

A(s) nennen die Physiker Eichfeld. In der Form A(s) = M(s)~!M’(s) nennt man
A(s) auch die Darboux-Ableitung von M(s).

Aufgabe 3. (Eichfeld)
Sei M'(s) = M(s)A(s) mit M(s) orthogonal. Zeige: Die Eintréige von A sind die
Skalarprodukte der Spalten von M’ mit den Spalten von M.

Aufgabe 4. (Torsion)

Sei ¢(s) : I — &3 eine Raumkurve, parametrisiert durch die Bogenlinge. Definiere
T(s) := d(s), die Kriimmung k(s) := |T"(s)|, die Normale N(s) := T'(s)/k(s)
und die Binormale B(s) := T(s) x N(s) (Kreuzprodukt aus der Schule). Zeige:
B'(s) L B(s) und B’(s) L T(s).

Die Torsion 7(s) ist dann definiert durch B'(s) = —7(s)N(s).

Aufgabe 5. (Die Frenet-Formel(n))
Sei ¢(s) eine Raumkurve. Zeige, dass folgende Frenet-Formel gilt:

—£(s) 0
(T/(5), N'(s), B'(s)) = (T(s), N(s), Bs) | w(s) 0 —r(s)
0 7(s) 0

Formuliere eine Existenz und Eindeutigkeitsaussage fiir Raumkurven.

Abgabe: Montag, 14.5.2001, in der Ubung.



5. Ubung zu Differentialgeometrie I
Prof. Dr. Plesken (SS 01)

Aufgabe 1. (Torsion)
Zeige: Verschwindet die Torsion einer Kurve, so ist die Kurve planar.

Aufgabe 2. (Frenet-Formel)
Finde und beweise die n-dimensionale Verallgemeinerung der Frenetschen Formel.

Aufgabe 3. (Kovariante Bewegungsgleichung)
Gegeben sei die Newtonsche Bewegungsgleichung im R™ in einem Inertialsystem:

m—- = f(z,v).

Sei nun z = OX ein Koordinatenwechsel mit O = O(t) orthogonal. D.h. X seien
die Koordinaten eines sich drehenden Koordinatensystems.

1. Finde V mit v = g—f =0V.
2. Finde die kovariante Ableitung D;, d.h. ein D; mit D; X = V.

3. Was ist das Eichfeld? Interpretiere im 3-dimensionalen das Eichfeld als axialen
Vektor.

4. Zeige: Dy = O*I%O.
5. Wie sieht die kovariante Newton Gleichung aus?
6. Charakterisiere die Inertialsysteme.
7. Finde in D?X die Corioliskraft, die Zentrifugalkraft und die Inertialkraft wie-
der.
Aufgabe 4. (Tensor-Riume)
Konstruiere folgende natiirlichen Isomorphismen:
1. Hom(V, W) 2 Hom(V,W*;R) = V* @ W.
2. (VW) =V e W

Abgabe: Montag, 21.5.2001, in der Ubung.



6. Ubung zu Differentialgeometrie I
Prof. Dr. Plesken (SS 01)

Aufgabe 1. (AuBere Ableitung)

Zeige, dass die Definition der dufleren Ableitung einer Funktion unabhingig vom
Koordinatensystem ist. Gilt dies auch fiir die ,,auflere Ableitung® von Vektorfeldern?
In welchem Kontext ist die letzte Definition unabhéingig vom Koordinatensystem.

Aufgabe 2. (Kontravariant-Kovariant)

Driicke das Vektorfeld v = —y% + xa% und seine Losungskurven, bzw. die 1-Form
w= %ﬁfzdy und ihre Integralkurven in Polarkoordinaten aus. Gib eine Funktion

f an mit w = df. Ist sie auf ganz R? definiert?

Aufgabe 3. (Tangentialfelder & Gradienten)
Diskutiere analog zu Beispiel 3.10 der Vorlesung die Paraboloidenschar z — 22 —y? =
konst (Kerne, Tangentialfelder, Gradienten, Fliisse).

Aufgabe 4. (Zuriickziehen)
Beweise Satz 3.11 der Vorlesung. Benutze das Zuriickziehen um z% abzuleiten.

Abgabe: Montag, 28.5.2001, in der Ubung.



7. Ubung zu Differentialgeometrie I
Prof. Dr. Plesken (SS 01)

Aufgabe 1. (Regelfliiche)

Zeige, dass das einschalige Hyperboloid {x? + 3% — 22 = 1} Spur einer Regelfliche
ist.

Hinweis: Zeige, dass durch jeden Punkt des Hyperboloids zwei Geraden gehen, die
komplett im Hyperboloid liegen.

Aufgabe 2. (Gram-Matrix)
Zeige: \/det(gij) = | 2L x 21

ut X Du?
Aufgabe 3. (Gram-Matrix)
Rechne die Gram-Matrix g = (gg) fiir f(ul,u?) = (u!,u?, h(u', u?))" explizit aus.

. Interpretiere dieses Ergebnis.

Aufgabe 4. (Gram-Matrix)

Fiir ein orthogonales Koordinatensystem x von &3 und ein starres Koordinaten-
system (u!,u?) von R? gilt laut Vorlesung: gp = 6”—%2—52. Wie dndert sich die

Formel, wenn man krummlinige Koordinaten von £ benutzt.

Aufgabe 5. (Gram-Matrix)
Wie dndert sich die Gram-Matrix g = (gg;) bei einer Umparametrisierung?

Abgabe: Montag, 11.6.2001, in der Ubung.



[ > restart:

' Die Zykloide:

[ > X =R*(phi-sin(phi)); Y:=-R*(1-cos(phi));

X:=R(@-sin(g))

i Y:=-R(1-cog9))

Die Bogenlange L:

> sinmplify(sqrt(diff(X phi)~2+diff(Y,phi)"2)):
sinmplify(int(% phi=0..2*Pi)): L:=subs(csgn(R)=1,%;

i L:=8R

[ > x:=subs(phi=phi(t),X); y:=subs(phi=phi(t),Y);

x:=R(q(t) - sin(¢(t)))

i y:=-R(1-co{¢t)))
(> ur=sinplify(sqgrt(diff(x,t)r2+diff(y,t)"2));

9
u ::\/_2 R %(P(t)g(—l +coq(t)))
_Initialhohe:

> y0:=-R*(1-cos(phi0));

: ¥0 :=-R (1 - cog¢0))
Einerseitsy = \/2 gd(Yo—V):
"> eql: =v(phi(t))=sinplify(sqrt(25g*(y0-y)));
eql = v(@(t)) =4/2 y/~g R(~cog¢0) + cog @(1)))

’ | 9 9
Andererseitsy = %’t XH + %ﬂ’t yH:

C> eq2: =v(phi (t)) =u;

0
eq2 == v(@(t)) :\/-2 R %t W)E(‘l +cog|(1)))

' ODE fug(t):
[ > student[isolate](rhs(eql)-rhs(eq2),diff(phi(t),t)):
odel: =convert (%radical);

odel ::g(p(t) :\/_ gcogg0) —gcog ¢(t))
ot -R+Rcog{ (1))

Losung:
[ > sol : =dsol ve({odel}, phi(t)): collect(subs(_Cl1=0,%,t);
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arcta

R\ﬁ\/g(cow}_wwm)
R (1+cog (1)) R g (cog ¢0) - cog @(1)))

(L+coqq(t)))R sin(¢(t)

t+2 _
-9 COS(<|JO)+9005(<P( )) g [/ —gcogq0) +gcog¢t))
i r +cog{ (1)) -
cog (1)) R R+ Rcoqg(t))
Verelnfache per Hand:

(> t=2*sqrt(R/g)*arctan(sqrt((cos(phi0)-cos(phi(t)))/(1l+cos(phi(t))))):
sol 1:=sinplify(isolate(%phi(t)));

soll:=q(t) = arccogos((p()) co% E—l+co% g@
R R
il B

[ Uberpriuife die Losung:
> sinmplify(subs(sol 1,rhs(eql)-rhs(eq2)));
0

t
ot)=—F=
R
/s

D|e gesuchte Zeit (unabhangig @on

> isolate(rhs(sol1)=Pi, t);

Fig0 = 0 gilt:

T> phi(t)=t/(sqrt(Rg));

“Anderer Zugang:

0
Einerseits: a=v:
ot

> eq3: =a(phi (t))=diff(u,t);

d 0 0 .
L 1 %t W)E(-“ cog@(t))) E;lgtp(t)a+ 2R %tqﬁ(t)gsln(tp(t))

eq3 :=a(<P(t))=£ 5
\/-ZRz%tcp(t)ﬁ(-“COS(cp(t)))
° Y
Andererseitsa=g atT

E
Page 2



[ > eq4:=a(phi(t))=-g*diff(y,t)/u;
0
gRsin(cp(t))%tcp(t)E

-ZRZ%tcp(t)ﬁ(-“COS((P(t)))
> ode2: =si nplify(isolate(rhs(eq3)-rhs(eqgd), (diff(phi(t), $(t,2)))));

e 1 sin(@(t)) %gﬂ?%%(p(t)%%

ode2 .=— @(t) ==

ot? 2 R(-1+cogq(t)))

' Uberprife die Losung nochmal:
{ > sinplify(subs(sol 1,1 hs(ode2)-rhs(ode2)));
[

eqd :=a( (1)) =

0
>

Page 3



[ > restart:

' Die Zykloide:

[ > X =R*(phi-sin(phi)); Y:=-R*(1-cos(phi));

X:=R(@-sin(g))

i Y:=-R(1-cog9))

Die Bogenlange L:

> ds:=sinmplify(sqrt(diff(X phi)?2+diff (Y, phi)~*2));
sinmplify(int(%phi=0..Pi)): L_all:=subs(csgn(R) =1,%;

ds =4/ -2 R (-1 + cogp))
1-coq@)=2 sin%g E:

L all :=4R
T> si mpl i fy(1-cos(phi)-2*(sin(1/2*phi)"2));

B R

> ds: =2*R*si n(phi/2);

ds:=2 Rsin% (p%

L ::—4Rco%¢é+4R
L(10) - L(®):

> LL: =2*R*si n(Phi)/sin(Phi/?2);

 Gesamt Lange:
[ > L:=int(ds, phi=0..Phi);

[ Oder:

(> LL2: =4*R*cos(Phi/2);
LL2 ::4Rco%¢é
T:

> T:=subs(phi =Phi, [di ff (X phi)/ds,diff(Y,phi)/ds]);

Page 1



- 1-cog®) 1 sin(®)
% sin%d)% zsin%dbéa
T|=1

> sinplify(T[1]A2+T[2] ~2-1);
L 0
Involute der Zykloide ist wieder eine Zykloide mit dem gleichen

' Radius:
"> A =sinplify(subs(Phi=Pi-Phi,-(subs(phi=Phi, X)+LL*T[1]-Pi *R)) - subs( phi

=Phi , X)) ;
Rsin(®) %co%(bg—l—cos(q’)%
A=
co%d)ﬁ
T> si mpl i fy(subs(cos(Phi)=1-2*sin(1/2*Phi )"2,A));

| 0
> B:=sinplify(subs(Phi=Pi-Phi, (subs(phi=Phi,Y)+LL*T[2]+2*R)) -subs(phi =P

hi,Y));
R%Z co%¢§+2w%¢§cosﬂb) +1—cos((D)2E
B:=-
co%d)ﬁ
(> S| npl i fy(subs(cos(Phi)=1-2*sin(1/2*Phi)"2,B));
0

N o sin(®) }1—005((1))
%sin%d)%z sin%qbé E
K:
[ > K:=subs(phi =Phi, [diff(X phi,phi)/ds?2,diff(Y,phi,phi)/ds"2]);
Koo sin(®) _} coy®P)
% Rsin%d)ﬁ 4 Rsin%d)%@

' r:=Krimmungsradius:
r>r:=1/(linalg[det] ([T, K]));

N
> N=[-T[2], T[]
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Lol

—cog @) + cog P)? + sin(P)?

r ::4Rsin%¢ﬁ

' Evolute der Zykloide ist wieder eine Zykloide mit dem gleichen

' Radius:
[ > E: =sinplify(subs(Phi=Pi-Phi,-(subs(phi=Phi,X)+N 1] *r-Pi *R))-subs(phi =

r-=8

Einfacher:
[ > r:=4*R*sin(Phi/2);

Phi, X)) ;
Rsin(d))%co%d)%—l—cos{d))%
| =2 1+coqP)
> sinplify(subs(cos(Phi)=1-2*sin(1l/2*Phi)"2,E));
0

(> F: =si npl i fy(subs(Phi =Pi - Phi, (subs(phi =Phi,Y)+N 2] *r-2*R)) - subs( phi =Ph

1Y)
F::Z%co%qlg—l—cos(db)él?

> si mpl i fy(subs(cos(Phi)=1-2*sin(1/2*Phi)"2,F));
0

>
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> E: =map(a->subs(c=sqgrt(1/b”2-1),a), convert(map(a->subs(sqrt(-1-c"2)=I*
sqrt(1+c"2),a), linal g[ exponential J([[O,-s*c,s],[s*c,0,0],[-s5,0,0]])),

L trig)):

> E3:=linalg[col](E, 3);

E3 =
. 1 g
Hlsintn [ s -
B b 1 5 1 -
IE - —1 cos -2 b,— ——2+2005 — SrTb
§ 12 b® 5

-G :

> M):=matrix([[O,-sqrt(1-b”2),b],[1,0,0],[0,b,sqgrt(1-b"2)]]);
—/1-b? b
MO := 0 0
b 1-b
> |linal g[det] (M);

> c:=sinplify(eval { M & E3));

csgn(b) s Eb3’
b

2+b-b+ COSE

C:g
[ —1+Db° csgn(b)s
NEE - bzcosE «/1 b?
. csgn(b)s
s —1+b2 agmB)s 1412
3 2 2 12
b5, [ - aB b E+b -— +4/1-07 —4/1-b2 b

+4/1-Db° cosE—CSgnéb) > Ebz

"> map(x->si npl i fy(subs(b=a, x), assune(a>0)), c);

il VT
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[ > restart;

[>with(jets): with(plots):

> ivar:=[x,y]; dvar:=[u]; var:=alljets(0,ivar,dvar);
ivar :=[x, Y]
dvar :=[u]

| var :=[Xx, Y, u]

[ > DE: =[ u=x"2+y"2];

| DE :=[u=x*+y*]

> cons:=[a,b,c,d,e,f,g,h,i,j,k,1];

| cons:=[a,b,c,def g hijkl]

[ > vi:=[[atb*x+c*y+d*u, [x]],[e+f*x+g*y+h*u, [y]],[i+ *x+k*y+l *u,[u]]];
i vi:=[[a+bx+cy+du [X]], [e+fx+gy+hu[y]] [i +]x+ky+lu [u]]]
 Generate the definig equations for the point symmetries:

> | e:=gengen(DE, [vf,[], cons],ivar, dvar);

le:=[[h,i,d,j—2a,-2g+I,-2e+k -2b+I|,—c—f],[a,b,c,d ef g hij,KI][]

[[X,y,ul,[X Y, ul,[ ],[a+bx+cy+du,e+fx+gy+hu,i+jx+ky+lu]]]
[ > sol :=jsolve(op(le));

1 1 1
wt:{h:Qi:Qd:Qc:—tb:ELg:ELe:EKj:Zak:KI:La:af:ﬂ
> var: =nklist(mp(a->f rhs(a)=lhs(a) then | hs(a) fi,sol));
var _: =map(i nd2sub, var);

var :=[f, a, |, K]

| var_=[f,a,l k]
[ > subsO0l1(ezip(var,var_),subs(sol,vf),var_):
| v: =map(gcol |l ect, % i var, dvar);

lv:=

2, D1 D YT L D), 12 1), o D oy, [y o ] e Dy [l

> 0v o= [[[-y, [XI1. [x, [y111, [[1, [X11, [2*% [ulll, [[1, [yll,
[2*y, [ulll. [[x, [x]1, [y, [yll., [2*u, [ull]];

Iv:=
[C0=y, [x10 D% [y1D] [0 [XT1, [2% [ulll (1L [yl [2y, [ulll, [Ix [xT1, Ty, [yl] [2u, [u]]]]
> map(inf2fin,lv,ivar,dvar);
[[x(e) =cos(e) x—sin(e) y, y(e) = sin(e) X + cos(e) y, u(e) = u],
[x@):x+ay@):yu@):2£x+u+aﬁjx&):xy@):y+au@)=2£y+u+§L
L [x(e)=x€,y(e) =y € u(e) = ]
(> grdi=[[-2*x, [x]],[-2*y, [y]].[1, [u]l]];

i grd:=[[-2x [x]]. [-2y, [y]]. [1 [u]]]
> inf2fin(grd,ivar, dvar);

[x(e) =€ % y(e) =€y, u(e) =u +¢]
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[ > di splay({seq(plot(a+l/2*l og(abs(1/x)),x=-1..1, scaling=constrained), a=
1..5)},{seq(plot(a+(x)"2,x=-1..1, scaling=constrai ned),a=1..5)});
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