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1  Ubersicht

In Abschnitt [2] werden vielféltige Grundlagen der Algebra, Topologie und sogar Funktionen-
theorie gelegt. Diese dienen dazu, die in Abschnitt [3] aufgebaute Theorie der algebraischen
Geometrie zu verstehen und die Ergebnisse, die in den Hauptsitzen formuliert sind, herzulei-

ten. Im Einzelnen gibt es die folgende Ziele:

Satz von JORDAN-HOLDERE Der Satz ist das Endergebnis eines Ausflugs in die Modul-
theorie. Er beschreibt den Aufbau von Moduln, die iiber ganz allgemeinen Ringen defi-
niert sind: Fallen die aufsteigende (NOETHERscher Modul) und absteigende (ARTINscher
Modul) Kettenbedingung zusammen, so hat der Modul bis auf Permutation der Fak-
toren genau eine Kompositionsreihe. Weiter wird gezeigt, dass diese Moduln endlich
erzeugt sein miissen. Diese Endlichkeitsergebnisse pflanzen sich auf Koérper aufgefasst

als einfache reguldre Moduln fort.

Erweiterungen von Ringen: Die Erweiterung von Ringen oder Koérpern wird hier auf drei

unterschiedlichen Ebenen betrachtet:

1. [Endliche Erweiterung S O R: S wird als endlich erzeugter R-Modul aufge-
fasst. Wegen der Beschrinkung auf die additiv geschriebene abelsche Gruppe sind

die Elemente in S daher nur R-Linearkombinationen der Erzeuger von S iiber R.

2. |Ganze Erweiterung S O R Die Elemente von S diirfen nun sogar Polynome

in den Erzeugern von S iiber R sein, allerdings mit beschrinktem Grad. Dies
wird durch Restklassen modulo in R irreduzibler Polynome erreicht, welche die

ganzen Elemente in S genannt werden. Der Begriff fillt im Falle, dass S und R

Korper sind, mit der [algebraischen Koérpererweiterung|zusammen. Eine ganze

Ringerweiterung kann auch unendlich sein, sofern unendlich viele ganze Elemente
in S vorhanden sind und kann daher im Allgemeinen nicht endlich beschrieben
werden. Gibt es allerdings nur endlich viele ganze Elemente in S, so ist S O R auch

eine endliche Ringerweiterung beziehungsweise ein endlich erzeugter R-Modul.

3. [R-Algebra A von endlichem Typ iiber R:| R ist ein kommutativer Ring und A

eine endlich erzeugte, kommutative R-Algebra. Mit der Algebra steht hier nicht nur
die additive Gruppe sondern die gesamte Ringstruktur zur Verfiigung, weswegen
die Elemente von A im Allgemeinen Polynome mit nicht notwendig beschrinktem
Grad in den Erzeugern von A iiber R sind. Allgemein ist wie bei den bisher be-
trachteten Erweiterungen A = R /I fiir ein Ideal I < R, nur ist hier das Ideal ohne

Einschrankung gegeben.

4. transzendente Korpererweiterung F/K: Wird E als K-Algebra aufgefasst, so

ist der transzendente Erweiterungskdérper von endlichem Typ {iber K, allerdings

werden nicht alle Erzeuger modulo eines Ideals in ihrer Ordnung beschrinkt, son-



dern es entsteht eine unendliche neue Menge an Elementen in E\ K. Jede Kérperer-
weiterung F/K ist entweder algebraisch (etwa E = K[X] /(p(X)) fiir ein irredu-
zibles p(X) € K[X]), rein transzendent (etwa E = K(X) fiir die Unbestimmte X)
oder transzendent als Mischform. Eine transzendente Korpererweiterung kann je-
doch zerlegt werden in einen endlichen (endliche Ringerweiterung) und einen rein
transzendenten Teil {iber die NOETHER-Normalisierung, sofern der Grundkoérper
bereits unendlich ist und der Erweiterungskorper als Algebra endlichen Typ tiber

dem Grundkdérper hat, das heifst, endlich erzeugt ist.

5. [Vervollstandigung; Eine Vervollstindigung eines bewerteten Koérpers, der durch

seine Bewertung zu einem metrischen Raum wird, ist die Menge der Aquivalenz-
klassen von Grenzwerten der CAUCHY-Folgen, die mittels der Metrik auf diesem
Korper definiert werden und mit den Grenzwerten selbst identifiziert werden kon-
nen. Eine Vervollstdndigung besitzt keine divergenten Folgen mehr und wird daher

vollstindig genannt.

[HiLBERTs Nullstellensatzt Die affinen algebraischen Mengen werden zunéchst iiber Teil-
mengen von Polynomen definiert, es wird jedoch klar, dass sich die Varietdten durch
Potenzieren beziehungsweise Radizieren oder lineares Kombinieren der Polynome nicht
dndern, womit Vg (M) Lingark. Vi ((M)) Potenz. Vier(v/(M)) fiir ein M C R ist, wobei
K' O K zwecks moglichst allgemeiner Definition gewéihlt wurde und R := K[X7, ..., X,)]
stets der Polynomring in n Unbestimmten iiber K ist. Ist aber K bereits algebraisch

abgeschlossen, so fillt K’ mit K zusammen und der HiLBERTsche Nullstellensatz gilt.

Die Aussage des Satzes ist zunéchst, dass die Polynome der echien Ideale von R stets ei-
ne gemeinsame Nullstelle besitzen. Daraus lassen sich viele Aussagen ableiten, beispiels-
weise folgen direkt topologische Eigenschaften, da die affinen algebraischen Mengen der
trivialen Ideale von R selbst trivial sind. Weiter wird deutlich, dass das Konzept des
Verschwindungsideals Zx als Radikal-Ideal in R in inklusionsumkehrender Weise mit
den Varietdten in A" einhergeht, das bedeutet, das Radikal eines Ideals I < R ist gleich
dem Verschwindungsideal der Nullstellenmenge von I. Zusammenfassend wird also die

Existenz und Eindeutigkeit der folgenden Bijektion bewiesen:

Tx : AAM(A™) — Rad(R):V — Tg(V)
'+ Rad(R) — AAM(A") : @ — Vi (I)

N——

Der zu Grunde gelegte Kérper wird im Folgenden als algebraisch abgeschlossen vorausge-

setzt, damit die Ergebnisse aus dem HILBERTschen Nullstellensatz nicht verloren gehen.

[Zariski-Topologie: Nicht nur die Struktur der Radikal-Ideale in R ist mit der Struktur der

affinen algebraischen Mengen vergleichbar sondern auch die Struktur der Primideale.



Die affinen algebraischen Mengen AAM(A™) bilden die abgeschlossenen Mengen der
ZAriski-Topologie. Die irreduziblen, affinen algebraischen Mengen, das heift, solche,
die nicht disjunkte Vereinigung echter, affiner algebraischer Mengen sind, sind genau
die Urbilder der Primideale unter Zg:

Tk (Irred(AAM(A"™))) = Prim(R)
T (Prim(R)) = Trred(AAM(A™))
Die ZARriski-Topologie induziert fiir eine gegebene affine algebraische Menge eine Spur-

topologie, so dass die topologischen Eigenschaften direkt auf die affinen algebraischen

Mengen selbst iibertragbar sind.

[Reguliire Funktionen: Werden die Polynome als Funktionen (A" O M — K = Al) ¢

F(A™) aufgefasst, so konnen auch Aussagen der Funktionentheorie auf die Polynome

als holomorphe Funktionen angewandt werden. Dazu wird R zunéchst in F(M)
eingebettet. Kern dieser Einbettung ist das Verschwindungsideal Zx und das Bild nach
Homomorphiesatz isomorph zu R /Zx(M). Dies ist nach Abschnitt eine end-
lich erzeugte K-Algebra als Unteralgebra von F(M), die keine nilpotenten Elemente
enthilt (diese wiren in \/Zx (M) = Zx(M)) — also eine affine K-Algebra. Ist M =
V e AAM(A™), so wird diese Algebra mit K[V] bezeichnet und ihre Elemente als re-
guldre Funktionen auf V. Dieser Begriff wird noch verallgemeinernd auf Funktionen
f= U, fm) Vo> Wmnmnit (fi : V - K) € K[V] und W € AAM(A™) aus-
gedehnt, so dass ein Isomorphiebegriff fiir affine algebraische Mengen entsteht,
sofern f bijektiv ist. Da f auch stetig in der ZARISKI-Topologie ist, liegt dann sogar ein

Homd&omorphismus vor.

|Aquivalenz der Kategorien: Die affinen K-Algebren 2y und die affinen algebraischen

Mengen U sind dquivalent vermdge einer kategorientheoretischen Aquivalenz, das be-
deutet, dass sowohl die Objekte (A, (ai,...,a,)) € ObjAAx (A = Klay,...,as)),
(V,A™) (V € AAM(A"™)) als auch deren Morphismen A — B € Mor(2%0g) (K-
Algebrenhomomorphismus), V- — W € Mor(Uk) (reguldre Abbildung) dquivalent sind,
indem zwei kontravariante Funktoren angegeben werden, die zueinander invers sind und

die eine jeweils in die andere Kategorie iiberfiihren.

[Dimension affiner algebraischer Mengent

Der verwendete Dimensionsbegriff ist die KRULL-Dimension, die fiir kommutative Ringe

R und topologische Raume X definiert wird:

dim R -1 R = {0}
im =
supfn eN|Ip G N G-~ G I,} e NU{oo} sonst
dim X 1 X=0
im =
- supfn €N | Yo GY1 G- G Yo} € NU{oco} sonst
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Dabei sind die I; 4 R Primideale mit I; # R und die Y; C X irreduzible abgeschlossene
Mengen beziiglich X.

Die NOETHER-Normalisierung K[yi, ..., yq] als Teilalgebra einer K-Algebra A von end-
lichem Typ liefert den Transzendenzgrad tr.deg(Quot(A)/K) =d =dim A .

[Produkte affiner algebraischer Mengen; Da kartesische Produkte affiner algebraischer

Mengen wieder affine algebraische Mengen sind, wird ein entsprechender Produktbegriff
iiber affinen K-Algebren gesucht. Dies leistet das Tensorprodukt, welches zunéchst iiber
eine universelle Eigenschaft definiert wird und dann als Faktorgruppe der freien abel-
schen Gruppe FF ={f: M x N — Z | f(m,n) = 0 fur alle bis auf endlich viele (m,n)}
(M, N Moduln) modulo des Normalteilers Fy<JF', der die Ausgeglichenheit des Produkts

K
m:MxN—M®®@N =F/F) erzwingt.

2 Grundlagen

2.1

Ringe und Moduln

Zunéchst werden nicht notwendig kommutative Ringe mit Eins betrachtet.

Erinnerung 1. Sei R ein Ring mit Eins.

1.

2.

R heifit Integrititsbereich, falls R keine Nullteileﬂ enthdlt.
Ein a € R heifit nilpotent, falls ein m € N ezistiert, so dass o™ = OE]

Fin Ring R heifit faktoriell, falls jedes r € R\ R* eine eindeutige Zerlequng in irredu-

zible Elemente besitzt.
Jeder Integrititsbereich ist faktoriell.
Ist der Ring R faktoriell, so auch R[X].

R heifit Hauptidealbereich, wenn jedes Ideal I < R ein Hauptideal ist, das bedeutet,
I={a):= {Zle rias; | ri, si € R,k € N} fir ein a € R.

I C R heifit Ideal von R (I<R), falls I # () und fir a,b € I, r,s € R auchra+sb el

15t.
Ein Ideal R # I < R heifst mazimales Ideal, falls es kein I # J < R gibt mit I C J.

Ist I QR maximales Ideal, so ist der Restklassenring R /I von R nach I ein Kérper,
da er einfach ist, das heifit er besitzt nur die trivialen Ideale {0} und R.

'ein 0 # a € R, fiir das ein 0 # b € R existiert, so dass ab=0in R
INilpotente Elemente sind also insbesondere Nullteiler.
3Im Falle kommutativer Ringe R ist (a) = aR = Ra.



10. FEin Ideal R # I < R heiffit Primideal, falls mit ab € I stetsa € I oder be [ istE]

11. Ist I <R Primideal, so ist der Restklassenring R /I von R nach I ein Integrititsbereich.

Um Moduln zu verstehen und deren Struktur zu analysieren, wird die Theorie der Gruppen

mit Operatorbereich auf Moduln iibertragen.
Definition 1. Sei (M, —I—)E] eine Gruppe.
o M heifit Q-Gruppe, falls eine Abbildung
QXM — M: (w,m)— wm, mit w(mn) = (wm)(wn)
fiir alle myn € M und w € QF’:]

o Ist Q = R ein Ring mit Fins und M abelsche R-Gruppe mit den Gesetzen

(M1) (r+ s)m = (rm) + (sm) Vr,s € R,m e M,
(M2) r(m+mn) = (rm) + (rn) Vr e R,m,n € M,
(M3) r(sm) = (rs)m Vr,s € R,m e M,

(M3) Im=m VYm € M,

so heift M (Links-)Modul|

o Jeder Ring R ist (aufgefasst als abelsche Gruppe) ein R-Modul, der reguldre R-Modul
rR.

Definition und Bemerkung 2. Sei M ein R-Modul.
1. Fiir eine Menge S C M heifit (S) == Ngcn<y N das Erzeugnis von S in M.

2. Da der Schnitt von Untergruppen und insbesondere Untermoduln wieder eine Unter-
gruppe respektive ein Untermodul ist, bezeichnet (S) den kleinsten Untermodul, der S
enthdlt.

3. Esist (Sy={>_1 risi|ri€c R,s; € S,n € NO}E].

4. M heifit endlich erzeugt, falls M = (S) fir |S| < co.

“Das Primideal kann als Komplement einer multiplikativ abgeschlossenen Teilmenge von R aufgefasst wer-

den (siehe Abschnitt
Sspiter mit M identifiziert
Sjedes feste w € Q induziert also einen Endomorphismus ¢, : M — M : m — wm
"M1,M2 sind die Operatorgruppengesetze jeweils fiir die Ringoperationen
®Beachte: Die Elemente von (S) sind zwar endlich, die Menge selbst aber nicht notwendigerweise. Das ist

nur bei endlich erzeugten Moduln der Fall.



5. M # {0} heifit einfach, falls aus U < M folgt, dass U € {M,{0}} ist, M also nur die

trivialen Untermoduln enthdltP]

6. Ist U < M ein maximaler Untermodul, das bedeutet, genau dann einfach, wenn M

Beweis:
2.a,beUNV,re R.=ra+bcUundra+beV.
8. Zu zeigen: m € Ngcy<pyy N = m = > o TiSi.

O

In abelschen Gruppen G ist gU = Ug fiir alle Untergruppen U und g € G, weswegen jede Un-
tergruppe ein Normalteiler ist (vergleiche [LoupGC]|, ,Normalteiler). Dies wird im folgenden
Satz benutzt.

Satz 1.

Seien R ein Ring mit Fins und M, N R-Moduln. Es gelten wie bei abelschen Operatorgruppen

die folgenden Aussagen:

1. Sei N < M ein Untermodul. M /N ist ein R-Modul mit reprasentantenweiser Operati-

on, der Faktormodul von M modulo N.
2. Homomorphiesatz: Ist ¢ : M — N ein R-Modulhomomorphismus, so ist Bild(y) =
M /Kern(yp).

Genauer: Fir L < Kern(yp) < M ezistiert genau ein R-Homomorphismus ¢ : M /L —
N, so dass ¢ mit der kanonischen Abbildunﬂﬂ' M — M /L : m— m+L faktorisiert:

p=porm.
Daraus folgt
e Bild(y) = Bild(p)
e L = Kern(y) genau dann, wenn @ injektiv ist. Dann ist ¢ : M /L — Bild(p) ein

Isomorphismus.

e Das folgende Diagramm kommutierﬂ:

M ‘ N
\ %
M/L

9Vergleiche Einfachheit von Ringen.
05der natiirlicher Epimorphismus
"Das heifit, ¢ stimmt genau mit der Komposition der beiden Abbildungen 7 und @ iiberein. Sonst wire

jede Abbildung M — N durch 7 und @ bestimmt.



Die folgenden Begriffe beschreiben die Struktur der Untermoduln eines R-Moduls.

Definition 3. e Fine Reihe von Untermoduln My := M > My > --- > My > {0} =:
My, heifit Normalreihe von M der Linge k.

M; /M1 fir 0 <i<k—1 heifst Faktor.

o Sind die Faktoren einer Normalreihe alle einfach, so heifit die Reihe Kompositions-

rethe.

Jeder R-Modul M besitzt beispielsweise die triviale Kompositionsreihe M > U fiir einen
maximalen Untermodul U < M.

Die Endlichkeit von Ringen und Moduln kann iiber eine aufsteigende (NOETHERsch) und eine
absteigende Kettenbedingung (ARTINsch) ausgedriickt werden, was spater bei der Transzen-
denz von Kérpern eine Rolle spielt, da Kérper NOETHERsch sind.

Definition 4. Sei M ein R-Modul.

o M heifit NOETHERSsch, wenn jede aufsteigende Kette My < My < ... won Untermoduln
konstant wird[2

o M heifit ARTINSch, wenn jede absteigende Kette My > My > ... von Untermoduln
konstant wird (abbricht)['¥]

e Diese Figenschaften idbertragen sich auf Ringe R durch den reguldren R-Modul pR.

Fir NoETHERsche Ringe, bei denen die aufsteigenden Idealketten alle konstant werden, gibt
es das folgende wichtige Ergebnis.

Satz 2 (HILBERTscher Basissatz).
Ist R ein NOETHERscher Ring, so ist auch R[X] NOETHERSsch.

Beweis: Sei I <4 R[X] ein Ideal.

Zeige: I ist endlich erzeugt. (Vergleiche auch Beweis zum ersten Punkt von Bemerkung )
Intuitiv: Die Koeffizienten von Polynomen f(X) € I kénnen nur durch endlich viele Elemente
erzeugt werden, da R NOETHERsch ist. Somit gibt es einen maximalen Grad k, so dass z**1

durch ein Polynom von Grad k dargestellt werden kann. |

Zur Erleichterung des Umgangs mit den Begriffen ,NOETHERsch* und ,,ARTINsch“ zunéchst

einige Charakterisierungen.

Bemerkung 1.
Sei M ein R-Modul.

2 . . .
12Existenz eines mazimalen Elements.
3 Existenz eines minimalen Elements.
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1. M ist genau dann NOETHERsch, wenn jeder Untermodul von M endlich erzeugt z’st.@
Hauptidealbereiche R und deren Moduln sind NOETHERSch.
2. Seild ={U < M} #0.

(a) M ist genau dann NOETHERsch, wenn U ein mazimales Element enthilt.

(b) M ist genau dann ARTINsch, wenn U ein minimales Element enthdlt.

Beweis:

1. Da jede Untermodulkette abbricht, kénnen auch nur endlich viele Erzeuger des mazima-
len Elements der Kette existieren und umgekehrt bei endlich vielen Erzeugern auch nur

endlich viele Elemente einer echt aufsteigenden Untermodulkette gefunden werden.
2. U ={U < M} # 0 ist eine Menge von Untermoduln.

(a) Angenommen es gibe kein mazimales Element. Dann gibt es zu jedem U € U ein
U eU mit U <U'. So laft sich aber eine unendlich aufsteigende Untermodulkette

konstruieren, Widerspruch.
Umgekehrt bildet das mazimale Element von U das Ende einer Untermodulkette.

(b) Analog.

Diese Begriffe tragen zur Charakterisierung der Struktur von R-Moduln bei in folgendem
Sinne.

Satz 3.

Sei M ein R-Modul.

1. M besitzt genau dann eine Kompositionsreihe, wenn M NOETHERSch und ARTINsch

1st.

JORDAN-HOLDER: Genau dann sind alle Kompositionsreihen von M bis auf Permuta-

tion der isomorphen, einfachen Faktoren gleich.

Beweis:

Diese Eigenschaften wurden hier recht allgemein fiir NOETHERsche und ARTINsche Moduln
ausgemacht,E] in speziellen Fillen ergibt sich folgendes.

1“Bei Ringen: Jedes Ideal ist endlich erzeugt.
Y5Noch allgemeiner wire die Definition iiber Gruppen.
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Bemerkung 2.

1. Z ist ein NOETHERscher Ring, somit auch Z[X1,...,Zy].

2. Jeder Hauptidealbereich R ist NOETHERSch.

3. Jeder Korper K ist NOETHERSch und ARTINsch. Auflerdem ist K ein Hauptidealbereich
mit den Idealen (0) = {0} und (1) = K.

4. R-Algebren A von endlichem Typ erben die Figenschaften NOETHERSch und ARTINsch
von R.

Beweis:

1. Jedes a € Z hal nur endlich viele Teiler, daher liegen auch nur endlich viele Ideale tiber
(a) ') HiLBERTS Basissatz <= Z[X1,...,X,] ist NOETHERsch. Z ist allerdings nicht
ARTINsch, da bereits (2) > (4) > (8) &> - - - eine unendlich absteigende Idealkette ist.

2. Sei R ein Hauptidealbereich und s € R.

3. K st einfach und besitzt daher nur die Ideale K und {0}, womit es nur eine mdgliche
Kompositionsreihe gibt: K > {0} (K /{0} = K ist einfach). Mit anderen Worten fallt
die Modulstruktur ber Korpern auf die einfachste Form zusammen.

4. Sei R NOETHERsch und A = (a1,...,an)g p- Es ist A = R[Xy,...,Xy] /I fiir ein

Ideal I < R[Xq,...,X,]. Nach HILBERTs Basissatz ist R[X1,...,X,] NOETHERsch und

somit erst recht A.

Ist R ARTINsch, so ...

Ketten von Idealen werden zur Definition des folgenden Dimensionsbegriffs benutzt. Dieser
bezieht sich auf die Struktur der Primideale eines Rings, was in Abschnitt Verwendung
findet.

Definition und Bemerkung 5. Sei R ein kommutativer Ring.

e Fir R # {0} und ein Primideal P < R bezeichnet

ht(P):=sup{n eN|Ip S & --- G I, = P Kette von Primidealen} € NU {oo}

die Hohe von P.

o Selze

1. dim R := -1, falls R = {0} und ansonsten
2. dim R :=sup{ht(P) | P < R Primideal} € NU {oco}.

dim X bezeichnet die KRULL-Dimension von R[]

Y Merke: (a - b) = (a,b).
'"Beachte, dass, falls nur ein Primideal in R existiert, dim R = 0 sein kann.
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2.1.1 Tensorprodukte

Mittels Tensorprodukten kénnen aus Moduln neue abelsche Gruppen konstruiert werden.
Seien nun R ein Ring mit Eins und M, N R-Moduln.

Definition 6. Sei A eine abelsche Gruppe sowie m: M x N — A.
o 7 heifit ausgeglichen, falls fiir alle m,m’ € M, n,n' € N, r € R gilt

1. w(m+m/,n) = w(m,n) + 7(m',n) und 7(m,n +n') = 7(m,n) + 7 (m,n’) [

2. w(mr,n) = w(m,rn)["

e Das Paar (U,) heifit Tensorprodukt von M und N dber R, falls m ausgeglichen
ist und fir alle Paare (U',7') einer abelschen Gruppe U' und einem ausgeglichenen

7 M x N — U’ genau ein Homomorphismus o existiert, so dass 7’ = pom.

Das Tensorprodukt wird hier iiber eine universelle Eigenschaft definiert, das bedeutet, diese
Eigenschaft macht ein gegebenes Paar (U, ) bereits eindeutig zu einem Tensorprodukt, ohne
weitere Annahmen zu treffen. Die Definition des Tensorprodukts als Paar ist zundchst nicht
anschaulich, da es sich im Endeffekt um eine Operation handelt, die zusitzliche Informati-
on ermoglicht jedoch erst das Festlegen der universellen Eigenschaft. Diese Technik erfordert
allerdings einen Existenzbeweis fiir den definierten Begriff, die Eindeutigkeit ist meist eine
einfache Folge aus der Definition. Ferner werden Méglichkeiten bereitgestellt, einen entspre-
chenden Isomorphiebegriff zu definieren.

Die Forderung der Ausgeglichenheit an ein 7 : M x N — A wird durch die Konstruktion des
Tensorprodukts motiviert. So kann némlich erreicht werden, dass das Tensorprodukt M (g N
genau vom kartesischen Produkt der Basen von M und N erzeugt wird, weswegen sich die
Dimensionen beim Tensorieren multiplizieren.

Aus der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts lésst sich die Eindeutigkeit sofort folgern:

Folgerung 1. Sind (U1, 1), (U2, m2) Tensorprodukte von M und N diber R, so gibl es genau

einen Isomorphismus o : Uy — Us mit mg = v o my.

Beweis: Betrachte das folgende Diagramm.

y’

M x N 1| p2
N

8 Das heifit, 7 ist bilinear (vergleiche [LoupGC], ,Bilinearform®).
19Beachte: Die Multiplikation auf M, N ist nicht notwendig kommutativ.

Uy

Us
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Die Homomorphismen 1, @2 sind jeweils eindeutig bestimmt nach der universellen Figen-

schaft der Tensorprodukte (U, 1), (Us, m2), was den Isomorphismus bereits definiert. O

Die Existenz wird durch die Angabe der Konstruktion eines Tensorprodukts geklart. Da dann
auch eine Beschreibung von Seiten der Ausgangsmoduln vorliegt, kann eine entsprechende

Notation gewahlt werden.

Definition und Bemerkung 7.

Die freie abelsche Gruppe
F:={f:MxN —Z| f(m,n) =0 fir alle bis auf endlich viele (m,n)}
ist eine abelsche Gruppe vermdge der komponentenweise Addition. Die Abbildung

1 (z,y) = (m,n)
0 sonst

[m,n] = 0pmny : F— Z: (2,y) — {

gehort zu F und B := {[m,n] | m € M,n € N} ist eine Basis von F, das heifit, minimal mit
F = (B). Die Elemente der Gruppe F erfillen noch nicht die gewinschten Eigenschaften fir
Tensorprodukte. Um die Ausgeglichenheit des Produkts zu erzwingen, wird die Faktorgruppe
tiber dem Normalteiler
Fy = (Im+m/,n] —[m,n] — [m/,n], [m,n +n'] — [m,n] — [m,n'],
[mr,n] — [m,rn] | m,m’ € M,n,n" € N)

betrachtet. F' /Fy hat die Basis B+ Fy = {[m,n] + Fo | m € M,n € N}. Das Tensorprodukt

von M, N ergibt sich somit zu
m: M x N — F/Fy:(m,n) — [m,n] + Fp.

1. Das bis auf Isomorphie eindeutige Tensorprodukt (U, ) von M und N iber R wird mit

R
M @ N =U = Bild(w) bezeichnet. Die Bilder von m werden mit w((m,n)) = m ®n fir
m €€ M,n € N. Die m®@n bilden als Bilder der kommutierenden Elemente von M x N
R
die Basis von M ® N.

R
2. Ein Element von M ® M hat die Form einer endlichen Summe Z(m,n)e]WXN m®n und
heifit Tensor.

3. Ist Byy = {m1,...,m;} eine Basis von M und By = {n1,...,ns} eine Basis von N,

R
so ist {m; @ nj = [my,ni]+ Fo |i € {1,...,r},j € {1,...,s}} eine Basis von M ® N.
R
= dim M ® N =dim M dim N .
Beweis:
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R
3. M@ N =F/Fy =(m,n]+Fy|meMneN)=(minj]+Fy|ie{l,...,r},j€
{1,...,s}).

O

Ist R ein Korper, so ergibt ist das Tensorprodukt iiber Vektorrdumen, welches direkt iiber

dem kartesischen Produkt der Basisvektoren definiert werden kann (vergleiche [LoupGC]).

Bemerkung 3.
Sind R = K ein Kérper und somit M, N K-Vektorraume mit Basen By = {m1,...,m,}

K
und By = {n1,...,ns}, soist M @ N = (m; @ n;) = ((m4,ny)).
Beweis: Es sind M =2 K" und N = K* also gilt F = K" =2 F /Fy mit

Fy = {m+m' n]—[m,n]—[m n],[m,n+n]—[m,n]—[mn],
[mr,n] — [m,rn] | m,m' € M,n,n’ € N)

= ([0,-n],[-m,0],[m(r — 1), (1 —r)n] | m,m’ € M,n,n’ € N)

2.1.2 Algebren iiber kommutativen Ringen
Ziele:
e Charakterisierung endlich erzeugter Ring- und Korpererweiterungen.

Sei R ein kommutativer Ring.

Ein R-Modul kann seinerseits auch ein Ring sein, wie beispielsweise der reguldre R-Modul. Dies
ist zwar eine Erweiterung der Modulstruktur, kann aber viel treffender als eine Erweiterung
der Ringstruktur aufgefasst werden. Dies wird im folgenden allgemein gefasst und auf diesmal
kommutativen Ringen@ definiert.

Definition und Bemerkung 8. Sei A ein Ring (nicht notwendig kommutativ).

o Z(A) :={a € A | ra = ar fir aller € A} heifit das Zentrum von A. Es gilt 0,1 €
Z(A).

e Der Ring A @ heifit R-Algebra vermittels o, falls ein Ringhomomorphismus o : R —
A existiert, so dass Z(A) < ¢(R). ¢ beschreibt hier die Operation von R auf A, so dass
die Modulstruktur auf A entsteht[>?]

20Sonst werden Algebren noch iiber Kérpern definiert.
2picht notwendig kommutativ
*?Eine weitere Moglichkeit ist das Ausgehen von einem Modul, worauf dann die Ringstruktur definiert wird.
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Charakterisierung: A R-Algebra <= A ist R-Modul und Ring mit r(ab) = (ra)b = a(rb)
fiir alle a,b € A, r € R.

o Fin R-Untermodul B < A heifst R-Unteralgebra, falls 14 € B und ab € B fiir alle
a,b € B.

o Ist S C A, soist R[S] = \gcp<a B die kleinste R-Unteralgebra, die S enthdlt. Fiir
endliche S = {s1,...,sp} ist auch R[S] = R[s1,...,s5] = (s1,---,8k) g ayy.-

o Sei A eine R-Algebra. Existieren si,...,Sk, so dass A = (sq,... ,Sk>R_Alg., so heifit A
von endlichem Typ iber R.

Charakterisierung: R-Algebra A von endlichem Typ tiber R < es existiert n € N,
I<R[Xy,...,X,], so dass A= R[Xy,...,X,] /1.

Beweis:

R-Algebra von endlichem Typ: Die Aussage folgt direkt aus dem Homomorphiesatz fiir
Algebren. Betrachte

E(s1,omsn) - BIX1, o, Xn] = R[s1,...,8n] 1 X = s

— A= R[Xl ce ,Xn] /KeI‘D(E(Sh“_?Sn)) .

Genau dann ist also A eine R-Algebra endlichen Typs {iber R, wenn ein n € N und
S1,...,Sn existieren, so dass A = (sq,..., Sn>R-A1g.~ Das ist genau dann der Fall, wenn

yeeySn

der Einsetzungshomomorphismus &, ) wie oben beschrieben existiert.

O

Sei A= (s1,...,5n) g a1, = R[X1,..., Xp] /I eine R-Algebra endlichen Typs liber dem kom-
mutativen Ring R.

Ganz allgemein ist A zunichst eine Ringerweiterung von R mit endlich vielen Erzeugern, die
Elemente von A sind Polynome in diesen Erzeugern. Ist aber R ein algebraisch abgeschlossener
Ko6rper, so hat bereits jedes Polynom eine Nullstelle in R und ein maximales Ideal I ist somit

das triviale Ideal (X; — s1,..., X, — sp) (vergleiche Beweis zu Hauptsatz |1)).

Bemerkung 4.
Sei A eine R-Algebra. A ist als R-Modul genau dann NOETHERSch, wenn A endlich erzeugt
ist und somit als R-Algebra von endlichem Typ tiber R.

Beweis: Entweder konnen an Hand einer unendlich aufsteigenden Untermodul-Kette auch

unendlich viele Erzeuger gefunden werden oder umgekehrt an Hand unendlich vieler Erzeuger

eine unendlich aufsteigende Kette von Untermoduln. |
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Konsequenzen der Algebrensichtweise von Ringen schlagen sich auch in der Kérpertheorie
bei der Untersuchung transzendenter Korpererweiterungen nieder (siche Bemerkung , denn
Algebren endlichen Typs gehen mit den algebraischen Kérpererweiterungen einher, da sie nur
im Zuge einer Ringstruktur unendlich werden kénnen. Somit kann die Konstruktion endlicher

Korper auch vollstindig unter Verwendung von Algebren endlichen Typs beschrieben werden.
Definition 9. Seien K ein Korper und A eine kommutative K -Algebra?|
o A heifit reduziert, falls A\ {0} keine nilpotenten Elemente enthilt[*]

o A heifit affine K-Algebra, falls A reduziert und von endlichem Typ iber K ist.

In Abschnitt werden die affinen K-Algebren verwendet, um die Koordinatenfunktio-
nen zu einer affinen algebraischen Menge V' zu beschreiben. Es stellt sich heraus, dass die
Eigenschaften an die affine K-Algebra genau den Eigenschaften der Algebra der reguléren

Funktionen auf V' entsprechen.

2.1.3 Ringerweiterungen

Ziele:

e Charakterisierung endlicher Erweiterungen von Ringen und Koérpern auf Ebene der Mo-
duln.

Sei R ein kommutativer Ring.

Es gibt zwei verschiedene Betrachtungsweisen fiir die Erweiterung einer Ringstruktur R durch
gegebene Erzeuger si, ..., s,. Zum einen kann eine Erweiterung iiber Polynome geschehen, das
bedeutet, die neu hinzukommenden Elemente sind alle Polynome > | r;s5* fiir 7; € R und
e; € N. Zum anderen jedoch kann die Erweiterung als endlich erzeugter R-Modul aufgefasst
werden, womit nur R-Linearkombinationen Z:-L:l r;s; fiir r; € R als neue Elemente in Frage

kommen.

Definition 10. o Fin kommutativer Ring S mit R C S als Teilring heifit Ringerweite-
rung von R, geschrieben R C S.E]

e FKine Ringerweiterung R C S heiffit endlich, falls s1,...,s, € S existieren, so dass
S =Y, Rs = {X risi € 7y € RYF
o Fine Ringerweiterung R C S heiffit endlich erzeugt, falls s1,...,s, € S existieren, so

dass S = R[s1,...,8p] = Bﬂd(e(Sl,m’Sn)).m

#Das heift, die Ringstruktur von A ist kommutativ und die Modulstruktur von A ein K-Vektorraum.

#"Damit ist A aber noch kein Integritétsbereich.

%Die Operation von R ist mit der von S kompatibel, da R C S. Zugleich ist R ein Ring und S ebenfalls,
womit S auch als R-Algebra aufgefasst werden kann.

%6Das bedeutet, S ist endlich erzeugter R-Modul.

*"In diesem Fall ist S nicht endlich, da Y7 | ris{* € S fiir r; € R und e; € N, das heifit, Kombinationen mit
den a; sind nicht nur auf die abelsche Gruppe von S beschrénkt.
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o Ein s € S heifit ganz diber R, falls ein normierte®s| p(X) € R[X] ewistiert, so dass
p(s) =0 in S.@ S heifit ganz dber R, falls alle s € S ganz iber R sind.

Sei nun R C S eine Ringerweiterung.

Bemerkung 5.
e s € S ist genau dann ganz iber R, wenn R C R[s| endlich ist.

o Seien R,S Korper. S ist genau dann ganz iber R, wenn S algebraisch iber R ist.

Beweis:

e = Sei s ganz iiber R. Dann existiert ein normiertes Polynom p(X) € R[X] mit
p(s) = s" + 3 s’ = 0. Somit ist 8" = — 1" ryst. Also ist s” € 3. Rs? < R][s]
und damit fiir jedes k& € N auch s* € R[s].

,<="“ Sei R C R[s] endlich, also R[s] = Rs, da sonst weitere Elemente zu R adjungiert

o~

werden missten. Somit ist R[s] = R[X]/X —s und damit s ganz iiber R vermoge

p(X)=X —s.

e In diesem Fall sind die Definitionen von ganz und algebraisch identisch. Insbesondere
ist eine ganze Erweiterung R[a] = S stets algebraisch, da S Korper ist und somit
Kla] = K(a).

O

Fiir die Erweiterung um ein ganzes Element gilt die Aquivalenz zwischen Ganzheit und End-
lichkeit einer Ringerweiterung. Allerdings gilt dies bei unendlich vielen ganzen Elementen in

einer Erweiterung nicht mehr.

Bemerkung 6.

Im Allgemeinen ist eine Ringerweiterung S O R nicht genau dann ganz, wenn sie endlich ist.

Beweis: Beispiel: Betrachte pZ fiir eine Primzahl p € Z. Z D pZ ist eine Ringerweiterung. Da
f(z) =0mit f(X) =X —z € 6pZ[X] fiir alle z € Z\ pZ, ist diese Ringerweiterung ganz und
alle z € Z \ pZ sind ganz iiber R. Z 2 pZ ist aber keinesfalls endlich. O

Wie der algebraische Abschluss eines Korpers, so ist auch der ganze Abschluss eines Rings
interessant. Dazu wird im Folgenden zunichst der ganze Abschluss beziiglich einer Ringer-

weiterung betrachtet und spéiter erweitert.

Definition und Bemerkung 11. e R:=1{a € S|a ganz iber R} C S heifit der ganze
Abschluss von R in S.

%Das heiftt, der Leitkoeffizient ist 1.
*9Vergleiche ,algebraisch® in Erinnerung [2| und Bemerkung
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Wohldefiniertheit: R C S ist ein Teilring von S.
Abschlusseigenschaft: R=R.

e Sei R Integrititsbereich und Quot(R) :={¢ =ab™! |a € R,b € R\ {0}} der Quotien-
tenkérper von R. R heifit normal, falls R gleich dem ganzen Abschluss R von R in
Quot(R) st

o Ist R faktoriell, so auch normal.

Beweis:

e Seien R faktoriell und § € Quot(R), wobei O.B.d.A. ggt(a,b) = 1. Zu zeigen: b = 1 und
somit ¢ € R.

O

Nun folgen zwei Sétze, die Aussagen iiber die Fortpflanzung der Primidealstruktur einer Rin-

gerweiterung machen. Dazu werden noch einige Begriffe eingefiihrt.

Definition 12. Seien I < R, J <5 Ideale. J liegt ﬁbe@ I, falls I = JN R ist.

Die beiden Sétze tragen die Namen, die zu den entsprechenden Begriffen passen, iiber die sie

eine Aussage machen.
Satz 4.

Lying-over: Ist R C S ganz, so ezistiert fiir jedes Primideal P < R ein Primideal Q < S,
welches tber P liegt.

Going-up: Seien R C S ganz.

Ist B G P1 G -+ G P, Primidealkette in R und liegt Qo < S diber Py, so ewistiert
eine Primidealkette Qo G Q1 G -+ G Qn in S, deren Glieder Q; iber P; liegen fiir alle
1< <n.

Going-down: Seien R C S ganz, S Integritdtsbereich und R normal.

Sind Py, P1 < R Primideale mit Py ; P und liegt das Primideal Q1 < S dber Pp, so

existiert auch ein Primideal Qo .S mit Qo & Q1, welches dber Py liegt.

Diese Satze lassen viele Folgerungen zu. Hier ist eine, die im Zusammenhang mit der KRULL-

Dimension interessant ist.

Folgerung 2. Sind R C S ganz und S Integrititsbereich sowie R normal, dann gilt ht(Q) =
ht(Q N R) fiir jedes Primideal Q < S.

Beweis:

30 Normal® wird in [PleskenAGI] auf Seite 10 als ,ganz abgeschlossen® bezeichnet.
3!'Englisch: J lies over I.
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2.1.4 Lokale Ringe

Ziele:

e Identifikation der multiplikativ abgeschlossenen Mengen eines Ringes als Komplemente

von Primidealen.

Sei R ein (nicht notwendig kommutativer) Ring.
In diesem Abschnitt werden zwei Verallgemeinerungen des Quotientenkorpers von R vorge-

nommen. Dazu werden zunéchst allgemeinere Idealbegriffe erklart.

Definition 13. e I C R heifft Linksideal von R, falls I # O und fir a,be I, r,s € R
auch ra + sb € I ist.

e I C R heifit Rechtsideal von R, falls I # ) und fir a,b€ I, r;s € R auch ar +bs € T

15t.
o | C R heifit zweiseitiges Ideal von R, falls I Links- und Rechtsideal von R ist.

e FEine Menge M C R heifit multiplikativ abgeschlossen, falls M # (), 0 # M und aus
a,be M folgt, dass ab € M.

Multiplikativ abgeschlossene Teilmengen von R sind Untermonoide von R.

Lemma 1. Ist R # {0} und R\R* ein Links- oder Rechtsideal, dann ist R\ R* ein zweiseitiges
Ideal.

Beweis:
O

Die erste Verallgemeinerung bezieht sich auf die Nennermenge, die nun nicht mehr der ganze
Ring (ohne 0) sein muss, wegen der Eigenschaften von Einheiten aber multiplikativ abge-

schlossen!

Definition und Bemerkung 14. o Fiir eine multiplikativ abgeschlossene Menge N C
heipt £ .= {Z =rn~' |r € R,n € N} = RN~' = N"'R Quotientenring, falls
& € Quot(R) 7]

o L& ist ein Teilring von Quot(R).

e R\ {0} ist die grifite multiplikativ abgeschlossene Teilmenge von R, womit ﬁ =
Quot(R) ist.

32, be N = abe N

33Das bedeutet, = sind die Aquivalenzklassen [r,n] der R-Vielfachen von

-, also sind die Elemente von

2zl

gekiirzt.
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Beweis:
e Zu zeigen: % ist ein Ring.
e R\ {0} ist multiplikativ abgeschlossen wegen der Definition von - : R x R — R.

O

Multiplikativ abgeschlossene Mengen eines Rings sind die Komplemente der Primideale und

umgekehrt. Somit kann der Quotientenring auch durch Primideale erklirt werden.
Definition und Bemerkung 15. Se: P < R.

e Genau dann ist R\ P multiplikativ abgeschlossen, wenn P Primideal in R ist.

e st P Primideal, so heiffit der Quotientenring Rp := WRP Lokalisierung auf P.

e {0} ist das kleinste Primideal in R.

Beweis:

e Die beiden Definitionen sind genau komplementir:

,=“abeP=ab¢ R\P=—=a¢ R\Poderb¢ R\P= a€ Poderbe P—=
a € P oderbe P.

p="a,be R\P = a,b¢ P—=ab¢ P — abe R\ P.
|

Die zweite Verallgemeinerung des Quotientenkorpers geht von einer Charakterisierung der

Nichteinheiten von R aus.
Definition und Bemerkung 16. Sei R # {0}.
o R heifit lokal, falls R\ R* ein zweiseiliges Ideal von R ist.

o Ist P IR ein Primideal, so ist die Lokalisierung Rp auf P lokal.
Beweis: Rp ist nach Definition und Bemerkung [14] ein Ring. Es gilt

o () -

Damit ist Rp \ Rj = zp =@ I C Rp. Dies ist ein Ideal in Rp, denn: Seien §,§ € p,

b R | _R\P
aeR\P}_R\P'

r R
s € R

1. ¢4+¢ =adtbe ¢ T daad+be € P wegen PR und bd € R\ P wegen R\ P multiplikativ
abgeschlossen.
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2. ¢ =" c I, da wie oben ra € P und sb € R\ P.
3. I#0,da R\ P,P#0.

Nach Lemma [1)ist damit Rp \ R} zweiseitig und folglich Rp lokal. O

Der Quotientenring erfiillt wie in Abschnitt eine universelle Figenschaft, die im Folgen-

den vorgestellt wird.

Bemerkung 7.

Sei % der Quotientenring

Seien T ein Ring und S C R multiplikativ abgeschlossen, o : R — % ir = 7 die Einbettung
von R in % und oR — T ein Ringhomomorphismus, so dass p(S) C T*. Dann gibt es genau

einen Ringhomomorphismus i : % — T, so dass p =V o a.

2.1.5 NOETHER-Normalisierung

Die Eigenschaften von Ringerweiterungen liefern fiir deren Quotientenk&rper ebenfalls be-
stimmte Eigenschaften. Das Hauptergebnis dieser Sichtweise wird im Folgenden formuliert.

Dazu sei K ein unendlicher Koérper, das bedeutet, char(K) = 0.

Definition 17. Sei A eine K-Algebra von endlichem Typ tber K.
FEine Teilalgebra K[yi,...,yq] C A heiit NOETHER-Normalisierung, falls

1. y1,...,yq algebraisch unabhdngig iber K sind und

2. K[yi,...,y4) C A eine endliche Ringerweiterung ist.@

Die Existenz einer NOETHER-Normalisierung bedeutet, dass jede K-Algebra endlichen Typs
eine endliche Ringerweiterung eines Polynomrings @ ist. Dieses Ergebnis wird im Folgenden
bewiesen.

Satz 5.

Fiir jede K-Algebra A von endlichem Typ dber K g¢ibt es eine NOETHER-Normalisierung
Klyi,...,yq) C A, so dass A D Kly1,...,yq) eine endliche Ringerweiterung ist.

Beweis: Konstruktion einer NOETHER-Normalisierung:
Gegeben ist die kommutative K-Algebra A = Klz1,...,z,] = K[X1,...,X,] /I fir ein
I9K[Xy,...,X,] von endlichem Typ iiber K und ein Ideal A # J < A. Betrachte drei Fille.

1. Fall: z4,...,z, sind algebraisch unabhéngig iiber K, das bedeutet, I = {0} und A =
Klz1,...,zp) = K[X1,...,Xy] und J = (a) = aA fiir ein a € K.

2. Fall: Wie 1. Fall nur J < A beliebig.

31 Beziehungsweise A eine endliche K[y, ...,ya4]-Algebra ist.
35aufgefasst jeweils als Algebren
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3. Fall: {0} #1 ?<é1 K[X1,...,Xp]) und J < A beliebig.

O
Aus dem HILBERTschen Basissatz folgt direkt, da K ein Korper und damit NOETHERsch:
Folgerung 3. Jede NOETHER-Normalisierung ist NOETHERSch.
Die Existenz einer NOETHER-Normalisierung Kyi,...,yq] C A liefert den Zusammenhang

zwischen der Dimension der endlichen Ringerweiterung K C A und dem Transzendenzgrad
der Korpererweiterung Quot(A)/K.

Satz 6.
Seien A eine K-Algebra von endlichem Typ iber K sowie K[yi,...,y4] € A eine NOETHER-

Normalisierung. Dann gilt
1. dim A =d und,

2. ist A zusdtzlich Integritdtsbereich, so ist ht(P) = d fiir alle Primideale P < A.@

Beweis:

O

Die NOETHER-Normalisierung Ky, ..., yq] zu einer gegebenen K-Algebra A = K|x1,. .., ]
endlichen Typs ist wiederum eine K-Algebra endlichen Typs, allerdings von algebraisch unab-

héngigen Elementen erzeugt und somit als Quotientenkérper aufgefasst eine rein transzendente

Korpererweiterung. Die Erweiterung Ky, ..., yq]/A ist
Schematisch:
K

alg. unabh.

K-alg. Ky, yn)

m

A=Klxy,...,z]

Die maximale Hohe aller Primideale ist also durch die NOETHER-Normalisierung bestimmbar.

Uber einem Integritiitsbereich liegen sogar alle Primideale in dieser Hohe.

2.2 Korper

Sei K stets ein Korper.

36 Alternativ formuliert: Jede maximale Primidealkette von A hat Linge d.
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Erinnerung 2. o £ DO K heifit Erweiterungskorper von K, folls E Kérper ist und
‘Blk = ‘K, +B|lKk = +K. E/K heifit dann Korpererweiterung und K Teilkorper
von FE.

o Sei E/K Kirpererweiterung.
— a € E heiffit algebraisch iber K, falls f € K[X] existiert mit f(a) =0 in E@

E/K heifit algebraisch, falls alle a € E algebraisch sind.
— a € E heiffit transzendent diber K, falls a nicht algebraisch iiber K ist.@ E/K

heifit transzendent, falls ein a € E existiert, das transzendent ist.
— Transzendente Korpererweiterungen sind unendlich, endliche Korpererweiterungen

sind algebraisch.

Sei E/K eine Korpererweiterung.

Zunidchst wird zu Gunsten eines geeigneten Basisbegriffs die Transzendenz verallgemeinert.

Definition 18. ® ai,...,ay € E heiffen algebraisch unabhdngig, falls f(ai, ..., a,) #
0 fiir alle f € K[X1,...,Xa] P

o E/K heifit rein transzendent, falls ein dber K algebraisch unabhdngiges S C E exi-
stiert mit K(S) = E.

o S={ai,...,an} heift Transzendenzbasis von E/K, falls E/K(S) algebraisch ist:

E

algebraisch

K(S)

rein transzendent

K

o Ist S C E eine endliche Transzendenzbasis, dann heifit tr.deg(E/K) := |S| der Tran-

szendenzgrad von E/K.

Es gibt bei Korpererweiterungen also zum einen algebraische Elemente, die Restklasse nach
einem im Grundkérper irreduziblen Polynom (Minimalpolynom) sind und den Erweiterungs-
kérper endlich erweitern, zum anderen transzendente Elemente, die den Erweiterungskorper
unendlich erweitern (um alle rationalen Funktionen iiber diesem Element). Endlicher und
unendlicher Anteil der Korpererweiterung kann als Basis angegeben werden, wobei die Rei-

henfolge der Erweiterung und auch die Wahl der Basiselemente nicht eindeutig ist.

3Tf = 114(X) Minimalpolynom von ¢ iiber K sowie E = K(a) = Kla] = K[X]/{f(X)), falls E/K
einfache Korpererweiterung

38Im Falle der einfachen Kérpererweiterung heift das: £ = K (a) = K(x).

31st n = 1, so fillt der Begriff mit transzendent zusammen.
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Beispiel 1. Sei E := K (). 22 € E ist transzendent diber K, womit K (2%)/K transzendent
vom Grad 1 ist. Da sich die Transzendenzgrade addieren, darf nicht tr.deg(E/K(z%)) > 0

sein, womit E/K (2%) algebraisch ist. Nach einer kurzen Uberlequng ergibt sich
K(z) 2 K(2*)[X] /X? - 2?
womit x die Restklasse X ist und {X,z%} Basis von E/K.

Im Folgenden wird aber noch Existenz von Transzendenzbasen und die Eindeutigkeit derer
Lange gezeigt.
Satz 7.

1. Transzendenzbasen existieren.

2. Der Transzendenzgrad einer Korpererweiterung ist eindeutig bestimmd.

Beweis:
1. Sei S C FE.

Zeige: S ist Transzendenzbasis von E/K genau dann, wenn S maximale iiber K alge-

braisch unabhingige Menge ist.

2. Seien S, 5" C FE zwei endliche Transzendenzbasen von E/K.
Zeige: |S| = |9'|.
O

Nun koénnen die Ergebnisse iiber kommutative Ringe, deren Moduln und der Algebren iiber
diesen benutzt werden, um die Bedingungen an die Transzendenz zu stellen.

Bemerkung 8.

Ist E/K eine transzendente Kérpererweiterung, dann ist E als K-Algebra nicht von endlichem
Typ diber K.

Beweis: Konstruiere unendliche K-Basis B von E.
Da das K-Algebren-Erzeugnis (B) ), aufser den Elementen aus K nur aus den Polynomen
in den Elementen von B besteht, nicht aber deren Inversen, geniigt weder B = {x} noch
B = {x, 1}, da hier zum Beispiel ' ¢ B.
Setze B = {z, 1} U {Zﬁ | i € N} fiir irreduzible Polynome p;(z) mit degp; = 1.
B ist unendlich.

k 1

Sei dazu ﬁ E{ﬁm,...,m} fiir ein £ € N mit ﬁ :Zz‘:laim fiir a; € K, o; € N.

Da p(z) = Hle plj;](\f), wobei HN der Hauptnenner ist, liegt in p(x) ein reduzibles Polynom
vor, weswegen ﬁ nicht unter den Elementen von B sein kann, womit B unendlich ist.
Obiger Beweis lakt schliefen, dass B auch ein Erzeugendensystem ist, welches mindestens

notig ist, um K (z) zu erzeugen.
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Folgerung 4. Ist umgekehrt E/K eine Korpererweiterung und E eine K -Algebra von endli-
chem Typ iber K, so ist E/K algebraisch.

Beweis: Die Aussage ist Negation von Bemerkung O

2.2.1 Vervollstindigung

Ziele:
o Weiteres Werkzeug zur Konstruktion eines Erweiterungskorpers.

e Verallgemeinerung der Vervollstindigung von (Q, d|,|) zu (R, d),) iiber von der Korper-

bewertung induzierten metrischen Raum.
e Herleitung der p-adischen Zahlen.

Der Begriff , Vervollsténdigung® bezieht sich auf die Erweiterung des Koérpers um noch fehlende
Elemente, die nicht mittels bisher entwickelter algebraischer Begriffe erreicht werden kann.
Dazu werden die Korperelemente bewertet und auf dieser Grundlage eine Metrik definiert.
Diese ist wiederum Mittel zur Definition eines Grenzwertbegriffs beziiglich CAuCHY-Folgen.
Betrachtet man nun alle Grenzwerte dieser Folgen, so findet sich der Grundkérper darin wieder
aber auch einige andere Elemente. Die Aquivalenzklassen aller Grenzwerte bilden einen neuen
Kérper, die Vervollstandigung.

Die Bewertung von Kérperelementen ist eine Abbildung in die reellen Zahlen, mit Hilfe derer
Vergleiche zwischen den Elementen gemacht werden kénnen etwa iiber den Absolutbetrag

paarweiser Differenzen.

Definition 19. Fine Abbildung v : K — R heifit (archimedische) Bewertung auf K oder
Absolutbetrag auf K, falls gilt:

1. Positive Definitheif'} v(a) > 0 fiir alle a € K* und v(0) =0,
2. Vertriglichkeit mit Multiplikation: v(ab) = v(a)v(b) fir alle a,b € K,
3. Dreiecksungleichung: v(a + b) < v(a) + v(b) fir alle a,b € K.

Gilt an Stelle der Dreiecksungleichung die
Ultrametrische Dreiecksungleichung: v(a + b) < max{v(a),v(b)},

so heifit v nicht-archimedische Bewertung.

Fine nicht-archimedische Bewertung v : K — G in eine abelsche Gruppe (G,+) = (Z,+)
heifst diskrete Bewertung.

“%Vergleiche [LoupGC].
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Das Paar (K,v) heifit bewerteter Korper, falls v eine nicht-archimedische oder archimedi-

sche Bewertung ist.

Sei nun (K, v) ein bewerteter Kérper. Die nun exemplarisch eingefiihrte p-adische Bewertung

liefert die p-adischen Zahlen, zu welchen auch Kapitel VI, §4 aus [KriegTop| Aufschluss gibt.

Definition und Bemerkung 20. e [st v nichi-archimedisch, so ist v auch archime-

disch. Die Umkehrung gilt aber im Allgemeinen nicht.
e Seip eine Primzahl und K = Q. Die Abbildung

0 a=20

vp:Q—=R:a— 3 ,
p?, 0#a=71p* 1s2€L, pirs<=pirApts

ist eine nicht-archimedische Bewertung auf Q, genannt p-adische Bewertung.

o v, ist eine diskrete Bewertung auf Q.

Beweis:

e Sei v : K — R archimedisch, also gilt v(a + b) < max{v(a),v(b)}. Daraus folgt die

Dreiecksungleichung:
v(a+b) <max{r(a),v(b)} < max{v(a),v(b)} + min{r(a),v(b)} = v(a) + v(b).

e Durch Nachrechnen.

o Q) ={0}U{p* [z €Z} = Z.

O

Die Eigenschaften von Korpern wirken sich auf die Bewertung aus, so dass einige niitzliche

Werkzeuge bewiesen werden kdnnen.
Lemma 2. Sei (K,v) ein bewerteter Korper.

1. v(l)=1.

Beweis:

1. Seiae K. v(a)=v(a-1) =v(a) - v(1) =v(a)- 1.

Eine Bewertung auf K induziert eine Ringstruktur als Teilring von K in folgendem Sinne.

Definition und Bemerkung 21. Sei v nicht-archimedisch.
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1. R, :={a € K | v(a) < 1} ist Teilring von K, genannt der Bewertungsring von
(K,v).

2. Die Einheiten von R, sind gegeben durch R}, = {a € K | v(a) = 1}.

3. Ein Integritdtsbereich R heifit Bewertungsring in K, falls R # K und x € R oder
% € R firx e K*.

o Der Bewertungsring st lokal.
o Der Bewertungsring ist normal.
Beweis:

1. Es gilt v(1) = 1, da sich die Eigenschaft der 1 auf v mit der Multiplikation tibertrégt.

Seien a,b € R, und v(a),v(b) < 1. Wegen v(a+b) < max{v(a),v(b)} <lista+be R,
und wegen v(ab) = v(a)v(b) < 1 auch ab € R.

2. Wire a € R} mit v(a) < 1, dann gilte fiir a=* € R},

im Widerspruch zu v(aa™!) = v(1) = 1.
3. e Zuzeigen: R\ R* ist zweiseitiges Ideal von R.
e 7Zu zeigen: R = R in Quot(R).

O

Die Bewertung eines Korpers liefert eine Metrik beziehungsweise eine Ultrametrik im Falle

nicht-archimedischer Bewertungen und somit die Verbindung zur Topologie.

Definition und Bemerkung 22. e Sei X eine Menge. d : X x X — R heifit Metrik
auf X und (X,d) metrischer Raum, falls

1. d(z,y) >0 fir x #y € X und d(x,x) =0 fir alle x € Xﬂ
2. d(z,y) = d(y,x) fir alle z,y € X,
3. d(z,y) <d(x,z)+d(z,y) fir alle z,y,z € X.

d heift Ultrametrik auf X und (X,d) ultrametrischer Raum, falls statt der Drei-

ecksungleichung die ultrametrische Dreiecksungleichung gilt:

d(z,y) < max{d(z, z),d(z,y)} fir alle z,y,z € X.

4 Aquivalent dazu: d(z,y) = 0 <= = = y.
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e Sei (X,d) ein metrischer Raum. Tg := {U C X | U offen} heifit durch d induzierte
Topologie auf X, wobei U C X offen ist, wenn fir alle x € U auch die offene Kugel
um x mit Radius ¢ B.(z) :=={y € X | d(x,y) <e} in U liegt.

1. Ist (K,v) ein bewerteter Korper, so definiert d, : K x K — R : (z,y) — v(z —y) eine

Metrik auf K beziehungsweise eine Ultrametrik, folls v nicht-archimedisch ist.

Beweis:

1. Zeige: d, ist eine Metrik.
Seien x,y,z € K.
(a) dy(z,z) =v(x —x) =v(0) =0 und d,(z,y) = v(x —y) > 0, falls z # y und somit
x—y e K"
(b) Sei O.B.dA. z #y. dy(z,y) =v(zr —y) =v(r—y) 7?7
()

O

Mittels einer Metrik lassen sich auch die Glieder einer Folge vergleichen, wodurch die Definiti-
on eines CAUCHY-Kriteriums mdglich ist und somit eines Konvergenzbegriffs, mittels welchem
Folgen verglichen werden kénnen, so dass fiir eine Vervollstindigung geeignete Aquivalenz-

klassen definiert werden konnen.
Definition und Bemerkung 23. Sei (X, d) ein metrischer Raum.

e Fine Folge (x;)ien mit x; € X heifft CAUCHY-Folge, falls fiir jedes e € RT eine Index

n € N ezistiert, so dass d(x;, x;) < e fiir alle n <1, .
e (X,d) heifit vollstandig, wenn jede CAUCHY-Folge in X konvergiert.
o Vervollstindigung von (X,d):

— C(X) := Menge aller CAUCHY-Folgen.

— ~C C(X) x C(X) mit (z;)ien ~ (Yi)ien <= im0 d(z4,y;) = O.[ﬂ
~ ist offensichtlich eine Aquivalenzrelation.
X :=C(X) /~ = {[(z:)ien] | (zi)ien € C(X)}.

—d: X x X =R ([(w)ien], [(90)ien]) = limioo d(2i, 3:).
d ezistiert und ist wohldefiniert.

d ist Metrik auf X.

42Das heikt, die Folgen laufen irgendwann zusammen.
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—a:X — X2 [(2i)ien | @ Grenzwert von (x;)ien] ist stetige Einbettung und
a(X) liegt dicht in X. (X, d) heift Vervollstindigung von (X, d).

1. (X, d) ist vollstindig.

2. Sei (K,v) ein bewerteter Korper und (K,d,) der zugehérige metrische Rawm, dann ist

die Vervollstindigung (K, czl,) ein Kérper mit vertreterweise Verknipfungen:
[(zi)ien] + [(Wi)ien] = [(i + yi)ien]s  [(@i)ien] - [(¥i)ien] = [(zi - yi)ien]-
Beweis:
1. Sei (*) = ([(xi)ieN]j)jeN eine CAUCHY—FO]ge in (X, a?) Es ist

([(zi)ien]j)jen = ([(zij)ien])jen = [(%i5)ijen] = [(@i)ien],

womit alle Folgenglieder von (x) in einer Aquivalenzklasse beziiglich ~ liegen bezie-

hungsweise alle CAUCHY-Folgen konvergieren.

2. e [(0);en] ist Nullelement.
o [(—m;)ien] ist additive Inverse von [(z;)ien]-
e [(1);en] ist Einselement.
o [(z;1);en] ist multiplikative Inverse von [(;)ien]-

O

Intuitiv ist als die Vervollstdndigung eines Kérpers die Hinzunahme jeglicher Grenzwerte von
CavucHy-Folgen, so dass der so gewonnene Erweiterungskorper vollstédndig ist.

Bemerkung 9.

Die Elemente einer Vervollstindigung (X, d,) sind formal Aquivalenzklassen [(x;)ien] von
CAUCHY-Folgen, sie kénnen aber anschaulicher durch ihre Grenzwerte lim; .o v(z;) selbst
identifiziert werden|™|

Aus der Analysis ist die Vervollstindigung von (Q, d|.|) bekannt. R enthélt nach obiger Kon-
struktion also alle moglichen Grenzwerte von Folgen (genauer: die Aquivalenzklassen der Fol-
gen mit gleichem Grenzwert). Die Identifikation von Q in R ist beispielsweise durch konstante
Folgen verwirklichbar.

Das CAucHY-Kriterium ist nicht nur auf Folgen sondern auch auf Reihen ), a; anwendbar.

Definition und Bemerkung 24. Sei (K,d,) ein metrischer Raum dber dem bewerteten
Korper (K,v).
Falls die Folge 77", a; fiir n — oo konvergiert, so heifft imy, oo > i @; = Y ooy a5

Ist (K,d,) vollstandig, so konvergiert > =, a; genau dann, wenn lim; .o a; = 0.

43Siehe zum Beispiel den Absatz zu den p-adischen Zahlen.
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Beweis: Sei (K, d,) vollstandig.

»= > a; konvergiere, das bedeutet, lim, o Y ;- a; = ¢ € K. Somit gibt es ein 1 <
Ny € N, so dass Zf\il a; = c fur alle N > No Somit gilt a; = 0 fiir ¢ > Ny. Damit ist aber
die Folge der Summanden ab dem Index Ny + 1 konvergent mit lim; . a; = 0.

,<=" Klar. O

Durch Folgen und Reihen kénnen aber auch die irrationalen Zahlen beschrieben werden, zum
Beispiel ist e = >2°, (1 + 1)%.

Anwendung: p-adische Zahlen Betrachte zunéchst die Vervollstindigung (Qp,v,) von
(Q,v,). Die Elemente von @, sind Aquivalenzklassen [(;);en] von CAUCHY-Folgen, deren
Grenzwerte alle gleich beziiglich v, sind, das bedeutet, falls die urspriinglichen Elemente in Q
alle zu p? teilerfremde Z&hler und Nenner fiir ein z € Z haben, bilden sie das gleiche Element

in Qp, welches durch p* identifiziert werden kann. Betrachte also die Einbettung
Q — "+ [(zi)ien] = lim wp(ai) =p°, 2z €L

Jede Reihe Y 22 a; mit a; € Q, konvergiert nach Bemerkung . Folgender Satz kann sich

daher zu Nutze gemacht werden.

Definition und Bemerkung 25. Fiir jedes a € Q, ewxistiert eine eindeutige Reihendarstel-
lung
o0
a= Zaipl, a; € Z,
i=1

die p-adische Entwicklung von a. Darstellung:

a = A_nl—n41-..0-1 s aiag ...
——

Koeff. gebrochener p-Potenzen Koeff. ganzzahliger p-Potenzen

n 1st die Anzahl der gebrochenen p-Potenz-Anteile.

Beweis: Genauer: Sei 0 # a € Q,, m € Z mit vp(a) = p* und n := max{0, m}. Dann gibt es
eindeutige a; € Zmit 0 <a; <p—1,71> —n,sodassa =) .-, a;p'.

Fallunterscheidung:
1. m<0und n=0.

2. m>0und n=m.

Das einfachste Beispiel einer p-adischen Darstellung einer Zahl ist die Bin&rdarstellung.

“Dies gilt nur, weil d, nicht-archimedisch ist.
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2.3 Topologie
Erinnerung 3. Sei X eine Menge.
e 7 C Pot(X) heifit Topologie auf X, falls

(T1) 0, X T.
(T2) Ist U; € T firi € I und Indexmenge I, so auch |J
(T3) Sind U,V €T, soist auchUNV €T.

(X, T) heifst dann topologischer Raum. Die U € T heiflen offen und V C X abge-
schlossen, falls X \'V offen ist.

e Seien (X,T) ein topologischer Raum, V. C X. TNV :={UNV | U € T} ist eine
Topologie auf V' und heiffit Spurtopologie von T auf V.ﬁ

o Sei B C Pot(X). (B) := {U;cr b, 0NV | i € I,b;,b, b/ € BYU {0, X} ist die von B
erzeugte Topologie auf X.

Beweis: Sei T Topologie auf X, V C X.
Zeige: T NV ist eine Topologie auf V.

(TH VNI=0eTnNVundVNX=VeTnV.

(T2) Seien I Indexmenge und U; NV € TNV firie I, U; € T. Es gilt

Ywinv)=JuinJveTnv.

iel el icl
S~ Y~~~
€T =V

(T3) Seien Uy NV, UsNV € TNV. Es gilt

(UlﬂV)ﬂ(UzﬂV):UlﬂVﬂUgﬂV:UlﬂUgﬂVGTﬂV.
i
(S

O

Fiir die allgemein iiber Topologien betrachtete Funktionentheorie beziehungsweise Abschnitt
sind folgende Begriffe noch von Nutzen.

Erinnerung 4. Seien (X,7;), (Y,7y) topologische Riume und f: X — Y eine Abbildung.

o f ist stetig genau dann, wenn eine der dquivalenten Bedingungen erfillt ist:

*5In [KriegTop], Seiten 31f wird diese Topologie als Initialtopologie der kanonischen Injektion i:V — X :

x +— x eingefiihrt, was hier zu weit ausholen liefe.
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— Fiir jedes offene V € Tx ist f~1(V) € Ty offen in (X, T,) oder
— fiir jedes abgeschlossene V. C X ist f=1(V) abgeschlossen in (X,’Z;).PEI

o f heifit Homdoomorphismus, falls f bijektiv und sowohl f als auch f~' stetig sind.
e Charakterisierung: f ist genau dann ein Homdéomorphismus, wenn f(Tx) = Ty ist.

Sei nun X := (7, X) ein topologischer RaumF_TI
Die Betrachtung der algebraischen Geometrie unter topologischen Gesichtspunkten ist von
einigen weiteren grundlegenden Begriffen geprigt, welche in Abschnitt auf die ZARISKI-

Topologie angewandt werden.

Definition und Bemerkung 26. 1. X heifit NOETHERSsch, falls eine der dquivalenten

Bedingungen gilt:

(a) Jedes {M C X | X\ M € T} hat ein minimales Element.
(b) Jede absteigende Kette abgeschlossener My O My O --- wird konstant.

2. Fir eine Indezmenge I heifit|J,c; U; eine offene Uberdeckung von X, falls Uiet Ui =
X und U; € T fir alle 1.

3. X heifit quasi-kompakt, falls jede offene Uberdeckung von X eine endliche Teiliiber-
deckung enthdlt.

4. Ist X NOETHERSch, so auch quasi-kompakt.

5. X heifit HAUSDORFFsch, falls je zwei Punkte x1,x9 € X durch eine Umgebung ge-
trennt sind: U(x1) NU(z2) = 0.

6. X heiffit kompakt, falls X quasi-kompakt und HAUSDORFFsch z’st.[z‘;g]

Ferner wird im algebraischen Kontext ein stirkerer Zusammenhangsbegriff bendtigt.

Definition und Bemerkung 27. o X heiffit zusammenhdngend, falls es keine nichi-
leeren, offenen, disjunkten Mengen X1, Xo C X ¢ibt, so dass X = X1 W Xo.

o X heifit irreduzibel, falls es keine abgeschlossenen Mengen X1, Xo C X ¢ibt, so dass
X =X ¥ Xs.

o Ist X irreduzibel, so auch zusammenhdngend.

“6Dies sind Charakterisierungen der Stetigkeit gemi® [KriegTop], Seite 23.
“"Notation in Anlehnung an [KriegTop].
48Kompaktheit ist also stirker als Quasi-Kompaktheit, wird hier aber nicht benétigt.
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Beweis: Sei X irreduzibel.

Angenommen, X wire nicht zusammenhéngend. Seien demzufolge X1, Xo € 7 disjunkt und
nichtleer, so dass X = X; W Xo. Es gélte aber damit auch X = (X \ X;) W (X \ X») fiir die
abgeschlossenen Mengen X \ X7, X \ X,. Widerspruch. O

Das einfachste Beispiel zusammenhéngender Mengen sind die Einermengen {z}, z € X. Fiir

die hier eingefiihrten Begriffe ist nicht nur die ZARISKI-Topologie ein ,,gutes* Beispiel.

Beispiel 2. Sei 7p,4: C Pot(R) die Menge aller offenen Teilmengen von R, die so genannte
natirliche Topologie auf R.

o Fiir a,b € R ist jedes offene Intervall ]a,b| irreduzibel.

o (Gleschlossene Intervalle sind nicht irreduzibel, aber zusammenhdngend.

Bemerkung 10.
Sei X = (7, X) NOETHERScher topologischer Raum. Dann gibt es abgeschlossene, irreduzible
Teilmengen Uy, ..., Ux C X, so dass X =Uy U---UUy.

Beweis: Angenommen, die Behauptung gilt nicht. Setze
A :={A C X | A abgeschl. und nicht Vereinigung endl. vieler irreduzibler Teilm. von A}

die Menge der Mengen, die der Behauptung widersprechen und insbesondere nicht irreduzibel
sind. Somit ist nach Annahme X € A und A # ). Sei A € A minimal und A = A; U Ay,
so dass A; G A und abgeschlossen. Also sind A ¢ A fiir i = 1,2. Daher ist A; Vereinigung
endlich vieler irreduzibler Teilmengen von X.

O

Sei X = (7, X) ein topologischer Raum und ¥ C X.

Definition und Bemerkung 28. e Sind U,V C X abgeschlossen in X, so ist UNV

abgeschlossen in X.

® V= \ycucx abgeschiossen U heiBt Abschluss von Y in X.
e =0 X=X.
Beweis:

e Seien U,V C X abgeschlossen in X. Dann sind X \ U, X \ V offen. Dann ist UNV =
X\ (X\U)U (X \V)) abgeschlossen in X, da (X \U)U (X \ V) offen in X.

e Mit dem ersten Punkt ist klar, dass Y abgeschlossen ist.

“*Das heift, die kleinste Menge
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° ng X abgeschlossen U = () ist die kleinste abgeschlossene Teilmenge von X.

X =Nxcrcx abgeschlossen U = X, da X als Komplement von () € X abgeschlossen ist.

O

Obige Bemerkung macht deutlich, dass die leere Menge gesondert behandelt werden muss.
Das gilt auch fiir die Definition des folgenden Dimensionsbegriffs fiir topologische Rdume, der
insbesondere mit dem gleichnamigen Dimensionsbegriff fiir Ringe einhergeht, der in Abschnitt
2.1l definiert wird.

Definition und Bemerkung 29. o Setze

1. dim X :=1, falls X = () und ansonsten
2.

dim X := sup{ne€N|er Kette 0 #Yo V1 G- G Y,

mit Y; abgeschlossen, irreduzibel} € NU {oo}.

dim X bezeichnet die KRULL-Dimension von XEO-]

2.4 Kategorien und Funktoren

Dieses Konzept stellt eine Abstraktion der gesamten Algebra dar. So kénnen grundlegende
Zusammenhinge auch auf grundlegender Begriffsebene dargestellt werden. Ziel fiir die alge-
braische Geometrie ist der Beweis, dass die ,Klasse* der affinen K-Algebren und die ,Klasse*

der affinen algebraischen Mengen dquivalent sind.
Definition 30. Fine Kategorie ist ein Paar 2 = (Obj A, Mor ) mit
e den Objekten Obj A von A und
o den Morphismen Mor 2 = {Mor(4, B) | (4, B) € Obj A x Obj 2A} von A7,

wobei zu jedem Paar (A, B) € Obj 2 x Obj 2 eine Menge Mor(A, B) € Mor 2 existiert, die

Morphismen von A nach B, so dass gilt:

e Eindeutigkeit der Morphismen: Die Morphismen zu unterschiedlicher?| Paaren
(A,B), (A, B") € Obj 2 x Obj 2 sind disjunkt: Mor(A, B) N Mor(A4’, B') = (.

e Komposition von Morphismen: Zu drei Objekten A, B,C € Obj 21 definiere
o : Mor(B,C) x Mor(A, B) — Mor(A4,C),

so dass folgende Aziome gelten:

%0Beachte, dass auch dim X = 0 sein kann, falls nur eine irreduzible Teilmenge in X existiert.
1Verallgemeinerungen des Abbildungsbegriffs
2das heiflt, A # A’ oder B # B’
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1. links-/rechtsneutrales Element: Zu jedem A € Obj 2 gibt es id4 € Mor(A, A), so

dass
— idg o ¢ = @ fiir alle ¢ € Mor(B, A) und alle B € Obj 2,
— ¢ oidg = fir alle v € Mor(A, B) und alle B € Obj 2.
2. Assoziativitit: Zu je wvier A,B,C,D € Obj 2 und allen ¢ € Mor(A, B),y €
Mor(B, (), 0 € Mor(C, D) gilt:
(forp)op="0o(op)
Ferner ist (¢,1,0) eindeutig 6 o 1) o ¢ € Mor(A, D) zugeordnet.
o Seien A eine Kategorie, A, B € Obj 2 und ¢ € Mor(A, B).
— ¢ heifit Isomorphismus, falls ein v € Mor(B, A) existiert mit ¢ o1y = idp und
Yo =1idy [ﬂ
— @ heiffit Endomorphismus, falls B = A ist.
—  heifit Automorphismus, falls B = A und ¢ Isomorphismus ist.[?]

o Sei A eine Kategorie, dann bezeichnet AP die zu A duale Kategorie und es gilt
ObjA°P = Obj A und Mor(A, B) € Mor(A°P) < Mor(B, A) € Mor 2.

Die duale Kategorie ist also die Ausgangskategorie mit umgekehrt assoziierten Morphismen.
Kategorien verallgemeinern also viele algebraische Konzepte wie etwa Gruppen oder Kérperer-

weiterungen.

Beispiel 3. o & ist Kategorie der Gruppen, wobei Obj & die Menge der Gruppen und
Mor & die Menge der Gruppenhomomorphismen ist.

o Fir einen Korper K ist € die Kategorie der Korpererweiterungen E /K von K, wobei
Mor(€x) die K—Homomorphismer{g_g] von E1 nach Es fiir zwei Kdérpererweiterungen
El/K7 E2/K sind.

Die Relation zweier Kategorien wird iiber Funktoren, den strukturerhaltenden Abbildungen
zwischen Kategorien, ausgedriickt, so dass spiter auch ein Aquivalenzbegriff fiir Kategorien

definiert werden kann.
Definition 31. Seien A, B Kategorien.

o [:A — B heifft (kovarianter) Funktor von U in B, falls ihm folgende Abbildungen

zugeordnet sind:

%3Das heit, zu ¢ existieren stets die links- und rechtsinversen Elemente.
3 Aut(A) := {¢ € Mor(A, A) | ¢ Automorphismus} ist eine Gruppe.
*Das heikt, die Homomorphismen f : By — Fy mit f|x = idx.
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— F:0bj A — Obj B: A F(A),
— zu je A, A" € Obj A: Fu 4y + Mor(A, A') — Mor(F(A), F(A)) : (A5 A) —
(F(A) ") Far)) mit
1. F(ida) = idp(a) fir alle A € Obj A und
2. F(pot)=F(p)o F(v) fir alle ¢,v € Mor 2.

o FEin kontravaritanter Funktor ' : A — B von A in B ist ein Funktor mit der folgen-

den abweichenden Bedingung an die Morphismen-Vertraglichkeit:

— 2u A, A € Obj A ist abweichend F : Mor(A, A') — Mor(F(A'), F(A)) : (A %
A — (F(A) Fig) F(A)) mit diesmal F(p o) = F(y) o F(p) fir alle ¢,v €

Mor 2.

Kontravariante Funktoren sind die kovarianten Funktoren auf den entsprechenden dualen
Kategorien. Sie kehren die Komposition von Morphismen um, so dass die Richtung der Mor-
phismen berticksichtigt wird.

Die folgende Definition fithrt den Aquivalenzbegriff der Kategorientheorie ein.
Definition 32. Seien A, B Kategorien.
o Seien F,G : A — B zwei kovariante (zwei kontravariante) Funktoren.

— Eine Familie von Morphismen (®4)a € Obj 2 mit 4 € Mor(F(A),G(A)) heifst
natirliche Transformation ® : F' ~~ G, falls die folgenden Diagramme fiir alle
(a: A— A") € Mor A kommutieren:

F(A) 24 a(A) F(A) 24 a(A)
F(a)l G(oz)l TF(&) TG(&)
F(A) 22 qra) F(A) 22 qran

Das bedeutet, G(a)oPy =Py o F(a): F(A) = G(A") (Pgo0F(a) =G(a)o Py :
F(A) — G(A))F
— Eine natiirliche Transformation ® : F ~~ G gegeben durch (®4)4 € Obj A heifit

nattirlicher Isomorphismus zwischen F und G, falls alle ® 4 Isomorphismen

sind. F und G heiflen in diesem Fall natirlich dquivalent.

e FEin Paar von Funktoren F : A — B,G : B — A heifft Aquivalenz zwischen 2 und
B, falls GoF : A — A zuidyg und F oG : B — B zu idp natirlich isomorph sind. In
diesem Fall heiffen A und B dquivalent.

5 Transformationen sind Morphismen von Funktoren.
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Bei obiger Definition ist zu beachten, dass die Transformationen jeweils Morphismen zwischen
Funktoren sind, Aquivalenzen jedoch aus zueinander inversen Morphismen bestehen, so dass
die Kategorien selbst verglichen werden kénnen.

Eine Aquivalenz kann auch anders als ,Konstruktionsvorschrift“ fiir den ,Umbau“ der einen

Kategorie in die andere und umgekehrt betrachtet werden.

2.4.1 Produktbildung

Tensorprodukt oder kartesisches Produkt kénnen auch auf kategorientheoretischer Ebene ver-
allgemeinert werden, so dass einige weitere Folgerungen im Rahmen der algebraischen Geo-
metrie moglich sind.
Sei 2 eine Kategorie.
Das Produkt einer Familie von Objekten aus 2 wird als eindeutiger Morphismus eines Objekts
aus 2 in das Produkt dargestellt, so dass das Produkts durch das Objekt identifiziert werden

kann.

Definition und Bemerkung 33. A € Obj 2 heifit universell anziehend (abstoflend),

falls genau ein Morphismus
B— A (A— B) firalle BeObj2
existiert. A heifit universell, falls A universell anziehend oder universell abstofSend ist.

Definition 34. Sei F' := (A;)icr eine Familie von Objekten A; € Obj 2 fiir eine Indexmenge
I.

o Ap wird definiert durch:

Obj Ar = {((A — Az) S MOI"(A, Ai))ie[ ’ Ae Obj Ql}
Mor Ap := {MOI‘((A — Ai)’ielv (B — Ai)ie[) | A,B S ObJ QL}
= {p €Mor(A,B) | pi =vi0p,pi, 1 € Obj Ar, A, B € Obj 2}
A i B
Pi i
A;

o (bt es ein universell abstofendes Element (A =5 A;)icr € Obj Ap, so heifft A =:
[Lic; Ai das Produkt von F und m; : [[,.; Ai — A; Projektion.
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o A wird definiert durch:

Obj A” = {((4; — A) € Mor(A;, A))icr | A € Obj A}
Mor 2 := {Mor((4; — A)ier, (A; — B)icr) | A, B € Obj 2}
= {9 €Mor(A,B) | pog; =i, i, i € Obj A, A, B € Obj 2}
A 4 B
¥i ¥
A;

o (bt es ein universell anziehendes Element (A; X A)ier € Obj AF, so heifit A =:
[ic; Ai das Coprodukt von F und o; : A — [[,c; A; Einbettung.

Die Projektionen der Kategorie 2, also die Objekte, welche die Produkte definieren, miissen
universell abstofsend sein, da sonst das Produkt nicht eindeutig bestimmt ist. Sind ndmlich
(A D Ay)ier,((BS Ay)ier € Obj G, so folgt direkt A = B = [I;c; Ai, womit die Morphismen
A — B = [lic; Ai — lier Ai jeweils idniel 4, ergeben. Wire etwa (A I A;)ier nicht
universell abstofend, dann gibt es ein (A’ iR Aj)ier, so dass es keinen eindeutigen Morphismus

zwischen den beiden Objekten gibt.

Beispiel 4. Betrachte die Kategorie der Mengen & mit Mengen als Objekten und Abbildungen

als Morphismen. Sei F' = (A;)ier eine Familie von Mengen.
o Als Produkt funktioniert beispiclsweise das kartesische Produkt [];c; A;.

Algebraische Strukturen kénnen hier komponentenweise auf das Produkt tibertragen wer-

den, weswegen diese Produktbildung auch fir algebraische Strukturen funktioniert.

o Als Coprodukt kann die disjunkte Vereinigung \#,c; A; definiert werden.

2.5 Funktionentheorie

Werden die Polynome aus der algebraischen Geometrie als Polynomfunktionen aufgefasst, so
lassen sich auch funktionentheoretische Begriffe und Ergebnisse auf die affinen algebraischen
Mengen anwenden. Die Grundlage dazu wird hier gelegt, indem nicht der konkrete algebraisch
abgeschlossene Korper C und die natiirliche Topologie darauf verwendet wird.

Sei also K ein algebraisch abgeschlossener Kérper und 7 eine Topologie auf K.
Erinnerung 5. Sei U C K offen und f: U — K.

e [ heifit holomorph, falls die TAYLOR-Reihe f(x) =Y 7 an(z2—20)" von f mindestens
auf Kr(zo) fir R =sup{r > 0| K,(z0) C U} lokal gleichmafig gegen f konvergiert.
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o Ist f holomorph und U = K, so heifit [ ganz.

e Jede Polynomfunktion f : K — K : x +— Zf:o a;x" auf K ist ganz.

3 Algebraische Geometrie

3.1 HIiILBERTs Nullstellensatz

Seien K ein Korper, K’ O K ein Erweiterungskorper und R := K[X7, ..., X,] der Polynom-

ring in n Unbestimmten iiber K.
Definition und Bemerkung 35. Sei M C R eine Menge von Polynomen.

1. Vi (M) :={x € A(K")" | f(z) =0 fir alle f € M} heif§it die gemeinsame Nullstel-

lenmenge oder Varietit von M|
2. Vi (M) < A(K")™.

3. Ein V< A(K")" heifit affine algebraische Menge (AAM), falls es ein M C R gibt
mit V. = Vg (M).

Die AAM bilden die Grundlage der algebraischen Geometrie, da sie eine Briicke zwischen
algebraischen Gleichungssystemen und geometrischen Formen schlagen: Der Losungsraum des
Systems ist gleichzeitig die Menge der Punkte der Form.

Die Struktur des Losungsraums und damit der Form ist also von essentiellem Interesse. Zur
Charakterisierung derselben wird HILBERTs Nullstellensatz (Satz|l]) verwendet. Das Ergebnis
ist ein Zusammenhang zwischen der Struktur der geometrischen Form und der Ideal-Struktur
des zu Grunde liegenden Rings. Die entsprechenden Begriffe und Aussagen werden im Fol-
genden definiert und bewiesen. Die dazu erforderlichen Grundlagen werden in Abschnitt
gelegt, wo aber nicht alle Kernaussagen bewiesen werden, so dass der hier gefiihrte Beweis

moglichst mit grundlegenden Begriffen argumentiert.

Definition und Bemerkung 36. Sei I < R ein Ideal in R.
o Die Menge \/I:={f € R| f* €1 fiir ein n € N} heifit das Radika von I.
e /(0) ist die Menge der nilpotenten Elemente von R, genannt das Nilradikal.
e VI<R.
o Ist I =+/1, so heifit I Radikal-Ideal.
« VWI=VI

*"Der Erweiterungskérper K’ O K wird hier verwendet, um die Definition von Vi (M) nicht nur auf K zu

beschrénken.
*®Das hier definierte Radikal ist Verallgemeinerung des Primradikals (1, Sprimi )
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o Fijr ein X C A™(K') heifit Ix(X) := {f € R | f(z) = 0 fir alle x € X} das Ver-
schwindungsideal von X7

Beweis:

VI<KR: eabeVIi=ex.i,jeENya W ecl= (a’+V)ecl...

eacVl,recR=ex.icNyd cl= (ra))=ra’ c I = rac I
VVI=VI: {feR| freIfireinneN}={fecR|(f")" €l fir n,m € N}.

O

Die Elemente eines Radikals v/T fiir ein Ideal I C R sind die Elemente aus R, die durch Po-
tenzieren wieder zu I gehéren. Umgekehrt kann ein 2 € v/T auch als ,Wurzel* (oder ,Radikal®)
von potenzierten Elementen aus I aufgefasst werden, die Operation /- wird als ,Radizieren®
bezeichnet.

Die folgende Bemerkung zeigt, dass die Definition der Varietdten auf Teilmengen von Poly-
nomen keine echte Verallgemeinerung ist. Somit kdnnen bei der weiteren Betrachtung Ideale
vorrausgesetzt werden. Desweiteren liefert das Radikal eines Ideals keine Vergréferung der

Nullstellenmenge des Ideals.

Bemerkung 11.
o Ist M - R, 50 15t VK/(M) = VK/((M))

o Ist AR, so Vi:(I) = Vi (V).
Beweis:
o Es gilt

Vier(M) = {a € A(K)" | f(a) =0 fir alle f € M } = Vier (M)

«(rf +sg)(a) =0 fiir alle f,g € M,r,s € K’

<= f(a)=0 fiir alle fe(M)

o Vir(VI) = {a € A(K")" | fiir alle f € VT exm € N: f(a) = f™(a) = 0} = Vi (I).

O

Ist K algebraisch abgeschlossen und somit K/ = K, so geht das Verschwindungsideal mit den
AAM in folgendem Sinne einher.

»vergleiche Annulatorideal eines Moduls in [PleskenAGT]
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Hauptsatz 1 (AAM vs. Verschwindungsideal).
1. HILBERTs Nullstellensatz:

Ist K algebraisch abgeschlosse I 7<é1 R, soist Vi (I) # 0, das heifit, es gibt ein a € A",

welches gemeinsame Nullstelle der f € I ist.
2. Sei VCA™ AAM, I < R.

(a) V =Vi(Tk(V)).
(b) VI =TIg(Vk(I)).

Seir weiter AAM(A"™) die Menge der AAM in A™ und Rad(R) die Menge der Radikale
von R. Die Abbildung

Tk : AAM(A") — Rad(R) : V +— Zg(V)
st eine inklusionsumkehrende Bijektion@.

Beweis:

1. Die Existenz einer gemeinsamen Nullstelle a € Vg (I) ist auf die Existenz einer ge-
meinsamen Nullstelle eines maximalen Ideals J < R zuriickfithrbar. Wahlt man nim-
lich J maximal mit I C J, so kehren sich die Inklusionen bei den Varietdten um:
Vi (I) 2 Vi (J), das bedeutet, Vi (J) ist minimal. Somit ist a € Vg (I), falls die Exi-

stenz von (ai,...,a,) = a € Vg (J) garantiert wird.
Zeige dazu: J = {(a1,...,an)}.

E := R/J ist auf Grund der Maximalitédt von J ein Kérper (vergleiche Erinnerung
und K C F ein Teilkérper, da K C Rund K = K /J. Nach Definition und Bemerkung
ist E eine K-Algebra von endlichem Typ iiber K, weswegen E/K nach Folgerung
algebraisch ist. Da aber K bereits algebraisch abgeschlossen ist, gilt £ = K.

Die Existenz dieses Isomorphismus zwischen E und K induziert die Existenz der Bilder
der Restklassen X; modulo J und somit die Existenz des Einsetzungshomomorphismus

E(ar,man) - B — K :p(X1,..., Xy) = pla1, ..., a,). Folgende Situation tritt also auf.

Xi R K a;

IR

X R X

Somit enthdlt Vi (J) genau das Element (aq,...,a,).

%9Das heikt, K = K.
51Vergleiche GALo1s-Korrespondenz
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2. (a) Esgilt
Vi(Zrg(V))={x € A" | f(x)=0furalle f e Zg(V)} =V.
— zeV
(b) ,C“ Sei f € VI, also f™ € I fiir ein m € N. Genau dann ist f™(z) = 0 fiir alle
x € Vig(I), also f™ € T (Vi (1)).
22 Sel f € Ik (Vi (I)) und O.B.d.A. f # 0. Ferner setze J := (I, f - Xp41—1) <
K[X1,..., Xnt1] = R[Xnq1]-

Der Beweis benutzt den RABINOVIC-Trick, um zu zeigen, dass Vi (J) = () in A"+

womit aus HILBERTs Nullstellensatz sofort J = R[X,,41] folgt.

RABINOVIC-Trick: Angenommen Vi (J) # (0. Sei (a1,...,an+1) € Vi (J). Somit

ist auch (aq,...,a,)Vk(I). Schlieklich gilt 0 = f(a1,...,ay) any1 —1 = —1 als
—_—

=0
Widerspruch zur Annahme.

Zur Bijektion:

e Wohldefiniertheit folgt aus 2. (b).
e Umkehrabbildung gegeben durch

Z' s Rad(R) — AAM(A™) : VT = T (Vi (I)) — Vi (I).
Oa

Aus dem Beweis zu HILBERTs Nullstellensatz lassen sich einige interessante Aussagen ziehen
(vergleiche auch [PleskenAG2]|, Seiten 14 ff), welche fiir die Struktur der Koordinatenringe,
wie sie in Unterabschnitt behandelt werden, von Wichtigkeit sind.

Folgerung 5. 1. Ist K algebraisch abgeschlossen, I <pap K[X1,...,Xp], soist K2 R/I

und
I=(X1—a,....,Xp—ay) = Kern(g(ahm’an)).@

2. Ist V.e AAM(A"), dann ist T (V') ein Radikal-Ideal.

Bewess:
1. Beweis von 1. aus Hauptsatz

2. Esist V=Vg(I) fiir ein I < R.

,C“ Sei f € \/Ix (V). Dann existiert ein k € N mit f* € Zx (V) und somit f*(v) =0
fiir alle v € V. Damit ist auch f(v) =0 fiir alle v € V, also f € Zg (V).

, 2% Klar.

52Es gibt also eine Bijektion zwischen der Menge der maximalen Ideale I <Imax K[X1,...,X,] und den
Elementen (ai,...,a,) € A",
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O

Hier noch einige Eigenschaften der bisher definierten Begriffe, die fiir die Definition der ZA-
RISKI-Topologie von grundlegender Bedeutung sind.

Bemerkung 12.
Sei I,J, I\ < R Ideale fiir A € A, A Indexmenge.

e Inklusionsumkehrung: Ist I C J, so Vg:(I) 2 Vg (J).
e Topologische Eigenschaften:
Vi (0) = A(K')™ und Vi/(R) = 0.
Vir(INJ) = Vi (1)U Vg ().
VK’(UAeA 1)) = ﬂ)\eA Vi (Ix).
Beweis:

o Inklusionsumkehrung: Sei a € Vg/(J), dann ist f(a) = 0 fiir alle f € J und somit
f(a)=0fiiralle fe I CJ.

e Vi (0) = A(K')™ und Vg (A(K")™) = 0 folgt direkt aus HILBERTs Nullstellensatz.

3.2 Die ZAriskI-Topologie

Der Zusammenhang zwischen algebraischer Geometrie und Topologie wird durch die ZARISKI-
Topologie hergestellt, welche ein Beispiel fiir eine nicht anschauliche und nicht in der Analysis
verwendete Topologie ist ']

Hier seien K ein algebraisch abgeschlossener Korper sowie R = K|[X1,...,X,].

Definition und Bemerkung 37. e Sei B={U |U={zx e A" | f(x) #0 fir ein f €
I}, I <9 R} C Pot(A™) (Y] (B) heift Zariski-Topologie Z auf A™.

e Die abgeschlossenen Mengen der ZARISKI-Topologie sind genau die affinen algebraischen
Mengen.

o Fir eine Teilmenge V C A" ist die ZARISKI-Topologie die Spurtopologie von Z auf V.

Nach Bemerkung [12] gelten fiir die affinen algebraischen Mengen genau die Axiome der abge-

schlossenen Mengen einer Topologie.

530scAR ZARISKI hat wohl diese Topologie als Beispiel fiir das seiner Meinung nach unsinnge Konzept der

Topologie erfunden.
4B enthilt also alle Mengen ¢ AAM(A™).
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Satz 8.
Sei V.= (ZNV,V) topologischer Raum mit V.€ AAM(A").

1. Wie in (Z,A") gilt: U CV abgeschlossen <= U € AAM(A").

2. V ist NOETHERSch und damilF’E] in abgeschlossene, irreduzible Teilmengen Uy, ..., Us C
V zerlegbar: X =U; U---UUs.

Beweis:

1. U C V abgeschlossen <= U = W NV fiir ein beziiglich Z abgeschlossenes W <= W
abgeschlossen beziiglich Z <= U € AAM(A").

O

Die topologischen Eigenschaften der AAM gehen mit der Ideal-Struktur von R wie folgt einher.

Hauptsatz 2 (Irreduzible AAM vs. Primideal).
Sei V.C AAM(A"™). V ist genau dann irreduzibel, wenn Ix (V') Primideal in R ist.

Beweis: ,=“ Sei V irreduzibel.

Zu zeigen: fg € I (V) fur f,g € R, so auch f € I (V) oder g € T (V).

Seien f # g € R mit fg € Zx(V) und V irreduzibel. Es ist fg(v) = 0 fiir alle v € V, also
f(v) =0 oder g(v) = 0 fiir alle v € V. Somit gilt die Zerlegung

V=VnVg(f)UVnVk(g)).

i Vs

Wegen der Irreduziblitit von V folgt, dass V4 und Vs nicht disjunkt sein konnen. Da f # g
ist, ist auch Vi (f) # Vi (g). Daher gilt

V =V NVk(f) oder VNVk(g),

womit f € Zg (V) oder g € i (V) ist.
»<=": Sei T (V') Primideal.
Zu zeigen: V ist nicht Vereinigung zweier, disjunkter, abgeschlossener Mengen.
Sei V. =Vg(I1)UVk(I2) Bené[ﬁ]VK([l N 1Iy) fiir zwei Ideale I1, Iy < R. Strategie: Falls V nicht
eine der Varietiten ist, so ist V' gleich der anderen.
Sei dazu 0.B.d.A. V # Vi (I1). Da es somit ein f € I} und v € V gibt, so dass f(v) # 0 ist,
ist 1 £ I (V). Seien f € I1 \Zg (V) und g € 1. Es gilt
V=Vk(IiNl2)

foehLbchnlk C  TIg(V)
Wegen f ¢ Zi (V) muss g € Zg (V) liegen. Da g beliebig war, gilt Is C Zx (V). Es folgt, dass
V= VK(IQ) ist. O

%nach Bemerkung
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3.2.1 Funktionentheoretische Folgerungen

Dank der ZARiski-Topologie kann auch die Funktionentheorie auf AAM angewandt werden,
was den Koordinatenring hervorbringt, mit Hilfe dessen die reguliren Funktionen definiert
werden kénnen. Diese haben dhnliche Eigenschaften wie holomorphe Funktionen auf C, stehen
hier nur in einem weitaus allgemeineren algebraischen Kontext. Die fiir diesen Zusammenhang
benétigten funktionentheoretische Grundbegriffe sind in Abschnitt beschrieben.

Definition und Bemerkung 38. Sei M C A™.
1. (x— f(x)) e F(IM) :={f: M — K} mit f € R heifit Polynomfunktion auf M.

2. F(M) ist eine K-Algebra und die Menge der Polynomfunktionen eine zu R isomorphe
K -Unteralgebra von F(A™)[%]

Beweis: Zeige: o : R — F(M) : f — (z — f(x)) ist ein K-Algebren-Homomorphismus,
dessen Bild die Polynomfunktionen auf M sind und mit Kern(a) = {f € R | fl; = 0} =
{feM| f(x)=0 fir alle x € M} = Zy,. |

Definition und Bemerkung 39. Se: V € AAM(A").
Da nach obigem Beweis T (V') der Kern der Einbettung von R in F (V') ist, bildet
R /I (V) =: K[V] eine K-Algebra, genannt die K-Algebra der reguliren Funktionen

auf V oder alternativ den Koordinatenring von V.

Um den Koordinatenring K[V] als affine K-Algebra zu charakterisieren, ist folgendes Zwi-

schenergebnis hilfreich.

Lemma 3. A = R[Xy,...,X,] /I ist genau dann reduziert, wenn I < R[Xy,...,X,] ein
Radikal-1deal ist.

Beweis: ,=“ A enthalte keine nilpotenten Elemente. Angenommen I # /I, dann ist ins-
besondere [ g VI, da I C /T trivial ist und somit I ) VT gelten muss. Somit existieren
feVI\Iundn €N, sodass f* € I. Das bedeutet, f* = 0in A, also ist f € A nilpotent.
Widerspruch.

,<" Sei I =+/T und ferner 0 # f € I. Angenommen f wire nilpotent, das heifit, es gébe ein
neNmit f'=0in A —= frel— feVI=— fcl=— f=0in A. Widerspruch. O

Mit dieser im Vergleich zur folgenden Aussage etwas stirkeren solchen und Hauptsatz [2|kénnen

die folgenden Ergebnisse bewiesen werden.

Folgerung 6 (Konsequenzen von Hauptsatz [2). Sei V € AAM(A™).

5Die Menge der Polynomfunktionen wird im Folgenden durch R selbst identifiziert.
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1. K[V] ist genau dann ein Integrititsbereich, wenn V irreduzibel ist.

2. K[V] ist eine affine K-Algebra.

Beweis:

1. Es gilt

Hauptsatz

V irreduzibel Tk (V) < R Primideal ""22°8 0 g1v/] Integrititsbereich.

2. Nach Definition und Bemerkung 8| ist K[V] = K[X1,...,X,]/Zk(V) von endlichem
Typ tiber K. Angenommen K[V] enthielte ein nilpotentes Element f + Zx (V). Dann
existierte ein m € N, so dass f" +Zx (V) = I (V) = Ogy). Also wiire f™ € VIk(V) =
Tk (V) und somit bereits f € Zx (V'), womit f + Zx (V) = Ogqy) und K[V] reduziert.

O

Fir Ve AAM(A") ist der Koordinatenring K[V] nach dem Homomorphiesatz isomorph zum
Bild der Einbettung von R in F(V') also zu der Menge der Polynomfunktionen auf V. Diese
sind im Sinne der folgenden allgemeinen Definition die eindimensionalen reguléren Funktionen

beziehungsweise die Koordinatenfunktionen einer reguléren Funktion.

Definition 40. Seien V,W € AAM(A"). Eine Abbildung f : V — W heifit requldr, falls es
Polynome fi,..., fn € R gibt, so dass f(z) = (fi(x),..., fo(x)) fir alle z € VE]

Der Zusammenhang zwischen Koordinatenring und regulidren Funktionen wird nun in eine

Bemerkung gefasst.

Definition und Bemerkung 41.
Seien V.€ AAM(A™), W € AAM(A™) und f = (f1,..., fm) : V. — W eine reguldre Funktion.

1. Genau dann ist W = A', wenn f € K[V] ist.

2. Die Koordinatenfunktionen fi,..., fm sind genau die Elemente des Koordinatenrings

K[V].

3. Ist f bijektiv und =1 ebenfalls regulir, so heifit f Isomorphismus. V und W heifien

dann tsomorph.
4. f ist stetig in der ZARISKI-Topologie.

5. Charakterisierung: f st genau dann ein Isomorphismus, wenn f ein Homdomorphismus

1st.

5"Der Begriff geht in der Funktionentheorie auch mit dem der meromorphen Funktionen einher.
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Beweis:

L Ist f:V — Al = K reguliir, so ist f € R C F(V). Sobald f € Tx(V), gilt f(z) =0
fiir alle x € V und somit f = 0. Damit ist die Nullfunktion gleich dem Nullelement in
K[V] =R /Zk(V). Umgekehrt ist jedes f € K[V] eine Polynomfunktion mit Werten in

K, also regulér.

2. Die Koordinatenfunktionen sind Funktionen der Form V — Al also nach dem ersten

Punkt genau die Elemente von K[V].

3. Stetigkeit: Sei U C V abgeschlossen, also U = Vg (I) fiir ein I < R. Es gilt
fFUU) = {weV |f)eUl={veV|g(f(v)) =0 fiiralle g € I}
= {veV|g(fi(v),..., fm(v)) =0 fir alle g € I}

Setze also J := {g(f1,..., fn) | g € I}, das heift, es gilt v € Vg (J) < g(f(v)) = 0.
Es ist somit f~1(U) = Vk(J) und insbesondere f~!(U) abgeschlossen.

4. Homomorphismus: Die beiden Definitionen sind wegen der nachgewiesenen Stetigkeit

identisch.

O

Die reguléren Funktionen stellen also Morphismen zwischen affinen algebraischen Mengen dar.
Die folgenden Beispiele konnen spéter in Abschnitt [3.3]als Startpunkt zur Konstruktion neuer

reguldrer Funktionen fungieren.
Beispiel 5. Seien V€ AAM(A™) und W € AAM(A™).

o Wie in Abschnitt(3.5 klar wird, ist W xV € AAM(A™*™). Die Projektion pry, : WxV —
V i (v,w) — v ist eine requlire Funktion mit Koordinatenfunktionen {f; - V. — Al :

x| 1<i<n}.

Eine Funktion ist regulédr, wenn deren Koordinatenfunktionen reguldr sind. Eine weitere Ver-
allgemeinerung des Regularitdtsbegriffs ist das Begrenzen der Funktion auf eine offene Teil-
menge der affinen algebraischen Menge wie es auch bei der Definition von Holomorphie der
Fall ist.

Dazu wird zuerst eine geeignete offene Menge auf einer affinen algebraischen Menge definiert.
Definition und Bemerkung 42. Se; V € AAM(A").

o Fiir eine requlire Funktion f € K[V] heifit D(f) == {z € V | f(x) # 0} elementar
offene Menge in V.

o Jede elementar offene Menge in V ist offen.
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3.2.2 Kategorientheoretische Folgerungen

Mit Hilfe der kategorientheoretischen Begriffe aus Abschnitt und den Ergebnissen aus dem
vorherigen Abschnitt kann gezeigt werden, dass die affinen algebraischen Mengen {iber K
und die affinen K-Algebren diquivalent sind und zwar durch Angabe einer Aquivalenz fiir die

beiden entsprechenden Kategorien. Zunéchst werden aber die beiden Kategorien eingefiihrt:
UV Kategorie der AAM iiber K.

Obj(Vr) = {(V,A")|V e AAM(A")}
Mor((V,A"™), (W,A"™)) = Mor(V,W):={f:V — W | f regulér}

AA . Kategorie der affinen K-Algebren.

ObjAAx) = {(A,(a1,...,ayn)) | A= Kla1,...,an]
affine K-Algebra ay,...,a, € A}
Mor((4, (a1,...,ay)), = {f:A— B| f K-Algebrenhomomorphismus}
(B, (b1,...,bn)))

Hauptsatz 3 (Aquivalenz von AAM und affinen K-Algebren).
Die Kategorien Ui und AUx sind dquivalent.

Beweis: Angabe einer Aquivalenz zwischen U und AU, das heikt, zweier kontravarianter
Funktoren F' : U — AAx und G : AU — Vg, die zueinander rechts- beziehungsweise
linksinvers sind.

Zunichst wird die bei beiden Funktoren verwendete Abbildung definiert. Betrachte dazu das

folgende Diagramm:

f€Mor (V)

K[V] f*eMor (AU k)

Es gilt
1. f*(g) =go f fiirein g : W — Al € K[W], das heikt, f*(g) € K[V].
2. Zu gegebenem f* und g existiert ein eindeutiges f, das bedeutet, die Abbildung
Mor(Ug) = Mor(V, W) — Mor(K[W], K[V]) = Mor(Ag) : f — f~
ist bijektiv.
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o F((V,A")) = (K[V],(ai,...,ay)) fir K[V] =R /Ix(V) = Kla1,...,ay| mit a; =
o F(f)=f*, wobei f:V — W &€ Mor(V,W) reguldre Funktion und f*: K[W] —

[V] wie oben definiert.

=

e G((A (a1,...,an))) = (V,A") fiir A = Klay,...,a,] = R /Kern(e(g,,. 4
V = Vi (Kern(e(q,,... an)))-

e G(g) = f fir g : A — B, wobei f*: K[W] — K[V] vermoge entsprechender
Einbettungen o : K[V] — A, 8 : K[W] — B, fiir die ao f* = g o 3 gilt. [Beweis
ist langweilig/fehlt noch.|

y) und

n

GOF:ide:

F oG = idgg:

3.3 Konstruktionen affiner algebraischer Mengen

Im folgenden wird das kartesische Produkt der AAM vermoge ((z1,...,%n), (Y1,---,Ym)) —
(X1, o Tpy Y1,y ..., Ym) identifiziert. Aus bestehenden AAM konnen mit einfachen Mitteln

neue konstruiert werden.
Bemerkung 13.

Seien V€ AAM(A"), W € AAM(A®) firn=r+s.
o Esist Vx W e AAM(A").
o Sind Z € AAM(AF) und f:Z -V, g: Z — W regulire Abbildungen, dann ist
fxg:Z >V xW:ze (f(2),9(2))
eine requlire Abbildung

o K[V x W] 2K /Ig(V),Ix(W).

Beweis:

O

Auf Grund in Hauptsatz [3| gezeigten Aquivalenz, sollte die Konstruktion neuer AAM ver-
moge des kartesischen Produktes auch neue Koordinatenringe hervorbringen. Dazu werden
Tensorprodukte bendtigt, wie sie in Abschnitt eingefiithrt werden.
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Hauptsatz 4 (Konstruktion affiner K-Algebren).

Seien K ein algebraisch abgeschlossener Kéorper, V.€ AAM(A™), W € AAM(A™) und n =
m+n

Dann ist V. x W € AAM(A™) und K[V x W] = K[V] g K[W].

Beweis:

3.4 KRULL-Dimension und NOETHER-Normalisierung

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper.
Da die Kategorien der affinen algebraischen Mengen und der affinen K-Algebren dquiva-
lent sind, ist die Aquivalenz auch fiir einen gemeinsamen Dimensionsbegriff wie der KRULL-

Dimension sinnvoll. Dies formuliert der folgende Satz.

Satz 9.
Ist V.e AAM(A™), soist dim V = dim K[V] .

Beweis: Nach Hauptsatz [2| korrespondiert eine maximale Kette von Primidealen mit einer
maximalen Kette von irreduzibelen Teilmengen vermége Zx (V). Somit sind insbesondere die

Langen der Ketten gleich. O

Die KruLL-Dimension fiir eine der beiden Seiten jedoch zu berechnen, ist nicht direkt an
Hand der Definition zu bewerkstelligen sondern bedarf einer genaueren Analyse. Hierzu wird
im Folgenden die Primidealstruktur von K[V], die ja fiir die Bestimmung von dim K[V]

erforderlich ist, betrachtet. Das einschligige Ergebnis stellt Satz [6] formuliert fiir allegemeine
K-Algebren und nicht notwendig algebraisch abgeschlossene Korper K dar. Diesem liegt der
Begriff der NOETHER-Normalisierung zu Grunde, welcher in Definition und Bemerkung

eingefithrt wird.
Folgerung 7. Sei V € AAM(A™).
1. dim V. =max{dim V; | V; CV irreduzibel}.
2. Ist Ve AAM(A"™) irreduzibel, so ist dim V = tr.deg(Quot(K[V])/K).

3. Ist d :=dim V | so hat jede mazimale Kette abgeschlossener, trreduzibler Teilmengen

von V' Linge d.

Beweis:

1.
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2. Da V irreduzibel ist, ist K[V] nach Hauptsatz [2| beziehungsweise Folgerung @ ein Inte-
gritatsbereich. Sei also K[y1,...,ys] C K[V] eine NOETHER-Normalisierung. y1, ..., yn
sind algebraisch unabhéngig tiber K, womit tr.deg(Quot(K[V])/K) = d ist. (Insbeson-
dere ist Quot(K[V])/K[V] algebraisch.) Nach Satz[6|gilt d = dim K[V] , weil K[V] von
endlichem Typ iiber K ist(??). Nach Satz [9] folgt, dass tr.deg(Quot(K[V])/K) = d =
dim K[V] =dim V.

3. Nach Hauptsatz [2| gehen die Primideal-Ketten mit den Ketten abgeschlossener, irredu-

zibler Teilmengen von V einher. Satz [6] liefert die Lénge d somit fiir beide Ketten.

02



Index

Q-Gruppe, Going-down,
p-adische Zahlen, Going-up,
Cauvcny-Folge,
KRrULL-Dimension (Ringe),
KRuULL-Dimension (Topologie),

Hauptideal, [7]
Hauptidealbereich,
holomorph,
Homomorphiesatz, [9]
Homoomorphismus,
Hohe eines Primideals,

NoETHER-Normalisierung,
TAYLOR-Reihe,
ZARISKI-Topologie,

AAM,
abgeschlossen,

Abschluss (Topologie),
Absolutbetrag,

affine algebraische Menge,
Algebra,

Ideal, [7]
maximales,
zweiseitiges, [20]
Integritatsbereich,

Isomorphismus

natiirlicher,

affine,

endlichen Typs, Kategorie,

reduzierte, Kompositionsreihe,
algebraisch, Koordinatenring,
algebraisch unabhingig, Korper
ausgeglichen, bewerteter,

Koérpererweiterung,

Bewertung,
einfache,

archimedische,

nicht-archimedische, Linksideal
Bewertungsring, Lokalisierung,
Coprodukt, Lying-over,
elementar offen, Metrik,

Erweiterungskorper, metrischer Raum,

Modul,
Faktormodul, [9] ARTINscher,
Freie abelsche Gruppe, NOETHERscher,
Funktor reguldrer,
kontravarianter, Modulerzeugnis,
kovarianter, Morphismus,

multiplikativ abgeschlossen,
ganz, [I7] 39|
ganzer Abschluss, nilpotent,



normal, irreduzibel,

Normalreihe, kompakter,

Nullteiler, quasi-kompakter,
zusammenhangender,

Objekt, Transformation .

offen, natiirliche,

Polynomfunktion, transzendent,

Primideal, [7] Transzendenzbasis,

Produkt, Ultrametrik,

Quotientenkorper, ultrametrischer Raum,
Quotientenring, universell abstofend,

universell anziehend,

Radikal, universelle Eigenschaft

Radikal-Ideal, Quotientenring,
Rechtsideal, Tensorprodukt,
reguldre Funktion, 7] Unteralgebra,

rein transzendent,

Restklassenring, Varietét,

Ring Verschwindungsideal,
einfacher, [7] Vervollstindigung,
faktoriell, vollsténdig,
faktorieller,

Zentrum, |15
lokal,

Ringerweiterung, Aquivalenz,
endlich erzeugte,

endliche,
ganze, [I7]

Spurtopologie,
stetig,

Teilkorper,
Tensor,
Tensorprodukt,

Topologie,
erzeugte, [32]
natiirliche,
topologischer Raum,
HAUSDORFFscher,
NOETHERscher,

ii



	Inhaltsverzeichnis
	Literatur
	Übersicht
	Grundlagen
	Ringe und Moduln
	Tensorprodukte
	Algebren über kommutativen Ringen
	Ringerweiterungen
	Lokale Ringe
	Noether-Normalisierung

	Körper
	Vervollständigung

	Topologie
	Kategorien und Funktoren
	Produktbildung

	Funktionentheorie

	Algebraische Geometrie
	Hilberts Nullstellensatz
	Die Zariski-Topologie
	Funktionentheoretische Folgerungen
	Kategorientheoretische Folgerungen

	Konstruktionen affiner algebraischer Mengen
	Krull-Dimension und Noether-Normalisierung

	Index

