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Aufgabe 21

Seien Si (i = 1, 2) und Kj, K̃j (j = 1, . . . , n) auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω, A, P )
definierte Zufallsvariablen mit Werten in {0, 1}, sodass

• {Si = 1} =̂ ’System Si funktioniert’, für i = 1, 2.

• {Ki = 1} =̂ ’Komponente Ki ist intakt’ für i = 1, . . . , n.

• {K̃i = 1} =̂ ’Komponente K̃i ist intakt’ für i = 1, . . . , n.

Wir wissen P (Ki = 0) = P (K̃i = 0) = p, für i = 1, . . . , n.
Den Schaltskizzen entimmt man:

P (S1 = 1) = P (({K1 = 1} ∪ {K̃1 = 1}) ∩ ({K2 = 1} ∪ {K̃2 = 1} ∩ . . . ∩
({Kn = 1} ∪ {K̃n = 1}))

Unabh.
=

n∏
i=1

P ({Ki = 1} ∪ {K̃i = 1})

=
n∏

i=1

(
P (Ki = 1) + P (K̃i = 1)− P (Ki = 1, K̃i = 1)

)
Unabh.

=
n∏

i=1

(
2(1− p)− (1− p)2

)
= (1− p2)n,

und

P (S2 = 1) = P (
n⋂

i=1

{Ki = 1} ∪
n⋂

i=1

{K̃i = 1})

= P (
n⋂

i=1

{Ki = 1}) + P (
n⋂

i=1

{K̃i = 1} − P (
n⋂

i=1

{Ki = 1} ∩ {K̃i = 1})

Unabh.
= 2(1− p)n − (1− p)2n

= (1− p)n(2− (1− p)n).

Daraus erhält man:

P (S1 = 1)− P (S2 = 1) = (1− p)n(1 + p)n − (1− p)n(2− (1− p)n)

= (1− p)n[(1 + p)n − 2 + (1− p)n].
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Fall n = 1:
P (S1 = 1) − P (S2 = 1) = (1 − p)(1 + p − 2 + 1 − p) = 0, denn beide Systeme stimmen
überein.
Fall n > 1:
Aus der Analysis ist die Ungleichung von Bernoulli bekannt:

(1 + p)n > 1 + np, (1− p)n > 1− np für 0 < p < 1 und n > 1.

Damit folgt:

P (S1 = 1)− P (S2 = 1) > (1− p)n(1 + np− 2 + 1− np) = 0.

Also ist die Redundanz auf Komponentenebene besser als die Redundanz auf der Systeme-
bene (für n > 1).
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Wegen der Unabhängigkeit der Ausfälle verschiedener Triebwerke werden hier die folgenden
diskreten Wahrscheinlichkeitsräume betrachtet:
Für zweimotorige Flugzeuge:

Ω1 := {(ω1, ω2) |ωi ∈ {0, 1}, i = 1, 2}
P1({(ω1, ω2)}) = pω1+ω2(1− p)2−(ω1+ω2)

Für viermotorige Flugzeuge:

Ω2 := {(ω1, . . . ω4) |ωi ∈ {0, 1}, i = 1, . . . 4}
P2({(ω1, . . . ω4)}) = pω1+ω2+ω3+ω4)(1− p)4−(ω1+ω2+ω3+ω4)

mit der Interpretation: ωi = 1 =̂
”
i-ter Motor versagt“.

Berechne nun die Absturzwahrscheinlichkeiten:

(i) Zweimotorige Maschine:

A(2) : = {(1, 1)} =̂
”
Zweimotoriges Flugzeug stürzt ab“,

P (A(2)) = p2 · (1− p)0 = p2.

(ii) Viermotorige Maschine:

A(4) =̂
”
Viermotoriges Flugzeug stürzt ab“,

=̂
”
Genau drei oder genau vier Motoren fallen aus“,

P (A(4)) =

(
4
3

)
p3(1− p) +

(
4
4

)
p4(1− p)0 = 4p3(1− p) + p4.

Damit gilt:
P (A(4)) ≤ P (A(2))

⇔ p2(4p(1− p) + p2) ≤ p2

p>0⇔ 4p(1− p) + p2 ≤ 1
⇔ p2 − 4

3
p + 1

3
≥ 0

⇔ (p− 1
3
)(p− 1) ≥ 0

⇔ p ≤ 1
3
∨ p ≥ 1 .

Wegen p ∈ (0, 1) nach Voraussetzung gilt:
Für p ∈ (0, 1

3
) sind viermotorige Flugzeuge sicherer.
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(a) (i)

P
(

max
i=1...n

Xi ≤ x
)

= P (Xi ≤ x ∀i ∈ {1, . . . , n}) unabh.
=

n∏
i=1

P (Xi ≤ x)

Def. Verteilungsfunktion
=

n∏
i=1

Fi(x)

(ii)

P
(

min
i=1...n

Xi ≤ x
)

= 1− P
(

min
i=1...n

Xi > x
)

= 1− P (Xi > x ∀i ∈ {1, . . . , n})

= 1−
n∏

i=1

P (Xi > x) = 1−
n∏

i=1

(
1− P (Xi ≤ x)

)
= 1−

n∏
i=1

(
1− Fi(x)

)

(b) (i): P
(

max
i=1...n

Xi ≤ x
)

=
(
F (x)

)n

(ii): P
(

min
i=1...n

Xi ≤ x
)

= 1−
(
1− F (x)

)n
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