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Einfiihrung in die Stochastik fiir Studierende
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Losung Aufg. 12, 14, 17

Aufgabe 12

(i) Es ist lim sup A, := [ U A definiert.
n—o

n=1m=n

Zu zeigen: [ U Am = {w € Q | w liegt in unendlich vielen der A, }
n=1m=n

(={weQ|VneNdImy>nmitwe A4,,}).
“C“:Esseiwe (| U An,dh.ve | AnVneN

n=1m=n m=n

= VneNImy>nmitwe A,,,
alsow e{weN|VneNImyg>nmitw e A}

“D “:Esseiw € {we Q| w liegt in unendlich vielen der A,},
dh.VneNdImy>nmitw e Ay,
= we JA,VneN=oe ) U An.
m=n n=1m=n

(ii) Es ist lim inf A, := |J () A, definiert.
n—oo

n=1m=n

Zu zeigen: |J [ Am = {w € Q| w liegt in allen aufler endlich vielen der A, }
n=1m=n

(={weQ|dny e Nmitw € A, Vm > np}).

“C“:Bsseiwe U ) Am,dh. IngeNmito e ) An.

n=1m=n m=ng
= weA,Vm>ng,
alsowe{weN|dny e Nmitw e A, Vm > n}.
“D “:Esseiw € {we Q| wliegt in allen aufler endlich vielen der A,},
dh.dngeNmitw € A, V m > nyg.

m=ng n=1m=n

Aufgabe 14

Gebe der Form halber den Wahrscheinlichkeitsraum an:
Q= {(u,wr, ...,wm1) | v €{0,...,N}, w; € {0,1}, i € {1,...,m + 1}}, wobei 0 = weifl und
1 = schwarz.

P({(t,01, ey mi1)}) o= b7 - T (2)% - (1= )19 Ywe Q.

J=1



a) Betrachte:

A= {(u,wr, ey Wmy1) € Q | w1 = ... = wy, = 1} = ;m-mal schwarz bei den ersten m

Ziehungen“,

B := {(u,w1, .., wmy1) € Q| wpy1 = 1} = schwarz im (m + 1)-ten Zug*®,

H; .= {(u,wr, ..., wms1) € Q| u=1i}, i€{0,..,N} = Wahl der Urne i“

Gesucht: P(B | A).

Zunichst Berechnung von P(AN B).

Es ist: P(H;) = 0, i € {0,..., N} und P(AN B | H;) = (%)™ (siehe Def. von P).
Mit der Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit:

P(ANB) =S P(ANB | Hy)-P(H) =3 (L)

— —~"N N+1
Analog:
Y gy 1
P(A)=S"PA|H) -PH)=S (L.
()= DS PU ) PO = S0
Damit:
Lymdl |, e omtl |1 X mt
pBnay W 2T 2 ,
P(A) 1\m im 1 N m
(F)m™- ;)Z C N ;Z
b) Es gilt (da ™ streng monoton wachsend auf [0, c0)):
N N1
N mo N~ mo (N1
0 =0 0
Also:
N
Nm+1 Z im+1 (N+1)m+2
m+2 < i L=l < m+2
(N+1)m+1 N N Nmt2
m+1 sz m+1
i=1
m+1 N m+1 N+1

m+1 *

. . m+2
m2 W) << o )T

m—+1

Fir N — oo gilt also: py — 7=5.

Aufgabe 17

Wir betrachten den Laplace-Raum
Q= {(wl,wg) |LU1,CL)2 € {1, cee 6}}
mit

1
P(w) = 36 Vwe Q.



(a) Es sei
A = A{(k,we) lwe € {1,..., 6}} =, Erster Wurf ist gleich £“ VEke {1,...,

Dann gilt:
P(Ay) == Vked{l,..., 6}.

Ferner ist

S:= {(1,2)(2,1)(1,5)(2,4)(3,3)(4,2)(5,1)(3,6)(4,5)(5,4)(6,3)(6,6)}

= ,Summe ist durch drei teilbar®

12 1
5)=35=3
Es gilt:
PANS)=P{(1,2)(1,5)}) =2 =& =11 =P(A4)P(S)
P(A;NS) =P{(2,1)(2,4)}) = 5 =55 = 5 - 3 = P(42) P(5)
P(A3n S) = P({(3,3)(3,6)}) = 5 = 15 = 5 - 5 = P(43) P(S)
P(4;08) = P({(4,2)(4,5)}) = 55 = 15 = 5 y = P(4)P(5)
P(4508) = PG, VG4 = 5= 55 =55 = P(As)P(S)
P(AsN S) = P({(6,3)(6,6)}) = % = 55 = 5 - 5 = P(46) P(5)

Also sind A un

o
[@5)

stochastisch unabhéngig fiir alle k& € {1, ..., 6}.
(b) Betrachte

T:= {(1,3)(1,6)(2,3)(2,6)(3,1)(3,2)(3,3)(3,4)(3,5)(3,6)
(4,3)(4,6)(5, 3) (5, 6)(6, 1)(6, 2) 6, 3)(6, 4) 6. 5) (6, 6)}
=  ,Produkt ist durch drei teilbar*
mit
20 5
T =3=3%
Es gilt:
P(ANT) = P({(1,3),(1,6)})
= 5 #5 5="PA) PO
P(A;NT) = P({(2,3),(2,6)})
= §#5 5="PA) P(T)
P(AsNT) = P({(3,1),(3,2),(3,3),(3,4),(3,5),(3,6)})
= §#5 5= PA)-P(T)
P(AsNT) = P({(4,3),(4,6)})
= §#5 §="PA) P(T)
P(AsnT) = P({(5,3),(5,6)})
= w5 7#5 5=DLA) P(D),
P(A4sNT) = P({(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6)})
= §# 5 5=DPA) P(T)



