
Musterlösung 8.Übung

Aufgabe 31

gX(t) = E(tX) =
∑∞

n=0 t
n · P (X = n), t ∈ (−1, 1)

(a) X,Y stochastik unabhängig
(6.17)⇒ tX , tY unabhängig
⇒ E(tX+Y ) = E(tX · tY )

(7.10)
= E(tX) · E(tY )

(b) (i) X ∼ b(a, p), dann

E(tX) =
∑n

k=0 tk · (nk
) · pk · (1− p)n−k

=
∑n

k=0

(
n
k

) · (tp)k · (1− p)n−k
= (1− p+ pt)n

Zusammenhang zu Aufg.24 :

Xi ∼ b(ni, p) i = 1, 2 unabhängig,
(a)⇒ gX1+X2(t) = gX1(t) · gX2(t)

= (1− p+ pt)n1 · (1− p+ pt)n2

= (1− p+ pt)n1+n2 , t ∈ (−1, 1)

Das ist die erzeugende Funktion einer b(n1 + n2, p) - Verteilung.
(Da die erzeugende Funktion stets eindeutig bestimmt ist, folgt das Ergebnis
von Aufg. 24 direkt.)

(ii) X ∼ po(λ), dann
E(tX) =

∑∞
k=0 tk · λkk! · e−λ

= e−λ ·
∞∑

k=0

(λt)k

k!
︸ ︷︷ ︸

=eλt

= e−λ · eλt = eλ(t−1)

Zusammenhang zu (6.22) :

Xi ∼ po(λi), i = 1, 2 unabhängig
⇒ X1 +X2 ∼ po(λ1 + λ2),

gX1+X2 = e(λ1+λ2)·(t−1)
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Aufgabe 32

(Xn)n∈N ∼ (Yn)n∈N ⇔ ∑∞
n=1 P ({Xn 6= Yn}) <∞

(a)
∑∞

n=1 P ({Xn 6= Yn}) <∞ (5.14)⇒ P (lim sup
n→∞

{Xn 6= Yn}) = 0

A12⇔ P (Xn 6= Yn für unendl.viele n) = 0

(b) Umkehrung:
0 = P (lim sup

n→∞
{Xn 6= Yn}) = P (lim sup

n→∞
{Xn − Yn 6= 0︸ ︷︷ ︸
{f(Xn,Yn)) 6=0}

})

mit f((Xn, Yn)) := Xn − Yn
(ebenfalls stochastisch unabhängig)

(5.14)⇒ ∑∞
n=1 P (f((Xn, Yn)) 6= 0︸ ︷︷ ︸

{Xn 6=Yn}

) < ∞

dh. (Xn)n∈N ∼ (Yn)n∈N
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Aufgabe 33

siehe Vorlesung (8.6) mit EXn = µ ∀n ∈ N :

P ( | 1
n ·
∑n

i=1 X − µ | ≥ ε ) n→∞−→ 0 , falls Xn unkorreliert und
V arXn ≤ µ <∞ ∀n ∈ N

Hier : (Xn)n∈N stochastisch unabhängig (also auch unkorreliert)
mit EXn = 0 ∀ 6=∈ N

⇒ V arXn = EXn
2 = 2 · 1 · 1

2(1− 1
n2 ) + 2 · n4 · 1

2n2

= 1− 1
n2 + n2, n ≥ 2

n→∞−→ ∞

⇒ dh. (8.6) ist nicht anwendbar.

Hinweis : Yn := Xn · I[−1,1](Xn), n ∈ N

Eigenschaften :

- EYn = 0 ∀n ∈ N

- X1 = Y1, dh. P (X1 6= Y1) = 0 (∗)
∑∞

n=1 P (Xn 6= Yn)

(∗)
=
∑∞

n=2 P (Xn 6= Yn) =
∑∞

n=2 (P (Xn = n2)+P (Xn = −n2))

=
∑∞

n=2
1
n2 <∞, dh. mit Aufg.32(b):

(Xn)n∈N ∼ (Yn)n∈N

- V arYn = EYn
2 = 1, n = 1

1− 1
n2 , n ≥ 2

also: V arYn ≤ 1 ∀n ∈ N

⇒ (Yn)n∈N genügt dem schwachen Gesetz der groÿen Zahlen
A32⇒ (Xn)n∈N genügt dem schwachen Gesetz der groÿen Zahlen
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