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Vorwort

Dieser kleine Band ist eine (ungeordnete) Zusammenstellung von fast 50 Aufgaben mit
Losungen, die ich in den letzten fiinf Semestern als Ubungsaufgaben gestellt oder ge-
plant hatte und die keinen Platz in den Lehrbiichern [GREINER & TINHOFER, 1996]
und [GREINER, 1997] gefunden haben. Nachdem alle Aufgaben jedoch so formuliert
sind, daf} sie mit dem Wissen aus einem einfithrenden Lehrbuch zur Stochastik wie
[GREINER & TINHOFER, 1996] gelost werden konnen, habe ich mich entschlossen, sie
in elektronischer Form fiir alle Interessierten zur Verfiigung zu stellen.

Die Losungen zu den einzelnen Aufgaben erfordern bewufit zum Teil den Einsatz eines
Rechners und beschranken sich vielfach nicht auf einen einzigen Weg oder die Beant-
wortung der Fragen, sondern umfassen sowohl mehrere Wege und deren Bewertung, als
auch darauf aufbauende weiterfiihrende Fragestellungen und Querverweise. Sie stellen da-
mit eine wertvolle Ergdnzung gerade im Hinblick auf Priifungsvorbereitungen dar und
bieten bereits einen kleinen Vorgeschmack auf die oben genannten Lehrbiicher, die iiber
230 Aufgaben und Losungen umfassen, u.a. zu den Themen statische und dynamische
Verteilung von Jobs auf Mehrprozessorsystemen, Zustandsiibergangsdiagramme, Hashing,
Codesicherung, Bayes’sches und Nicht-Bayes’sches Schlieffen, Modellierung von Informa-
tion, Modellierung von einfachen Wartesystemen, Beschiftigungsphasen von Wartesyste-
men, Zuverlissigkeit von Rechensystemen bzw. Rechnernetzen (zeitabhdngig bzw. nicht
zeitabhdngig), Simulation von (nicht gleichverteilten) Zufallsvariablen, (umgangssprach-
liche) Paradoza der Wahrscheinlichkeitstheorie, erzeugende Funktionen, deskriptive und
induktive Statistik.

Fiir weitere Informationen zu den beiden Lehrbiichern sei im iibrigen auf meine Homepage
http://wwwijessen.informatik.tu-muenchen.de/personen /greiner.html

verwiesen.

Dariiber hinaus beinhaltet dieser Band alle Klausuraufgaben in ,, Wahrscheinlichkeitstheo-
rie und Statistik“, die bislang am Fachbereich Informatik der TU Miinchen gestellt wurden
— einschliellich der Angabe von Lésungshinweisen und der Formelsammlung fiir Klausuren
als erlaubtem Hilfsmittel. Damit ist auch verbunden, dafl diese Formelsammlung keinen
Anspruch auf Vollstdndigkeit stellt, sondern ausschliefllich die Bereitstellung des bislang
iiblichen Klausurstoffes in iibersichtlicher Form zum Ziel hat.

Miinchen, im Februar 1997 Michael Greiner



Bevor’s aber richtig losgeht noch kurz eine Ubersicht der Aufgabennotation

Bezeichnung Quelle

Am.n [GREINER & TINHOFER, 1996]

[GREINER, 1997]

Bl
S

dieser Band

und was zum Schmunzeln:

Prof. X und Dr.Y, beide Mitarbeiter eines Forschungsinstitutes, wollen
an einer Tagung in Ubersee teilnehmen. Als Prof. X vorschligt, fiir Dr. Y
ein Flugticket mitzubesorgen, lehnt dieser dankend ab mit den Worten:
,Nachdem ich die Wahrscheinlichkeit ausgerechnet habe, dafl eine Bom-
be an Bord meines Flugzeugs ist, reise ich lieber mit dem Schiff.“ Einen
Tag vor Beginn der Tagung treffen sich die beiden am Flughafen. Fragt
Prof. X iiberrascht: ,Was machen Sie denn hier? Ich dachte, Sie woll-
ten nicht fliegen?!“ Darauf entgegnet Dr.Y: [ Ach, wissen Sie...Ich habe
mir noch die Wahrscheinlichkeit ausgerechnet, dafl zwei Bomben an Bord
sind. Jetzt nehme ich einfach selbst eine mit!* Q&

[Ein zwar alter (einige werden auch sagen: schlechter) Witz, der aber deut-
lich zeigt, welche Probleme beim Umgang mit Unabhingigkeiten auftreten
konnen. |
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Notation

vor- bzw. nachstehende Operatoren beziehen sich auf

alle Bezeichner innerhalb der Klammern, z.B.

1< i,j, <6 als Abkiirzung von (1 <i <6) A (1 <j <6)
N:={1,2,3,...} die natiirlichen Zahlen
Ny :={0,1,2,3,...} die natiirlichen Zahlen einschlieflich 0

k,m,n, € N (wenn nicht explizit anders vereinbart)

Z:={...,—-2,—-1,0,1,2,...} die ganzen Zahlen

R (, R*, ]RS“) die reellen Zahlen (> 0, > 0)
R" der n-dimensionale reelle Raum
R™" der Raum aller Matrizen mit m Zeilen, n Spalten und

reellwertigen Elementen

Es seien (2 eine Menge und A, B, C . Dann bezeichnen

|A| die Méchtigkeit von A
ANB den Durchschnitt von A und B
AUB die Vereinigung von A und B

A-—B:={a€A|a¢ B}  die Differenz von A und B, ,,A ohne B*
AAB:=(A-DB)U(B - A) die symmetrische Differenz (bzw. Antivalenz) von A und B

A das Komplement von A in

I, die Indikatorfunktion von A

0 die leere Menge

22 P(Q) die Potenzmenge von (2

A(&), £ C 29 die von € erzeugte o-Algebra

B die o-Algebra der Borel-Mengen (fiir Q = R)

(Q,2, P) einen Wahrscheinlichkeitsraum (d.h. 2 ist o-Algebra auf

2 und p ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf )

Es seien a,b, € R mit a < b. Dann bezeichnen

(a,b) das offene Intervall mit den Grenzen a und b
[a, b] das abgeschlossene Intervall mit den Grenzen a und b
(a,b],[a,b) die halbseitig offenen bzw. abgeschlossenen Intervalle

Es sei # € R". Dann bezeichnen

Tiy..oyXn die Komponenten von x, d.h. x = (z1,...,2,)"

Es sei A € R™" eine Matrix. Dann bezeichnet

AT e R™™ die transponierte Matrix
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Es sei A € R™" eine quadratische Matrix. Dann bezeichnen

A1 die inverse Matrix

det(A) die Determinante von A

Es sei xy,...,x, eine Mefireihe. Dann bezeichnen

T das (arithmetische) Stichprobenmittel

x das geometrische Stichprobenmittel

x das harmonische Stichprobenmittel

To das a-gestutzte Mittel, 0 < o < 0.5

T den Median

s? die empirische Streuung

Es sei (z1,41),..., (Tn,yn) eine (zweidim.) Mefreihe. Dann bezeichnen
Szy die empirische Kovarianz

Tay den empirischen Korrelationskoeffizienten
Ws Wahrscheinlichkeit

A% Zufallsvariable

Vi Verteilungsfunktion

P Vi der Standardnormalverteilung

T a-Quantil von @

|lz],x €R grofite ganze Zahl < x

[z] ,2 €R ganze Zahl im Intervall (z — 1,2+ 1)

Es seien (2,2, P) ein Ws-Raum und B € 2. Dann bezeichnet

P(-[B)

die bedingte Ws (bzgl. B)

Es seien X und Y Zufallsvariablen. Dann bezeichnen

Px

Wx

E(X)
Var(X)
Cx
Cov(X,Y)
Kxy
p(X,Y)

T

Es sei X eine ZV.

X ~U(a,b)

X ~N(p,o?)

X ~ Ex(N)

X ~W(a, B)

X ~ Gamma(A, s)

die Verteilung von X

den Wertebereich von X

den Erwartungswert von X

die Varianz von X

den Variationskoeffizienten von X

die Kovarianz von X und Y

die Kovarianzmatrix von X und Y

den Korrelationskoeffizienten von X und Y
eine Realisierung von X

X ist in (a,b) gleichverteilt

X ist normalverteilt mit den Parametern y und o2 > 0

X ist exponentialverteilt mit dem Parameter A > 0

X ist Weibull-verteilt mit den Parametern o, 3, > 0
X ist Gamma-verteilt mit den Parametern A, s, >0
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1 Deskriptive Statistik

1.1 Eindimensionale MeBreihen

Z1,...,T, sei eine Mefreihe mit xy,...,2,, € R.

e Die durch Umsortieren geordnete Mefireihe wird mit x(y),...,2(,) bezeichnet,
d.h. x(l) S x(g) S S x(n) .

1.1.1 Klassifizierung

Die Festlegung einer Klasseneinteilung Ky, ..., K, mit ¢ < n fiir die Mefreihe z¢,...,x,
ist nicht eindeutig; man wéhlt i.a. a,b, € R mit a < x¢y, b > x(,) und setzt
b—a

wo= >0 (Klassenbreite),

K, = (a+(—1)w a+jw]CR, j=1,...,(.

¢
Klar: (a,0) = |J Kj]
j=1

Faustregeln: Moglichst gleichgrofie Klassen, ¢ = [\/n] oder ¢ = [10 - log,y(n)] (wobei ¢
sinnvollerweise nicht grofier als 25 gewéhlt werden sollte)

Es bezeichnen

e n; die absolute H&ufigkeit von K (i.e. die Anzahl der x; in K),

o hj = " die relative Haufigkeit von K; und
n

e m;:=a+(j—1)w+ % die Klassenmitten .

Dann heifien

hj , L =1M;
o hz) = empirische Dichte und
0 , sonst

e H(z)= Y h; empirische Verteilungsfunktion (Vf) von z1,...,z,.

jim;<z

Die empirische Vfist also eine monoton nichtfallende Treppenfunktion und bezeichnet die
relative Anzahl der Daten < z.
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1.1.2 Statistische MaBzahlen

1.1.2.1 Lageparameter

1 n
e (Arithmetisches) Stichprobenmittel: 7= —- le
no=
n 1/n
¢ Geometrisches Stichprobenmittel: T = <H @y)
i=1
e Harmonisches Stichprobenmittel: T = nnl
i=1 Li
T(ng1) , nm ungerade
2

e Median: I = L

3 | T(2) T (241)

, n gerade

Im weiteren seien 0 < a < 0.5 und k = [an| .

B 1
 on—2k

e a-gestutztes Mittel: To

I:x(k+1) + ...+ l‘(n,k)]

. . . . 1
e «-winsorisiertes Mittel: w, = —- [k “T(ht1) T Thy1) + oo+ Tk + K- x(n,k)]
n

13

Bemerkung: Esgilt & < & < und , = fir z1=...=xa,.

1.1.2.2 Streuungsparameter

1 n
e Empirische Varianz: s = L > (i —7)?
n—= =1
e Spannweite: 1z, — xq) { = Inax {z;} — 11?.121 {z;}

1.2 Zweidimensionale MeBreihen

(x1,21)s -+ (T, yy) sei eine zweidimensionale Mefireihe.

1.2.1 Klassifizierung

e Die Klasseneinteilung bzgl. (X,Y) ist definiert als
[(ij = {(.l’l,,yy) | X, € [X’i.,yy € [(.j},

wobei K., ..., Kpe bzw. Ko, ..., K,, die Klasseneinteilungen bzgl. der (eindimen-
sionalen) Merkmale X bzw. Y bezeichnen.

e Die zweidimensionale Tabelle der absoluten H&ufigkeiten von K;; heifit Kontin-
genztafel (bzw. fiir p = ¢ = 2 Vierfeldertafel ), ihre Zeilen- bzw. Spaltensummen
Randhiufigkeiten .
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1.2.2 Statistische MaBzahlen

1 n
e Empirische Kovarianz: s,, = T Sz —7)(yi — )
=1 =
e Empirischer Korrelationskoeffizient: r,, = IS [—1,1]

1.2.3 Lineare Regression

Fiir die Regressionsgerade y =a -+ b des Merkmals Y bzgl. X gilt:

s s
a:% und b:g—%-f.
SCB SCB

A* d:efi[yi—(a-a:i—i—b)f:(n—l)-sz-[l—riy] :

(Summe der Fehlerquadrate)

Je nédher also der Korrelationskoeffizient betragsméflig bei 1 liegt, desto besser ist die
Anpassung der Datenpunkte an eine Gerade. Fiir |r,,| =1 liegen die Datenpunkte sogar
exakt auf einer Geraden.

1.3 Rechenregeln
Es seien ¢, d,t,u, € R.

e Verschiebungsregel fiir (Ko-)Varianzen:

| e | = o | - O - @) - nte - -

T n—1 n—1
Die gilt insbesondere fiir # = y unter der Beachtung, daf} s = s, .

e (v;,w;) bezeichne die durch die affin-linearen Transformationen v; = ¢ + tx; und
w; = d + uy; aus (x;,y;) entstandene Mefireihe. Dann gilt:

x 0=cH+1tx, w=d+uy
x §° =1%s 2

* Spw = TUSgy

|va| = |/r$y| s falls I_t, U, # 0

*
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2 Ereignisraume und -algebren

Q) sei eine Menge und 22 die dazugehorige Potenzmenge, i.e. die Menge aller Teilmengen
von (2.

2.1

Ereignisse

2.1.1 Definitionen

Fiir (A, B, € 2 heiflen

e ANB:={weQ|we€ Aundw € B} Durchschnitt von A und B

AUB := {weQ|we Aoderwe B} Vereinigung von A und B

A—B:={weA|w¢B}
A =0Q-A
AANB:= (A-B)U(B-A)

ANB,AnNB,AnB, AnB

2.1.2 Rechenregeln

Fiir (A, B,C, € 29 gilt:

Differenz von A und B
Komplement von A in (2

symmetrische Differenz bzw.
Antivalenz von A und B

Vollkonjunktionen iiber A und B

(Kommutativgesetze)

(Assoziativgesetze)

(Distributivgesetze)

(Gesetze von De Morgan)
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AUA=A, AnA=A (Idempotenzgesetze)

AN(AUB)=A, AU(ANnB)=A  (Absorptionsgesetze)

AUA=Q, AnA=0, A=A (Gesetze fiir Komplementirereignisse)
AUQ=Q, AnO=10 (Dominante Elemente)

ANQ=A, Auph=A (Neutrale Elemente)

A—-B=ANB (Gesetz fiir die Mengendifferenz)

AANB=(AUB)—-(ANB)
AANB=AAB (Gesetze fiir die symmetrische Differenz)
AANB=(ANB)U(ANB)

2.2 Ereignisalgebren

2.2.1 Definitionen

e Ein Teilmengensystem A C 2 heifit o-Algebra oder Ereignisalgebra auf 2 dann
und nur dann, wenn

Al) Qe
A2) Act = Acq

A3) A, €, ieN = A en
i=1
e Die Elemente einer o-Algebra heiflen Ereignisse.

o £ C 29 sei ein Teilmengensystem von €. Die kleinste o-Algebra, die alle Elemente
von & enthilt, heifit die von € erzeugte o-Algebra, i.Z. A(£), &€ entsprechend
Erzeugendensystem .

2.2.2 Folgerung

AiEQl,iEN = mAlEQ[

=1
2.2.3 Beispiele

{0,Q} ist die grobste, 2 die feinste o-Algebra .
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3 (Laplace-) Wahrscheinlichkeiten

3.1 Definitionen

Es seien €2 eine Menge und 2 eine o-Algebra auf 2.

e Eine Abbildung P : A — [0, 1] heifit Ws-Maf3 auf 2 genau dann, wenn
W1) P(Q) =1
W2) P (oLj Ai> = io: P(A;) fiir paarweise unvereinbare Ereignisse A;, ¢ € N.
=1 =1

e Das Tupel (€, 2) heifit Mefiraum .

e Das Tripel (2,2, P) heifit Ws-Raum genau dann, wenn (€, %) ein Mefiraum und
P ein Ws-Maf} auf 2 sind.

3.2 Rechenregeln
Es seien (2,2, P) ein Ws-Raum, n € Nund A, A;, B, €A, i € N. Dann gilt:

0

R1) P(0)
R2) P(A)=1- P(A)
R3) P(A) < P(B) fir AC B

R4) P (G A = i P(A;) fiir paarweise unvereinbare Ereignisse Aq,..., A4, .
i=1

=1

Speziell: P(AUB) = P(A)+ P(B) fir ANB=10
R5) Boole’sche Ungleichung: P (LTJ Ai> < i P(A;)
i=1 i=1

(dies gilt auch fiir abzéhlbar viele Ereignisse A; )
R6) Siebformel: Fiir iy,..., 4, €{1,...,k} gilt:

P(QA,) - ip(A,.)— S P(A;, N AL) + ..

11 <12
+ (=D Y P4, NA,N...NA)

e
’i1<i2<...<il

+ o (DM P(A N AN L N A)

Speziell: P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(AN B)
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3.3 Kombinatorische Anzahlformeln

veranschaulicht am Beispiel der Verteilung von &k Jobs auf n unterscheidbare Prozessoren

unterscheidbare nicht unter-
Jobs scheidbare Jobs
Einfachbelegung n! n
(k <n) (n—k)! k
k —1
Mehrfachbelegung n* < + Z )

bzw. am Ziehen von k£ Kugeln aus einer Urne mit anfangs n Kugeln

mit Beachtung
der Reihenfolge

ohne Beachtung
der Reihenfolge

Ohne Zuriicklegen

n! n
(k <n) (n—k)! k
Mit Zuriicklegen n* (k + Z a 1)
it den Binomialkoeffizienten | n dol=1
mit den Binomialkoeffizienten =——  und 0!:=1.
k k- (n —k)!

Die Binomialkoeffizienten erfiillen u.a. folgende Identitéten:

k

0-()

o (z+y) = i: (Z) AT

k=0

R (”):o fir k> n oder k < 0.

(Randbedingungen)

) fir n,k, >1. (Rekursionsformel)

(Binomischer Satz)

3.4 Laplace-Annahme, Abzahlregel

e Falls keine Informationen iiber die Elemente einer endlichen Grundmenge 2 vor-
liegen, werden die den jeweiligen Elementen entsprechenden FElementarereignisse
als gleichwahrscheinlich angenommen (Laplace-Annahme, Prinzip der Gleich-

wahrscheinlichkeit) .

e Unter der Laplace-Annahme gilt fiir die Wahrscheinlichkeit von A € 2 :

(Abzéhlregel)
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4 Unabhangigkeit

(Q,2, P) sei ein Ws-Raum.

4.1 Definitionen

L

def
Ay, ..., A, € A heien unabhéingig < P <ﬂ Ai> =[[P(A;) VICA{L,...,n}

speziell fir n =2 :

A, B, € A heiflen unabhéngig < P(ANB)=P(A)-P(B)

4.2 Folgerungen

e Aus der paarweisen Unabhéngigkeit von mehr als zwei Ereignissen folgt also noch

nicht die Unabhéangigkeit.

e Aus der Unabhingigkeit der Ereignisse Aq,..., A, folgt auch die Unabhéngigkeit

beliebiger Kombinationen aus diesen Ereignissen und ihren Komplementen, i.Z.:

Ay, ..., A, unabhingic = G,...,G, unabhingig fiir G; € {A4;, A;} .

e Falls die Ereignisse Ay, ..., A, unabhéngig sind, 148t sich die Wahrscheinlichkeit fiir

die Vereinigung direkt durch die Einzelwahrscheinlichkeiten angeben:

P (U1A> — LT[ - P(A)].

=1

Die Siebformel ist hier also nicht nétig.
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5 Bedingte Wahrscheinlichkeiten

(Q,2, P) sei ein Ws-Raum.

5.1 Definitionen

Es seien (A, B, € A mit P(B) #0.

P(AN B)

P(A|B) = PB)

heifit bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung B.

P '~ A — [0,1]
- >'{A — P(A|B)

heifit nach B bedingtes Ws-Maf3.

5.2 Rechenregeln

Esseien A, B;, €, je JCN,mit U B; =Q und B;NB; =0 fiir i # j.
jeJ
Weiterhin seien die bedingten Wahrscheinlichkeiten P(A | B;), j € J, bekannt.

Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit:

P(A)=) P(A|B;)- P(By)

jeT

Anwendung: Berechnung der (unbedingten) Wahrscheinlichkeit von A.!

Satz von Bayes: Es seien P(A) #0, P(B;) #0.

gt P(BiNA) g P(A|B)-P(Bj) so  P(A|B)-P(B)
PUBIA) = =5 = = Py S, P(A| By P(B)

Anwendung: Berechnung der ,umgekehrten” bedingten Wahrscheinlichkeiten.

!Der Satz von der totalen Ws 148t sich leicht durch ein Baumdiagramm veranschaulichen.
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6 Zufallsvariable

6.1 Definitionen
(Q,2, P) sei ein Ws-Raum.

e Eine Abbildung X : Q — R heifit (numerische) Zufallsvariable (ZV), genauer
A-B-7ZV?, auf dem Ws-Raum (2,2, P) genau dann, wenn

XY B)eA VBe®.

B — [0,1]
o Px: heifit Verteilung der ZV X.
B — Px(B):=P(X(B))

R — [0,1]
o F: heift Verteilungsfunktion (Vf) der ZV X.
r +— Px((—o0,x])

Eine ZV X heifit

e diskret genau dann, wenn der Wertebereich Wx = {xy, x5, ...} hochstens abzéhlbar
ist. Dann gilt mit p; := Px({x;}),7=1,2,... und der diskreten Dichtefunktion
(Zahldichte)

f(x)z{ Do

pi , T=I

o Verteilung Px(B) = x%B Px({zi})
o VI F(z)=Px((—00,2]) = IZ@ Px({xi})

e stetig genau dann, wenn eine nichtnegative, integrierbare Funktion f : R — R exi-

stiert mit .
F(z) = /_Oo F(t)dt .

f heifit dann Dichtefunktion oder kurz Dichte.

6.2 Schreibweisen

F(z) € Px((—o00,2]) ¥ Pl e Q| X(w) <2}) & P(,X <az*)

2Wenn man die Rolle der o-Algebren 2 und B besonders betonen méochte. 9B bezeichnet dabei die
o-Algebra der Borel-Mengen auf R, die beispielsweise von allen offenen (abgeschlossenen,...) Mengen
in R erzeugt wird.
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6.3 Eigenschaften einer Vf F

e monoton nicht fallend

e rechtsstetig, d.h. F'(a) = F(a+) := o li)r}? OF(a +h), fira e R
<)h—

e F(—o0):= lim F(a)=0

a——00
1

F(4+o00):= lim F(a)

a—+00

e Px((a,b])=F(b)— F(a), fallsa<b
e Px({a}) = F(a) - F(a-)
¢ Px((—00,a))=F(a—):= lim F(a—h)

(0<)h—0

6.4 Prifsatz

Es seien (2,2, P) ein Ws-Raum und £ ein Erzeugendensystem von 9. Dann gilt:
X:Q-R ist ZV & X ' (B)e VBe€.

Zum Nachweis der Eigenschaften einer ZV geniigt also bereits die Betrachtung eines be-
liebigen Erzeugendensystems von ‘B .

6.5 Quantile

X sei eine ZV mit VI F'. Dann ist fiir 0 < o <1 das a-Quantil von X bzw. F' definiert
als ein Wert ¢ mit

PLX>¢)>1-a und P(LX<¢")>a,
oder — dquivalent dazu — mit
a < F(q) < a+P(L,X=¢q").
Falls F' stetig und streng monoton ist, vereinfacht sich die obige Darstellung zu
F(q)=a bzw. ¢=F"'(a).

Sprechweisen: Man sagt beispielsweise statt 0.1-Quantil auch 10%-Quantil. Das 50%-
Quantil heiffit Median.
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7 Erwartungswert, Varianz

7.1 Definitionen

e X sei eine diskrete ZV mit Wertebereich Wx = {z; € R | i € I'}. Dann heiflen

o E(X):=> ;- Px({z;}) Erwartungswert von X, falls die gegebene Reihe
iel
absolut konvergiert, und

o Var(X) := E([X - E(X)]2> = [z; — B(X))*- Px({x;}) Varianz von X,
il
falls die angegebene Reihe konvergiert.

e X sei eine stetige ZV mit Dichte f. Dann heiflen

o B(X):= / t- f(t)dt Erwartungswert von X, falls das gegebene Integral

absolut k(_)nvergiert, und

o0

o Var(X):= BE([X - E(X)]*) = /[t — BE(X)]?- f(t)dt Varianz von X, falls
das angegebene Integral konveréiert.

e /Var(X) heift Standardabweichung der ZV X .

B VVar(X)

YT TR

o Fiir E(X) # 0 heift

Variationskoeffizient der ZV X .

7.2 Rechenregeln

Es seien X und Y Zufallsvariablen und a,b, € R. Dann gilt:

E(a-X+b)=a-E(X)+0b, speziell: E(b) =0

Var(a-X +0b) =a®>-Var(X)

Var(X) = E[(X+b)*]—[E(X)+b]*, speziell firb=0: Var(X)= F(X?)—E(X)?
(Verschiebungsregel)

E(X58) =0, Var (55#) = 1, fiir po= E(X), 0= /Var(X) >0
(Normierung)



et @b M

o B(X)< E(Y), falls X <Y und E(X),E(Y), < .

[1— F(x)]dx, falls X >0 und E(X) < .

I
—3

e F(X)

e E(X)=Y P(,X >i*), falls Wy C N und B(X) < cc.

M ©

@
I
=)

Zusétzlich sei nun ¢g : Wy — R. Dann gilt (falls E[g(X)] existiert)

e fiir eine diskrete ZV X : Elg Zg x;) - Px({x;})
e fiir eine stetige ZV X mit Dichte f: FElg(X)] = / g(t) - f(t)dt, falls g meBbar ist?

7.3 Ungleichungen, Momente

Ungleichung von Markoff:
X sei eine ZV mit E (|X — u|k) <00, k€N, €Rund c € R". Dann gilt:

E (]X — pul*)

P(77|X - :UJ| 2 C“) S Ck

Bezeichnungen: Fiir k£ € N heiflen F (|X — u|k) k-tes absolutes Moment bzgl. pu ,
E (|X|k> k-tes absolutes Moment und E (Xk> k-tes Moment.

Nach den obigen Formeln fiir E[g(X)] gilt damit fiir £ € N:

Zx - Px({z;}), falls X diskret verteilt ist, bzw.

kY _
E(X) =y 7, T
/ t* - f(t)dt, falls X stetig verteilt ist.

Fiir £ = 2 und g = E(X) erhilt man als Spezialfall die

Ungleichung von Tschebyscheff:
X sei eine ZV mit Var(X) < oo und ¢ € R*. Dann gilt:

Var(X)
2

P(77|X _E(X)| > C“) <

3Dies gilt insbesondere, falls ¢ (stiickweise) stetig ist.
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8 Stetige Zufallsvariablen

Gleich- oder Rechteckverteilung

X sei in (a,b) gleichverteilt, i.Z. X ~ U(a,b). Dann gilt:

Dichte:

1 1(b-a)
—a o T € (a,b) &
0 , somnst

0 a b
Verteilungsfunktion:
l L
0 , xz<a
F(x)=4 &% , v € (a,b)
1, sonst
0 1
a b
Erwartungswert /Varianz:
a+b (b—a)?

E(X) =

2

Bemerkung:
o Fiir U ~ U(0,1) gilt:
PlLa<U<b)=b—a V0<a<b<l1,
d.h. die Wahrscheinlichkeit ist mit der Linge des Intervalls identisch.
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Normalverteilung

X sei normalverteilt mit den Parametern p und o2 > 0, i.Z. X ~ N'(u,0?). Dann gilt:

0.5

Dichte:

15

Verteilungsfunktion:

o= [ ()]

Erwartungswert /Varianz:
EX)=npn und Var(X) = o?

Bemerkungen:

e Die obigen Graphen erhilt man fiir 4 = 0 und ¢ = 1. Die dazugehérige Vf wird
mit ® bezeichnet (Standardnormalverteilung) .

e F'ist mit den iiblichen Standardfunktionen wie exp, In, sin, etc. nicht in geschlos-
sener (i.e. integralfreier) Form darstellbar.

Rechenregeln fiir die Standardnormalverteilung:
o O(—x)=1—P(x)

e Fiir das a-Quantil x, von ® gilt: x; o, = —x,
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Exponentialverteilung

X sei exponentialverteilt mit dem Parameter A > 0,1.Z. X ~ Ex()\). Dann gilt:

15
Dichte: 1l
e x>0
fx) = 7
0 , sonst 05
0
-2 1 0 1 2 3
1.5
Verteilungsfunktion: Ll
l—e™ | >0
Fr) =
0 , sonst 05 |
0
-2 1 0 1 2 3
Erwartungswert /Varianz:
1

E(X) = und Var(X) = =

1
A

Bemerkungen:

e Die obigen Graphen erhélt man fiir A = 1.5.

e Die Exponentialverteilung ist charakterisiert durch die Eigenschaft der Gedécht-
nislosigkeit:

P, X >z+y“|,X >y = P(,X >z%) fiir a,y, € RT.
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Weibull-Verteilung

X sei Weibull-verteilt mit den Parametern «, 3, > 0, 1.Z. X ~ W(a, 7). Dann gilt:

15
Dichte:
l L
fa) a-f-afteme® | p >0
xr)= I
0 , sonst 05
0
2 1 0 1 2 3
15
Verteilungsfunktion: al
—azh
l—e™ | x>0
Fx) =
0 , sonst 05 |
0
2 1 0 1 2 3

Erwartungswert /Varianz:
2

-1/p 1 ~2/p 2 1

EX)=a T 1+E und Var(X) =« D1+ ) -T {1+

Bemerkungen:

Die obigen Graphen erhélt man fiir « =3 und = 2.

Fiir f =1 erhélt man als Spezialfall die Exponentialverteilung.

Im Gegensatz zur Exponentialverteilung werden bei der Weibull-Verteilung Abnut-
zungserscheinungen von Gerédten beriicksichtigt.

Zur Definition der Gamma-Funktion I'(-) siehe — Gamma-Verteilung.
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Gamma-Verteilung, x>-Verteilung
X sei Gamma-verteilt mit den Parametern A\, s, > 0, 1.Z. X ~ Gamma(\, s). Dann gilt:

15

n=1
Dichte:
l [
s,.5—1 _—Ax
)\xrie L 2>0
fla) = (5) .
0 , sonst '
0 1
-2 1 0 1 2 3 4 5
n=5 n=10
0.2
0.1 |
0 : 0
2 1 0 1 2 3 4 5 2 0
Erwartungswert /Varianz:
BE(X)=" d  Var(X)= -
=— un ar ==
A A2

Bemerkungen:

e Fiir s = 1 erhélt man als Spezialfall die Exponentialverteilung,
e allgemein fiir s € N die Erlang-Verteilung,

e fiir s = ¢ und \ = % die y2-Verteilung bei n FG. Fiir n = 1,2 fallen die Kurven

monoton, fiir n > 2 weisen sie an der Stelle x = n — 2 ein Maximum auf.

e Die obigen Graphen stellen y?-Dichten dar bei 1, 5 und 10 FG .
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e Fiir die Gamma-Funktion I'(-) gilt:

o I'(z) = Ofotz_le_t dt
0

o I'(0.5) =7, I'(1) =1
o I'(z+1)=2-T(z), spezell fiir n € N: I'(n+1) =n!

Symmetrische Dreieckverteilung

X sei symmetrisch dreieckverteilt in (a,b). Dann gilt:

Dichte:
2/(b-a) |
4'(;;6;2 , a<x<“T+b
f(ﬂ?): _4'(;0:;))2 ) aTJFbSJ"?<b
0 , sonst
0 .
a (a+b)/2 b
Verteilungsfunktion: 15
0 , r<a b
2
2-(£2) L a<z<
F(z) = 9 |
() 1-9 (%) 7aT+b§x<b 0.5
{ 1 , sonst
0 . .
a (a+b)/2 b
Erwartungswert/Varianz:
a+b b—a)?
E(X) = 5 und Var(X) = ( 24)

Bemerkung:

e Eine in (a, b) symmetrisch dreieckverteilte ZV kann als Summe zweier unabhéngiger,

in (%, g) gleichverteilter Zufallsvariablen dargestellt werden.
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9 Diskrete Zufallsvariable

A sei eine beliebige Menge. Dann bezeichnet

1, firreA
[A(Z'):

0 , sonst

die Indikatorfunktion von A.

Diskrete Gleichverteilung

X sei diskret gleichverteilt auf der Menge {x1,...,x,}. Dann gilt:
Verteilung:

Prlfa) = Tiooen ()

Interpretation: Ein Versuch besitze n mogliche Ausgénge wy, ..., w,, die aufgrund der
Versuchsbedingungen oder des vorhandenen Wissens* mit gleicher Wahrscheinlich-
keit auftreten konnen.

Fir {xy,...,z,} ={1,...,n} gilt ferner:

Erwartungswert /Varianz:

_n+1 n?—1

E(X) und Var(X) = T

Bernoulli-, Binomial- und Multinomialverteilung
X sei binomialverteilt mit den Parametern p € (0,1) und n € N, i.Z. X ~ B(p,n). Dann
gilt mit ¢ :=1—p:

Verteilung:

Px({r}) = (Z) p" " T, ny(T)

4Wenn a priori keine Informationen vorhanden sind, die die méglichen Ausginge untereinander aus-
zeichnen, ist es sinnvoll, diese als gleichwahrscheinlich anzunehmen (Prinzip der Gleichwahrscheinlichkeit,
Laplace-Annahme).
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Erwartungswert /Varianz:

E(X)=n-p und Var(X)=n-p-q

Bemerkung: Fiir n = 1 erhilt man die Bernoulli-Verteilung B(p) = B(p, 1).

Interpretation: p sei die Erfolgswahrscheinlichkeit bei der einmaligen Durchfiihrung ei-
nes Versuchs (sog. Bernoulli-Experiment). Dann 1d8t sich eine B(p, n)-verteilte
Zufallsvariable als die Anzahl der Erfolge bei n voneinander unabhéngigen Versuchs-
ausfithrungen interpretieren.

LaBt man dagegen nicht nur zwei sich ausschliefende Versuchsausginge (Erfolg und
Miflerfolg) zu, sondern k& > 2 mit den Eintreffwahrscheinlichkeiten py, ..., py, dann
erhélt man die sogenannte Multinomialverteilung

Px({1, ..., o)) = (xl @"m

die die Wahrscheinlichkeit angibt, dafl bei n Versuchsausfiihrungen genau x;-mal
der Ausgang ¢ eintrifft, i =1,...,k.

xr1 xro T
)-p1 2R 2
“/’Uk}

Geometrische Verteilungen

X sei geometrisch verteilt, Y sei modifiziert geometrisch verteilt, jeweils mit dem Para-
meter p € (0,1). Dann gilt:

Verteilung:

Px({z}) =p-q" Ipr.y(x) wnd Py({y}) =p-¢" " Ina.y(y)
Erwartungswert /Varianz:

E(X) = g, E(Y) = ! und Var(X)=Var(Y) = %

p p p
Interpretation: p sei die Erfolgswahrscheinlichkeit bei der einmaligen Durchfiihrung
eines Versuchs (sog. Bernoulli-Experiment). Dann gibt eine geometrisch verteilte
Zufallsvariable die Anzahl der Miflerfolge bis zur ersten erfolgreichen Versuchs-
durchfiihrung an, eine modifiziert geometrisch verteilte Zufallsvariable dagegen die

totale Anzahl von Versuchen bis zur ersten erfolgreichen Versuchsdurchfiihrung.
Folglich gilt Y = X + 1.



& - 4Lt v <R Lvs sy s AW

Hypergeometrische Verteilung

X sei hypergeometrisch verteilt mit den Parametern M € N, N>n <M und
Ke{0,1,....M},iZ. X ~ H(M,K,n). Dann gilt:

Verteilung:

patten = 4 Ge)

(M) ]{0 1,..., TL}(Z’)
Erwartungswert /Varianz:
K K KN\ M-
E(X)=n-— und VaT(X):n-M-<1—M> B, 7;

Interpretation: FEs seien M Objekte gegeben, von denen genau K besonders gekenn-
zeichnet sind (z.B. als Ausschuf}). Dann gibt die hypergeometrische Verteilung die
Wahrscheinlichkeit an, daff in einer Stichprobe vom Umfang n < M (Ziehen ohne
Zuriicklegen) genau x gekennzeichnete Objekte sind.

Poisson-Verteilung

X sei Poisson-verteilt mit dem Parameter A > 0, 1.Z. X ~ P()). Dann gilt:

Verteilung:
A
Px({z}) = e — - Tio1, (@)

Erwartungswert /Varianz:

E(X)=X und Var(X)=\

Interpretation: Die Poisson-Verteilung ist eine typische Verteilung einer sogenannten
Ziahlvariablen, wie z.B. der Anzahl von Partikeln, die von einer radioaktiven Sub-
stanz pro Zeiteinheit ausgestrahlt werden, der Anzahl von Tippfehlern auf einer
Buchseite oder der Anzahl von Jobs, die in einem bestimmten Zeitintervall eintref-
fen.
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10 Funktionen von Zufallsvariablen

10.1 Transformationsformel fiir Dichten

Die ZV X = (X1,... X,,) habe die Dichte f(z) = f(x1,...,2,). T :={z € R" | f(z) > 0}
bezeichne den Tréger von f. Ferner seien

e p: T — W C R" eine stetig differenzierbare, (stiickweise) bijektive Abbildung® und

Oz ., Ou
a a n
o Jo-1 = 9 = - €R™
Yi/1<ij <n Ozn . Oan
0y1 Oyn

die Funktional- oder Jacobi-Matrix von ¢~ !.

Dann gilt fiir die Dichte g(yy,...,y,) der ZV Y 1= ¢o(X):

flo™ )] - [det J—| , yeW
——

g(y)Eg(ylv"'ayn): =
0 , sonst.

Bemerkung: Fiir sogenannte Nullmengen® N gilt [y f(x)dx = 0. Die Bijektivitit von ¢
kann vielfach dadurch erreicht werden, dafl f auf diesen Nullmengen zu Null gesetzt
wird, also T verkleinert wird.

Anwendungen:

e Die stetige ZV X = (X;, Xy) habe die Dichte f(x1,x2). Dann besitzt die Summe
Z = X + X, die Dichte
M@:/’f@z—wﬁ.

— 00

Falls X; und X, unabhéngig sind mit den Dichten f; und fs, vereinfacht sich die
obige Formel zur Faltungs-Formel

M@:/Zﬁ@yﬁ@—ﬂﬁ.

e Die stetige ZV X = (Xj, X;) habe die Dichte f(x1,x2). Dann besitzt die Differenz
Y = X1 — X2 die Dichte

hy) = [ fltt—y)dr.

— 00

5d.h. fiir y := () gilt = ¢ (y)
6i.e. Teilmengen N von R™ mit 0 < dim N < n — 1; Teilmengen der Dimension 0 sind Punkte, Teil-
mengen der Dimension 1 z.B. Geraden, ...



M T -~ 4 wiassvsieLisLs P AUAL &R AVsss Y WL A8 A s

10.2 Inverse Transformation

Es seien U in (0,1) gleichverteilt und X eine ZV mit streng monotoner und stetiger Vf
F. Dann hat die ZV F~1(U) ebenfalls die Vf F'.

10.3 Simulation diskreter Zufallsvariablen

Es seien U ~ U(0,1) und X diskret verteilt mit Wertebereich Wx = {z; | j =1,2,3,...}.
Dann hat die ZV Y mit

T, Q< U< Px({x1})

Y = izl J .
z; o, ; Px({l'z}) < U < EIPX({xl})’ 7 :2,3,...

ebenfalls die Verteilung Py .

10.4 Eigenschaften spezieller Verteilungen

10.4.1 Normalverteilung

e Die Zufallsvariablen X, seien unabhingig’ N'(u;, o?)-verteilt, i =1,...,n und
@, by, ... by, € Rmit 3 b7 > 0. Dann ist die ZV
=1

Y =a+ (Zbi-)g)
-1
N (a + i b; - s, i b? - 0§>—Verteilt.
=1 =1

e Die Zufallsvariablen X; seien unabhéngig N'(0, 1)-verteilt, i = 1,...,n. Dann ist die
A%
Z=X{+...+X;}

x2-verteilt mit n Freiheitsgraden.

10.4.2 Exponentialverteilung

Die Zufallsvariablen X; seien unabhéngig Ex(\;)-verteilt, i =1,...,n. Dann ist das Mi-

nimum der X; wiederum exponentialverteilt mit dem Parameter (E )\i> )
i=1

10.4.3 Poisson-Verteilung

Die Zufallsvariablen X; seien unabhingig Poisson-verteilt mit den Parametern A\; > 0,
1 =1,...,n. Dann ist die Summe der X; wiederum Poisson-verteilt mit dem Parameter

(£2)

7

zur exakten Definition siche — Mehrdimensionale Zufallsvariablen
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11 Mehrdimensionale Zufallsvariablen

11.1 Definitionen

e Eine zweidimensionale Zufallsvariable (X,Y") heift

o diskret genau dann, wenn der Wertebereich Wixy) = {(z;,¥;) | ,j, € N}
héchstens abzéhlbar ist. Analog zu eindimensionalen Zufallsvariablen bezeich-
nen

. PX,Y({(ajlvy])}) y T=1T;,Y=1Y;
, sonst
die diskrete Dichtefunktion und
def 43 43
F(r,y) = P(,X <a*, )Y <y*)= > > flriy)
z; <z y; <y
die diskrete Verteilungsfunktion.

o stetig genau dann, wenn eine nichtnegative, integrierbare Funktion f : R* — R
existiert, die sog. Dichtefunktion, so dafl die Verteilungsfunktion F' fol-
gende Gestalt besitzt:

F(x,y) = /yoo/;f(u,v)dudv.

e (X,Y) sei eine zweidimensionale ZV mit Dichte f .

Bezeichnungen stetiger Fall diskreter Fall
Fx(x) = f [70 f(u,v) dv] du | Fx(z) = ¥ X f(xi, )
Randverteilungen 720 - S
= 1| T s | £ =2 2 e
fx(@)= T fletydt fx(@) =% fla,y)
Randdichten 2 v
fr(y)= | f(t.y)dt fr(y) =Z f(aiy)

e Die Zufallsvariablen X1,..., X, heilen unabhingig

def
& ihre gemeinsame Verteilung ist gleich dem Produkt der Randverteilungen

& ihre gemeinsame Dichte ist gleich dem Produkt der Randdichten

< P (ﬂ w X = %“) = H P(,X; = x;*) fiir diskrete X;
=1 =1

e Die Kovarianz zweier ZV X und Y ist definiert als

Cov(X,Y)=E(X-Y)—E(X)-EY)=E(X - EX)]-[Y — E(Y))) .
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e Die Kovarianzmatrix zweier ZV X und Y ist definiert als

i _( Var(X) Cov(X,Y))
XY Con(Y,X)  Var(Y) '

e Der Korrelationskoeffizient zweier ZV X und Y ist definiert als

p(X,Y) = Cov(X,Y) cl-11].

- \/V@T(X) . \/V@T(Y)
e Zwei Zufallsvariablen X und Y heiflen unkorreliert genau dann, wenn

p(X,Y)=0.

11.2 Rechenregeln

e X,..., X, seien Zufallsvariable. Dann gilt:
=1 =1
n n n—1 n
o Var (Z Xi) = > Var(X;)+2-> Y Cou(X,,Y))
i=1 i=1

i=1 j=i+1

o X,..., X, seien unabhingige Zufallsvariable. Dann gilt:

o F (H Xl-) = [[ E(X;) (d.h. aus unabhiingig folgt unkorreliert®)
=1

v () = Srac

=1

11.3 Zweidimensionale Normalverteilung
Eine ZV (X1, X,) heifit zweidimensional normalverteilt mit den Parametern p € R

und ¥ € R*?, i.Z. (X1, X;) ~ N (1, %), genau dann, falls fiir die Dichte f gilt:

det(X-1)

f(xhx?) — 2.1

1 _
- exp {—5-(93 —w)"E @ — )
mit einer positiv definiten Matrix .

Fiir die Parameter p und ¥ gilt:
E(I‘l):[tz, 221,2 und E:le,Xg

8Die Umkehrung gilt nur fiir die mehrdimensionale Normalverteilung (s.u.).
P o= < o o2 ) heifit positiv definit & (1) E=%7
021 022
(2) 2™z >0, Y e R*\{0}

(& alle Eigenwerte von X sind positiv)
(& det(X) >0 und o1 > 0)
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12 Zentraler Grenzwertsatz

X1, ..., X, seien unabhéngige, identisch verteilte Zufallsvariable mit gemeinsamem FEr-
wartungswert 1 und gemeinsamer Varianz o . Dann sind die Zufallsvariablen

Y, =Xi1+...+X,

asymptotisch normalverteilt mit Erwartungswert n - 4 und Varianz n - o und

X+ X,
- n

Zy: [=X]

asymptotisch normalverteilt mit Erwartungswert p und Varianz o*/n , i.Z.

lim P (4 (Zy — ) < a;> = (x).

n—oo

Faustregel:

Ab n > 100 kénnen Y,, bzw. Z,, als normalverteilt betrachtet werden.
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13 Schatzen von Parametern

13.1 Definitionen

Es seien die Verteilung Px einer ZV X in Abh#ngigkeit eines unbekannten Parameters ¢
und n unabhéngige, identisch P x-verteilte Stichprobenvariablen X1, ..., X, gegeben.

e Fine ZV T =T(Xy,...,X,) heit Schatzvariable oder Schétzer fiir den unbe-
kannten Parameter #, wenn # in T nicht vorkommt®.

e Ein Schatzwert ist eine Realisierung der Schéitzvariablen.

e Eine Schétzvariable heifit erwartungstreu oder unverzerrt fiir 7: 0 — 7(0) € R
genau dann, wenn

ET(Xy,...,X,)|=7(0).
e Die Differenz E [T(X,,...,X,)] — 7(6) heiit Bias der Schétzvariablen.

e Eine erwartungstreue Schétzvariable T fiir 7(6) heifit effizient genau dann, wenn
es fiir 7(0) keine erwartungstreue Schitzvariable T* gibt mit

Var(T*) < Var(T).

13.2 Maximum-Likelihood

Xy,..., X, seien unabhéngige, identisch verteilte Stichprobenvariablen mit der Dichte
f(x;0), wobei # ein unbekannter Parameter ist, der geschétzt werden soll.

o L(xy,...,x,;0) = ﬁ f(x;;0) heiBft als Funktion von 6§ Likelihood-Funktion der
i=1
Stichprobe.

e Ein Maximum-Likelihood-Schiitzwert § = é(:vl, .y ) ist ein Wert, an dem die
Likelihood-Funktion ein Maximum annimmt. Die dazugehérige ZV 0(Xq, ..., X,,)
heifit Maximum-Likelihood-Schiétzer fiir 6.

o Ublicherweise bildet man zur Bestimmung des Maximums nicht die Ableitung von

L, sondern (zur Vereinfachung der Rechnung) von In(L) = i In(f(xy,...,2.;0).
=1

Am Wert von 0 éindert sich dabei nichts, da In( - ) streng monoton ist.

9Dies ist beispielsweise bereits fiir alle konstanten Funktionen erfiillt; die Giite des jeweiligen Schitzers
wird durch die nachfolgenden Eigenschaften bestimmt.
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13.3 Konfidenzintervalle

13.3.1 Definitionen

Anstatt auf der Basis einer Stichprobenrealisierung den Wert des Parameters 6 zu
schétzen, kann man auch versuchen, ein Intervall [t;, 5] anzugeben, das mit einer vorgege-
benen Ws 1 — a den wahren Wert von # enthélt. Gesucht sind also zwei Zufallsvariablen

T1 = Tl(Xl, .. ,Xn) und TQ = TQ(Xl, Ce ,Xn), so dafl

P(,,T1§9§T2“):1—oz.

e 1 — « heifit Konfidenzzahl oder Konfidenzniveau.

e [T, T5] heifit Konfidenzintervall und die Grenzen entsprechend untere bzw. obe-
re Konfidenzgrenze.

13.3.2 Normalverteilung
Nun sei eine N (u, 0?)-Verteilung zugrundegelegt mit unbekanntem z und bekanntem o2 .

Dann lautet das symmetrische Konfidenzintervall fiir x zum Konfidenzniveau 1 — «v:

_ g — g
X_—'xlfoz/Qv X_'_—n'xlfa/Q )

v v

wobei x1_q/2 das (1 — a/2)-Quantil von ® bezeichnet.
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14 Tests

14.1 Aligemeiner Signifikanztest

Ziel: Aufgrund einer (unabhéngigen) Stichprobe Xj, ..., X,, mit Realisierung x1, ..., z,
sollen Aussagen iiber einen unbekannten Parameter der gegebenen Verteilung ge-
macht werden, die mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit erfiillt sind.

Vorgehensweise:

1) Annahme iiber die Verteilung (in Abh. eines unbekannten Parameters p)
2) Formulierung der Nullhypothese Hy : u € ©¢ (Aussage iiber u)

3) Wahl einer Testgrofie T'= T(Xy,. .., X,,) und Bestimmung ihrer Verteilung
unter Hy

4) Wahl eines Testniveaus a € {0.05,0.01,0.001,...}

5) Bestimmung des kritischen Bereichs K C R" von H, zum Niveau «a, d.h.
Wahl von K mit

PHO [w(Xla---,Xn) € [(“] (;) al

6) Entscheidungsregel:
Falls (z1,...,z,) € K, wird Hy abgelehnt

sonst besteht kein Grund, Hy abzulehnen.

Bezeichnungen:
e Sicherheits-Ws 1 —a: Py, [,(X1,..., Xn) € K] >1—a
e Fehler 1. Art (Hy wird irrtiimlich abgelehnt): Py, [,,(X1,...,X,) € K] < o

e Fehler 2. Art (H, wird irrtiimlich angenommen): P, [,,(X1,...,X,) &€ K], 1 € O,
(Hy : pn € ©g heiBt dann Alternative)
. . R — [0,1]
e Operationscharakteristik [ : »
po— Pu,(Xy,...,X,) & K¢

e Giitefunktion g¢(p):=1— f(n)

TPy, (A) bezeichnet die Wahrscheinlichkeit von A, falls die Nullhypothese Hy, d.h. i € O, gilt.
iDer Test ist genau so konstruiert, daf der Fehler 1.Art < « ist.
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14.2 GauB-Test

ad 1)  Xi,..., X, seien unabhingig und N (p, 0?)-verteilt mit unbekanntem x und be-

kanntem o%. xy,...,x, seien die entsprechenden Realisierungen.

ad 2) Zweiseitig : = o
Einseitig : 1w < Lo oder > o

Die Alternative ist beim Signifikanztest in den hier betrachteten Féllen genau das
Komplement der Nullhypothese, siehe auch ad 5).

ad 3) Zweiseitig :
Unter H, gilt:

0_2

XNN<[L[],;>,dh T(Xl,,Xn): (X—[LU)NN(O,l)

3E

Einseitig :
siehe ad 5)

ad 5) Je nach Wahl der Nullhypothese unterscheidet man folgende drei Fille:

Nullhypothese Alternative Krit.Bereich

H, H, K
= o 1L F [ho T| > 901704/2i
< o > fio T>r4
12 o p < o T <,

tals Abkiirzung fiir {(z1,...,2,) € R™ : [T(21,...,2,)] > T1_q)2}
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A Wertetabelle der
Standardnormalverteilung

O(u) =

0.00

7l

0.01

u

o0

0.02

0.03

0.04

0.05

2
exp (—%) dt = 1—®(—u), =zB.

0.06

®(1.32) = 0.90658 .

0.07

0.08

0.09

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4

0.5
0.6
0.7
0.8
0.9

1.0
1.1
1.2
1.3
14

1.5
1.6
1.7
1.8
1.9

2.0
2.1
2.2
2.3
2.4

2.5
2.6
2.7
2.8
2.9

3.0
3.1
3.2
3.3
3.4

3.5
3.6
3.7
3.8
3.9

0.50000
0.53983
0.57926
0.61791
0.65542

0.69146
0.72575
0.75804
0.78814
0.81594

0.84135
0.86433
0.88493
0.90320
0.91924

0.93319
0.94520
0.95543
0.96407
0.97128

0.97725
0.98214
0.98610
0.98928
0.99180

0.99379
0.99534
0.99653
0.99744
0.99813

0.99865
0.99903
0.99931
0.99952
0.99966

0.99977
0.99984
0.99989
0.99993
0.99995

0.50399
0.54380
0.58317
0.62172
0.65910

0.69497
0.72907
0.76115
0.79103
0.81859

0.84375
0.86650
0.88686
0.90490
0.92073

0.93448
0.94630
0.95637
0.96485
0.97193

0.97778
0.98257
0.98645
0.98956
0.99202

0.99396
0.99547
0.99664
0.99752
0.99819

0.99869
0.99906
0.99934
0.99953
0.99968

0.99978
0.99985
0.99990
0.99993
0.99995

0.50798
0.54776
0.58707
0.62552
0.66276

0.69847
0.73237
0.76424
0.79389
0.82121

0.84614
0.86864
0.88877
0.90658
0.92220

0.93574
0.94738
0.95728
0.96562
0.97257

0.97831
0.98300
0.98679
0.98983
0.99224

0.99413
0.99560
0.99674
0.99760
0.99825

0.99874
0.99910
0.99936
0.99955
0.99969

0.99978
0.99985
0.99990
0.99993
0.99996

0.51197
0.55172
0.59096
0.62930
0.66640

0.70194
0.73565
0.76730
0.79673
0.82381

0.84850
0.87076
0.89065
0.90824
0.92364

0.93699
0.94845
0.95819
0.96638
0.97320

0.97882
0.98341
0.98713
0.99010
0.99245

0.99430
0.99573
0.99683
0.99767
0.99831

0.99878
0.99913
0.99938
0.99957
0.99970

0.99979
0.99986
0.99990
0.99994
0.99996

0.51595
0.55567
0.59484
0.63307
0.67003

0.70540
0.73891
0.77035
0.79955
0.82639

0.85083
0.87286
0.89251
0.90988
0.92507

0.93822
0.94950
0.95907
0.96712
0.97381

0.97932
0.98382
0.98745
0.99036
0.99266

0.99446
0.99585
0.99693
0.99774
0.99836

0.99882
0.99916
0.99940
0.99958
0.99971

0.99980
0.99986
0.99991
0.99994
0.99996

0.51994
0.55962
0.59871
0.63683
0.67364

0.70884
0.74215
0.77337
0.80234
0.82894

0.85314
0.87493
0.89435
0.91149
0.92647

0.93943
0.95053
0.95994
0.96784
0.97441

0.97982
0.98422
0.98778
0.99061
0.99286

0.99461
0.99598
0.99702
0.99781
0.99841

0.99886
0.99918
0.99942
0.99960
0.99972

0.99981
0.99987
0.99991
0.99994
0.99996

0.52392
0.56356
0.60257
0.64058
0.67724

0.71226
0.74537
0.77637
0.80511
0.83147

0.85543
0.87698
0.89617
0.91309
0.92786

0.94062
0.95154
0.96080
0.96856
0.97500

0.98030
0.98461
0.98809
0.99086
0.99305

0.99477
0.99609
0.99711
0.99788
0.99846

0.99889
0.99921
0.99944
0.99961
0.99973

0.99981
0.99987
0.99992
0.99994
0.99996

0.52791
0.56750
0.60642
0.64431
0.68082

0.71566
0.74857
0.77935
0.80785
0.83398

0.85769
0.87900
0.89796
0.91466
0.92922

0.94179
0.95254
0.96164
0.96926
0.97558

0.98077
0.98500
0.98840
0.99111
0.99324

0.99492
0.99621
0.99720
0.99795
0.99851

0.99893
0.99924
0.99946
0.99962
0.99974

0.99982
0.99988
0.99992
0.99995
0.99996

0.53188
0.57143
0.61026
0.64803
0.68438

0.71904
0.75175
0.78230
0.81057
0.83646

0.85993
0.88100
0.89973
0.91621
0.93056

0.94295
0.95352
0.96246
0.96995
0.97615

0.98124
0.98537
0.98870
0.99134
0.99343

0.99506
0.99632
0.99728
0.99801
0.99856

0.99896
0.99926
0.99948
0.99964
0.99975

0.99983
0.99988
0.99992
0.99995
0.99997

0.53586
0.57535
0.61409
0.65173
0.68793

0.72240
0.75490
0.78524
0.81327
0.83891

0.86214
0.88298
0.90148
0.91774
0.93189

0.94408
0.95449
0.96327
0.97062
0.97670

0.98169
0.98574
0.98899
0.99158
0.99361

0.99520
0.99643
0.99736
0.99807
0.99861

0.99900
0.99929
0.99950
0.99965
0.99976

0.99983
0.99989
0.99992
0.99995
0.99997



Zusatzaufgaben
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1 Aufgaben

1.1 Deskriptive Statistik

nach [KREDLER, 1993]

2

T

Es sei eine Mefireihe xq, ..., x, gegeben mit Mittelwert Z und emp. Varianz s

a) Wie éndern sich Z und s durch Hinzunahme eines weiteren Mefipunktes x,,; ?
b) Man berechne 7 und s fiir die konkrete Mefireihe
501, 498, 505, 495, 503, 496, 498, 502, 497, 495

per Hand. Wie éndern sich 7 und s2, wenn die zusitzlichen Werte 504 und 506
beriicksichtigt werden?

1.2 Ereignisraume und -algebren

Es seien  eine Menge und (A, B, C, € 2. Man zeige:
(AAB)AC = AA(BAC).

Es seien © eine Menge und A; € 2%, i=1,...,n. Man zeige:

ANA NN A,
= {w e Q| we A, fir eine ungerade Anzahl von Indizes i € {1,...,n}}.

[CHOW & TEICHER, 1978]

Es seien Q eine Menge und A, B, C, € 2. Man zeige:

C=AAB — A=CAB.

Zusatzfrage: Gilt auch die Umkehrung?
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1.3 Wahrscheinlichkeiten

Z5]

n

a) Angenommen, es gilt (;8) = (30) . Welchen Wert hat n?

n n —

20 20
b) Angenommen, es gilt ( ) ( 6) . Welchen Wert hat n?

[KREDLER, 1993|

Essei Q = {w; | i € Ng}. Gibt es Konstanten _cq, ¢o, c3, € R, so daB fiir folgende Festlegun-
gen die Axiome eines Ws-Raumes (2,2, P) erfiillt sind? Man begriinde seine Antworten.

a) P({wi}):cl-%, A>0,i€N,.

b) P({wi}):CQ')\i, 0<)\<1,i€N0.

¢) P({w,»})z%-%, i€N und P({w})=0.

[BARTH & HALLER, 1985]

Antoine Gombaud Chevalier de Méré [1607-1685] war dem Gliicksspiel zugetan und wuf-
te aus langjéhriger Erfahrung, dafl es beim viermaligen Werfen eines Wiirfels giinstig sei,
auf das Auftreten mindestens einer Sechs zu setzen. Er {iberlegte sich nun, dafl es ebenso
giinstig sein miifite, bei 24 Wiirfen mit 2 Wiirfeln auf das Auftreten mindestens einer
Doppelsechs zu setzen.

Seine plausible Uberlegung war folgende: Die Zahl der moglichen Ereignisse pro Wurf ist
im 1. Fall 6, die Zahl der Wiirfe 4. Im 2. Fall gibt es 6 -6 = 36 Moglichkeiten, also miissen
6 -4 = 24 Wiirfe zugelassen werden. Bei dem neuen Spiel verlor de Méré jedoch ofter
als ihm lieb war. Diese bittere Erfahrung erschiitterte sein Vertrauen in die Mathematik,
so dafl er Blaise Pascal [1623-1662] gegeniiber behauptete, dafl die Mathematik liige, wie
Pascal am Mittwoch, dem 29. Juli 1654 an Pierre de Fermat [1601-1665] schrieb. Die
Losung dieses Problems teilte er allerdings nicht mit, da sie leicht zu erhalten sei...

Man zeige also, dafl es wahrscheinlicher ist, bei 4 Wiirfen mit einem Wiirfel wenigstens
eine Sechs zu erhalten als bei 24 Wiirfen mit zwei Wiirfeln mindestens eine Doppelsechs.
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nach [LEHN ET AL., 1988], Aufgabe 11

Am Ende einer Party verabschieden sich die sechs Giéste, zwei Paare und zwei Einzel-
personen, vom Gastgeberpaar und voneinander mit Handedruck. Wie oft werden Hénde
gedriickt?

[KREDLER, 1993|

Im nebenstehenden Raster darf man nur nach
rechts oder nach oben laufen.

Wieviele Wege gibt es von A nach B, die iiber C
fiihren?

[KREDLER, 1993]

5 Studenten stehen Schlange fiir ein Skriptum zum Preis von 10 DM. 3 Studenten haben
einen 10-DM-Schein, die beiden anderen einen 20-DM-Schein.

a) Man gebe aufgrund des Prinzips der Gleichwahrscheinlichkeit (Laplace-Annahme)
einen geeigneten Ws-Raum (Q, 2, P) an.

b) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dafl bei anfangs leerer Kasse der Verkauf ohne
Geldwechselschwierigkeiten ablduft?

Z11

Auf einem Parallelrechner sollen £ € N voneinander unterscheidbare Jobs auf n > 1 Pro-
zessoren verteilt werden, wobei jeder Prozessor auch mehrere Jobs erhalten darf. Man
bestimme die Wahrscheinlichkeit, daf3

a) mindestens ein

b) genau ein

Prozessor keinen Job zugeteilt bekommt.
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712

Es seien (2,2 P) ein Ws-Raum und  Ai,..., A, € 2 unabhingige Ereignisse. Man
bestimme

P(AjUAU...UA,)
in Abhéngigkeit von P(A;),i=1,...,n.

713
Es sei (©2,2%, P) ein Ws-Raum mit

1
Q = {wy,ws,ws,wy} und P({wi})zz,izl,...,él.

Man zeige, dafi die Ereignisse A = {wy,wy}, B = {wy, w3} und C' = {wy, w3} zwar paar-
weise unabhéngig, aber nicht unabhéngig sind.

714

Es sei das folgende, aus den Bauteilen b; bis b3 bestehende System s = {by,...,b3} ge-
geben, das genau dann ausfillt, wenn keine intakte Verbindung mehr zwischen a und e
existiert:

Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dafi s bis zum Zeitpunkt ¢ nicht ausfillt, wenn

e der Ausfall eines beliebigen Bauteils unabhéngig vom Ausfall der anderen sein soll,
und

e P(B;) die Wahrscheinlichkeit bezeichnet, dafi das Bauteil b; vor dem Zeitpunkt ¢
nicht ausféllt mit

P(B;) =038, P(B,) =0.9, P(B;) =067

Z15

Es sei das folgende, aus den Bauteilen by bis b5 bestehende System s = {by,...,bs} gege-
ben, das genau dann ausfillt, wenn keine intakte Verbindung zwischen a und e besteht:
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Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dafi s bis zum Zeitpunkt ¢ nicht ausfillt, wenn

e der Ausfall eines beliebigen Bauteils unabhingig vom Ausfall der anderen sein soll,
und

e P(B;) die Wahrscheinlichkeit bezeichnet, dafi das Bauteil b; vor dem Zeitpunkt ¢
nicht ausféllt mit

Hinweis: Man zerlege s zunichst in einfachere Teilsysteme wie s; = {bs, b4},
S9 = {bl,Sl}, Ce

716

Ein Flugzeug

()
O O \_J 0O O

my My ms My

mit den Motoren m, bis my stiirzt ab, wenn auf mindestens einer Seite beide Motoren
ausfallen. Die Austfélle einzelner Motoren werden als unabhéngige Ereignisse betrachtet
mit einer Wahrscheinlichkeit von jeweils 5%. Man berechne die Wahrscheinlichkeit, daf
das Flugzeug nicht abstiirzt.

717

Es sei das folgende, aus den Bauteilen by bis b5 bestehende System s = {by,...,bs} gege-
ben, das genau dann ausfillt, wenn keine intakte Verbindung zwischen a und e besteht:

IS
|
|
|

Wie grofi ist die Wahrscheinlichkeit P(S), daf8 s bis zum Zeitpunkt ¢ nicht ausfillt, wenn
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e der Ausfall eines beliebigen Bauteils unabhéngig vom Ausfall der anderen sein soll,
und

e P(B;) die Wahrscheinlichkeit bezeichnet, dafi das Bauteil b; vor dem Zeitpunkt ¢
nicht ausfillt mit

Hinweis: Man berechne zuniichst P(S | B;) bzw. P(S|B;) fiir ein geeignetes
je{l,...,5}.

Z18

Den Materialien zur Entwicklung der TU Miinchen [TUM, 1994] lassen sich folgende
Daten iiber unsere Informatik-StudentInnen entnehmen:

Ein Beispiel zur Erlauterung: Im
StudentInnenzahl im Fachsemester WS 1988 waren 385 StudentInnen
1 3 5 7 9 11 des Jahrgangs 1987 im 3. Fachseme-
WS 1987 432 385 344 309 276 242 ster (FS), und 419 Personen haben

WS 1988 419 357 333 308 240 230 gerade mit dem Informatikstudium
begonnen.

Studienbeginn

Man berechne unter geeigneten Unabhéngigkeitsannahmen die Wahrscheinlichkeit, daf
von zwei zufillig im Wintersemester 1988 ausgewédhlten StudentInnen aus dem ersten
bzw. dritten Fachsemester nach drei Jahren (also im Wintersemester 1991)

a) beide b) keine c¢) mindestens eine d) hichstens eine e) genau eine

sechs Fachsemester weiter sind (bzw. ist).

Hinweis: Man verwende die relativen Haufigkeiten als Approximation fiir die entspre-
chenden Wahrscheinlichkeiten.

Bemerkung: Der geringe Stichprobenumfang mag zwar die Ergebnisse in Frage stellen,
nicht aber die prinzipielle Vorgehensweise. Man beachte, dafl in der Praxis gerade
im Bereich der Lebensversicherungsmathematik (Sterbetafeln,...) deutlich hohere
Stichprobenumfinge vorliegen.

nach [LEHN ET AL., 1988], Aufgabe 25

Eine Nachrichtenquelle sende die Signale ay, as, a3 mit den Wahrscheinlichkeiten p; = 0.6,
p2 = 0.3, p3 =0.1. Nach der Ubertragung durch einen gestérten Kanal wird vom
Empfénger eines der Signale by, by, b3 empfangen.

0.9 0.1 0.0
M = (pij)1§ g, <3 = 0.3 0.6 0.1
0.0 0.3 0.7

bezeichne die Kanalmatrix, d.h. die Matrix der bedingten Wahrscheinlichkeiten

pij = P(,b; wurde empfangen® | ,a; wurde gesendet”), 1 < i,j,< 3.
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a) Man gebe einen geeigneten Ws-Raum (2,2, P) an.

b) Man berechne mit Hilfe des Satzes von der totalen Ws die Wahrscheinlichkeiten ¢;
fiir das Empfangen des Signals b;,1 < j < 3.

¢) Man berechne mit Hilfe des Satzes von Bayes die bedingten Wahrscheinlichkeiten
i, dafl a; gesendet wurde, falls b; empfangen wird fiir 1 < 2,7, < 3.

720

10 Bezirkstagskandidaten erhalten von ihrer Partei vor den bevorstehenden Wahlen die
Zusage fiir einen der Listenplétze 6 bis 15. Die folgende Tabelle gibt fiir die verschiedenen
Listenpldtze die Ws an, in den Bezirkstag gewdhlt zu werden:

Listenplatz | 6 | 7 | 8 | 9 | 10|11 |12 [13]14 |15
Ws[in %] |48 43|40 [37[35]28]26[24]22]20

a) Man berechne unter der Laplace-Annahme die Wahrscheinlichkeit, daf§ Kandidat 3
gewéhlt wird.

b) Nun erfihrt Kandidat 3, dal er auf Listenplatz 6 gesetzt wird, wenn sein Konzept
von der Parteispitze angenommen wird. Andernfalls wird er auf Listenplatz 15 ge-
setzt. Wie grofl mufl die Wahrscheinlichkeit fiir die Annahme mindestens sein, damit
die Wahrscheinlichkeit, gew&hlt zu werden, grofer als in a) ist?

721

Es sei das folgende Ubergangsdiagramm mit den 3 Zustinden A, B und C gegeben:

0-3 0.4/\ 0.4 @
Q% 0.5 \@ @
0.2 )

Die Zahlen an den Pfeilen geben fiir jeden Schritt die Wahrscheinlichkeit an, im aktuellen
Zustand zu verweilen oder in einen anderen zu wechseln.

Wie grof} ist bei einem Start in A die Wahrscheinlichkeit, nach 10 oder weniger Schritten
in den Zustand C' zu gelangen?

722

Eine aus den Klammersymbolen (und ) bestehende Liste heift Klammergebirge, wenn
fiir beliebiges ¢ € N unter den ersten ¢ Elementen der Liste mindestens soviele 6ffnende
Symbole ( wie schlieBende Symbole ) enthalten sind. Die Differenz aus der Anzahl der
offnenden und schlieBenden Symbole einer derartigen Teilliste wird als aktuelle Héhe!

'Im Hinblick auf das zugrundeliegende Kellerprinzip spricht man hiufig auch von der Tiefe des
Klammergebirges.
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des Klammergebirges bezeichnet.

Nehmen wir an, daf§ das Klammergebirge bislang nur aus dem 6ffnenden Symbol ( be-
steht und die Symbole ( bzw. ) mit den Wahrscheinlichkeiten o bzw. 3 := 1 — « angefiigt
werden. Man skizziere in Abhédngigkeit von a die Wahrscheinlichkeit, dafl das Klammer-
gebirge nach hochstens 10 weiteren Symbolen entweder geschlossen ist oder die maximal
erlaubte Hohe von 5 erreicht hat.

1.4 Zufallsvariable

723

Um zu entscheiden, ob eine Warenlieferung angenommen werden soll, wird der folgende
zweistufige Stichprobenplan durchgefiihrt:

Wenn in der 1. Stichprobe vom Umfang 10 hochstens ein fehlerhaftes Stiick
gefunden wird, wird die Lieferung angenommen, bei mehr als zwei abgelehnt.
Eine 2. Stichprobe vom Umfang 20 ist durchzufiihren, wenn genau zwei Aus-
schuflstiicke gefunden werden.

Sind dann in der 1. und 2. Stichprobe zusammen ho6chstens drei Aus-
schuflstiicke, so wird die Lieferung angenommen, ansonsten entgiiltig abge-
lehnt.

Wie grof} ist bei einem Ausschuflanteil von a@ = 5% die Wahrscheinlichkeit, daf die Liefe-
rung angenommen wird, unter den Annahmen, dafl

e die Stichproben unabhédngig sind und

e die Entnahme einer Stichprobe den Ausschuflanteil nicht verdndert?

724

X sei eine Zufallsvariable mit Wy = N. Man zeige:

X ist modifiziert geometrisch verteilt

mit dem Parameter p € (0,1), d.h. e P(X=i|,X>i-19=p,ieN.

PLX=i“) =p-¢ ' ieN

[KREDLER, 1993]

Die Anzahl von Jobs in einem Rechner kann als Poisson-verteilte Zufallsvariable X mit
Parameter A > 0 angenommen werden, d.h.

Pr({i}) = P(LX = i) = e - 2 i€ Ny

i’
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Manchmal will man den Wert 0 absichtlich ausschliefen und geht {iber zu der gestutzten
Zufallsvariable Y mit den Werten 1,2,3,... und

Py({i}) = P(Y =i")=a-— fira€RundieN.
i!

a) Man wihle « so, dal Py eine Verteilung wird.

b) Man bestimme E(Y) und Var(Y') mit Hilfe von E(X) =\ = Var(X).

726

X sei eine Zufallsvariable mit Erwartungswert ; und Varianz o%. Man gebe — wenn moglich
— jeweils ein Beispiel an fiir X mit

a) B(X?) > u? b) E(X?) = u? c) B(X?) < u?.
727

X sei eine diskrete Zufallsvariable mit Wy = Ny und E(X?) < oo. Man zeige analog zu

:

E(X?) = i(2i+ 1)-P(,X > ).

1=0

Z28] [KREDLER, 1993|

Vor einem Krankenhaus, das an einer von Nord nach Siid verlaufenden Strafle liegt, wurde
eine Verkehrszdhlung vorgenommen. Es ergab sich, dafl die mittlere Anzahl der aus Nor-
den kommenden Fahrzeuge 100 und der aus Siiden kommenden Fahrzeuge 80 pro Stunde
betrdgt. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dafl mehr als 3 Fahrzeuge pro Minute an
dem Krankenhaus vorbeifahren?

729

Man gebe Bedingungen fiir die reellwertigen Parameter o und [ an, so dafl

fl@ja,B) = a-(z—1)" + 3

eine Dichte auf [0, 2] ist.

Hinweis: Man stelle zunéchst [ als Funktion von « dar.
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Z30

X sei eine stetige ZV mit einer bzgl. 0 achsensymmetrischen Dichte und u, das a-Quantil
von X, 0 < a < 1. Wie grofl ist ug;, wenn bekannt ist, dafi ug9 den Wert 0.75 besitzt?

Z31

Ein symmetrischer Wiirfel mit den Seiten 1 bis 20 werde zweimal unabhéngig geworfen.
X und Y seien die Ergebnisse der einzelnen Wiirfe. Man bestimme E(min{X,Y}).

n 1)(2 1
Hinweis: Man verwende dabei ohne Beweis: Zi2 = nn + )6( n )
=1

732

Die Zufallsvariablen X; und X, seien unabhéngig und jeweils in (0, 1) gleichverteilt. Man
zeige, dafl die Summe 7 := X; 4+ X, in (0, 2) symm. dreieckverteilt ist, d.h. dafi Z die
Dichte

z , z€(0,1)
g(z)=4 2—-2 , z€][1,2)
0 , sonst
besitzt.
733

X und Y seien unabhédngige exponentialverteilte Zufallsvariable mit den Pa-
rametern « >0 bzw. [ >0. Man bestimme mit Hilfe der Faltungsformel aus
[GREINER & TINHOFER, 1996] die Dichte der Zufallsvariable Z := X + Y.

734

U; und U, seien unabhéngige, in (0, 1) gleichverteilte Zufallsvariablen.

a) Wie lautet die gemeinsame Dichte f von (Uy,Us)?

b) Man zeige, dal 7 := U; — U, in (—1,1) symmetrisch dreieckverteilt ist mit der
Dichte
1+z , z€(-1,0)

gz)=X 1—2 , z€][0,1)
0 , sonst

¢) Man zeichne die Dichte g von Z und berechne 6 := P(,,|Z| < 0.5%).
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d) Nun seien X; und X, unabhingig N(0.5,0%)-verteilt mit unbekannter Varianz
!
0? > 0. Wie klein muf§ 0> mindestens sein, so dafi P(,,|X; — X5| < 0.5%) > § gilt?

Man verwende zur Beantwortung der Frage

d1) zunéchst die exakte Verteilung von X; — X,
d2) und anschliefend die Tschebyscheff-Ungleichung.

nach [KREDLER, 1993]

Bei einem Workshop sind pro Tag 10 Vortrdge mit jeweils anschlieflender Diskussion
angesetzt — 4 Vortrdge unmittelbar hintereinander am Vormittag und nach einer kurzen
Mittagspause die anderen 6 am Nachmittag. Die Langen V; bzw. D; des i-ten Vortrags
bzw. der i-ten Diskussion (in Minuten) kénnen als gemeinsam normalverteilt angenommen
werden mit

E(V;) =30 Var(V;) =15

E(D;)=15 Var(D;) =38 i=1,...,10.

Cov(V;, D;) = =5

Fiir die Linge M der Mittagspause gelte: M ~ N'(30,14). B; :=V; + D, bezeichne die
Dauer eines Beitrags, wobei im weiteren angenommen werden kann, dafl die Langen M
und B;, 1 <1 < 10, unabhéngige Zufallsvariablen sind.

a) Man berechne den Erwartungswert und die Varianz des i-ten Beitrags, i =1,...,10.

b) Man berechne den Erwartungswert und die Varianz der Gesamtdauer aller 10 Bei-
trage eines Tages.

c¢) Der erste Vortrag beginnt piinktlich um 9.00 Uhr. Man bestimme die Wahrschein-
lichkeit, dafl der letzte Beitrag vor 16.45 Uhr beendet ist (d.h. alle Teilnehmer
geniigend Zeit haben, um bis 17.00 Uhr in der Empfangshalle zu einem gemein-
samen Umtrunk zu erscheinen).

[KREDLER, 1993|

Eine Miinze mit den Seiten 0 und 1 werde zweimal unabhéngig geworfen.

a) Man gebe aufgrund des Prinzips der Gleichwahrscheinlichkeit (Laplace-Annahme)
einen geeigneten Ws-Raum (Q, 2, P) an.

b) Nun seien X das Minimum und Y die Summe der Ergebnisse des Miinzwurfexperi-
ments.

bl) Welche Werte konnen X und Y annehmen?

b2) Man gebe in einer geeigneten Tabelle die gemeinsame Verteilung von X und
Y an.

b3) Sind X und Y unabhingig?
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¢) Man berechne p(X,Y).

737

U sei in (—1, 1) gleichverteilt.

a) Das Intervall [—1, 1] werde durch U in zwei Teile gespalten.
al) Man gebe die Linge des grofleren Teilstiicks als Funktion von U an.
a2) Man bestimme die mittlere Linge des grofieren Teilstiicks.

Nun sei zusitzlich V := U?.

b) Sind U und V unkorreliert? Man begriinde seine Entscheidung.

¢) Sind U und V stochastisch unabhéngig? Man begriinde seine Entscheidung.

[KREDLER, 1993]

011 O12

Man zeige, dafl mit u = (p1, po)%, © = (21,29)" und ¥ = ( ) e R*? positiv

definit durch

091 0922

det(X-1)

fl2) = flay,22) = ——

1 _
exp | —5+(0 = )= @ - )
eine Dichte gegeben ist.

Hinweise: Man betrachte die Eigenwertzerlegung von ©~! und fiihre eine geeignete Va-
riablentransformation durch. Eine ZV (X;, X3) mit obiger Dichte heifit (zweidi-
mensional) normalverteilt mit den Parametern p und %, i.Z.

(X1, Xo) ~ N (1, 2).
Ferner gilt?:

N _ - def Var(X;)  Cou(Xy, Xs)
B(X) = und 2= Rxx = ( Cov(Xs, X1) Var(Xy)

[ Kovarianzmatrix von (X, X5)]

2zum Beweis siehe beispielsweise [HAFNER, 1989]
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Z39

Die Zufallsvariablen U; und U, seien unabhéngig gleichverteilt in (0,1). Man zeige mit
Hilfe der Transformationsformel fiir Dichten, dafl die Zufallsvariablen

Xy :=y/=2-InUj -sin(27-Uy) und X, :=14/—=2:InU; -sin(27-Uy — 0)

mit cos(f) = pund —1 < p < 1 zweidimensional normalverteilt sind mit dem Erwartungs-

wert (0,0)" und der Kovarianzmatrix ¥ = (; T) :

740

X, , n € N, seien Erlang-verteilte Zufallsvariablen mit der Stufenzahl n und dem Erwar-
tungswert 2.

a) Man zeichne die Dichte von X, fiir n € {2,4,8,16,32,...,512}.

b) Welche Zufallsvariable erhélt man fiir n — oo ?

741

Angenommen, Sie gehen nach einem anstrengenden Tag an der Uni noch schnell in den
Supermarkt zum Einkaufen. Als Sie an die Kassen gelangen, wird an jeder der beiden
offenen Kassen gerade eine Person bedient. Ferner nehmen wir an, dafy die Bedienzeiten
an den jeweiligen Kassen unabhéngig mit dem Parameter \ exponential-verteilt sind und
sich kein weiterer Kunde an den Kassen einfindet, wihrend Sie auf die erste freie Kasse
warten. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dafl die Bedienung eines der beiden anderen
Kunden erst nach der Ihren abgeschlossen ist?

Hinweis: Verwenden Sie zur Beantwortung der Frage ein geeignetes Ubergangsdiagramm
und nutzen Sie dabei die Eigenschaften der Exponentialverteilung aus.

742

Xy, Xy, ... sei eine Folge unabhéngiger, identisch mit Verteilungsfunktion F' verteilter
Zufallsvariablen. Ferner sei N eine von den X; unabhéngige, Ny-wertige Zufallsvariable
mit erzeugender Funktion GG. Man zeige fiir die Verteilungstunktion Fy,, der Zufallsvariable
Yy :=max{Xy,..., Xn}:

Fy, = GoF.
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1.5 Schatzen und Testen

743

Xi,..., X, seien unabhéngige und in (0, \) gleichverteilte Zufallsvariable.

a) Man gebe einen erwartungstreuen Schitzer U(Xy, ..., X,,) fir A an.

b) Eine Stichprobe vom Umfang n = 48 ergab das Stichprobenmittel 7 = 10. Man
gebe unter Verwendung des Zentralen Grenzwertsatzes ein symmetrisches 95%-
Konfidenzintervall fiir A an.

744

Die Zufallsvariablen U; und U, seien unabhingig und in (0, \) gleichverteilt mit A > 0.

a) Man zeige, dafl die Zufallsvariable Z := min{U;, U, } die V{

0 , 2<0
G(z) =P(,Z <z")= 2’\3—72 , 0<z <A
1 , sonst

besitzt.

b) Man berechne E(Z).
Nun sei A > 0 unbekannt.

¢) Man bestimme a € R so, daf} der Schétzer
T(U,Uy) :=a -min{U;, U} (=a-2)
erwartungstreu ist fir 7(\) = \.

d) Nun wurden die Werte 13.2 und 10.3 als Realisierungen von U; und U, ermittelt.
Man gebe den auf diesen Beobachtungen basierenden konkreten Schitzwert fiir 7(\)
an.

745

Xi,..., X, selen unabhingige, identisch exponentialverteilte Zufallsvariablen mit (unbe-
kanntem) Erwartungswert A > 0. Ferner sei n > 2.

a) T(Xy,...,X,) =X, +min{X,,..., X, 1} + X, sei eine Schétzvariable fiir
7(A) = A. Man berechne den Bias von T.

b) Man gebe mit Hilfe von a) eine erwartungstreue Schitzvariable fiir 7(\) = A an.
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c) Eine Stichprobe vom Umfang n = 100 ergab das Stichprobenmittel 7 = 4.25.
Man gebe unter Verwendung des Zentralen Grenzwertsatzes ein konkretes 90%-
Konfidenzintervall fiir A an.

746

Xi,..., X, sei eine Stichprobe aus einer mit dem (unbekannten) Erwartungswert u
exponentialverteilten Grundgesamtheit. Man bestimme fiir die konkreten Stichproben
xy,...,2T, mit =10 und n € {25, 50, 100, 200, 500, 2000} jeweils ein exaktes und ein auf
dem Zentralen Grenzwertsatz basierendes asymptotisches 95%-Konfidenzintervall fiir .

nach [ALLEN, 1990]

Die Zufallsvariable X sei Beta(A + 1,1)-verteilt mit der Dichte

A+1)-28 | 2€(0,1)

flzsd) = {

0 , sonst,

wobei \ € Riunbekannt ist. Man bestimme fiir eine konkrete Stichprobe x4,...,x, den
ML-Schétzer A.

el [B122])

Xi,..., X, seien unabhéngige Zufallsvariable mit identischem Mittelwert y und den (u.U.

2

unterschiedlichen) Varianzen of,...,s2. Man ermittle unter allen erwartungstreuen und

in den X; linearen Schétzern fiir © denjenigen mit minimaler Varianz.
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2 Losungen

2.1 Deskriptive Statistik

a) In manchen Féllen (z.B. bei Zeitreihendaten) fallen in regelméfigen Absténden neue
Daten an. Bei Eintreffen eines neuen Meflwertes sollen dann Mittelwert und empi-
rische Varianz aktualisiert werden. Die neuen Kenngréflen sollen dann nur aus den
alten und dem jeweils neuen Wert berechnet werden. Dies hat zwei Vorteile:

¢ Rechenzeitersparnis

¢ Es miissen nicht alle vergangenen Werte im Speicher gehalten werden. Oft sind
die vergangenen Daten auf einem Speichermedium mit langsamer Zugriffszeit.

1 n

Ty = — le bezeichne im weiteren den Mittelwert fiir n MefSpunkte.
n i=1

Standardansatz: (3 Mult./3 Add.)

1 no 1 n 1
Tpp1 = —— > x; = - Ty = Tp At —— - Ty -
i n—l—lg n+1 nzjl LT n+1 i
Aber: Bei jedem Update wird der Korrekturterm benotigt!

n+1

Alternative:

Wir speichern S, , := > (2; — p1) mit einem geeigneten o € R. Dann gilt
i=1

Sntiu = Snp + (Tnt1 — 1)
1 1
S0 = ——
n+1 LR |

a_jn—l—l — * Sn—l—l,,u + %

(fiir ¢ = 0: 1 Mult./2 Add.)

Analog kann man fiir die empirische Varianz vorgehen:
n

Es seien Q,, =Y (v;—p)* und

=1

im0 e | 2 L

n—11:3

2
n—1 [Qn’“ _'Sn“

Dann gilt
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Qn—i—l,u = Qn”u + ('In-l-l - ILL)Q

1
2 2
S = — Q 1y — ———7° S
n+1 n n+1,u n 1 n+1,u

Auch hier wird nicht s2, sondern die Quadratsumme @, ,, gespeichert.

Insbesondere beim Rechnen mit einfacher Genauigkeit ist die Konstante p sorgfiltig
zu wahlen: Falls eine a priori-Schétzung & fiir  vorliegt, dann wéhle man p = 2.
Andernfalls setze man z.B. = x;.

b) Die Vorteile der obigen Rechnung werden nun an einem Beispiel demonstriert. Wir
wahlen zur Vereinfachung der Rechnung im weiteren 1 = 500.

e Ti=lY(ri—w)tp=F(1-245-5+3-4-2+2-3-5) + 500

= —10 = S10,500

R 32:L[Qn‘u—%-53l’u]:%(122—%):%:12.1:5%0

Nach Beriicksichtigung der zusédtzlichen Beobachtungen x;; = 504 und x5 = 506
(als Information wurden Sig 500 und Q19500 gespeichert) erhalten wir schliellich:

e Si2500 = S1o500 + (11 —p) + (w12 — ) = —10+4+6=0
® Q2500 = Qo500 + (w11 — 1)? + (v — p)?> =122+ 16 + 36 = 174
e T3 = 55512500 + 500 = 0 + 500 = 500

2 _ 1 1 Q2 _ 174 _
® Spp—11 [le,soo - 3512’500} =57 —0=15.82

2.2 Ereignisrdume und -algebren

Die Behauptung folgt unmittelbar durch explizites Umformen:

(AAB)AC = [(ANB)U(ANB)|AC
2 AnByuAnB)|nc}u{[(AnB)U(AnB)|nC}
= (ANBNC)U(ANBNC)UANBNC)U(ANBNCO)
und
ANBAC) = AA[BNC)U(BNC))

27 fAn[(Bn é uBnO))lu{an|[(BnCc)u(BnO)}
NBNCYU(ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNC)
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Der Beweis erfolgt durch Induktion nach n:

Induktionsanfang (n = 2): Klar!

Induktionsschritt (n — n 4+ 1): Wir fiihren eine Fallunterscheidung durch fiir

WGAIAAQA...AATH_l Z:2 (A1AA2AAAH)AA7H_1

w€ Apyr: Dann gilt weg Ay A L. .AA,, dh. w liegt in einer geraden Anzahl
von Mengen Aj,..., A, und damit in einer ungeraden Anzahl von Mengen
Ay, A

w@ Appr: Danngilt we Aj AL A A, , dh. w liegt in einer ungeraden Anzahl

von Mengen Aj,..., A, und damit in einer ungeraden Anzahl von Mengen
A, oo Ap.

Es sei C'= A A B. Dann gilt:

CAB = (AAB)AB = [(AAB) nB
= ([AanB)yuAnB)|nB)uU(
= (ANB)U(ANB) = ANn(BUB) = A.

Zusatzfrage: Die Umkehrung gilt ebenfalls. Man vertausche dazu lediglich A und C.

2.3 Wahrscheinlichkeiten

a) Wegen der Symmetrie

(0= 65

gilt k=20und n —k =n — 20 =30, d.h. n = 50.

b) Analog zu a) erhilt man die Bedingung 20 — n £ n—6,dh 2n=26bzw. n = 13.

Fiir p; := P({w;}) muB gelten 1) 0<p, <1 und 2) P(Q) = U{wl Zpl =1.

Aus

1) folgt: ¢;>0,i=1,2,3.
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Aus 2) ergibt sich:

\ 0o 00 )\z 00 )\z \ \
a)lini:chT:cl-ZT:cl-e — ¢ =€
i=0 i=0 v i=0

1LY g =Y N=aYXN T 2 = =10
=0 =0 =0

1—A
o0 1 o0
¢) Bekanntlich divergiert die harmonische Reihe )~ =, und damit auch » @ fiir c5 > 0.
=1t =1

=1
Ebensowenig kann 2) fiir ¢3 = 0 erfiillt werden, da P(Q) =c3-> ~=0#1. In
i=1 !

diesem Fall existiert also kein Ws-Raum.

Wiirfeln = Urnenexperiment ,,Ziehen mit Zuriicklegen*

e Ergebnisraum fiir 4-maliges Werfen eines Wiirfels:

Q) = {(w,wa,wz,wq) | 1 <w; <65 0=1,...,4}, Q] =6".

Mit A =, mind. eine Sechs* (d.h. A = keine Sechs* ) gilt:

P(A) = %

5' [ Anzahl der fiir A giinstigen Félle
~ Anzahl der méglichen Félle

Damit erhalten wir die gesuchte Wahrscheinlichkeit P(A) zu

4
P(A) = 1— P(A) = 1—%%0.518.

e Ergebnisraum fiir 24-maliges Werfen von zwei Wiirfeln:
Q= {((wlapl)a---a(w24ap24)) 1< wiypi, <65 i=1,...,24}, |Q] = 36*.

Mit B = ,mind. eine Doppelsechs® (d.h. B =, keine Doppelsechs* ) gilt:

P(B) =

3624

35%% ( Anzahl der fiir B giinstigen Fille
~ Anzahl der méglichen Fille

Damit erhalten wir die gesuchte Wahrscheinlichkeit P(B) zu

3524

P(B) =1-P(B) = l_ﬁ

~ 0.491 < P(A).
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Unter der unrealistischen Annahme, dafi jeder jedem die Hand gibt (also auch Paare un-

8

tereinander), gibt es (2> = 28 Moglichkeiten, aus den acht Personen zwei auszuwéhlen,

die sich die Hédnde schiitteln. Die gesuchte Anzahl betrdgt damit ebenfalls 28.

Wesentlich realistischer ist die Annahme, dafl Paare einander nicht die Hand geben, son-
dern jeweils gemeinsam die Party verlassen bzw. im Falle der Gastgeber in der Wohnung
bleiben. Verabschieden sich zwei Paare voneinander, so werden viermal Hénde gedriickt.
Wir fassen zur einfacheren Rechnung im weiteren die beiden Einzelpersonen ebenfalls als
Paar auf!. Dann gibt es (3) = 6 Moglichkeiten, aus den vier Paaren zwei auszuwéhlen,
die sich die Hénde schiitteln. Die gesuchte Anzahl betrégt damit unter Beriicksichtigung,
daf sich die beiden Einzelpersonen ebenfalls die Hand geben, 6-4 +1 = 25.

Bemerkung: Zu dem letzten Ergebnis gelangt man natiirlich auch durch die folgende
Uberlegung: Bei acht Personen werden insgesamt 28 mal die Hinde geschiittelt.
Keines der drei Paare verabschiedet sich untereinander, so dafl sich die gesuchte
Gesamtanzahl um drei auf 25 verringert.

e Ein zuldssiger Weg von A nach C'ist eine beliebige Kombination von je zwei Schrit-
ten nach rechts [r] und oben [0], also:

Zur Erlduterung:

[r]rJoJo] ) Zahler:  Insgesamt 4! Moglichkeiten, die 4
mm 4 A Elemente 77@7 @ (geord—
[rJoJo]r] 6 = (2) = 2 net) zu kombinieren.

ofr[r[o] Moéglichkeiten Nenner: Die beiden [r]’s konnen nicht un-

=
=]

terschieden werden, d.h. je 2! = 2
Moglichkeiten werden auf eine re-
duziert (analog fiir die [0]’s).

=
=]
N—

e Ein zuldssiger Weg von C' nach B ist eine beliebige Kombination von drei Schritten
nach rechts [r] und zwei nach oben [o], also:

—

r[r[rofo]
r[rfofr]o]
[r]rfofo]r]
r]ofr[r]o]
[rfoofr[r] 10 = (5) Moglichkeiten
rJofr[o]r] ’

ofr[r[r]o]
ofr[rfofr]
ofrfofr[r]
ofofr]r]r]

1Sie mogen es uns verzeihen. @
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Somit existieren (3) : (g) =60 Wege von A nach B iiber C' (aus insgesamt (g) =126

Wegen von A nach B iiber beliebige Zwischenstationen).

Z10
a) Si,...,S5 seien die anstehenden Studenten. Man erhélt alle moglichen Ereignis-

se durch Permutation von Si,...,S;. Damit gilt fiir den gesuchten Ws-Raum
(Q,2A, P) :

L4 Q:{w: (wl,...,w5) | {wl,...,w5} = {51,...,55}}

o A =29

1 1 1
P =——=—=— Ywe.
* Pl =g =5 =10 "¢

b) A bezeichne im weiteren das Ereignis ,, Verkauf ohne Geldwechselschwierigkeiten* .
0O.B.d.A. seien die Studenten S, Sy und S3 im Besitz eines 10-DM-Scheins und Sy,
S; im Besitz eines 20-DM-Scheins. Zur Uberpriifung von Wechselschwierigkeiten
geniigt es zunéichst, die Reihenfolge zwischen S7, Sy und S3 (bzw. S; und Ss) aufler

Acht zu lassen. Wir identifizieren dazu Sy, S, und S3 mit , Sy und Sy mit .
Dann treten in folgenden Féllen keine Wechselprobleme auf:

([alaf2f2] [faf2faf2] [afaf2[2]1] [af2]1]2[a] [1]2]1]1]2]

Zur Berechnung von P(A) muf} jetzt noch die Reihenfolge beriicksichtigt werden:
Fiir jeden der obigen fiinf Félle existieren 3!-2! Anordnungen. Also gilt nach der

Abzéhlregel:
A _3t-2t-5 6-2-5 60 1

P(A) == = = =_.
(4) [8] 5! 120 120 2

Z11

a) Fiir k < n ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit offensichtlich gleich 1. Sei also & > n..
Mit den Bezeichnungen

¢ A = _mindestens ein Prozessor erhilt keinen Job*
e A; = ,Prozessor i erhilt keinen Job*
gilt:
A = UA
i=1
m k k
n—m m
P(ﬂAip) = % = <1——> ,m=1,...,n und i, #i, fir p#p
p—1 n n
Erlduterung: Wenn die m Prozessoren 74, ..., 1, nicht belegt sein sollen, gibt es fiir

jeden Job nur n — m Zuordnungsméglichkeiten, also insgesamt (n — m)*. Die
angegebene Wahrscheinlichkeit erhélt man unmittelbar mit der Abzéhlregel.
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Nach der Siebformel gilt schliellich:

- p(0a) = S (-2 ().

Bemerkung: Fiir n = 3 und & = 5 erhélt man beispielsweise P(A) = 31/81.

b) Fiir £ <n —1 ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit offensichtlich gleich 0. Sei also
k> mn — 1. Mit den Bezeichnungen

e (G = ,genau ein Prozessor erhélt keinen Job*
e (G; = ,nur Prozessor i erhélt keinen Job*
gilt:

a —1
|G = (n—1)F Z[ 7t (n—1—j)k- (n )] [unabhingig von i ]
J

Erliuterung: Wenn der i-te Prozessor nicht belegt sein soll, gibt es (n — 1)
Mobglichkeiten, die k& Jobs auf die verbleibenden n — 1 Prozessoren zu verteilen.

Nach a) sind darunter Z [( 1) (n—1—j)k. (”;1)] Moglichkeiten?, daf
Jj=

mindestens einer dieser n — 1 Prozessoren keinen Job erhilt. Wenn man dieses
Ereignis analog zu a) mit A bezeichnet, dann ergibt sich die gesuchte Méchtig-
keit von A, also die Anzahl der Méglichkeiten, daf jeder der n — 1 Prozessoren
zumindest einen Job erhilt, als (n — 1)F — |A].

Da die G; disjunkt sind, gilt:

P@) = P(OGZ) — ;PG
R RV RN SN G

nk

S.0.

Bemerkung: Fiir n =3 und k =5 erhélt man beispielsweise P(G) = 30/81. Zu
diesem Ergebnis gelangt man auch mit der folgenden Uberlegung: Das Ereignis
A umfaflt neben allen Elementarereignissen aus G zusétzlich noch die drei
Elementarereignisse ,i-ter Prozessor erhélt alle Jobs*, i =1,2,3. Damit gilt
wiederum mit der Abzéhlregel:

3 31 1 30
P(G) = P(A)— = = = — = =,
(@) W-F =55~ =

%i.e. unter Verwendung von n — 1 statt n der Zdhler von P(A) wegen der Gleichgewichtung der
Elementarereignisse
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712

P(AjUAyU...UA,) = 1-P(AUAU...UA,)
- 1—P(A1ﬁ/120...ﬂ/1n) AQZISI—HP(/L)
= 1= [1 - P(A).
=1

Die Siebformel wird in diesem Fall also nicht benotigt.

713
Mit P(A) = P(B) = P(C) = % oilt
1 1 1
. P(AQB):P({MQ}):Z:§'§:P(A)'P(B)a
e PANC) = Plfw}) = § = 3 -5 = P(4) - P(C),
e P(BAC)=P({ws) = { = 35 = P(B)- PC).
aber
P(ANBNC)=P)=0 # ézi"'i = P(A)-P(B)- P(C)
714
P(S) := P(,S fillt nicht aus®)
= P([A;NA)JUA;) 2 P(A; N Ay) + P(A3) — P(A; N Ay N Ag)
Z P(Ay)- P(Ay) + P(A3) — P(Ay) - P(Ay) - P(As)
= 08:09406—-0.8-0.9-0.6
= 0.7240.6 —0.432 = 0.888.
715

Mit dem Hinweis erhalt man:
® Sl = {A37A4}2

P(S)) ¥ P(,S; fillt nicht aus®) = P(A;U Ay)
= P(As) + P(Ay) — P(Ag) - P(Ay) = 0.640.6—0.36 = 0.84
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(] 52 = {Al,Sl}i

II=

P(Sy) = P(A NSy = P(A)-P(S)) = 0.8-0.84 = 0.672

® 53 = {AQ,SQ}l
P(S5) = P(A,US,) "2 P(4y) + P(Sy) — P(Ay) - P(Sy) = 0.9672
e S = {Sg,A5}Z

P(S) = P(S3NAs) = P(S;) P(A5) = 0.9672-0.8 = 0.77376

716

Es seien M; = ,Motor m; fillt aus“, i =1,...,4. Dann gilt:

P(,Flugzeug stiirzt nicht ab*) = 1 — P(,Flugzeug stiirzt ab“)

1 — P[(My N My) U (M; N M,y)]

1 —[P(M, N My) + P(Ms N M) — P(M; 0 My 0 My 0 M,y)]

1 —[P(My)- P(My)+ P(Ms) - P(My) — P(My) - P(Ms) - P(M3) - P(M,)]
1 —0.05* — 0.05% + 0.05* =~ 99.5%.

e HE |l

717

Offensichtlich stellen die Verbindungen zum Bauteil b, Probleme dar, die durch Fallun-
terscheidung beseitigt werden koénnen:

P(S|B)) = P(BiUB,) "= P(By)+ P(By) — P(By) - P(By)

= 08+09-0.72 = 0.98

o b, ist defekt:

P(S|B4) - P([Bl N Bg] U [BQ N B5])

=" P(B1)- P(Bs) + P(By) - P(Bs) — P(By) - P(By) - P(Bs) - P(Bs)
= 0.48+0.72—0.3456 = 0.8544
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Nach dem Satz von der totalen Ws gilt dann:
P(S | By) - P(By) + P(S | By) - P(Bu)

P(S)
0.98-0.640.8544 - (1 —0.6) = 92.976% .

718

Fiir « = 1, 3 seien
A; = ,StudentIn aus dem i-ten F'S im WS 1988 ist nach 3 Jahren im (i + 6)-ten FS*

Dann gilt mit # als Abkiirzung fiir die Anzahl der StudentInnen:
' -tes F'S i 1991
P(4;) ~ #[(z—i.—6) tes ‘S im WS 1991] =13,
#/[i-tes FS im WS 1988]

308 276
~ 52.7%

A1) P(As) = 797 355

308 276
- [1——) =~ 7.5
)-(1-10) = 235

P(,beide*) = P(A; N A;) = P(

)

b) P(keine) = P(A, N Ay) 2% P(A,)- P(Ay) = ( o

b
P(,mindestens eine“) = 1 — P(, keine*) 2 92.5%

c)
d) P(,hochstens eine*) = 1 — P(,beide*) & 47.3%
e) P(,genau eine*) = 1— P(,beide" oder ,keine*) =T 1 — [P(,beide®) + P(,keine*)]
a), b)
~ 39.8%

Z19
a) Bei der Ubertragung eines einzelnen Zeichens ist nur von Interesse, welches Zei-
chen gesendet und welches empfangen wurde. Wir benétigen also die Ereignisse
Eij = Az N Bj s wobei
e A; =  Signal a; wird gesendet”, ¢=1,2,3, und

e B; =  Signal b; wird empfangen™, j=1,2,3.

Damit gilt fiir den gesuchten Ws-Raum (Q2,2, P) :

o 2 =2
e P:2A—[0,1] Ws-Maf mit

fwegen der Unvereinbarkeit der beiden Ereignisse
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3
b) ¢ =P(B) " S PA)-PB; | A) = S piopy, j=1,2,3.

=1 =1

Vektoriell zusammengefaflt erhalten wir also:

0.9 0.1 0.0
(¢1,92,q3) = (p1,p2,p03) - M = (0.6,0.3,0.1)- | 0.3 0.6 0.1 | =(0.63,0.27,0.10).
0.0 0.3 0.7
P(B; | A;) - P(4; ij * Di .
) rji =P(A; | Bj) = (B; | A) - P( ):pjp’ 1< 7,1, <3.

P (Bj ) 4;
Somit gilt schliefflich:

0.86 0.14 0.00)

R:= (rji)i<ji<s=| 0.22 0.66 0.11
0.00 0.30 0.70

720

a) W =  Kandidat 3 wird gew&hlt®,
L; = ,Kandidat 3 ist auf Listenplatz j“, 7 =6,...,15.

Uber die Verteilung auf die Listenplitze liegen keine Informationen vor. Nach der
Laplace-Annahme ist folglich
9! 1

Nach dem Satz von der totalen Ws gilt damit:

15
abelle 1
PW)=>_P(W | L;)- P(L;) =" 75 (048 +0.43 4 -+ 40.20) = 32.3% .

j=6
b) Mit A = Konzept wird angenommen* gilt:

P(W) = P(W|A)-P(A)+ P(W | A)- P(4)
P(W | Lg) - P(A) + P(W | Ly5) - P(A)
048 P(A)+0.2-[1— P(A)] = 0.28-P(4)+0.2 2 0.323

0.123
— P(A —— = 43.93% .
(4) > 0.28 %
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721

Mit den Bezeichnungen ,S; = A* fiir das Ereignis ,,das System ist nach ¢ Schritten im
Zustand A“, ... lassen sich die sog. Ubergangsmatrizen M; des Systems definieren als

P(,S; = A" |,Si.1 =A%) P(,Si=B"|,Si1 =A%) P(,S;i=C"],Si_1 = AY)
P(,S; = A" |,Si.1=B") P(,S;i=B"|,Si-1=B") P(,S=C*"|,Si_1 = B¥)
P(nSi = A* | wOi1 = C“) P(nSi = B* | wSi1 = C“) P(nSi =C* | wOi1 = C“)

Offensichtlich ist M; eine stochastische Matrix und fiir das gegebene System unabhéngig
von 7. Aus diesem Grund verzichten wir auf den Index und erhalten

0.3 0.5 0.2
M=1] 04 02 04
0.0 0.0 1.0

Damit gilt nach dem Satz von der totalen Ws mit
7= (P(,S = A%), P(,S; = B¥), P(,8; = C¥)) : 3
=T M = (i M)-M = 1, 5-M* = ... = 1p-M".
Fiir die Anfangsverteilung
mo = (1,0,0) (das System startet in A)
erhélt man also nach 10 Schritten die Verteilung
T = mo-M" = (0.0157,0.0157,0.9686) ,

d.h. der Zustand C wird mit einer Wahrscheinlichkeit von 96.86% in 10 oder weniger®
Schritten erreicht.

722

Die Situation a8t sich am einfachsten durch das folgende Ubergangsdiagramm darstellen,
wobei die Knoten die jeweilige Hohe K des Klammergebirges, d.h. die Anzahl von nicht
geschlossenen Klammersymbolen (, angeben:

1
8 OBoBoSol
N~ ~o N~ ~_
B B B B
1

Die Uberpriifung des Klammergebirges wird beendet, sobald entweder K = 0 oder K =5
erreicht wird. Die entsprechenden Knoten diirfen folglich nicht mehr verlassen werden und

3Damit erhélt man z.B. mit Hilfe des Projektionsvektors (0, 1,0) die Wahrscheinlichkeit P(,,S; = B*)
als m; - (0,1,0)%
4da C absorbierend ist, d.h. nicht mehr verlassen werden kann
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werden daher auch absorbierende Knoten genannt.

Gesucht ist bei einem Start in K =1 [bzw. der entsprechenden Startverteilung
(0,1,0,0,0,0)] die Wahrscheinlichkeit, daf§ nach hochstens 10 weiteren Symbolen einer
der Endknoten erreicht ist. Da die Endknoten absorbierend sind, ergibt sich diese Wahr-
scheinlichkeit zu

(0,1,0,0,0,0)- M".(1,0,0,0,0,0)" 4+ (0,1,0,0,0,0) - M -(0,0,0,0,0,1)7,

K = 0 wird erreicht K=5 Wi}rd erreicht

wobel

o oo W -
SO oW oo
oS o oL o
SO THL O R OO
SO0 O oo
— 0 O o oo

die korrespondierende Ubergangsmatrix bezeichne [vgl. | A2.25]]. Fiir die konkrete Be-
rechnung verwenden wir MuPAD und erhalten

K————x% MuPAD 1.3 --- Multi Processing Algebra Data Tool
/1 /1
*————k | Copyright (c) 1992-96 by B. Fuchssteiner, Automath
| *x——]—x University of Paderborn. All rights reserved.
L/ 1/
*————% Licensed to: Lehrstuhl VIII fuer Informatik

>> export (linalg);
>> MExpr := Dom::Matrix();
Dom: :Matrix (Dom: :ExpressionField(id, iszero))

>> M := MExpr( [ [1,0,0,0,0,0], [b,0,a2,0,0,0], [0,b,0,a,0,0],

&> [0,0,b,0,a,0], [0,0,0,b,0,a], [0,0,0,0,0,11]);
+- -+
1, 0, 0, 0, 0,0
b, 0, a, 0, 0, 0
0, b, 0, a, 0, 0
0, 0, b, 0, a, 0
0, 0, 0, b, 0, a
0, 0, 0, 0, 0, 1
+- -+
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1, 0, 0, 0, 0, O
b, 0, a, 0, 0, O
0, b, 0, a, 0, O
0, 0, b, 0, a, O
0, 0, 0, b, 0, a
0, 0, 0, 0, 0, 1

+- -+

>> v = MEXPr( [[0;1;0’0’0;0]] );
+- -+
| 0, 1, 0, 0, 0, O |
+- -+

>> wl := transpose(MExpr( [[1,0,0,0,0,01] ));

+- -+

+- -+
>> w2 := transpose(MExpr( [[0,0,0,0,0,11]1 ));

+- -+

>> b = 1-a;
-a+1

>> (vxM 10*wl + vxM 10%w2) [1,1];
4 2 3 4 5
-a+a +ta(-a+1) +3 (-a+1) +
2
a(-a+1)(-a+a(-a+1) + 1) +
3 2 2 3
fa (-a+1) ((a+1) +2a(-a+1)) +
4 3 2 2
3a(a+DD(@+a(-a+1l) +a(-a+1@+a(-a+1))) +

3 2 4 2 2
ba (-a+1) (Ra(-a+1)+aa+a(-a+1)) +1
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bzw. in graphischer Form mit gnuplot:

1 T T T T

0.98 -

0.96 -

0.94 -

0.92 -

0.88 -

0.86

0.84 : ' : :
0 0.2 0.4 0.6 08 o 1

Erwartungsgeméaf liegt das Minimum knapp iiber @ = 0.5, da das Klammergebirge mit
einem 6ffnenden Symbol ( beginnt.

2.4 Zufallsvariable

723

X, bezeichne die Anzahl der fehlerhaften Stiicke in der i-ten Stichprobe, « = 1,2. Dann
gilt:

P(,Lieferung wird angenommen*)

= P[nXl S 1* U 77X1 - 27X1 +X2 S 3“] = P(nXl S 1“) +P(77X1 — 27X2 S 1“)
10 10
L(y)ata=ay+ () )ata-ay
10 20 20
+ ( ) ) a?(1—a)®- K 0 ) a’(1—a)® + ( ) ) al(1— a)lﬂ ~ 96.88% .
724

,=* Es sei ie€N. Dann gilt mit PLX=i)=p-(1-p)"! und
P(,X >i*)=(1—p)':

P(nX = i“) _ D (1 - p)iil
P(nX >0 — 1“) (1 - p)i_l

PLX =i | X >i—14) = —p.
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,<=“ Aus

_ _ P(,X =i%)
= P(X=0|,X>i—1%) = »
p (77 3 | ” > Q3 ) P(,,X > 7 144)
P(,X >i—1%) = P(,X >i) P(,X > i)
P(,X >i—1%) B P(,X >i—1%)

folgt unmittelbar

PLX>i*) = (1-p)-PLX>i—1%) = (1—-p)*  P(,X >i—2%)
= ...=(1-p"P(X>0% = (1-p),

und damit

725

a) Wegen

ia-?—: = a-(i?—f—l) = a-(e)‘—1> L

=1
1
6)‘ _

ergibt sich a zu

b) Fiir den Erwartungswert und die Varianz von Y gilt:

BY) ilequ% - eAeil'ii'?_!i'e_A
— %.E(X) _ e);'_ez _ 1_)\6)\
B < iﬁ'ekl—l'% - exeil'iﬁ'%'ﬁ
- ST Ee) = S e a7 = 2N

A+ N
L—e™  (1-e?)

Var(Y) = E(Y?)—-E(Y)* =

A (1 —e N — )\e_A)
(1—e)?

726

a) BE(X*)>p? < Var(X)=EX?)-EX)??=FEX?* —u>>0
Beispiele fiir X :
e X ~N(0,1), wegen Var(X)=1>0
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o X ~ &x(A), wegen Var(X) =+ >0

b) BE(X?)=p? <— Var(X)=0
Beispiel fiir X: X(w)=a € R Vw e Q. Denn:

E(X)=1la=a wmd Var(X)™ E([X - (X)) = E ([a - a]?) = E(0) =0.
c) B(X?)<pu? < Var(X)<0

Dieser Fall kann nicht eintreten, da Var(X)= F([X — F(X)]?) >0 wegen
(X - EX)]P>0.

727

Fiir das zweite Moment von X gilt:

E(X?) = S i2P(X =) Y S (2k—1)-P(X =)
=1 =1 k=1
= P(,X =1%)
+ P(,X =2%) +3-P(,X = 2)
+ P(,X =39 +3-P(,X =3%) +5-P(,X = 3°)

= > (2k—1))_ P(,X =i“) [bisher zeilenweise, jetzt spaltenweise]

k=1 i=k
= S @k—1)P(X>k) = S (2i+1)P(X >i).
k=1 =0

Es bleibt noch der Beweis der Behauptung

2= Seh-1), )

k=1

der am einfachsten per Induktion erfolgt:

Induktionsanfang (z = 1): Klar!
Induktionsschritt (¢ — ¢4 1):
i+1 7

d(2k—=1) = > (2k—1)+2(i41)—1 = *+2(i+1)—1 = *4+2i+1 = (i+1)*.
k=1 k=1
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Die pro Minute in nordlicher bzw. siidlicher Richtung vorbeifahrenden Fahrzeuge kénnen
als Poisson-verteilt angenommen werden. Sicher ist auch die Annahme, daf§ die Anzahl der
Fahrzeuge fiir jede Richtung unabhéngig ist, eine ausreichende Beschreibung der Realitét.
Als Zeiteinheit ergibt sich aus der Fragestellung 1 Minute. Weiter seien

X = ,Anzahl der aus nérdlicher Richtung kommenden Fahrzeuge pro Zeiteinheit® und

Y =

- "

Anzahl der aus siidlicher Richtung kommenden Fahrzeuge pro Zeiteinheit® .

Dann sind X und Y unabhéngig und Poisson-verteilt mit den Raten (bzw. Parametern)

20 und 8. Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit P(, X +Y > 3%).

Nach [GREINER & TINHOFER, 1996] ist X +Y Poisson-verteilt mit der Rate m + 50 =

% = 3, und wir erhalten:
PLX+Y >3“) = 1-P(,X+Y <3%
3 7 2 3
3 3¢ 3
= 1= —e? =1—-e? [14+3+=+=
%Z'e e <+ —|—2!—|—3!)
-3 9 9 -3
= l-e7 (143+5+5) = 1-13-¢ ~ 35.3%.
729
2
f ist Dichte auf [0,2] <= flzya,5)d

0

(2) f@a,8)>0 Yael,?]

ad (1): /()2f(a:;a,5)dx: %+2-5é1

F.u? :

; ]U{ﬁﬂ :%+

— 2-a+6-=3 <= [f=

1
— a .
3

NN

ad (2): Fallunterscheidung:

e a=0: Dannistﬁ:%>0.

ea>0: a-(r—1)%nimmt ein Minimum mit dem Wert 0 an der Stelle
r =1 an, d.h. # mufl > 0 sein. Also:

l\')IC}O

a>0 <= af<

DN | —
Wl =

>0 <—

Nachfolgend sind die Graphen von f(z;«, ) abgebildet fir § =
und «a € {0.5,1.0,1.5,2.0}:

NN
Wl =
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0.5
1.8 | 1.0 - B
15 ;
1.6 ' 20 7
0.8
0.6
0.4

0.2

0

-0.2 L L L L I | I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

e a <0: a-(r—1)% nimmt ein Minimum mit dem Wert o < 0 an den
Stellen 0 und 2 an, d.h. f mufl > —a« sein. Also:

1
3

o
v
|
1w

2
a2 —a = g-ozZ—

ok
-0.2 _ i
0.4 | i
0.6 : : : : : : : : :

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 1.4 1.6 1.8 2

Insgesamt erhdlt man die Bedingungen:

3
4

DN | =

3
<a<=
ey, B

Wl
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Z30

Wie wir der nachfolgenden Zeichnung leicht entnehmen kénnen, gilt:

Up1 = —Upg = —0.75.

Ug.1 0 Up.9

731
Standardansatz: Es seien 7 := min{X,Y} und (i,5) :=,X =4,Y = 5. Dann gilt:

LZ =14 = {(1,1),(1,2),...,(1,20),(2,1),(3,1),...,(20,1)}
SZ =24 = {(2,2),(2,3),...,(2,20),(3,2),(4,2),. (20 2)}

Allgemein gilt schliefllich fiir 1 < ¢ < 20:
WZ =0 = {(0,0),(0,0+1),...,(0,20),(L+1,0),...,(20,0)},

d-h 2(20 — () + 1
P(,,Zzg“) g ( - )+
202
und
E(Z) = Zé P(,Z = (%) = s 252
B (2= _400€ 400 ¢
B 41 20-21 2 20-21-41 41 20 21 {1 2}
T 400 2 400 6 400 2 6
41-21
= = 7.175.
120

Alternativer Lésungsweg: Es sei wiederum Z := min{X,Y'}. Dann gilt fiir £ € Np:
P(,Z>k) = PLX >k Y >k 2 P(X>E)PLY > k%)

{(%)2 L0 < k<20

0 , sonst

und

B(Z) S P75 k) §<20_k>2 A Z
_= ’ _= _= j
=0 =\ 20 400
20-21-41 21-41
400 120
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1, z€(0,1 )
Fiir die Dichte f; von X; gilt:  fi(z) = { 0 1(: ) , 1=1,2.
, SOnS

Nach Voraussetzung sind X; und X, unabhéngig, besitzen also die gemeinsame Dichte

1 y 11, T2 € (071)
f(fUhuTz) = f1($1) f2($2) = { 0 . sonst.
Nach [GREINER & TINHOFER, 1996] gilt fiir die Dichte g von Z := X; + X5

g(z):/oo ft,z—t)dt.

— 00

Wegen
e f(t,-)=0 fiirt¢(0,1) und
e f(-,z—t)=0 fiirz—t¢(0,1),dh. t<z—-1)V(t>2)
ist der Integrand f(t,z — t) also genau auf der Menge
T..={t|te(0,1)Nn(z—1,2)}
ungleich 0. Dies fiihrt zu folgender Fallunterscheidung:

¢ 2<0Vz2>2,dhT.=0. = g(z)=0. V
¢ 0<z<1,dhT.=(0,2). = g(z):/f(t,z—t)dt:/ldt:z. %
0 0

e 1<2<2,dhT.=(2-1,1).

1 1
= g(z):/f(t,z—t)dt:/1dt:1—(2—1):2—z. v
z—1 z—1

733

f bezeichne die Dichte von X, ¢g entsprechend die Dichte von Y. Dann gilt
A-em™ ™ x>0 A-e P y>0
o= b o= b

0 , sonst 0 , sonst

Nach der Faltungsformel ergibt sich die gesuchte Dichte h von Z := X +Y zu

o0

MzanB) = [ ) gz~ byt

— 00

Wegen [ f(t) =0 fiir t < 0] und [g(z — t) = 0 fiir z < ¢] erhélt man weiter

z

h(Z, Oé,ﬂ) = ‘/04 o - 670‘t . ﬂ . 6*ﬁ(zft) dt = o - 5 . 67’6Z/ e*(afﬂ)t .

0
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Fallunterscheidung:

a=/0: .
h(z;o,0) = a® - e™ 5 1dt = a® 2.7,
a#3:
hza,f) = a-B-e [_a%ﬂ - e(“ﬁ)tE
e
Bemerkungen:

e Fiir a # 3 heifit eine Zufallsvariable Z mit der obigen Dichte hypoexponential-
verteilt, fiir « =  Erlang-verteilt, jeweils mit der Stufenzahl 2.

e Mit Hilfe der Regel von L'Hospital kann man
%im h(z;a, B) = h(z; o, @)

zeigen, so daf} im weiteren ohne Fallunterscheidung die Dichte von Z als

af
h(zya,B) =4 a—pf

. (e’ﬁz — e’o‘z) , 2>0
0 , sonst

angegeben werden kann.

734

a) Nach Voraussetzung sind U; und U, unabhiingig, besitzen also die gemeinsame Dich-
te
1, x,22,€(0,1)

0 , sonst.

fay, 22) Z{

b) Fiir die Dichte g von Z := U; — U, gilt:

o0

g(z):/ f(t,t—2)dt.

— 00

Wegen

o f(t,-)=0 firt¢(0,1) und
o f(-,t—2)=0 firt—2¢(0,1),dh. t<z)V({t>z+1)

ist der Integrand f(t,t — z) also genau auf der Menge
T.:={t|te(0,1)n(z,z+1)}

ungleich 0 (und konstant 1). Dies fiihrt zu folgender Fallunterscheidung:
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e < -1Vz2>1,dhT.=0.
= g(z)=0. V
e 1<2<0,dh.T.=(0,z241).
41 41
::ffﬁj—@dh:flﬁ:z+1. %
0
e 0 <2<, dh T.=(z1).

/f tt— ) dt = /lﬁ—l—z v

¢) Aus der Zeichnung erhélt man sofort:

9(2)
1 2
6 = 1—-2.e=1-2-—--0.5
2 o)
—_——
Dreiecksflache €
= 0.75.
-1 -05 05 1 z

Alternativer Losungsweg zur Bestimmung von 6: Ohne Verwendung der Dichte
von Z erhélt man

5 = Hﬁﬂg&?):P@—&Sng&?):ff@h@M@ma
B
wobei B = {(x1,x9) | =0.5 <21 — 23 <0.5,0 < 27,29, < 1}

X,

0.5 -

05 1 !

1 z1-0.5 05 ol
= 1- / f(fhivz) dxy dxy — / / f(l"bxz) dxy dxy
x x1=0 Jx2=0.5+x1

1=0.5 Jxo
r1— 05 0.5 1
= ]_—/ / ]_dIQdIl—/ / ].dl‘QdIl
x1=0.5 Jxo x1=0 Jx2=0.5+x1
1 1 3
= 1--—-=2. v
8 8 4

Da f konstant ist, lassen sich die beiden nicht gefdrbten Dreiecksbereiche
natiirlich auch einfacher mit geometrischen Uberlegungen bestimmen. Aller-
dings ist dann die allgemeine Vorgehensweise nicht mehr erkennbar.
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d) Wegen X; — Xy ~ N(0,20?) gilt:

dl) P(,,|X1 - X2| S 0-5“) - P(,, —0.5 S X1 - X2 S 0.5“)

_ P(»_ 05 _ X - X, 0.5“) :2@(0.5)_1 L

<
V20 = V20 T V20 V20
0.5 1+6 . 0.5
o > 1090875 e 22 > 1(0.875) & 115
V20 2 V20
0.25
= < ~ 0.0945

— 2-1.152
d2) P(,,|X1 — X2| < 0.5“) = 1- P(,,|X1 — Xy — 0| > 0.5“)

T-{ne _ 200 2075 e= 025> 20° — g2< 0.25"
= 025 = 9= 025 7=

= 0.03125

735

a) Fiir den Erwartungswert und die Varianz des i-ten Beitrags gilt:

E(B;)) = E(Vi+D;) = E(V;)+E(D;) = 30415 = 45
Var(B;) = Var(V;+ D;) = Var(V;)+ Var(D;) + 2-Cov(V;, D;)

10
b) Fiir den Erwartungswert und die Varianz der Gesamtdauer Y B; gilt:
=1

10 10 10 10
E <2Bi> = Y E(B;) = 450 und Var (ZBZ) Z S Var(B;) = 130,
=1 =1 =1 =1
4 10
c) Gesucht ist die Ws des Ereignisses ,G < 465%, wobei G := Y. B;+ M + ¥ B;.
i=1 i=5
Mit E(G) = 450 + E(M) = 480 und Var(G) £ 130 4+ Var(M) = 144 erhélt man:

G- E(G) 465 — 480 15
P(,G < 465%) — P(,, @) _ ) - q><——>

JVar@) 12 12

—_——
~N(0,1)

5
= 1-9 (Z) = 1-—P(1.25) = 1—-0.8944 = 10.56% .
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a) Q=1{0,1}2, A=29, P({w}):i VweQ.

bl) Die Wertebereiche von X und Y ergeben sich zu Wx = {0,1} und Wy = {0, 1,2}.

h2) Y] 0 1 2 pa
X

0 0.25 ] 0.50 | 0.00 | 0.75
1 0.00 | 0.00 | 0.25 | 0.25
Pej | 0.250.50 | 0.25 | 1.00

11 1
b3) Nein, da zB. 0= P(,X =14,¥ =14) # P(,X =19) - P(,¥ =1*) = - 5 = .
c) Es gilt:
3 1 1
E(X) = 0->41.-- = =
(%) 11T
3 1 1
E(X?*) = 0*-2412. = = =
(X5 1T T
1 1 1
EY) = 0--41--42-- =1
¥) 1Tty
1 1 13
E(Y?) = 02.24+12.24922.2 = Z
(¥") R U S
Var(X) = E(X?) - E(X)? = 1—<1>2 -3
B 4 \4 16
3 1
Var(Y) = E(Y2)—E(Y)2:§—12 =3
1 11
BE(X-Y) = 0:0-2+40:1-240:2:041:0-041-1-04+1-2- 2 = =
11 1
Cou(X,Y) = B(X-Y)-B(X)-E(Y) = S—2-1 =7

B

__ Coxy) 1 f16 5 2
(XY = a0 ) \/; V2 \/; 0.82

737

al) U spaltet das Intervall [—1, 1] in die beiden Teile [—1, U] und (U, 1]. Die Lénge g(U)
des grofieren Teilintervalls ergibt sich folglich in Abhéngigkeit von U zu
U+1 , U>0

U) = max{U+1,1-U} =
9(U) { } {1_U’U§0‘
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a2) Offensichtlich ist ¢(U) stetig. Damit gilt mit der Dichte f(u) = 5 - I_11)(u) von

U:
Blo@)] = [ glwfu)du = %-/01(1—u)du+%-/01(u+1)du
! u?]” 50N I N A S RN
-3 [“—E]ﬁ [3*“]0 - 5'( RN ) B3
b) Wegen
1 1 u?]!
EU) = 3 /_ludu = [Z]_l =0

und )
E(U-V) = BU?) = -/11u3du — [%] — 0

ist

Cov(U,V) ¥ EU-V)=EU)-E(V) = 0,

d.h. U und V sind unkorreliert.

¢) U und V sind stochastisch abhéngig, da z.B.

P(,U < —0.75%,,V <0.25%) = P(,U<—0.75%,-05<U <05
— P()) =0
£ P(,U < —0.75%)- P(,V < 0.25%) .

>v0 >v0
738

Definition:
Y € R*? heifit positiv definit &= (1) S =X7

(2) 2"Sx > 0, Vo e R*\{0}
(& alle Eigenwerte von ¥ sind positiv)

Wegen (1) ist ¥ diagonalisierbar, und man erhélt als Eigenwertzerlegung

T
N=U-N-U"= (u1,up) - diag(Ai, As) - ( Z%)

2

mit e Yu; = Nu;, i =1,2
10

o UUT=UTU = Id, & ( 01

) , d.h. die u; sind orthonormierte

Eigenvektoren .

|
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Nach (2) gilt: A\; >0, i=1,2.

Weiter: o S '=U-A"1-UT", wegen
(U-A-UN-(U-AT-UN) =UANTUAT U =U-A-ATHUT
= Ids
= U-U"=1Id,
o Al =diag(A\h, A" [trivial]
o det(X7') =det(U-A7"-U") = det(U)-det(A™")-det(U")
= AT = ()

Zur Berechnung des gesuchten Integrals wird eine sogenannte Hauptachsentransformation
durchgefiihrt (vgl. Normalformen von Kegelschnitten): Es sei also

y=Ule—pn) (& v=p+Uy)

Ox;
U:<$> | det(U)] =1.
dy; 1< 6§, <2

Dann erhilt man mit der Transformationsformel fiir Dichten:

| |
d _7/ (——TA—1>-dtUd
/RZf(x) T o Je P\ VAT | det(U)| dy

1 e Lyt v
- (8 )| gy
N /_oo/_ooeXp[ 2 ()\1 )| e

) ) 1 1 2 1 2
o N ' B W 0 P
—o0 J —o0o 27‘(‘ /\1 2 /\1 27‘(‘ /\2 2 )\2
=: fi(y1;A\1) =: fa(y2;\2)

= /o:ofl(yh)\l)dm'/O:sz(yzs)\2)dy2 = 1-1 = 1, [da fi(yi: i)

offensichtlich die Dichte einer (eindimensional) A(0, \;)-verteilten

ZV ist, i =1,2].

Mit f(x) > 0 folgt die Behauptung.

Z39

Wegen —1 < p < 1 ist ¥ positiv definit, und es gilt:

1 _
detE=1—-p> und Y7'= ( L p).
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Zur Ermittlung der Dichte f(xq,x2) von (X, X3) wird also sicherlich der folgende Term
benétigt:

1 —p X
(X1,X2)<_p 1 )(;é) = X{—2pX1 X+ X;

= —2In(0y) - [sin2(27rU2) — 2psin(27Usy) sin(27U, — 6) + sin? (27U, — 9)]

= —2In(Uy) - [sm 21Us) — 2psin(27Us) [sin(27Usy)p — cos(27Us ) sin ()]
+ [sin(27Us)p — cos(27Us) sm(@)ﬂ (Additionstheorem des Sinus)

= —2In(U,) - |sin?(27Usy) — 2p° sin?(27Us) + p* sin®(27Uy) + cos?(27U;) sin® (9)}
U

) s
= —2In(l,)- [sm (27Uy) (1 — p?) + cos? (27rU2)(1—p)} = —2(1-p*) (),

d.h.
1 (X
UIZQXp [_i(Xl’XQ)Z ' ( X; )] .

Nach der Transformationsregel ergibt sich f(xq,x2) zu

det (6% ) ,
8Ij

fxr,22) = g(ur, uz) -

wobel

{ 1 y U1, U2 € (071)

o glu,u) = 0 sonst

ou; in(27 - up — 0
N P R e

; 2
o |det (69@)‘ = 2 | = sin(27 - up) co8(27 - uy — 0) + cos(2 - uy) sin(27 - uy — )|

Sin(27r-u2)
B 21 - /=2 - Inwuy - cos(2 -
(3@) ul.\/m m \/Tul COS( T u2)
°

ou; (7
2T 2T
= — - [sin(—0)] = — -sin(d),da 0 < <7 wegen —1<p<1
Uy Uy
2
7
Uy

Zusammen erhalt man:

1

fn) =5 o e (L, 1) (1)) 7
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740

a) A, bezeichne den Parameter der Verteilung von X, . Wegen E(X,) = n/A\, = 2
muf also A, = n/2 sein, d.h. die Dichte von X,, lautet

n —1
ny\ o, _t" . p—nt/2
(2) oy " € , t>0
0 , sonst,.
T T T T T T T
45 b n=2 1
‘ n=4 --—---
' n=g -
4T P n=16 - 1
- n=32 --
L P n=64 --- |
33 P n=128 -
: n=256
3 r n=512 i
25 A
2t A
15 | A
1t A
05 | A
o b
0 05 1 35 4
b) Nach gilt:  Var(X,) = T 0
n
n

X ist also eine Zufallsvariable mit Erwartungswert 2 und Varianz 0 und nimmt
folglich den konstanten Wert 2 mit Wahrscheinlichkeit 1 an.

Bemerkung: Man beachte, dal X, bei einer Interpretation als Grenzwert von
stetigen Zufallsvariablen formal die Dichte

55(1) = o , t=2
? N 0 , sonst
besitzt.

741

An den beiden Kassen konkurrieren jeweils zwei Ex(\)-verteilte Bedienungen, die nach

Voraussetzung voneinander unabhéngig sind. Nach sind daher die Wahrschein-
lichkeiten, dafl die Bedienung an der ersten bzw. der zweiten Kasse schneller erfolgt,

identisch gleich
A 1

AFA 2
Bezeichnen wir die beiden ersten Kunden mit X und Y, sowie den nachfolgend eintref-
fenden Kunden mit 7, so erhalten wir das folgende Ubergangsdiagramm
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wobei beispielsweise bedeutet, dafl gerade die Kunden X und Y an der Kasse

bedient werden, und die Pfeile «+— die fiir unsere Fragestellung interessanten Ausginge
bezeichnen. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit 148t sich dann unmittelbar ablesen als

L1111
2 2 2 2 2
742
Fr(y) = P(Yy<y*) = ioP(,,YN <y | N =n%)- P(,N = n¥)
Z io: P(,max{Xy,..., X} <y“)- P(,N =n")
n=0
= i P, X <y“ ..., X, <y“) - P(,N =n")
n=0
v ff F'(y)- PN =n%) & G(F(y) = (GoF)y).

b) Fiir X gilt:

= A _ 1 n -V X 22
E(X) = 3 Var(X) = E-Var (ZX}) vz ar(X4) = T
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Nach dem Zentralen Grenzwertsatz ist

V12 -
g VIZn (p A
A 2
asymptotisch standardnormalverteilt. Fiir @ = 0.05 sind also nun « und b gesucht

mit
PLa<U<b)=1-a.
Diese Gleichung ist beispielsweise erfiillt fiir b = x1_/2 und a = 2,/5, und man
erhélt:
0.95 = P(,20005 <U < 2po75")
P(, — z0975 < U < p975")

V12-n — A
= P, — 209715 < X = < Zoo75
A 2
2\ - 2-A
= Pl,—ux : <2 X-)\<u “
( O on = m)
Pl,1 22X gy 2 .
= »l — Tp. - — Zo. T
0.975 * = h 0.975 * o=
_ p \/12-n—2-$0,975<2-X< \/12-?’L—|—2'.T0.975“
- K V12-n D V12-n

2-X-/12n 2-X-1/12-n
= P, <A< e
V12-n+ 220975 V12-n — 2-29.975

Damit ergibt sich das konkrete 95%-Konfidenzintervall zu

20 20
1+1.96/12"1—1.96/12

~ [17.19,23.90].

744

a) Fiir die VI F von U; (bzw. Us,) gilt:
, <0
, O<e <A

, sonst.

F(r) =

— >l O

Damit erhdlt man:
G(z) = P(,Z<z%) = 1-=P(,Z>z“) = 1—P(,min{U;,Us} > z%)
= 1= PGU >z ,Uy>2%) & 1= P(,U; > 2%)- P(,U > 2%)
= 1-[1-F(R)] = 2-F(z) — F*(z)

0 , 2<0 0 , 2<0
=5 0<z<) o= { PR g ) v/
1 , sonst 1 , sonst
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b) Wegen Z > 0 gilt:

= R 2z — 2
E(Z) = / [I—G(z)]dz:)/ L S

0 0 A2
1 A 1 22

— ﬁ/o (N2 —2Xz 4 22)d> = ﬁ-[)ﬁz—2)\5+
1 3 A

= (o) = 2
N ( * ) 3

) /\l
c) E(T):E(a-Z):a-E(Z):a-gzx\ & a=3

d) T(ur,us) 23 min{13.2,10.3} = 30.9.

745

a) Wegen

E(T) = E(X1—|—min{X2,...,Xn,1}—|—Xn)
= B(X))+ E(min{Xs,..., X, }) + E(X,)
U A 2n—3
= A A= A
* n—2 - n—2
ergibt sich der Bias zu
2n — 3 — 2 -1
B(T)—r(\) = 222270 F2 22y
n—2 n—2
b) Nach a) ist 2n — .\ erwartungstreu fiir 7(\) = \.
n j—
c¢) Fiir X gilt:
B ~ \2
E(X) = X wd Var(X) £ =
n

Mit dem Zentralen Grenzwertsatz erhilt man damit:

09 ~ P <,, — X095 S @(X - )\) S 1'0.95“)

n-X
= P (m/ﬁ—»fo.gs < 3 < \/ﬁ+5€0.95“>

P (M A< M) _
VI + .95 VI — .95

Das konkrete 90%-Konfidenzintervall lautet also [3.651,5.084].

g

IN
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746

Am einfachsten ist sicherlich zunéchst die Bestimmung der asymptotischen Konfidenzin-
tervalle: Mit F(X;) = pund Var(X;) = p*, i =1,...,n, ist

U::%(X—u)

nach dem Zentralen Grenzwertsatz asymptotisch standardnormalverteilt. Dann gilt fiir
a>0.5:

l—a =~

P (,,fCa/Q <UL lUl—a/Q“) =P <,, —T1_ap < g (X - M) < £U1—a/2“>

- X
= P(n\/ﬁ_‘rla/Q < \/ﬁ

I
- p(ﬂ&gu§£“>‘
Vi+ T a) VI — T a2

Im weiteren wollen wir nun exakte Konfidenzintervalle fiir x bestimmen. Dazu ist es wie
bei der vorherigen Herleitung erforderlich, neben den Stichprobenvariablen X; auch pu ins
Spiel zu bringen. Gesucht sind also neue Zufallsvariable Y; := f(X;, u) fiir eine geeignete
Funktion f. Wir setzen speziell V; := (2-X;)/u,i=1,...,n, da fiir y > 0 nun gilt:

2-X; .
P(,Yi<y“) = P ( < y“) N P(»Xi < %) = 1—exp (‘%)
s

Die Y; sind also wiederum exponentialverteilt bzw. bei genauerer Betrachtung y?-verteilt
mit 2 Freiheitsgraden. Nun ist auch klar, warum wir genau diese Transformation gewéahlt
haben: Wir sind damit wie bei der Standardnormalverteilung in der Lage, Quantile zu

verwenden, die in der Literatur tabelliert sind. Entsprechend ist
" " 20X 2n
YYi=Yy ==X
=1

i=1 M H

y2-verteilt mit 2n Freiheitsgraden, und wir erhalten schlieflich:

<Vn+xiqp “)

om- X

2n - X
S /JL S 2 113 .
X2n;a/2

Nun bleibt nur noch, die angegebenen Werte fiir n und = in beide Formeln einzusetzen:

2n S .
l-—a =P (”X%n;a/? <—-X< X%n;la/i) =P » 9
H XQn;l—a/Q

n asympt. exakt
25 | [7.184,16.447] | [7.001, 15.452]
50 | [7.830,13.835] | [7.718,13.473]
100 | [8.361,12.438] | [8.297, 12.290]
200 | [8.783,11.609] | [8.747,11.545]
500 | [9.194,10.961] | [9.178,10.938]
2000 | [9.580,10.458] | [9.576,10.453]

Wie erwartet, stimmen die Konfidenzintervalle fiir steigenden Stichprobenumfang n im-
mer besser iiberein. Desweiteren n&hern sich die Grenzen der Konfidenzintervalle immer
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mehr dem gemessenen Stichprobenmittel.

747

Fiir die Likelihood-Funktion L(z, \) gilt:

n

Lz, \) = (A+1)"- Hmf‘

=1
In(L(z,\)) = n-In(A+1) + X-> In(z;)
=1
dIn(L(x, \)) 1 " !
_ = n-= + In(z;) = 0
1 n
n- = = — ) In(x;
1 Em
e A=-|1+-1"
=1
Wegen
2
d*In(L(x, \)) . 1 <0
dx? A=A (A+1)2

ist \ tatsichlich der gesuchte ML-Schétzer.

748

Die Menge K der in X; linearen Schétzvariablen ergibt sich zu
K := {ZOQXZ | Lal,...,anJGR}.
=1

Fiir ein beliebiges U = f: a; X; € K gilt weiter:
=1

BO) = B(Sax) = SaB) = uYan
i=1 i=1 ;
Var(U) = Var (Z%Xz) = Za?VaT(Xi) = Za?af,
=1 =1 L

und damit:

n
U ist erwartungstreu — Z a; =1
i=1

n
U hat minimale Varianz <= Za?aQ ist minimal

2
i=1
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Es ist also eine Losung des Optimierungsproblems
n n
min {Za?af 1> a; = 1}
“ s i=1

gesucht, wobei wir aufgrund der Nebenbedingung als Losungsverfahren den Ansatz der
Lagrange-Multiplikatoren verwenden:

Gesucht sind (a,...,a%, \*) € R"*! mit

Explizit erhalten wir:

2050+ X = 0

2502+ X = 0
Sap = 1 (2)
=1

Aus (1) folgt

af—ﬁ,z:l, M. (3)
9
(3) in (2) liefert unmittelbar:
2
=
> 1/02
n DL | — J
1@2045(:)52; = ]11/0-2
j=1 j=1%j af = —— L i=1,...,n.
> 1/07
j=1

Man beachte, dafl die Losung des Lagrange-Ansatzes lediglich einer notwendigen Bedin-
gung fiir ein Minimum unter Nebenbedingungen geniigt. Fiir den Nachweis, dafl die o
tatsdchlich ein Minimum des gesuchten Problems liefern, sei auf Vorlesungen {iber qua-
dratische Optimierung verwiesen.

Erwartungsgemé&f wird also die Schétzvariable mit der kleinsten Varianz am stérksten ge-
wichtet. Dennoch ist es auf den ersten Blick iiberraschend, dafl auch alle anderen Schétz-
variablen mit nichtverschwindenden Gewichten in die Linearkombination eingehen.



Klausurvorbereitung
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1 Allgemeine Bemerkungen

Bei der Umsetzung alter Klausuraufgaben der Veranstaltung ,, Wahrscheinlichkeitstheorie
und Statistik I fiir Informatiker® in die Lehrbiicher

¢ [GREINER & TINHOFER, 1996] (Aufgaben ) und

e [GREINER, 1997] (Aufgaben )

bzw. die hier enthaltenen Zusatzaufgaben wurden sowohl einige Formulierungen
gedndert, als auch die Punkteverteilung und Hinweise zur weiteren Bearbeitung von Teil-
aufgaben entfernt. Fiir eine gezielte Priifungsvorbereitung sind deshalb hier alle bisherigen
Klausuraufgaben mit Aufgabenreferenzen und Punkten fiir Teilaufgaben angefiihrt.

Vor den nun folgenden Originalangaben seien zum Abschlufl noch einige allgemeine Hin-
weise zur Bearbeitung angefiihrt:

e Die Arbeitszeit betrug jeweils 120 Minuten.
e Als Hilfsmittel waren erlaubt:

o Formelsammlung fiir Klausuren! (siehe Teil 1)

¢ Taschenrechner

e Zum Bestehen waren jeweils 17 der insgesamt moglichen 40 Punkte erforderlich.

! Aussagen der Formelsammlung durften ohne Beweis verwendet werden, falls dies in der Angabe nicht
explizit verboten wurde.
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2 Klausurangaben

2.1 Semestralklausur Sommersemester 1994

Aufgabe 1 (5 Punkte) —

Ein sechsseitiger Wiirfel werde viermal geworfen.

a) Geben Sie aufgrund des Prinzips der Gleichwahrscheinlichkeit (Laplace-Annahme)
einen geeigneten Ws-Raum (Q,2(, P) an: — @

0=
A —
P({w}) = VweQ

b) a; bezeichne die Augenzahl beim i-ten Wurf (1 <i<4), d.h. w= (a1, as,as,ay)
Vw € 2. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis

A={weQ|a <a <az<as}. — @

Aufgabe 2 (7 Punkte) —

Aufgrund der Daten einer Umfrage unter Informatikstudenten wurden folgende drei Grup-
pen gebildet:

Gruppe Agfertigen von prozentualer Anteil davon mit‘bestande—
WasSti-Hausaufgaben der Befragten ner WaSti-Klausur
H, regelmifig 5% 95%
H, ab und zu 20% 60%
H; nie 75% 20%

a) K bezeichne das Ereignis ,Informatikstudent hat Klausur bestanden“. Geben Sie
folgende Wahrscheinlichkeiten an: — @

P(H)) = P(K|Hy) = P(K|H,) =
P(H,) = P(K|Hy) = P(K | H,) =
P(H3) = P(K | H;) = P(K | Hj) =
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b) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, daf§ ein zufillig ausgewéhlter Student mit be-
standener Klausur nie Hausaufgaben angefertigt hat? —

Hinweis: Verwenden Sie den Satz von Bayes.

c) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, daf ein zufillig ausgewéhlter Student, der die
Klausur nicht bestanden hat, regelméfig Hausaufgaben angefertigt hat? — @

Aufgabe 3 (2 Punkte) —

8

(X1, X3) sei N (1, ¥)-verteilt mit = (2,3)"und ¥ = ( 4

;1 ) . Berechnen Sie F(X;-X5).

Hinweis: Verwenden Sie die Kovarianz Cov(X;, X3).

Aufgabe 4 (8 Punkte) —

a) Bestimmen Sie h € R so, daf§ die rechts skiz-
zierte Abbildung f eine Dichtefunktion wird. f(x)

Hinweis: Sie brauchen dazu nicht unbedingt

. . hl
die funktionale Darstellung /_

0 : r < —1 / o
h-(x+1)/2 , —1<az<1 1 12 X
fla) =
h , 1< <?2

Der Rechenweg muf ersicht-

0 , 2<uz lich sein! — @

b) Berechnen Sie den Erwartungswert (— @) und das 40%-Quantil (— @) einer
ZV X mit der in a) gegebenen Dichte.

[ Falls Sie a) nicht beantwortet haben, verwenden Sie & = 0.5 |

Hinweis: Uberlegen Sie zuniichst, ob das Quantil gréSer oder kleiner 1 ist.

Aufgabe 5 (5 Punkte) — |Z14

Es sei das folgende, aus den Bauteilen b; bis b3 bestehende System s gegeben, das genau
dann ausféllt, wenn keine intakte Verbindung mehr zwischen a und e existiert:
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Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dafi s bis zum Zeitpunkt ¢ nicht ausfillt, wenn

e der Ausfall eines beliebigen Bauteils unabhéngig vom Ausfall der anderen sein soll,
und

e P(B;) die Ws bezeichnet, dafi das Bauteil b; vor dem Zeitpunkt ¢ nicht ausfillt mit

Aufgabe 6 (5 Punkte) —

Berechnen Sie in Abhédngigkeit des unbekannten Wertes v € R fiir die folgende Mefireihe

4 1 w 3 5 2

a) das Stichprobenmittel (i.e. den empirischen Mittelwert) 7 = Z(u) — @

b) das 20%-gestutzte Mittel Togy, = Togy(u) — @

Hinweis: Fiihren Sie eine Fallunterscheidung nach u durch.

Aufgabe 7 (8 Punkte) —

Einem Labor wird eine Lieferung neuer, preisgiinstigerer Reagenzgléser angeboten. Vor-
aussetzung fiir einen Kauf ist allerdings, dafi die Reagenzglédser einen Schmelzpunkt von
mindestens 1y = 650 (°C) aufweisen. Bei einer Stichprobe von n = 30 ergab sich als
Stichprobenmittel & = 648.8, wobei die Meflwerte x1,...,x3, als Realisierungen von
unabhéngigen, identisch A (u,900)-verteilten Zufallsvariablen X7, ..., X3, angenommen
werden.

a) Formulieren Sie einen geeigneten (Gauf-)Test, der gewihrleistet, dafl die Wahr-
scheinlichkeit fiir die Ablehnung einer Lieferung hinreichend guter Qualitéit (also
mit einem Schmelzpunkt grofer oder gleich 650 (°C)) hochstens 5% betriigt (Fehler
1.Art). Mit anderen Worten: Geben Sie Nullhypothese, Alternative und Testniveau

O

b) Wird die Lieferung auf der Basis der Beobachtungsdaten angenommen? Begriinden
Sie Thre Entscheidung. — @

Hinweis: Fiir das a-Quantil z, von ® gilt: z, = -7 _,

¢) Wie klein darf # im obigen Test hochstens sein, so dafi Hy nicht abgelehnt wird?
-

d) Bestimmen Sie fiir den obigen Test den Fehler 2.Art, wenn i = 635.0 der tatséchliche

Wert von p ist. — @
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2.2 Nachholklausur Wintersemester 1994 /95

Aufgabe 1 (5 Punkte) —

Bei einer Vorlesung im Sommersemester wurden folgende Daten beobachtet:

Woche |12 3 4 5 6 7 8
Aufentemperatur (in °C) a; |19 17 24 27 22 29 26 31
Teilnehmerzahl yi | 47 51 46 42 48 38 41 36

Soap=195 Y af =4917 > y; =349 > yi =15415 > xy; = 8338

a) Berechnen Sie Achsenabschnitt und Steigung der empirischen Regressionsgerade des
Merkmals Y (Teilnehmerzahl) bzgl. X (Aulentemperatur). —

b) Berechnen Sie den Korrelationskoeffizienten r,, . — @

c¢) Ist der lineare Ansatz gerechtfertigt? Begriinden Sie IThre Entscheidung. — @

Aufgabe 2 (5 Punkte) — [z16],[E14.1]

Ein Flugzeug

O O \_J O O

my Mo ms3 My

mit den Motoren m; bis my stiirzt ab, wenn auf mindestens einer Seite beide Motoren
ausfallen. Die Ausfélle einzelner Motoren werden als unabhéngige Ereignisse betrachtet
mit einer Wahrscheinlichkeit von jeweils 5%. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, daf
das Flugzeug nicht abstiirzt.

Aufgabe 3 (8 Punkte) —

Gegeben sei eine Urne mit 4 griinen und 2 roten Kugeln. Zwei Spieler, X und Y, ziehen
abwechselnd eine Kugel ohne Zuriicklegen, wobei Spieler X beginnt. Wer zuerst eine rote
Kugel zieht, hat gewonnen. Fiir das Ziehen der Kugeln gelte das Prinzip der Gleichwahr-
scheinlichkeit (Laplace-Annahme).
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a) Vervollstindigen Sie die folgende Wahrscheinlichkeitstabelle. — @

Hinweis: Beachten Sie, dafl ein zweiter Zug nur moglich ist, wenn im ersten Zug
keine rote Kugel gezogen wurde, dafl ein dritter Zug nur moglich ist, wenn. ..

P(,in Zug i gezogene Kugel ist...*)
Zug i | Spieler rot griin

1 X

2
2 Y z
3 X
4 Y :
5 X 1
6 Y — —

b) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dal Spieler X gewinnt? — @

c¢) Die (diskrete) ZV A bezeichne die Anzahl der Ziehungen pro Spiel. Geben Sie die
Verteilung P4 von A an. — @

Pa({1}) =

Pa({2}) = Bedenken Sie: ZPA({@'}) =1

Pa({3}) =
Pa({4}) =

Pa({5}) =
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d) Berechnen Sie E(A) (— @) (also die mittlere Anzahl der Ziehungen pro Spiel)
und Var(A) (— @)

4 1 2
[ Verwenden Sie P4({1})

5
= Pa2D = PaB =55 Pal) =

3
und P4({5}) = —, falls Sie ¢) nicht beantwortet haben. Die angegebenen Werte

sind nicht die Ergebnisse von c)! |

Aufgabe 4 (4 Punkte) —

U sei in (0,1) gleichverteilt. Zeigen Sie, daB die ZV 7 :=2 —2-y/U die Vf

0 , 2<0
2
F(z)=P(,Z<z)={ 1-(33) , 0<z<2
1 , sonst

besitzt.

Hinweis: Denken Sie an die inverse Transformation.

Aufgabe 5 (11 Punkte) — |Z44

Die Zufallsvariablen U; und U, seien unabhingig und in (0, \) gleichverteilt mit A > 0.

a) Wie lautet die Vf F von U (bzw. Uy) 7 — @

b) Zeigen Sie, dafi die ZV Z := min{U;, U} die VI

0 , 2 <0
G(z) =P, Z <z)= 2’\3—72 , 0<z <A
1 , sonst

besitzt. — @
¢) Zeigen Sie: B(Z) = % - @

Nun sei A > 0 unbekannt.

d) Bestimmen Sie o € R so, daf der Schétzer
T(U,Uy) =« -min{U;, U} (=a-2)

erwartungstreu ist fiir A. — @
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Aufgabe 6 (7 Punkte) —

Die Laufzeit L (in Sekunden) eines stochastischen Suchverfahrens auf einer Workstation
werde als N (i, 36)-verteilt angenommen mit unbekanntem p € R .

a) Wie gro darf das Stichprobenmittel [ aus 100 unabhingig voneinander ermittelten
Mef3werten [q, ..., 1o fiir die Laufzeit hochstens sein, damit die Nullhypothese

auf einem Testniveau o von

al) 5%
a2) 1%

nicht verworfen wird? — @

b) Nun sei die tatsidchliche mittlere Laufzeit p = 24. Bestimmen Sie ein moglichst
kleines 6 € R so, daf hochstens 1% aller Liufe eine hohere Laufzeit als § aufweisen.

-
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2.3 Semestralklausur Sommersemester 1995

Aufgabe 1 (7 Punkte) —

Gegeben seien ein Parallelrechner mit 3 Prozessoren pq, ps, ps und 5 (im Gegensatz zu
den Ubungsaufgaben) voneinander unterscheidbare Jobs.

a) Wieviele Moglichkeiten gibt es, diese Jobs zufillig auf die einzelnen Prozessoren zu
verteilen, wenn jedem Prozessor auch mehrere Jobs zugeteilt werden diirfen ?

—

Fiir die weiteren Teilaufgaben gelte das Prinzip der Gleichwahrscheinlichkeit (Laplace-
Annahme) .

b) Bestimmen Sie die Ws, dafl Prozessor p; keinen Job zugeteilt bekommt.
- 1)
¢) Bestimmen Sie die Ws, daffi mindestens ein Prozessor keinen Job zugeteilt be-

kommt. — @

Hinweis: Verwenden Sie die Siebformel fiir die Ereignisse

A; = ,Prozessor p; erhélt keinen Job*, 1 =1,2,3.

Aufgabe 2 (8 Punkte) —

Es sei das folgende, aus den Bauteilen b; bis bg bestehende System s = {by,...,bs} gege-
ben, das genau dann ausfillt, wenn keine intakte Verbindung zwischen a und e besteht:

S

Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit P(S), dafl s bis zum Zeitpunkt ¢ nicht ausféllt,
wenn der Ausfall eines beliebigen Bauteils unabhéngig vom Ausfall der anderen sein soll,
und P(B;) die Wahrscheinlichkeit bezeichnet, dafi das Bauteil b; vor dem Zeitpunkt ¢
nicht ausfillt mit
i |1 ]2]3|4]5]6
P(B;)]08]09]06]06]0.7]08

Hinweis: Berechnen Sie zuniichst P(S | B;) bzw. P(S|B;) fiir ein geeignetes
je{l,...,6}.
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Aufgabe 3 (3 Punkte) —

Es seien  eine Menge und A, B, € 2. Bekanntlich bedeutet
AAB=(ANB)U(AnB),

daB genau eines der beiden Ereignisse A und B eintritt. Nun sei zusitzlich noch C' € 2%.
Bedeutet dann
AANBNAC = (AAB)AC,

dafl genau eines der drei Ereignisse A, B und C' eintritt?

Begriinden Sie Thre Antwort z.B. durch eine Skizze oder durch mengenalgebraische Um-
formungen.

Aufgabe 4 (5 Punkte) —

|1 2 3 4
Es sei die Mefireihe (z;,4;) gegeben mit |z, |1 3 5 7| und einem unbekannten
i l2 4 6 wu

Wert v € R. Wéhlen Sie — wenn mdglich — u so, dafl
a) Txy:1—>@ b) Txy:—1—>® c) rl,y:0—>@
ist. Begriinden Sie jeweils Ihre Entscheidung.

Hinweis: In den Teilaufgaben a) und b) ist es nicht nétig, r,, explizit zu bestimmen und
die jeweilige Gleichung nach u aufzulGsen.

Aufgabe 5 (10 Punkte) — [E16.2],[Z37]

U sei in (—1, 1) gleichverteilt.

a) Geben Sie eine Abbildung h: R — R an, so dal X := h(U) diskret verteilt ist mit

Px({-11) =025, Px({0) =035, Pyx({2))=0.15, Py({3})=020

und B(X)=1. — @

Hinweis: Bestimmen Sie zunéchst P(,a < U < b“) fiir —1 < @ < b < 1 und beach-
ten Sie, dafl Px durch die obigen Forderungen noch nicht vollsténdig festgelegt
ist.
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Nun sei zusitzlich V := U?.

b) Sind U und V stochastisch unabhéngig? Begriinden Sie Thre Entscheidung. — @

¢) Sind U und V unkorreliert? Begriinden Sie Thre Entscheidung. — @

Aufgabe 6 (7 Punkte) — |A3.20], [A5.4]

Fira > 1 und ¢ € R sei

¢ 1
frrae) = | vt o TS
0 , sonst.

a) Wihlen Sie ¢ so, daB8 f(z;a,c) eine Dichte wird. Begriinden Sie Thre Entschei-

dung. — @

b) Nun sei X eine Zufallsvariable mit der Dichte f(x;ca,«), wobei a unbekannt ist.
Bestimmen Sie fiir eine konkrete Stichprobe xzq,...,x, den Maximum-Likelihood-

Schatzer a*. — @
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2.4 Nachholklausur Wintersemester 1995/96

Aufgabe 1 (6 Punkte) ~

Sechs Studierende Sy, ..., Sg nehmen in einem Seminarraum Platz, dessen sechs Sitzplétze
in einer Reihe angeordnet sind. Im weiteren gelte das Prinzip der Gleichwahrscheinlichkeit
(Laplace-Annahme).

a) Geben Sie einen geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum (Q,2(, P) an. — @

0 =
A =
P({w}) = VweQ
b) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, daf§ die Studierenden S3 und Ss bei zufilliger
Wahl der Sitzplidtze nebeneinander sitzen. — @

c) Wie édndert sich die Wahrscheinlichkeit in b), wenn die sechs Sitzplédtze in einem
Kreis angeordnet sind? — @

Aufgabe 2 (5 Punkte) —

Bei der Ubertragung auf einem biniren Kanal kommen die Zeichen O und L im Verhiltnis
3:4 vor. Ein O wird mit einer Wahrscheinlichkeit von 20% fehlerhaft iibermittelt (d.h.
als L empfangen), ein L mit einer Wahrscheinlichkeit von 30% (d.h. als O empfangen).
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dafl

a) bei der Ubertragung eines Zeichens ein Fehler auftritt. — @

b) ein O gesendet wurde, wenn ein O empfangen wird. — @

Aufgabe 3 (8 Punkte) —

In einem Rechnerraum befinden sich fiinf nicht vernetzte, identisch ausgestattete PC’s.
Erfahrungsgeméf tritt jeweils bei einem einzelnen PC mit einer Wahrscheinlichkeit von
ca. 30.12% in einem Zeitraum von 24 Stunden kein Systemabsturz ein. Im weiteren werde
angenommen, dafl die Zahl der Systemabstiirze pro Rechner innerhalb von 24 Stunden
durch eine Poisson-verteilte ZV hinreichend gut beschrieben werden kann.
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a) Zeigen Sie, daf der Parameter dieser Poisson-Verteilung (in etwa) gleich 1.2 ist.
-
Zur Erinnerung: Fiir eine Poisson-verteilte ZV X gilt: P(,X =) =¢ " - —
1 € N.

b) Bestimmen Sie unter geeigneten Unabhéngigkeitsannahmen die Wahrscheinlichkeit,
daf im Rechnerraum innerhalb von 24 Stunden

bl) jeder Rechner mindestens einmal abstiirzt. — @

b2) genau 13 Systemabstiirze eintreten. — @

Aufgabe 4 (2 Punkte) —

Gibt es eine Mefireihe (x1,91), ..., (Zn, Yn) mit 53 = 4, 57 = 9und s,y = —7.57 Begriinden
Sie Thre Entscheidung.

Hinweis: Denken Sie an den empirischen Korrelationskoeffizienten.

Aufgabe 5 (5 Punkte) —

Zur Modellierung der Bedienzeit B fiir die Bearbeitung von Auftrdgen durch Zentralpro-
zessoren wird héufig die entartete Exponentialverteilung mit den Parametern s € (0,1)
und A > 0 verwendet:

. 1—s-e M | fiirt>0
Fg(t) == P(,B <t“):= 0 sonst

a) Bestimmen Sie P(,B = 0%) in Abhéngigkeit von s. — @

b) Ist B mit der obigen Verteilung eine stetige ZV? Begriinden Sie Thre Entschei-

dung. — @

¢) Bestimmen Sie den Erwartungswert von B. — @

Aufgabe 6 (9 Punkte) —

Die tatsédchlich benotigte CPU-Zeit einer Benutzersitzung an einer Workstation werde als
eine Zufallsvariable mit unbekanntem Erwartungswert p und der Varianz o2 = 6.25 [sec?]
angenommen. Wieviele unabhéngige Messungen der CPU-Zeiten sollen mindestens durch-
gefiihrt werden, so dafl mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 90% der Betrag der
Differenz zwischen dem arithmetischen Mittel der Meflwerte und p kleiner als 0.1 ist?
Verwenden Sie zur Beantwortung der Frage
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a) den Zentralen Grenzwertsatz. — @

b) die Ungleichung von Tschebyscheff. — @

Aufgabe 7 (5 Punkte) —

Die Laufzeit L (in Sekunden) eines stochastischen Suchverfahrens auf einer Workstation
werde als N'(u, 36)-verteilt angenommen mit unbekanntem p € R* .

Wie klein mufl das Testniveau o mindestens sein, so dafl die Nullhypothese
Hy : <245

fiir das Stichprobenmittel [ = 25.7 aus n = 100 Messungen nicht verworfen wird?
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2.5 Semestralklausur Sommersemester 1996

Aufgabe 1 (6 Punkte) —

Gegeben seien ein Parallelrechner mit 3 Prozessoren py, py, p3 und 5 voneinander unter-
scheidbare Jobs.

a) Wieviele Moglichkeiten gibt es, diese Jobs zufillig auf die einzelnen Prozessoren zu
verteilen, wenn jedem Prozessor auch mehrere Jobs zugeteilt werden diirfen ?

—

b) Man bestimme unter der Laplace-Annahme (Prinzip der Gleichwahrscheinlichkeit)
die Wahrscheinlichkeit, dafl genau ein Prozessor keinen Job zugeteilt bekommt.

- (®
Hinweis: Man verwende dazu die Ereignisse B; = ,,Prozessor p; erhéilt keinen, die
anderen beiden mindestens einen Job*, 7 =1,2,3.

Aufgabe 2 (7 Punkte) — [At.9],[E1.4]

In Abhéngigkeit des unbekannten Wertes v € R sei die folgende Mefireihe gegeben:

4 1 w

w

> 2

a) Man bestimme das Stichprobenmittel T = Z(u). — @

b) Man bestimme den Median & = #(u). — @

c¢) Fiir welchen Wert von wu ist die Varianz s> = s2(u) der Mefireihe minimal? Man

begriinde seine Entscheidung. — @

Aufgabe 3 (5 Punkte) —

Fiir die Ereignisse A, B und C' eines Ws-Raumes (Q, 2, P) gelte:

e P(C|ANB) > P(C| B)
e P(C|ANB) > P(C| B)

e A und B sind stochastisch unabhéngig.

Man zeige, daf unter diesen Voraussetzungen P(C | A) > P(C) gilt.
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Aufgabe 4 (9 Punkte) —

Man gebe Bedingungen fiir die reellwertigen Parameter o und [ an, so dafl

af
flayo,8) =4 a—f

. (e’ﬁ” — e’“””) , x € (0,00)
0 , sonst

eine Dichtefunktion ist, und begriinde seine Entscheidungen.

Hinweis: Man unterscheide zunéchst die Fille o # 5 (— @) und o = 3 (— @)

Aufgabe 5 (8 Punkte) —

Ty und T, seien unabhéngige Zufallsvariable. Man bestimme P(,|T} — T3] < 15“) unter
der Annahme, daf

a) Ty und T, jeweils gleichverteilt sind auf dem Intervall (0,45), — @

b) T} und T, jeweils normalverteilt sind mit Erwartungswert 25 und Varianz 50.

—

Aufgabe 6 (5 Punkte) —  [GREINER & TINHOFER, 1996], Abschnitt 5.3, Bsp. (2)

Es sei eine mit unbekanntem Parameter A > 0 Poisson-verteilte Grundgesamtheit gegeben.
Man bestimme fiir eine konkrete Stichprobe z, ..., x,, den Maximum-Likelihood-Schétzer
A*.
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2.6 Nachholklausur Wintersemester 1996 /97

Aufgabe 1 (5 Punkte) —

Es sei eine zweidimensionale Mefreihe (z1,v1), (22, 92), (23, y3) gegeben, die von einem
unbekannten Parameter v € R abhidngt. Wie mufl v gewdhlt werden, so dafl die dazu-
gehorige Regressionsgerade des Merkmals Y bzgl. X durch den Ursprung lauft?

Man beantworte diese Frage fiir die konkreten Mefireihen

1|1 2 3 |1 2 3
a) xl—101—>® b) xi—101—>@
i 0 u O v |1 u 0
Aufgabe 2 (6 Punkte) ~

Es sei Q ={1,2,3,4}.
a) Man bestimme die von &; := {{1,2}, {3}, {4}} erzeugte o-Algebra. — @

b) Man bestimme die von £, := {{1,2},{2,3},{2,4}} erzeugte o-Algebra. — @

Aufgabe 3 (5 Punkte) —

Ein aus drei Bauteilen bestehendes System s heifit (2-aus-3)-System, wenn es intakt
bleibt, solange mindestens zwei Bauteile intakt sind. o € (0, 1] bezeichne im weiteren die
Wahrscheinlichkeit, dafl ein Bauteil vor dem Zeitpunkt ¢ nicht ausfillt, wobei die Austille
einzelner Teile als unabhéngige Ereignisse angenommen werden konnen. P(S) bezeichne
entsprechend die Wahrscheinlichkeit, dafl s bis zum Zeitpunkt ¢ nicht ausfillt.

a) Man zeige: P(S) = 3-0* —2-a*. — @

b) Fiir welche Werte von « ist P(S) > a? — @
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Aufgabe 4 (9 Punkte) ~

Aufgrund der Daten einer Umfrage unter Informatikstudenten wurden folgende drei Grup-
pen gebildet:

Gr Anfertigen von prozentualer Anteil davon mit bestande-
uppe Stochastik-Hausaufgaben der Befragten ner Stochastik-Klausur
H, regelmiBig 5% 95.0%

H, ab und zu 20% 12.5%
H; nie 75% 3.0%

a) K bezeichne das Ereignis ,Informatikstudent hat Klausur bestanden®. Man gebe
folgende Wahrscheinlichkeiten an: — @

P(H,) = P(K|Hy) = P(K|H,) =
P(H,) = P(K | H,) = P(K |H,) =
P(H;) = P(K | Hs) = P(K | Hj) =

b) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, daf§ ein zuféllig ausgewéhlter Student, der nicht
regelméfBig Hausaufgaben angefertigt hat, die Klausur nicht bestanden hat? — @

c) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dafl ein zufillig ausgewéhlter Student mit be-
standener Klausur regelméfig Hausaufgaben angefertigt hat? — @

Aufgabe 5 (11 Punkte) ~

Einem Passanten wird an einer Straffenecke folgendes Wiirfelspiel mit zwei symmetrischen,
unabhéngig geworfenen Tetraedern (d.h. vierseitigen Wiirfeln mit den Augenzahlen 1 bis
4) vorgeschlagen:

Zeigen die beiden Wiirfel die gleiche Augenzahl, so erhélt er zusétzlich zu
seinem Einsatz noch das Vierfache seines Einsatzes zuriick, unterscheiden sich
die Augenzahlen dagegen um 1, 2 oder 3, so verliert er den ein-, zwei- oder
dreifachen Einsatz.



e e o | e

) Man gebe unter der Laplace-Annahme einen geeigneten Ws-Raum (Q,2(, P) an
- @)

0=

A =

P({w}) = VweN

b) Man berechne den Erwartungswert und die Varianz des Gewinns. — .

Aufgabe 6 (4 Punkte) ~ [GREINER & TINHOFER, 1996], Abschnitt 5.3, Bsp. (6)

Es sei eine mit unbekanntem Parameter A € N diskret gleich verteilte Grundgesamtheit
gegeben, d.h.

1
P, X=1i)=—,i=1,...,\.
(77 ? ) )\ Y ? Y Y
Man bestimme fiir eine konkrete Stichprobe x4, ..., x, den Maximum-Likelihood-Schétzer

A
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