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Einflhrung in die Wahrscheinlichkeitsrechnung und Btatistik

Prof. B. Rauhut, 5589, Prifungs- und Scheinklausur,
Von den 57 mdglichen Punkten waren 18 zum Bestehen der Vordiplomsklausur {(f0r

Mathematiker) und 14 zum Erhalt des Ubungsacheines ({f{iir Informatiker) nitig,

Ve Aufgabe 1 (3 Punktel:
In einer trne befinden 5ich n Kugein (neM, n gerade), die mit den Nummern
1,..4n versehen sind (al=a unterscheidhar). Aus der Urne wird k-mal eine

Kugel mit Zurﬂckleggn gezogen (k{n), wobei die Nummern jeweils notiert

verden.

a) Bestimmen Sle die Wahracheinlichkeit, dap alle k notier*en Nummernm
g@l verschieden sind. -

b} Wie grop ist die Wahrscheinlichkeit, genau r Kugeln mit einer

- geraden Nummer zu ziehen (rgk)?

\ Aufgabe 2 (5 Punkte): )
Sei Qﬂ(ul.uz.u3,94} und sei P definiert durch Pilw, }i=x, Pllury3) =y,
P((ugdl= § und P({w })= §. Bestimmen Sie x,¥¢R, 30 dap (2F) ein
Wahrscheinlichkeitsraum ixt, in dem die Ereignisse a-(nl,u3,u4} und
B=(uz,u3} stochastisch unabhlngig sind.

i/ Aufgabe 3 (4 Punkte):
‘ Seien (2,P) ein Wahrschetn}ichkeitsraum und A,B stochastisch unabhingige
@‘;‘ Ereignisst._ Zeigen Sie:l .
PtAuBl = R{ARB) <==> P{A) = P{B) und P{A}e{0,1}

\/ Aufgabe 4 (3 Punktn}.
Gegeben seien zwei Urnen. In der arsten Urne befinden sich a rote und
bh welife Kugeln, in der zwniten Urne C. rote und d weife ta, b,c,deR) . Aus
der srsten Urne Hird cine Kugel gezcgen und, aohne deren Farbe festzu-
stellen, in diegzweite Urﬂffgelﬂgtr Dpnn—uird inach kriftigem Mischen)
aus der zweiten Urne-tinc'KdgﬁlTé;iﬁéén.
gi ‘Mit welcher Uahr:cheinlichkeit 1st die zweite gtzugene Kugel weiB?

Mit welchor Hahrscheinll:hkeit Har auch die eraste gexogene Kugal
rot, wenn die zweite .rot imt? -

Plania, - P,
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\/ aufgabe I (4 Punktel:

Seien (£2,P) eiln Wahrschelnlichkeitasraum und (A ), N eine Folge wvon
Ereignissen, A c fUr nel.,

o -

Zeigen Sie fir A = limsup Ay = 1 u A, :
LU ) n=1 m=n
al Falls X PtA ) ¢ = so falgt: P(A) = O
n=}

b} Falls P(An) = p ¥ neN (0¢pg1l), so folgt: Pi{A}l 2> p

\/ Aufgabe & t7 Punkte):

. geien (3, P) ein diskreter Wahrascheinlichkeitsraum und Xif--3Ng zine
Zufallsvariable, soWie 0<p<l fest,

Weiter seien Ak:-(x=k}, Bk:ttxzk} v ktﬂo

@ Zeigen Sie die KQuivalenz folgender Aussagen: 7
o a) P(A) = pil-p?¥ ¥ kel td.h. X~gealp) )
i b} P(ALIB Y = P Y kedg

\/Aufgabe 7 (4 Punktel:
Sei X #ine bin,pl-verteilte Zu{allsvarilbln, ntﬂ, ny2, 0<pstl.

al Bestimmen Sie v (t) 1= €0t¥1, €30
b) Zeigen Slel
£) . EIX1 = ¢i(1} = G vt |y !

1) Var(X) = wi(1) + eit1) - Cel€1331%,
Hinweis zu a) Setzen Sel #Ur festes t>0: gtxi:=t* ung’
berechnen Sie E[g°X3. =

e\f Aufgabes 8 (& Funktﬂ"

a) Gegebon sei ein Uahr:cheinlichkeitraum i, Pl und stochastisch
unabhingige identisch verteilte Zu{nlisvariablen Xi.ﬂ--)R,Jliign,
je mit Verteilungsfunktion F(x) = Ptcxlgx}) v 1<i¢n, x:tR.

Weiter seai X;.,. definiert durch ‘

_ xl:n( Wl = min{xltu},..,x tu}}, A2 es2

'Zoigtn Sie: o ‘ L '

.D1e Vtrtei!ungsfunktion Fi.p vOn x1 n 1st gegcbtn durch
| Flaptx) = 1-01-F(x) 17 ¥ xR

b) .Seitn Xl,...x stochnstisch unabhangigt ldentisch verteiltw

: Zu+nllsvariablen, X ~ex{r), 1<ign, tx>01. ’
Bestimmun Sie dit Uertcilung ‘von xl ne

Hinwnis e a) o Sind 84,0 8,¢R; 30 iat

_\ . C ominfag .. ) = x () - | j((t,,.,n} L i
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L/fAufgabe g (7 Punktgi:

Gegeben sei die Dichtefunktion £ einer sweidimensionalen Zufallis-—

variablen (X,Y1 durch Fix,y) = ¢ kx‘é‘xy‘ : :;ggill' yeto, 11
al Bestimmen Sie die Konstante kiR,

sawie die Marginaldichten fy (2} und fy (¥l
B) perechnen Sie ELX], ELYl, Kov(X,Y).
c? gind % und Y atochastisch unabhingig?

g

Aufgabe 10 (4 Punktels ‘ ,

Die stochastisch unabhingigen Zu+allsvariab1en xl,..,x40 beschreiben die
Fullgewichte von 40 Kartoffelsicken nach der Ernte. pabei selen ELX, 1=30,
Var(Xi)=25, 151440,

oy Geben Sie mit Hilfe der Tschebyscheff—UngIei:hung eine untere Schranke j&

1@3 die Wwahrscheinlichkelit an, daf das Gesamt+ullgeﬂicht-drr 40 gicke minde-
stens 1920 und hichstens 2080 1&gl retrigt. '

aAufgabe 11 (6.Punkte}:

Gegeben seien ntochastisch‘unibh&ngige ngallsvariablen xl""xu’Ylv--:%’
mit E0X 1 = & = ELYyl, idm 1<i¢n und var(Xg) = o2 > 0, 1LiCm,
var(r ) = c§ y 0, 1<i¢n, (n,medd.

Die Sch;tzfunkttun £§ sed definiert dur;h:
a

(%) “xl'{f'xﬁ'*xi"'*n’ - a ;gixi + b jglfj
Besatimmen Sie a,btR B0, daB
i) § erwartungstreu {et €Ur MR,
i1) § unter allen eruartungstreuen Sch&tifunktinneﬁ.dor Form (%) die
4@%" ' . yleinste Varianz besitzt. '
- ) Hinweis zu 11} Diffcr«ntialrechnung!

viel Spaf beim RecChen. s
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Aufgabe 2

Erste Bedinqung: 2. Plwh =1
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Dritte Bedinaqung: x. y ¢ [O: 1]
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Aufgabe 3 ﬁ
Es gilt: P (AuB) = P (AnB)
“P(A) . P @B -P (AnB) = P (AnB)
- P ()P @ -2 - P (AnB)

I

- P )P @ 2-P @A --P A
Fallunterscheidung:
1. Fali: P (A} - 0O

-0+-P@®-C

~P @B =P A0
2 Fall: B (A) -1

-1+P(@B=-2-P 8

=P B

- P (AY=F B) -
3 Fall: P (A) ¢ (C; 1% sei p = P (A)

= p+ P (B} = P @B

-1 .28 ZZPPCB)
P

~1=2-PCB)¢£—§C§)—'fPCBJ[2-}

1
B

Lyjwg telapmiz-11<t 4
D “Tp

Es giit P (A) = P @) und P (A) « {0, 1}

L Fail: P (A= O -

P (AnB) - P (A) - P @) -0 i
PAM =P QA +P B -PGRBI=0+-0-C o}

2. Fal: P (A) - | .

~ P (AaB) - P (A) - P (B) - | -
PAM =P A +P@®-P QB =1-1-1=1

= Behauptung.

Aufgabe 4. . . .

Definiere: Ereignisse:

- . Wl _aus_der. ersten: Urne wu'ci eine weifle Kugel gezogen.
"-Rl .aus: det” ersten Urne- wird eine rote Kugel gezogen
'_:W aLs der zweLten Urne wird eine weifle Kugel gezogerny .
L2 aus der - zweﬂen Ume wird eine rote Kugel gezogen. "“:'"‘_?f:'“._rr?'.-‘-'-;




b=} .

o}
a»b;P(Rl):a»«D

Beim Ziehen aus der zweiten Urne befinden sich dort ¢ » d + 1 Kugeln.

@ PN -
L

Falls die Kugel aus der ersten Urne rot ist:

‘ d - Lol
P (W, R) =S (= P ®JR) -2

i~

Analog, falls die Kugel aus cer ersten Urne weid ist:

_d+l - _C
P W Wl) ol (=P N I W) v 3

a P CWE) = P C‘Nll F C\Nzlwl) + P {RLJ P (W2¥ P‘I) (totale Wahrscheinlichkeit)
b di a d .
asb | crdll Carh | cedel

) bd + b « ad
- {a«~bXc-d+d
EF Ry P Rl B
B) FRIR) = 5@y Gl B+ PWL) B (Ral W)

Formel von Bayes)

a_ crl
a+b C*—d*l
a c+l j@ <

a+b c+d+l a+p  crd+l

o a {c + 13
afc+1}+ bc
Aufgabe £ _ a
Zeige, zundchst: P (A) - P Qim sup A ) = lim P dJ A ).
: - o I Mn~oo In~r ITL°
rLr‘{I-IAm 3 n[_{l_QAma - 'Q.nAm ~ A

~ (Satz der Vorlesung; @ diskrel, also abzéhibar, @ = & oBdA. P d-additiv)
P(AY- P Qim sup A ) -iim P dJ A '
. i oo n N-~+aon o=t M
D 0<P(A)-P Qmsup A)-lim P dJ A

n=ca = =1

<fim S PA D

M=oz ITI=I1 m
o n-=1
=2 P )-lim X PA 3
sl m i~ M= m
Fraa-frman-o
mel 498 m=l ITL

- P ()= 0

= oo, m=n n=-co

> P (A - lim P J A_) = lim P (A)-'p(da P (B 2P (A) falls B 5 A)




) ‘ . o =
B - O A A disunkt = P B« 2 PG

L4 o=k
a) = hx
Esgilt P A= pd o Y ke N
= n
-P®)-2pd-pP
=p-fkc1-p3“
n=
-l "
& a-pn - 2 0 e
n=0
. 1 S 1 - G-plk
PO " PT-00
=I—G.-(1Hp3k)=ﬂ-p)k
P (AnBi) P A _p{l—p)]rc -
PAIGB) -—5 @y P0Gk e
b) = a P (AknB) P (AW
: knBid W
Sela.lsoPCAIB)= B (B " 5L = p
P(Bk)mn PCA) ~PGAI-p L P A

-~ yaollstindige Induktion:
' 6- ) | $p | P da S Q)
k0. PQAD-P " L An)fp'l=p=p(1—p (dan_OAn=

e leal: 5
kleel: P (AL - rﬁ(PCA)

L

k-1 '
p (rgop.m ) - ZOP A

k-1, : ’ . A
=p i = Zo a4 - p) Y  (ndukiionsvaraussetzung) i

o ] - Qpi
PP T

.pd-0-4-p*N-pa-p-
= Behauptung.




Aufgabe T:
a) MNach Hinweis gilt

'3
Elgxl- 2 ()P a-p™ (goo-
8 /m k n-l
I et< a4 -
Eo(k) P E
= (pt + | - )"

_ . B n
~ 9 M= (pt-1-p

b} 1) Nach Varlesung far bn.p)-verteilte Zufallsvariable: E[X] -
¢ M -np -1 - pthp
x

PAd)-nip-+1 - p)n'l-p - np

>

i) Nach Verlesung: Var (X3 - np -p)
W' -np - () -p - (pt el - R0
x

. 2
‘Px {) = np {n-1)

‘P; aj - \P'x(ll - E‘P;c(l)]?' = n -7(n~lJ - p® - np - n%p? - n%? - np? - np - n¥p?

= np . G__pj
Aufgabe & .
-a) F, o= P(nunXSXJ=1—P(rmnX>xJ
L lsisn 1 IRisnn 1
=["PV(X1>X;X2')?(:...:XH>XJ
. - PO >WVPOL >0 ~PX >0 : ST
atunab 2 n
= 1 -{p O( b X}]n
id.wert,
'«1-(1.-130{1 < ™
=1 -4 - F O™
BY_F,, <xJ [l -F Gal™

E (xl J;\ gt - ""‘|O, R D

SE GO, ﬂl - [1 -4 - @ - g




Aufgabe 5

i
a)f}{(x)=ff(x;y)dy=jkx(l—xy)dy=kx-f(] - xy) dy
R I O L lO 2
L o2 X
=kx[1Ax-fydy]:kx[l-x[2y10]=kx[l—r2-]-kx—k—2—
O o
i Lo
L2 k
fY(y]=ff(x;y)dx:f(kx—xxy)dx= R
R O
1k k Lk k
w . . ) - L B S S
Es muf gelten: | £ (y)dy ftz R
R y 0
adie 1 = k=3
! 3
2 x
B ELXY- [ x 00 dx -3 [&° -3
0 3 ph 0
= . S
3[3 8 ]O
. 1_1y_18
=3 (3 & )= 2
1 ! ,
- [y iody -3 fcF-Day
- O 2 3 41 © | 5
. ye ¥z - 1 1,_3
30y -oh 3901
11
E [xy] - [[ xy3% @ - xydxdy
0.0]
a1 1 c ] 1 1.3+ _5
) 3 1 4.2 B IPS Q- L2 13 2
- J Iyt - oxy® g dy Jo-gviay -Gy v 1 "1
G a
£0x] .25
E(XIELY] - & |
' vl . 2 25 8 4
Kov [X.Y] - E [X-Y] - E[X}ELY] - o6 W z O
c) stochastisch abhéngﬁg, da Kovarianz ungieich Nult. -
Aufgabe 10:
' - ' VarY
Tschebytscheffungiemhung lautet: P (1Y - v-['f]l =08 ——
urwarmngswert E [Zl X} E E [X] - «iO = 2000
i=l ¥ o
var 730 - vark, - 2T Cov G Y)
=R = 1xi<j=4Q v T
4025 .20 . da stochastisch-unabhingig -

= 1000
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