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Zur. |S(n, k)| = nF [M(n, k) = ("FF D)
0. zur. |So(n, k)| = (’nﬁilk)' [Mo(n, k)| = (z)
() = (.2 Zioo (7) = 2" = Pot(n)|

(a+5)" = X7, (D't
(F™) =i (D G2)

ke(R)=n- (i1

"D =+ G

Gruppentheorie

G, H endliche Gruppen, ¢ : G — H Homomorphismus dann gilt

Kern(y) < G, Bild(p) < H und | Kern(p)| - | Bild(¢)| = |G].

G operiert auf M mit - falls g-m € M, (g-h) - m=g-(h-m)und 1-m =m.
Bahn: G-m = {g-m|g € G}

Stabg(m) = {g € Glgm =m} < G

Fixar(g) = {m € M|gm = m}
|G| = |G - m| - | Stabg (m)]
Stabg (g - m) = g - Stabg(m)g™
U<G=U|l|G|

| Fixar(9)] = | Fixar ("9)|

G operiert auf G durch Linksmultiplikation und Konjugation.

1

G operiere auf M, Anzahl der Bahnen sei n, G = w;?:lcgj.

1 ; 1 k : G ko | Fixar(g )]
n =157 Lgee | Fixar(9)l = &7 2521 | Fixar(99)] - 17951 = 2521 Tsmng ot

Farbungen: M Menge, W < Sj); Symmetriegruppe, A Farben, § = {f : M —
A} Farbungen. Bestimme Zykeltypen der Konjugationsklassen und Anzahl der
Elemente (meist durch W bestimmen). Anzahl der Férbungen:

1 La des Zykelt, s K
P(AD = 177 Zkonjugationsklassen K | K| - [A[7H18e €0 ByEeivps von

Achtung: Einerzykel mitzéhlen!

Siebformel

Sei M Menge, N = {1,...,n}, A; C M, Ag := M, Ar := ;s Ai-
M\ Ujen Ail = ZIQN(*D“HAI‘ oder

[Usen Ail = — Z@#IgN(*l)”HAI\

[{f : n — k|f ist surjektiv }| = S5F_ (=1) () (k — i)

fpf(n) = |{m € Sp|Vi € n: m(i) # i} = n! 7, S

N =1{1,...,n}, f,g: Pot(N) — R Funktionen. Aquivalent sind:
VIC N :g(I)=3;5; f(J) und

VIC N f(1) =55, (-1 g()

Aquivalente Formuliej"ung:

VICN:g(I)=3;c;f(J) und

VIC N f() =5 ,c, (-1 g()

N={1,...,n}, f,g: N — R. Aquivalent sind:

Vie N :g(i) = ;:0 (;)f(j) und

Vie N:f(i) =317 ()0

Moé6biusinversion

Eine partiell geordnete Menge (M, <) ist eine Menge M mit einer reflexiven
(xz Qz), antisymmetrischen (z Jy,y <z = = = y) und transitiven (z Jy,y <z =
z <2z) Relation <. Aus der Relation kann eine Totalordnung konstruiert werden.
Inzidenzalgebra von (M, <): I(M) := {A € R"*" |A;; #0 = m; Im;}

L4 ist die charakteristische Funktion von <: tq(z,y) = 1 fiir  y, 0 sonst

pa = (LS])71 (inverse Matrix).

a [ b oder p?|b/a mit p Primzahl
= JI;_; pi mit pw. versch. Primz.
b=a
Klassische Mébiusfunktion der Zahlentheorie: p : N>; — {0,1, —1} mit

pu(d) := preirs (1, d) = { 8—1)5

(n(1) = 1) )

Klassische Mobiusinversion: f, g : N>; — R. Aquivalent sind:
Vn € N>1 : f(n) = 324, 9(d) und

Vn € NZl : g(n) = Ed\n f(d) . N(%)

0
Heils (@, b) = (=1)®
1

d = [];_, pi mit pw. versch. Primz.
sonst

Graphentheorie

W@ =B~ |V|+r=m-n+r

G=(V,E, f) Wald & u(G) =0

Eine endliche Folge K = {vgei1vieavs ...epvy,) mit v; € V, e; € E heifit Kan-
tenzug, falls f(e;) = {vi—1,v;} fiir alle s € {1,...,n}.

o K heiflt offen :< vo # vn
e K heifit geschlossen < vg = vy,
o K heifit Weg 1< v; # v; Vi # j

o K heiflt Kreis 1< vi #v; Vi# 3, 1 <i4,5 <n und vy = vy

A e NV mit Ay = |f 1 ({{v,w}})| (Anzahl Kanten zwischen v und w)
Adjazenzmatrix von G.

Euklidische Ringe
(R/(£))" ={lalfla € R,ggT(a, f) =1} (|Z/(n)|" = ¢(n))

ord(a’) = #ﬁ;),i)

I, AR, I, <R teilerfremd :< R=1; + Io = {a+ bla € I,b € I5}
(a1), (az) teilerfremd < ggT(a1,a2) =1

I, ..., I, paarweise teilerfremd, dann:

R/(I1Nn...NIx) = R/I; X ... X R/I}, und

(R/(I1N...N 1)) 2 (R/I1)" X ... x (R/I})*

p Primzahl, n € N:

(Z /(™))" =2 Cpn1(p_yy flir p > 2

(Z/(2™))" 2 Ca x Cyn—1 fiirp=2,n2>3

(Z/(2%)* 22 Co, (Z/(2))* 2 C1

Invertieren in (R/(f))*: [a]™! = [z] falls za + yf = 1 also Euklid mit f und a
ausfithren und nach 1 auflésen.

...) = 1, dann nach 1 auflésen und nur
mod a = 1 und mod z = 0 fir

Kongruenzsystem lsen: ggT(a,b - c -
den Teil mit b - c- ... nehmen, dieser ist
z € {b,c,...}.

RSA

p, q Prim. Offentlich: m = p - ¢ und v mit ggT(v, (p — 1)(¢ — 1)) = 1. Privat: e
mite-v =1 mod (p—1)(q — 1).
fe(n) =n" mod m fir n € {0,...,(m —1)}
f};l(n) =n® mod m

Endliche Korper

apf

=a fira € ]pr

Frob, :F y — F ¢ :a— a® ist F ;-Automorphismus
Zech-Logarithmus: « primitiv (< a >= K™)

ol +ad = al(l+af ") = alali=9 = oi+l=)

]de Teilkdrper von ]pr S d|f

g(X) € Fp[X] irreduzibel normiert von Grad f = g(X)|pr - X
F(X) zerfillt in pw. versch. norm. irred. Polynome < ggT(f(X), f (X)) =1
P,, ist die Menge der norm. irred. Polynome von Grad n

[Pl = £ g, p?0(%)



Codes

C Code der Linge N: C C AV, |A| < oo
Informationsrate: r(C) := 3 log| 4, (IC|) = %
Hamming-Abstand: d(z,y) := |{i € N|z; # yi}|

Gewicht: w(z) = d(z,0), z € C

Minimalabstand: d(C) := min{d(z, y)|z # y}
Dreiecksungleichung: d(z,y) + d(y, z) > d(z, z)Vz,y,z € C

MDD: f mit d(f(a),a) = min{d(c,a)|c € C}Va € AN
e Fehler bei der Ubertragung:
e<d= fla)=c

e<d=a=cVa¢C (fehlerhafte Ubertragung wird erkannt)

Lineare Codes

Erzeugermatrix zu C: Zeilen erzeugen C

E e ARXN N Linge, k Dimension von C

r(C) = %

d(C) = min{d(c,0)|c € C}

Cct ={zecAV|(z,c) =0V ceC}
dim(Ct)=N -k

E = (Ix|Pv_x) = EL = (—Py_,lIN_&)
Priifmatrix: H = EY", dennc€ C & c- EV" =0
d(C) =1+ Rang(H)

Syndrom

Syndrom von z: x - H
H Y s)={z e ANz - H=s}={a+c|lceC} fira-H=s

f: AN - C:a~ a—as ist ein MDD mit s Syndrom von a und a, minimaler
Vertreter, also w(as) = min{w(z)|z € H~'(s)}.

Hamming Codes

q Primzahlpotenz, r € N
A=F,, N = qu:11 , k=N —r, der Code wird auch mit Hy (q) bezeichnet.
Priifmatrix: Zeilen sind die Erzeuger der 1-dimensionalen Teilrdume von A” = ]F;

d(HnN(q)) = 3, perfekter Code mit e =1

Perfekte Codes

C perfekt < falls eine eine Zahl e existiert, so dass fiir alle a € AN genau ein
¢ € C existiert mit d(a,c) <e.

Perfekte Codes: Hammingcode = e = 1.

Wiederholungscode {(0, ...,0), (1,...,1)} iiber Fo mit N ungerade = e = Ngl
Golay Code Ga3, N =23, k =12, d(G23) =7 = e =3

Ist C ein perfekter bindrer Code, so gilt:

e = 1 = Hamming-Code

e > 1 = Wiederholungscode oder Golay Code Ga3

Erweiterter Code

C={(c1,..,eny)l(e1, nen) € Crengr = — X, e}
1
H= H :
1
o .- 0 1

Fiir lineare binire Codes gilt: d(C) gerade, also fiir d(C) ungerade ist d(C) =
d(C) + 1.

Zyklische Codes

p /N, XN —1=7 (X) ... fe(X) pw. versch. norm. irred. Polynome.

2* Ideale aus Produkten von f; in F,[X]/(X" —1)

Erzeugerpolynom g(X) ist ein Produkt aus f;s fiir einen zyklischen Code der
Liange N: gN,ka + gN,k,le’I + ... + go. Dann ist die Erzeugermatrix

gN-k 9gN-k-1 - go O .- O
0 IN—k g1 go - O N
x
E]Fq
0 90
Priifpolynom h(X): g(X)-h(X) = XN —1
ho 0 0 0
h1 ho 0 0
ha  hi  ho -+ 0 NXxN-—k
H = EFq
0 -+ 0 - hg

Codieren: u € A", Betrachte u als Koeffizienten fiir ein Polynom. Fiihre Poly-
nomdivision von (u - X*)/g durch mit Rest r, dann ist (u|r) € C C A**V das
Codewort zu u.

o ist eine primitive N-te Einheitswurzel falls o eine Nullstelle von X~ — 1 ist
und N = min{n € N|n > 1,a"™ =1}

Designierter Minimalabstand: Wenn g|XN — 1, a primitive N-te Einheitswurzel
und r aufeinanderfolgende Potenzen a®, a’tt . o’ ! Nullstellen von XV —1
existieren = d(Cy) > r+1

Decodieren: t = L%J, r(X) Polynom zum empfangenen Wort, a primitive

Einheitswurzel mit erster Nullstelle der Folge «.
Bestimme w(Z) = wZ' 4+ -+ +w1Z und o(Z) = 042" + ...01Z + 1, sodass

w(Z2) =42t41 0(Z)(r()Z +-- -4 7(a?*)Z?t) mit Hilfe von Koeffizientenvergleich
fiir Z bis Z?'. Fehler an Stelle i <& o(a™") = 0. Korrektur: Addiere zum
w(a_i)aj’

Koeffizienten von i: .
ol (a™?)

Schranken

K4 (N,d) = max{k| es gibt einen [N, k, d]-Code iiber F,}
Singleton: Kq(N,d) < N —d+1

|Br(a)| = He € F |d(z,a) < v} = 37 (1) (g — 1) = Vg(N,7)
IS-(a)| = {z € FY |d(z,a) = 7} = (7) (¢ = 1)"

Hamming: Kq(N,d) < N —log,(Vo(N, |45 ]))
Gilbert-Varshamov: Ky (N,d) > N —log,(Vg(N,d — 1))

Reed-Muller Codes

C, sei ein [N, k;, d;]-Code mit Erzeugermatrix E;.

C'= (C1]C2) = {(wu + v)|u € Cryv € Ca}

ist ein [2N, k1 + k2, min{2d1, d2}]-Code mit Erzeugermatrix
_(E1 Ex

S E)

C* ist dquivalent zu (C3-|CL).

Bin#rer Reed-Muller Code R(r, m):

N =2, d(R(r,m)) =2™"" fir r > 0, k = dim(R(r,m)) = 3°7_, (T)
R(r,m)* ist #quivalent zu R(m — r — 1, m)

Rekursive Definition:

R(—1,m) = {0}

R(m,m) =Fyn

R(r,m) = (R(r,m—1)|R(r—1,m—-1)VO<r<m



