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Zitat der Woche:
Die Mehrheit bringt der Mathematik Gefiihle entgegen, wie sie nach Aristoteles durch die
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Kapitel 1

Abzahlungen, Rekursionen, erzeugende
Funktionen

§ 1 Elementare Zahlprinzipien

M = endliche Menge
|M| = Anzahl der Elemente von M

(in dieser Vorlesung werden fast nur endliche Mengen behandelt)
Alle endlichen sowie abzidhlbaren Mengen nennt man diskret (z.B. N, Z). Mengen die nicht
diskret sind, nennt man kontinuierlich.

|Al=neN=1{1,2,3,...,n} < Es gibt eine Bijektion a: A — {1,2,...,n}
Al=0 & A=0

Lemma 1
a.) |A| = |B| < Es gibt Bijektion «: A — B

b.) |[AUB| = |A| + |B]
(U ist die disjunkte Vereinigung, d.h. es gilt AN B =)

¢) [Ax B| = 4] |B
Ax B={(a,b) |ac A be B}

Folgerung 1
Abb(A, B) = B4 = Menge aller Abbildungen von A nach B

B4 = B[



6 § 1 Elementare Zahlprinzipien

Beweis
Sei |A| =n, A={a,aq9,...,a,}, |B| =m

B* — BxBx...xB

vV
n-mal

[ (fla), flaz),..., flan))

ist Bijektion
|BA = |Bx Bx...xB|

— K
Lemma [l ¢)

Definition 1 (Permutation, symmetrische Gruppe)

fiA— A
heifit Permutation von A, wenn f bijektiv ist.
S, = {o:{1,...,n} — {1,...,n} | o bijektiv }
= Sym{l,...,n}

= symmetrische Gruppe vom Grad n

Lemma 2

|Spl=nl=n-(n—-1)-...-2-1

gibt die Anzahl der Moglichkeiten an, die Elemente einer n-Menge A, d.h eine Menge A
mit |A| = n, anzuordnen.
siehe Lineare Algebra I

o — (0(1),0(2),...,0(n))

Sn — {(il,’ig,...,in) ‘ ij Gﬂ,ij 7£ Zk furj 7£ k'}
(Bilder miissen verschieden sein)

={... | {ir,i0,...,in} ={1,2,...,n}}
|Spl=n-(n—1)-(n—=2)-...-1=nl!

Satz 1

Die Anzahl der Teilmengen einer n-Menge (Menge mit n Elementen) A ist 2".
Al =n, |P(4)]=2"

dabei ist P(A) die Menge aller Teilmengen von A
P(A) ={B|BCc A}

genannt Potenzmenge von A.
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Beispiel 1

A= {172}7 P(A) - {{172}7 {1}7 {2}7®}

Beweis (1. Beweis von Satz (1]

PA) — {0,134 (= Abb(A,{0,1}))

B — xp charakteristische Funktion von B definiert durch

1: fir xeB
xp(r) = { 0: sonst
ist Bijektion
B={reA|xp(x)=1}
[P(A)] = [{0,1}] = 2(=2")

Definition 2
A
= Menge aller k-Teilmengen von A
{BC A[|B| =k}
Bemerkung

*n

PA) = J,_ P

Also nach Lemma [I] ist

Lemma 3
Fir |A| = n gilt:

Pr(A)] =

(?) ‘ - (Z) (= Binomialkoeffizient)
nn—1)(n—2)...(n—k+1)
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Beweis

B:{bl,b27,bk}, |B‘:k}, bl#b]furl#j,bzeA
{(b1,b2, ... bg) | b; # b fiiri#j,b;€ A} =n(n—1)(n—2)...(n—k+1)
Es gibt k! Anordnungen von {by, by, ..., bi}.

|
Beweis (2. Beweis von Satz[1)
Sei |A| = n, dann
" (n "\ (n
A)| = = 1F1"F = (14 1)
P> (1) -2 (}) 1)
k=0 k=0
(Zitat:"Das ist der beriihmte Satz von Binom ;-)")
|

Satz 2
a.) Pascal’sches Dreieck

n n—1 n—1
= i > >
(k;) ( I )+(k—1) firk>1,n>k

b.) van-der-Mond’sche Identitiit

(n Zm> - ,Z; (7) (krf l)

a.) Sei A Menge mit |A| =n > 1 mit

(Z) = Angzahl der k-Teilmengen von A

Sei b € A, dann

(2) = (X CAlX|=kbgXFULX CA||X|=kbe X}
A\ {b} .
( ) )UM

T

X — X\ {b} ist Bijektion

M
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)+ 65)

|
b.)
Al=m+n A=BUC |Bl=m |C|=n
A
(}) —(xcalixi=kixnp=y
!
1=0,1,.. .k
A kA
(r) U (3),
m+n A "1/A
(") =1@)-2 1)
=0
()
|
20.04.MMI

IM|=neN,={0,1,...}

MY [{ACM||Al=k} fir0<k<n
k) 10 fir k> n,k <0
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Folie:
Pascal’sches Dreieck
n=0 1
n=1 1 1
n=2 1 2 1
n=3 1 3 3 1
n=4 1 4 6 4 1
n=>5 1 5 10 10 5 1
Rekursion: (7) = (".") + (771 (n,k >0)

Lemma 4 (Elementare Zahlprinzipien)
a.) Doppeltes Abzihlen
Ist RC M x N, so ist

IRl = Y {beN|(ab)€ R}

aeM

= Y {a€M|(ab) € R}

beN

b.) Schubfachprinzip ([en] pigeonhole principle)
Sei |[M| > |N|. Ist f : M — N, so ist f nicht injektiv, d.h.

3b € Nmit [f1(b)] = [{a € M| f(a) =b}| > 1
c.) Inklusion-Exklusion-Prinzip
Seien Aq,..., A, C M.

n

= 1A= Y 1A 0 A+ YD AN AL N4y

i=1 i=1 11 <t2 11 <i9<13
n n
_ Jj—1
= > (-1 ) |Ai, N N A
7=1 1<i1<...<i;<n

Beweis (zu c))
Seit AC M

xa:M — {0,1}

1: wennx € A
€T [
0: sonst



Kapitel 1. Abzahlungen, Rekursionen, erzeugende Funktionen 11

Al =) xal@)

zeM
XAyu..04, (T) = Z(—l)j_l Z XA1U...u4, (T)
j=1 1< <...<i;<n
Daraus folgt die Beh. durch Summation iiber M: >

xeM
Ist

a.) x & AjU...UA,, soist linke Seite(*) = 0
rechte Seite(*) =0

b.) x € AyU...UA,, so ist linke Seite (*) =1

x liege in genau k(> 1) Teilmengen Ay, ..., A,
xeAjlﬂ...ﬂAjk n< . < gk

dann ist XAy NN A () =1

<:>{Z'1,...,Z.j} - {jh---;jk}

Rechte Seite (¥) =) “(—1)"" (l;) =1

j=1

(1-1)*

§ 2 Partitionen

Definition 1
Eine Partition P von einer Menge M ist eine Zerlegung von M in eine Vereinigung von
disjunkten nichtleeren Teilmengen (“Blocke” genannt). Genauer:

P:{Al,...,Ak}
heifit Partition von M, wenn
M=AU...UA,und A; # D firi=1,... k.

Party (M) := {P | P ist Partition von M, |P| = k}
ist die Menge der k-Partitionen der Menge M.

Snx = |Party(M)] falls |M| =n und n,k >0
heiflen Stirling-Zahlen 2. Art. Es gilt:
So,o =1
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Beispiel 1
Sn70 =0 n Z 1
Sn,l =1 n Z 1
Spr = 0 flirk>n
Spm = 1
n
Sn,n—l - (2)
Satz 1

Es gilt fir 1 <k < n:
Sngk = Sn—1k-1+ k- Sn1k
25.04.MMI
Sei im Folgenden M eine endliche Menge mit |M| =n > 0.

Party(M) = {P={A... A} |0£A A CM M=AU...UA}
Part; (M) = {{M}}
Parts({1,2,3,4}) = {{{1},{2,3,4}},{{2},{1.3,4}} {{3}. {1,2,4}}, {{4}, {1, 2,3}},
{{1.2}, 3,41}, {{1, 3}, {2, 4} } , {{1. 4}, {2, 3} }}
Parto(M) = {{A M\{A}}|AC M, A#0), M+#A}
|Parto(M)| = 1/2 (2" —=2)=2""1—-1
7*7/ ()

(*) weil es jedes Element doppelt gibt z.B. {{1,2},{3,4}} = {{3,4},{1,2}}
(**) Potenzmenge —)) — M

Sni = |Part;(M)| nennt man Stirling-Zahlen 2. Art

Beweis (Satz (1)
Seia € M und [M|=n>1
Party, (M) = X;UX, wobei
X, = {P e Party(M) | {a} & P}
Xy = {P € Party(M) | {a} € P}
X2 = {P = {{a}, Bl, ey Bk—l} ’ {Bl, ey Bk—l} S Partk_l(M \ {CL})
[ Xo| = Si-1k1
Ist P C X; dann erhélt man durch Loschen von a eine Partition {By,. .., By} von M \{a}.

Umgekehrt erhalten wir zu jeder {By,..., By} € Party(M \ {a}) genau k verschiedene
Partitonen aus X; ndmlich:

{{{a}UBy, By, ...,B},...,{B1, Ba,..., ByU{a}}}
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|X1| =k- Snfl,k

Bemerkung )
a.) {Partitionen von M} < { Aquivalenzrelation auf M}

b.) Ist f : M — N eine surjektive Abbildung
firbe N f'(b) = {ac M| f(a)=0b}#0
Moo= e

beN

c.) Ist f: M — N eine surjektive Abbildung

Py ={f"'(b) | b € N} € Party|(M)r

Satz 2
Ist |[M|=m, |N|=mn, |Abb(M,N)=|NM|=n™ soist
die Anzahl der injektiven Abbildungen M — N

| Inj(M,N)|=n"=n-(n—1)...(n —m+ 1),
—_——

und die Anzahl der surjektiven Abbildungen M — N

Beweis
a.) siehe[§ 1

b.) Sei M = {ay,...,an} jede Abbildung f: M — N ist gegeben durch
flar)=0by... flam) =bn € N
f injektiv & b; # b; fir i # 5
Fiir by gibt es n Moglichkeiten by € N
by gibt es n — 1 Moglichkeiten by € N\{b;}

|Surj(M, N)| =n!- Spn.

by, gibt es n —m + 1 Moglichkeiten b, € N\{by...by_1}

c.) Ist f: M — N surjektiv
Pr={f"'(b) | be N} € Part, (M) = {Ay,..., A}
Py =P, g=o0- fmit o € SymN [Permutation der Bilder]
|Surj(M, N)l = Sm,n -n!
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Beispiel 2
Surj({1,2,3},{1,2})
—— N~

M N
’SUI’j(M, N)’ =6=2! 5372

Bemerkung

Abb(M,N) = | J Surj(M, A)
ACN

f kann man auffassen als surjektive Abbildung

foM = Bild(f) = {f(a) [a € M} C N

N
= |[Abb(M,N)| = ) |Surj(M, A)|
ACN
= Z Z |Surj(M, A)|
k=0 ac ()
" /n
pu— . '-
Z(k) k- S
k=0
"ok
k=0
(1.1)
Satz 3
n" = nk Sy fir myn € N

§ 3 Permutationen

S, = Sym(n) ={c:{1,....,n} — {1,...,n} | o bijektiv}
S, = n!

Jedes o € S, kann durch eine Wertetabelle angegeben werden:

0_123456789
\4 3 7 2 9 1 6 8 5
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Bemerkung
(Sp,0) ist eine Gruppe. 01,09 € S,
oroo9:{1l....n} — {1,...,n}
r — o1(0a(z))
o=000
Definition 1
Ein k-Zyklus (iy,...,ix) = 0 € S, ist eine Permutation mit (iy,...,4) € {1,...,n}*
o€ Sn mit U(il) = iz
U(ig) = ig
o(ig—1) = i
O’(Zk) = il
und o(i) =i fur i & {1, ..., i}
Beispiel 1
o wie oben. Dann ist o = (1,4,2,3,7,6) o (5,9) o (8)
Bemerkung
Jedes o € 9, a3t sich als Produkt von Zyklen schreiben.
Beispiel 2
Sz ={(1)(2)(3), (1)(2,3),(2)(1,3), (3)(1,2),(1,2,3),(1,3,2)}
id
Definition 2
Die Stirling-Zahlen 1. Art s, ; geben die Anzahl der Permutationen von {1,...,n} an,

die genau k (disjunkte) Zyklen haben.

53,1

53,2

I
= W N

533 =

27.04.MMI
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Definition 3
Ein (r)-Zyklus ¢ = (i1, ...,14,) ist eine Permutation ¢ € S,, mit ,, Ziffernmenge“

Z(¢) ={i1,... iy} mit |[Z(¢)] = r und

C(in) = o
C(ia) = i3
C(Zr) = 1

und ((i) =i fir i € Z(¢).
Permy(n) ={oc € S,lo =(1o0...0( mit Z({H)U...UZ() ={1,...,n} =n}

Bemerkung
a.) (ip...0) = (ig...0001) = ... = (ipiy .. . Gp_1)
b.) (1, ¢ disjunkt, d.h. Z(G)NZ(G) =0= (1ole=0C(o(
z.B. (12)0(34) = (34) o (12), aber
(12)0(23)=(123) #(23)0(12) =(132)

Definition 4
Sn = |Permy(n)| mit n,k > 1 und spo = 1 nennt man Stirling-Zahlen 1. Art.

Lemma 1
a.) Spp=0fir k>n

b.) spn,=1fiir n € Ny

| c.) Sp1=(n—1)!
Al b). Perm,,(n) = {(1) o (2) o...0 (n) =id}, |Perm,(n)| = 1
zu ¢) Permy(n) = {(niy...i,) | [{i2,...,in}| =n—1}, |Permy(n)| = (n—1)!

Satz 1
Fir n, k € N gilt:
Spk = Sn—1jh—1+ (N —1) - sp_1

Beweis
Sei

X = Permi(n) = X1UX,
X, = {o€X|o(n) =n}
= {o=Mm)oGo...00_1]|¢o...00_ €Permy_;(n—1)}
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Es ist offensichtlich, dass |Xi| = sp—14-1

Xy = {oeX|o(n)#n}
Jedes 0 € X, liefert durch Loschen von n eine Permutation

T = (Z]_ e 7;7-1) ¢] (iT1+1 N iT1+7‘2) O0...0 (Z‘T1+T2+...+Tk,1+1 e Z-n,]_)

N J/
-~

k Zyklen der Léngen r1,r2,...,rg, aus Permg(n—1)

Umgekehrt liefert jedes solche 7 € Permy(n — 1) genau n — 1 Elemente ¢ aus X, indem
wir vor 47 n einfiigen
19 n einfiigen

i,—1 n einfligen
Wir haben dann

(niy ... 90 )0 (Gpyr...)0...

(iln...in)o(irﬂ...)o...

[ Xa| = (n = 1)[Permy(n = 1) = (n = 1)sp1

Beispiel 3
Wir suchen sg4 3, also die Anzahl der Elemente Sy, die aus 3 Zyklen bestehen.

Permg(4) = {(12)(3)(4), (13)(2)(4), (14)(2)(3), (23)(1)(4), (24)(1)(3), (34)(1)(2)}

also s43 = 6.

Wir gehen nun vor wie im Beweis. X; bildet hier die Menge der Zyklen, die 4 als 1-Zyklus

enthalten:
X1 ={(12)(3)(4), (13)(2)(4), (23)(1)(4)}

Losche die 4 in allen anderen Zyklen:

IHER)B) = 2HME) = BHM)(2)
umgekehrt liefert 7 = (1)(2)(3) durch Einsetzen der 4:
“DE2)B) = 14)(2)3)
(M(#2)3) = (M(E4)E)
(M2)(43) = (H(2)(34)

also ist dann
8473: |X1|+|X2| :3+(4—1)1:6
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§ 4 Formale Potenzreihen (erzeugende Funktionen)

Bei der Komplexitéitsanalyse von Algorithmen entstehen oft Rekursionsgleichungen wie
z.B.

p = Qp_1 + Ap_2.
Um solche Rekursionen explizit zu 16sen brauchen wir erzeugende Funktionen®.
Haben wir nun eine solche Folge
(an)neNo = <a07 Qy, .. ')7

dann konstruieren wir daraus einen formalen Ausdruck
o
Z a,r",
n=0

wobei x eine ,,Unbestimmte® ist, die wir aber als ,,Blackbox®“ betrachten, d.h. wir werden
“da nie etwas einsetzen”.

Sei K ein beliebiger Koérper, z.B. K = Q, R, C, Fs.

Definition 1

K[z] = {Zanmn | an EK}

und -
A= Zan:v” = (an)nen, -
n=0
Fiir n, k € Ny gilt:
n . 1 wenn j=n
a" = (aj)jen, mit a; = { 0 sonst

a; fiirj>m

o0
Z anz" = (bj)jen, mit b; = { 0] sonst
n=m

- kn N o, ) oay firj=kn
Zoanx = (by)jen, mit by = { 0 sonst(wenn j # kn)

Beispiel 1
Seien a, = n!, k =2,

D apatt =14 12”20t +312° + .. =(1,0,11,0,2,..)
n=0

b4:2!:a2
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K sei ein Korper Q,R,C,F,.
K[z] = {Zanx” | a, € K}
n=0
> apr"™ = (an)nen,
n=0
formale Potenzreihe (in z)
erzeugende Funktion der Folge (a,)nen,-
[Zum Vergleich 1,125 = § € Q)
™ = (5m,n)n€No
P 1 firm=n
™0 sonst
genannt Kronecker-Symbol.
Satz 1
Definiert man
Z a, " + Z bpx" = Z(an + b, )x"
n=0 n=0 n=0
und fiir a € K i, .
a- Z apx" = Z(a )z
n=0 n=0
so wird K [z] ein K-Vektorraum.
Beweis
s. LA T
|
Satz 2
Definiert man (zusétzlich zu + in Satz |1|)
(Q_aa’)- Qb)) = 3 (3, bt
=0 3=0 k=0 i+j=k
00 k
- 3w
k=0 i=0

so ist (K[z],+,-) ein kommutativer Ring mit Eins, d.h.
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(A1) (A+B)+C=A+(B+0O) (*)
(A2) A+ B=B+ A (*)
(A3) Es gibt 0(=0- 2% mit 0+ A = A fiir alle A € K[z]

(A4) Zu A € K[x] existiert —A € K[z] mit A+ (—A) =0

M) (A-B)-C=A-(B-C) (*)
(Kom) A-B=DB-A (*)
(Eins) Es gilt 1 € K[z] und 1- A = A fiir alle A € K[]

(D) Esgilt A-(B+C)=A-B+A-C (*)

(*) fiir alle A, B,C € K|z].
Beweis
Durch Nachrechnen ;)

Einselement ist 1-2° =1

Allgemein gilt:

Lemma 1

(o) o0
az’mg an-x":E Cppyny * X
n=0 n=m

In der Folgensprache bedeutet dies

™ - (ag,ai,az,...) =(0,0,...,0,a9,a,as,...)
————

m Stiick

Die Multiplikation mit ™ bewirkt ein Verschieben der Folge (a,)nen, um m Stellen nach
rechts.

Beweis

O * Qi k= o I—L
i a ) > ( )

0 fiir 4#m, insbesondere stets wenn i<k<m

oo [e.@]
xm-g a, - " = E(
Def
n=0

k
k=0 =0

™ = (6m,n)n€No =
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folgerung
™. " = CCm—i—n
Beispiel 2
Fir c € K gilt:
o0 oo o0
(1—cx)E ¢t = g czxz—cx-g 'z’
— (D) “= —
=0 1=0 =0
[e.9] oo
= E clacl—c-g At
i=0 i=1
oo [ee]
— E Cll'i o E At
i=0 i=1
= 2'=1

Definition 2 (und Bemerkung)
Ist in einem kommutativen Ring mit Eins

A-B=1,

so ist B durch A (und A durch B) eindeutig bestimmt und wird mit B = A~ = & (bzw.
A = B7! = &) bezeichnet.
A (und B) heiflen invertierbar.

Beweis
Eindeutigkeit

Ist A-B=1und A-C =1, so folgt
C=C-1=C-(A-B)=(C-A)-B=1-B=B

Beispiel 3
In Z sind nur 1 und —1 invertierbar.

Folgerung 1
In K[z] ist Y o, 'z’ fiir ¢ € K invertierbar und

1

o

E dat = 1
—cx

i=0

Frage: Ist ﬁ eine formale Potenzreihe?

Gegenfrage: Ist % S/
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Beispiel 4 (Code mit variabler Wortldnge)
(zum Komprimieren von Daten)

Sei
Bu = {a,b,c}, Zi=40,1}

Wy, = { Folgen aus 0 < i < k Buchstaben gefolgt von k — ¢ Ziffern },
C Oy = U Wk
k=2
Inhaltlich noch nicht korrekt:

z.B. aal|bc0001|acl € Wy (die ,,|“ sind zur genauren Kenntlichmachung der Wortgrenzen)

k-1 k
=1 i=0

Ck

Behauptung
Cp = 3k+1 . 2k‘+1

Beweis:

c= Z ckxk = <Z Sixi> (Z ijj>
k=0 i=0 Jj=0
1 1
(Folg.f) 1—3z 1— 2z

o p
1—-3z * 1 -2z
a(l —2z) + B(1 — 3x)

(1 —3z)(1 —2x)

a(l=2z)+pB(1-3z) = 1
a+p3 =1

—2a—-38 = 0

-3 = 2

a = 3
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3 2
_ ko
Zk:ockx 1—31‘ + 1—2x

=5 et =3 23” 2. 22”
=0
G 3z+1 21—}—1
A

Satz 3
Genau dann ist

oo
A= Zanmn € K|x]
n=0
invertierbar, wenn ag # 0 ist.

Beweis
A invertierbar < Es gibt B =Y"7° b; -2’ mit A- B =1.

S (o aibyi)at =1

1 fir k=0
e Zi:o ab—i = { 0 sonst

<~ apbp=1 k=0
a1b0+a0b1:0 k=1
a2b0+a1b1+a0b2:0 k=2

Ist B invertierbar, so muss ag # 0, sonst ist die Gleichung fiir £ = 0 nicht erfiillbar.

Umgekehrt ist ag # 0 so zu definieren, dass by = a, " € K und b, O( a1b,_1—...—apbp)
rekursiv.

04.05.2001

Klx] = {Z a,z" | a, € K} formale Potenzreihen

a=0
Klz] = {Z a,x" | ap, € K und a, # 0 nur fiir endlich viele n}
— {Zanxn |a, € K,r € No}
a=0

Zu K|[z] gibt es “Einsetzungshomomorphismen”. Ist dagegen A € K[z], so kann man
in A im Allgemeinen nichts einsetzten.
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In K[z] sind nur die Polynome vom Grad 0 invertierbar, dagegen:
Satz 3 nochmal

A=>"% a,x" € K[z] ist invertierbar genau dann, wenn ag # 0
o0 [e.e] n
) () S )
n=0 n=0 n=0 \1i=0
Sn,0

. 1 n=>0
mit Sno = { 0 sonst

Dann ist (bg, by, ...) Losung des folgenden Gleichungssystems

agrg = 1
41Ty + apr1 = 0
2Ty + a1 + agras = 0
Beispiel 5
ap=1,a1=—-—ceK,a=a3=...=0
A=1—-cx
g — 1
—cro+x; = 0=z =c
—r1 41y = 0=a=cr1=¢...0, ="
1 oo
—_— = " “geometrische Reihe”
(1 —cx) HZ:OC veo8
o -1
(Z c”x”) = (1 —cx)
n=0
Beispiel 6
o0 2 oo n
(Sew) o ()
n=0 n=0 \ i=0
- (o)
n=0 =0
= Z(n + 1)c"z"
n=0
. s 1 2 o 1
linke Seite: (1—cm> = Ty



Kapitel 1. Abzahlungen, Rekursionen, erzeugende Funktionen

25

Folgerung 2
e e
= n c"x
(1 —cx) &
n=0
allgemein:
1 ~n+m-—1_,
(1 —cx)m _n2=()< m—1 Je
Beweis Ubung]
Definition 3
Die Abbildung D : K[z] — K]|x]
Z apx" — Z(n + Dap1x
n=0 n=0
heifit formale Ableitung
Lemma 2
D : K[z] — K]|x] ist k-linear und es gilt:
a.) D(z")=n-z" ' n>1
b.) D(A-B)=A-D(B)+ D(A)-B
Folgerung 3
Ist A € K[x] invertierbar, so ist
_ D(A)
D(A™!) = — yE

Beweis

A-A1r=1 D1)=0
0=D(A-A")=A-D(A™")+ D(A) - A" nach Lemma 1 b
—D(A)-At=A.DAYH |-AT?

—D(A)- A2 =D(A™)
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§ 5 Losen von Rekursionsgleichungen

Beispiel 7

A=1-cxeKz] A7t=37,c"a"

(1—cx)?

neuer Beweis von Folgerung 2.

= i(n +1)c"Ma™ D(A) = —c
B n:D(A) B c
T A2 (1 —cx)? ¢70
= Z(n + 1)c"a™

n=0

§ 5 Losen von Rekursionsgleichungen

Beispiel 1

Die Fibonacci-Zahlen F), sind (fiir n € N) so definiert:

(*)

Ffo=0 =1

F,=F,1+F,, fiurallen>2

z.B. F2:1 F3:2 F4:3 F5:5

Sei

F=F(x) =

Fh=0 F=1

o0
E EF.x"
n=0

F()(L’O + Fll’ + Z (Fn—l + Fn_g) z"
—_——

n=2 benutzte (*)

F()(L’O + Fll’ + i Fn_lflfn + i Fn_gl’n

n=2 n=2

o0 o0
Fox’ + Flz 4+« Z F,x" +x2 Z F,x"
=1 =0
L/—/ Lf—/
F—Fyz0 F

Fox® + Fiz + oF + 2*F — xFya®

F=x+aF+2°F
Fl—z—2%) =2

F v K=C

1—2—22
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suche o, 0 € K und a,b € K, so dafi:

T a b

1—x—x2_1—ozx+1—6x

dann folgt:

anx” =F = aia"m" + biﬁ"m”
n=0 n=0

i (aa™ + bG™)x
n=0

F, =aad" + 06"

09.05.2001
Fibonacci Zahlen

Fo - 0 F1:1
Fn = Fn—1+Fn—2

F = F(z)=) Fa"
n=0

x a b
F = = b,a, 3 € C
1 — 2 — a2 1—0495+1—ﬁa: a0, a0

F, = aa” +b0"

Satz 1 (Partialbruchzerlegung)
K sei ein Korper

g=10—ax)™ ... (1 —a.x)™ € K|z a; # OVi

f € Klx] Grad f < Grad g
Dann gibt es f; € K[z| Grad f; < m; mit

f - fl .fr
g  (1—a)m et (1 — apz)m
fi o Ay Oy Oéimi
(1—azz)™ (1 — ) * (1 — z)? ot (1 — )™

(Beweis siehe “Algebraische Strukturen”)

Bemerkung
Ist g wie in Satz 1, so sind die ;' Nullstellen von g.
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Definition 1
Ist g = > ,a;xz’ mit a, # 0, so sel

gR — E an—ixz

=0
reflektiertes Polynom

Beispiel 2

g = 1+42z+32°
g = 2®4+22+3

Lemma 1
Es gilt g(a) = 0 mit a # 0 < ¢gfi(a™) =0

Beweis
Sei a # 0 in K

0=g(a)= Zaiof & 0=a"g(a)= Zaio/_”

=0 =0
=0
& g =0

Satz 2 (Fundamentalsatz der Algebra)
Ist

n

g= Zaixi € Clx] mit a,, # 0

=0
, so gibt es
at,...on € Cmit g=ap(r —a1)...(x —ay)

(ohne Beweis)

Folgerung 1
Ist f=3",az" €Clz] und a, # 0,a0 # 0, so gibt es ar, ..., a, mit

f:ao(l—@lx)~'<l_anx>
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denn nach Satz 2

= a(z—a))...(x— )

pem o (a)(toa)

= (1-—ax)...(1 —a,x)

Beispiel 3 (Fortsetzung)

[ |
l—xz—22 g
gi=a2—2—-1=(z—a)(z—ay)
O VR et Vi
T2 2
a1 heisst goldener Schnitt
g = (I —az)(1 — agx)
b
i = ’ = ¢ + mit a,b € C existiert nach Satz 1
g l—z—22 1—az 1—asx
T a(l — asz) +b(1 — oqx)

1 —x— a2 (1 —a2)(1 — agx)

r = a+b— (aay +baj)x
a+b=0=b=—a

aos — by = —1
acs +acy = —1
-1
a =
a1 — (g
b 1
a=+— = ——
N5 75
F, = aaf +baj
1+v5\  [1-v5
_ (Y V5
2 2
w_/

fiir n ungerade:
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Verfahren zum Lésen von linearen Rekursionen (mit konstanten Koeffizienten)
Geg:
Qp, = C1Qp—1 + ... + CLOn_p n>k

mit gegebenem ¢; € C und Anfangsbedingung:
a; = b; firi=0,1,...,k—1 b; € C gegeben

T
= o

(]

o
a;x" + E (rap—1 + ...+ ckap_g)x"
n=~k

IZ:(; k-1 k—2
= Zbixi +cx - (A— szxl) + cpz® - (A — szxz) + ...+ A
=0 i=0 =0
Auflosen nach A:
A /
l—cix—...—cak
mit f = by + (by — c1bo)x + ...+ (by — c1bp_y — ... — cpbo)ak

Partialbruchzerlegung

fi
A= ;(1—0@-:2)7"1'

7=0

= ZZfijZ(“Z_l)a?‘jx"

i=1 j=0 n—j

Bemerkung
Die «; im Verfahren erhélt man als Nullstellen des reflektierten Polynoms

gR = zF —clxk_l — ... — CL_1T — C,

Die f;; kann man durch die Anfangsbedingungen bestimmen.

Beispiel 4
Gp = Gp-1+ Qp_2
g = 1l—a—2°
gt = 2 —r—1=(z—a1)(z — ap) a # g

a, = aa"+bo"
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n =0 ag =0=a+0b
=1 a; =1=aa+b0s

Beispiel 5
C. = {zulissige Klammerungen mit 2n Klammern}
C, = Anzahl (C,) =|C,|
Co = 1
cCi =1
Cy, = 2
C; = 5
C, = n — te Catalan-Zahl
cP = { Zeichenkette aus C,, bei der die erste Klammer an der Position 2k geschlossen
wird }.
|| e®
C U._c
|Cn| = On = Cr—1Cn—k n=>1
k=1
c = Z cpx"”
n=0
= Cox’+ Z Cpx"
-1 n=1
.S (z) .
n=1 k=1
= 1l+(z-C)-C
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22C?* —xC+2x = 0

1 1
2,2 Lo 1
zC xzC + 1 T + 1
1\2 1
(ZL’C— §> = _x_{-é_l
1 1
AT -
xzC 5 :1:—|—4
1
10 = S(1EVI—du)
11.05.MMI
Satz 3

Ist K ein Korper mit 1+ 1 # 0 (d.h. charK # 2), dann gibt es zu jeder Potenzreihe

A= Zaimi € K[xz] ein B = Zbixi € K[z] mit B> = A
i=0 1=0
genau dann, wenn ag in K ein Quadrat ist.
Beweis

n=0 \k=0

an

genau dann, wenn (fir allen =0,1,...)

+
bg = Q bo = jb(}é O)

1
bobl + blbo = Qbobl = a bl = — -
2bg
n—1 1
bn - n bnbn— a1
(a kz:; 5T

..o, Hier scheint noch was zu fehlen :( jj

§ 6 Die Polynommethode

Satz 1
Ist K ein Korper und 0 # f € K|x] mit

f=) st a#0,
k=0
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so hat f hochstens n Nullstellen.

Beweis (siehe LA 1)

Folgerung 1
Sind
f:Zaia:i, g:ZbixiEK[:c]
i=0 i=0
und ist
flow) = g(ay) fir alle ; € M C K mit [M|>n+1
so gilt

Beweis

Folgt aus Satz betrachte f — g, grad(f —g) <n, also f —g =0.

Definition 1
Sei K ein Kérper mit Q C K, dann ist ,z hoch n fallend* definiert durch

*=x(x—1)...(x —n+1) € K[z], und

, & iiber n* durch
mit

Beispiel 1

Nach §2 Satz 3, gilt

n
= g Sn,kmb, denn
k=0

firn>k>mgiltmt=mm—1)-...-0-[...] =0
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firn <k <mgilt S, =0

Setze f = a" (*)
g = Z Sn’kl’ﬁ
k=0
f(m) = g(m) fiir alle m € N wegen (¥)

Satz 2
Ist Q C K Korper, so gilt

a)

Beweis (Ubung)

a) siehe unten, benutze Satz |1
b) Benutze Induktion iiber s, ; = sp—14-1+(n—1) - sp_14

Bemerkung

(2" )neno und (2%)neny

sind K-Basen des K-Vektorraums K[z| und

[Sn,k]n,kENo und [(_ 1)n7k5n,k]n,k€N0

sind Basiswechselmatrizen, also invers zueinander.

In Satz 7?7 haben wir die van-der-Mond’sche Gleichung eingefiihrt /bewiesen.

k Vm.,n, k€N
+ ) b
(m n) Z < > ( > wegen  kombinatorischem

1=0 Beweis

spezialisiert gilt

o B e e
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((j Zl)x) _ g (f;) <2 *_l;) € Klz]

nach Satz [I| (bzw. Folgerung ??) wegen (*) stimmen linke und rechte Seite fiir co viele m
iberein.

Satz 3
Firce K (Q C K, K Korper) und m € N setze

| [e.e] i
1 m = m T
(1+ cx) ,LEZO (n>c T

dann gilt fir 1 <j<m,j €N

a)

b)

Beweis
a) Induktion iiber j:

j =1 Behauptung, klar

1 BN

J21 (L ex)m) ™ = ((1+ca)

£ ()

2 (1))

n

-

( ]7;:" )nach§6$atz2

[un

b) Wende a) an fir j =m

Ausgangspunkt fiir die Polynommethode ist, dass eine Gleichung wie

W () - ];(7:) (")

16.05.MMI
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giiltig ist fiir alle m,n € N. Gesucht sind die Polynome f,g € K|z] mit K O Q mit

B wobei LS(x) die linke Seite und
f(m) = LS(x) RS (x) die rechte Seite von der Glei-
g(m) = RS(x) chung (*) meinen

Satz 1 impliziert dann f = g und es gilt fiir alle z € K

Im Beispiel ist

2x

—
I
VR

S

>:il(zx)(zx—m.....(zx—nﬂ)
n!
x x |
o k) 2180
0
2z B z
n B ‘ k) \n—
Sei etwa z = %, dann ist

zn: % ‘ % (1Y 1 firn=0,1
— k n—k) \n) 10 n>1

(i (i)cnxn>2 = 1+cr = (1+cx)?.

<
I
(]
=~

b
3 |l

N

( k‘) VzeC [bzw. z € C™"]

b
Il

[N

Beispiel 2 (Fortsetzung von §5 Catalanzahlen)

C, = Anzahl der reguldren Klammerungen mit 2n Klammern

= Anzahl der bindren Suchbdume mit n Knoten
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Da der Koeffizient von 2° C,,_; = 0, gilt

gilt:

n—1
Co = D CiCarsn, 121
k=0

C:ZC’na:” = 1+a2C? |-z
n=0
1, 1
eac— Lt = i1(1—4)%
x 5 = T3 x

n=1 Koeff.

L/ 3 +1

— _Z( =2 )

Cn 2(n+1)( )

= _1(_1)n+1,4n+1_ sG-1DG-2)-...-(3—n)

2 (n+1)!
1.2.8. . B |

= _12n+1<_1)1.1 1-3-5-... (Qn 1)71_
. (n+1)! nl

0 1:3:5-...-(2n—1)-2-4-...(2n)

N (n+1)!n!

_ 1 (2n)!

 n+1 nalnl

B 1 2n
 n+1\n

— als Vorzeichen und durch Koeffizientenvergleich
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§ 6 Die Polynommethode




Kapitel 2

Algebraische Strukturen

§ 1 Universelle Algebren

Definition 1
Ist M eine Menge so heifit eine Abbildung

f-M'=Mx---xM-—M

eine n-stellige Operation n = s(f). Da M° = {0}, ist eine O-stellige Operation vollstindig
beschrieben durch ein Element a = f(0)) aus M. Eine universelle Algebra vom Typ
(n)ier ist (M, (fi)icr), wobei f; eine n;-stellige Operation auf M ist [n, = s(f;) und I
Indexmenge].

Bemerkung
2-stellige Operationen werden meist durch +, -, 0,... bezeichnet [Infix Notation +(a,b) =

a+b).

Definition 2
Eine Halbgruppe ist eine Algebra (H, o) vom Typ(2), bei der (aob)oc=ao (boc) fir
alle a,b,c € H gilt.

Beispiel 1
A = Menge (“Alphabet”) W(A) = {(a1,...,a,) | a; € A,;n € No} (“Worte in A”)
WxW—-W

(al,...,an),(bl,...,bm) —>(a1,...,an7bl,...,bm>

Definition 3
Ein Monoid ist eine Algebra (M, o,e) vom Typ(2,0) mit:

a.) (M, o) ist eine Halbgruppe und

39
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b.) firalleae M eoa=aoce=a e heift neutrales Element

Definition 3 alt

Ein Monoid ist eine Halbgruppe (M, o) mit:
Es gilt e € M mit eca =aoe =a fir allea € M

Bemerkung
Sind (H,o,e) und (H,o, f) Monoide, (mit gleicher Verkniipfung o ) so gilt e = f. d.h. das
neutrale Element eines Monoids ist eindeutig bestimmt.

e=eof=Ff

Definition 4

Eine Gruppe ist eine Algebra vom Typ(2,1,0) (G,0,7!, ¢), bei der folgende Regeln gelten
(G, o0,e) ist ein Monoid und:

gogl=glog=ce fir alle g € G

Gilt zusétzlich g 0 go = g2 0 g1 fiir alle g1, g2 € G,

so heifit G = (G, 0,7!  e) abelsche Gruppe oder kommutative Gruppe.

Beispiel 2
a.) S,={o:{1,...,n} = {1,...,n} | o bijektiv} (S,,0,7', (1))
id
ist eine (nicht abelsche) Gruppe (fir n > 3)

b.) (Z,+,—,0)

ist eine abelsche Gruppe

Definition 5
(R,+,—,0,-,1) vom Typ(2,1,0,2,0) heiit ein Ring (mit Eins), wenn (R, +, —,0) abel-
sche Gruppe und (R, -, 1) Monoid ist und folgendes gilt:

(a+b)-¢c = a-c+b-¢c  VabceR
a-(a+c) = a-b+a-c

Gilt zusétzlich a-b = b-a fiir alle a,b € R so heiit (R, +,—,0,-, 1) kommutativer Ring.
Gilt zusétzlich zu jedem a € R\{0} gibt eseina™' € Rmita-a ' =a"'-a =1 und gilt
1 #0, so heifit (R,+,—,0,-,1) kommutativer Korper.
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Beispiel 3

(Z,+,—,0,-,1) ist kommutativer Ring

(Q,+,—,0,-,1) sind Korper

(R, +,—,0,-,1)

(C,+,—,0,-,1)

(Fy, +, —,0,-,1)

(K™ +,—,0, \Eﬁ/ ) ist nicht kommutativer Ring mit Eins

Einheitsmatrix
K[z] Polynomring
K[z] Ring der formalen Potenzreihen

Definition 6
Ein Vektorraum iiber einem Korper K ist eine Algebra (V, +, —, -, K) vom Typ(2, 1,0, (1);cx)
wobei (V,+, —, ) abelsche Gruppe ist.

a(v+w) a(v) + a(w) aceK vweV
le K l(v) = v
(@+B)(v) = a@) +80) Bek
(a-B)(v) = a(B(v))
Definition 7
Ist (R,+,—,0,-,1) Ring (mit Eins) so ist ein R-Modul eine Algebra (M, +,—, -, R) vom

Typ(2, 1,0, (1);cr) wobei:

alv+w) = o)+ a(w) a€eR
l(v) = v veM
(@+B)(v) = aw)+p) afeRr
(- B)(v) = a(B(v)) v,weM

§ 2 Unteralgebren, Homomorphismen, Kongruenzen

Es sei A = {A(fi)ier Algebra vom Typ T' = (n;)ier,ni = s(fi)}-

Definition 1
Die Algebra U C A heifit Unteralgebra (im Zeichen U < A) genau dann, wenn

filuy, ... uy,) €U fir alle uy, ..., u,, € Ui € I.
Insbesondere gilt: ist n; = 0, also f; € A, so muf} f; € U.

Bemerkung
Ist U < A, soist (U, (filu")ier) Algebra vom Typ T.
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Beispiel 1
a) Sei G = (G,-, 71 1) Gruppe.

U <G < U Untergruppe
& (v eU=u-velu'ecllel)

b) Sei V = (V,+,—,0, K) ein K-Vektorraum.
U <V < U Untervektorraum = Teilraum

¢) Sind R Ring und U < R, so ist U ein Teilring (auch: Unterring) von R.

Lemma 1
U; < Afiir j € J (= unendliche Indexmenge) = ﬂ U <A
jed

Beweis (trivial)

Definition 2
Ist M C A, dann ist

(M) = (UM <U< A}
= FErzeugnis von M, die von M erzeugte Unteralgebra.

Beispiel 2
a) V ist K-Vektorraum, vq,...,v, € V.

{vy,...,0,}) = {Zaivi | EK}

b) G = (G, ,7',1) sei Gruppe, g € G

(9) = ({g}) = {d'li € Z}, wobei

ge-... g fiir ¢ > 0
i mal
g = 1 firi =0
gt gt fire <0
—

—i mal(—:>0)

<{glaagn}> = {al---am | mGN,CL]’ € {gla--'vgnvgl_la"'aggl}}
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Definition 3
Sind A = (A, (fi)ier) und A" = (A, (f))ier) Algebren vom gleichen Typ T' = (n;)ies S0
heifit eine Abbildung

p: A— A

ein (Algebra-) Homomorphismus, wenn

f{(%o(aﬂa cee 7@(61711)) = Sp(fi(alv cee 7ani))
[ insbesondere ist p(f;) = f/ falls n; =0, d.h. f; € A].

Ist zusétzlich ¢ bijektiv, so heifit ¢ ein Isomorphismus.
Ax A ﬁ 3 Isomorphismus ¢ : A — A’

Beispiel 3
a) V,W sind K-Vektorrdume.

¢V — W Homomorphismus < ¢ ist K-linear

[p(v1 +v2) = @(v1)+ ¢(ve) und

p(-v) = —p(v)
pla-v) = a-p)
p(0) = 0 ]

b) Seien Gy = (Gy,-, 7', 1) und Gy = (G, *, , €),
¢ : 1 — G5 Homomorphismus.

(1) w91 92) = ¢(g1) * p(g2), Vg1, 92 € G1
(i) e(g™") =¢(9), 9 € Gy
(iil) ¢(1) =e

Gilt (i) fur alle g;, so kann man (ii) und (iii) daraus folgern.

Definition 4
Eine Aquivalenzrelation ~ heifit eine Kongruenzrelation auf der Algebra A, wenn
folgendes gilt:

ay ~ Ay, .. Gy, ~oan, = filar, ..o an,) ~ filay, .. an)

d.h. ~ ist mit allen Verkniipfungen f; vertréglich.
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Beispiel 4 )
Sei (G,-,7',1) Gruppe, ~ eine Aquivalenzrelation auf G.

~ ist Kongruenzrelation < (a ~a',b~V = (a-b~ad -V unda' ~a ' und 1 ~ 1))

Satz 1 (Homomorphiesatz) )
a) Es sei ~ Kongruenzrelation auf A. Dann ist die Menge der Aquivalenzklassen
Al ={la]~ | a € A},

wobei [a]. = {a' € A| a' ~ a} die Aquivalenzklasse von a bezeichnet, eine Algebra
von Typ T mit

filla]~, - lan]s) o= [filar, - an,)]
und
T=m.: A — A/
a +— [a].
ist surjektiver Homomorphismus.

b) Ist ¢ : A — B ein Homomorphismus, so wird durch a ~ a’ < ¢(a) = ¢(d’) eine
Kongruenzrelation auf A definiert und

Bild(p) = ¢(A) := {¢(a) | a € A}
ist Unteralgebra von B und es gibt einen Isomorphismus
p: A/. — Bild(y)
)

Kennt man also alle Kongruenzrelationen auf A, so kennt man bis auf Isomorphie alle
homomorphen Bilder von A.

Beweis (Nachrechnen!) -
zu zeigen ist, dass die Operationen f; wohldefiniert sind, d.h.

fillaal~, - lan ) = filas, - an)

Es kann sein, dass [a;] = [a}], dann muf} auch

ﬁ([a1]~7 SRR [a’”i]N) = fi(a/h o 7a,n¢)

gelten, weil ~ eine Kongruenzrelation ist.
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Beispiel 5
Seien V ein K-Vektorraum und ¢ : V' — W ein Homomorphismus.

/ o /
vt e () = ()

& plv—1)=0
& v—v eKemn(p)=U<V

V. =v+U

0]~ = U = Kern(p)
23.05.MMI

A= (A, fi)ier) Algebra vom Typ T = (n;)ses
Eine Aquivalenzrelation ~ auf A heisst Kongruenzrelation, wenn fiir alle j

aj ~ a;- = fl-(al, C. ,am) ~ fi(a’l, . ,a;i)

Dann wird

Al ={la]~ [ a € A}
zu Algebra vom Typ T mit
fillaa]~, - lan o) = [filar, - any)]~
genannt Faktoralgebra:

A — A/.

a — [a]~

surjektiver Homomorphismus von Algebren.

Beispiel 6

V' K-Vektorraum und ~ Kongruenzrelation
0. = U Teilraum von U
., = a+U={a+uluelU}

V/N = V/U
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§ 3 Ringe und ldeale

R=(R,+,—,0,-,1) sei Ring (mit Eins)
(Typ = (2,1,0,2,0))

d.h. (R, 4+, —,0) abelsche Gruppe
(R,-,1) Monoid und

(a+b)-¢c = a-c+b-c
(a-(b+¢c) = a-b+a-c

Lemma 1
In einem Ring R gelten:

a)a-0=0-a=0 firalleacR
b.) a-(=b)=(—a)-b=—(a-b)  fiirallea,be R
c.) —(—a)=a
d.) —(a+0b) = (—a)+ (=)
Schreibweise: a — b = a + (—b)

Was gibt es in Ringen fiir Kongruenzrelationen auf R 7
Setze Z = [0]. ={a € R|a~ 0}
Daraus folgt fiir a,a’ € R

a~d =a+b ~ d+¥
b~ a-b ~ a-V
—a ~ —d

a~d & a—d ~d—d =0
& a—d eZ=[0.
Also: Die Kongruenz ~ ist vollstindig beschrieben durch Z = [0]~
Welche Eigenschaften hat Z = [0].. 7

u,v €1 = un~0= u+v~0
v~ 0 alsou+vel
und —u~-0=0 —ue’l

Istae RueZ dh u~0,a~a,alsoa-u~a-0=0undu-a~0-a=0alsoa-ue’l
und u-a € 7.
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Definition 1
Z C R (R Ring) heisst Ideal (Im Zeichen Z < R) wenn 0 € Z und

a,bel = a+beZund —a€e’l
acRuel = a-veZundu-acl

Satz 1

Ist ~ eine Kongruenzrelation auf R, so ist
Z=1[0~.<R
Umgekehrt: Ist Z < R, so wird durch

a~d Sa—d el
def

eine Kongruenzrelation definiert.
[Dabei 0] =T,[a] =a+Z ={a+u|ueT}
Man schreibt

R/.=R/z1

(Es gibt genausoviele Kongruenzrelationen, wie es Teilrdume gibt.)

Beweis
1. Teil s.o.

2. Teil Sei Z C R beliebig gegeben und ~ definiert durch
a~d Sa—d el

1. Beh ~ ist Aquivalenzrelation
(1) Reflexivitét:
an~agilt,weila—a=0€eZ
(ii) Symmetrie:
a~b= b~ a gilt, weil gilt:

a—bel=—(a—bjeZT=b—acI<IR d.hb~a

(iii) Transitivitéit:
a~bundb~c= a~ cgilt, weil a —b € Z und b — ¢ € Z impliziert
a—b+(b—c)elT=a—ceZdh a~c
2. Beh ~ ist sogar Kongruenzrelation
an~a = a+b~a +b (i)
b~ zu zeigen —a ~ —d (ii)
a-br~a b (iii)
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a—d €l = a—-d+b-V el
bt eIl  a+b—(d+¥)eT
a+b~a +V
(i)
a~d €T alsoa—d €l = —(a—d)eT
—a—(—d)el

!/
—a~ —a

(iii)

a—a €Z dannfolgt (a—d)-bel

b—V el a-(b-b)eZ
und auch (a—dYo+db-0V)eT
ab—ad't' €T
d.h. ab ~ a't!

Satz 2
Ist R kommutativer Ring (a-b=10-a Va,b € R) und d € R beliebig, so ist

R-d={a-d|a€e R} <R
ein Ideal, das von d erzeugte Hauptideal.

Esist R-d= R = d ist invertierbar in (R,-,1) [d.h. 3d' € R mit d - d’ = 1]

Beweis
Zu zeigen:

(i) 0e R-d
(i) wuveR-d=u+veR-dund —ue€ R-d
(ili) ce Rue R-d=c-uec R-d

1)

)
zu (i) 0 € R-d, weil 0 =0 - d (siehe Lemma 1a)
zu (ii)

(ii) uw,v € R-d bedeutet u =a-dund v =b-d mit a,b € R
dann folgt:
ut+tv = a-d+b-d=(a+b)-deR-d
~——
€R
—u = —a-d=(—a)-deR-d
~——

€R
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zu (iii) u € R-dundc€ R, dh.u=a-dmita € R
dann folgt:
c-u=cla-d)=(c-a)-deR-d

——
E€ER

Wann ist R-d= R ?
Sei d invertierbar in (R, -, 1), d.h. es gelten d € Rund d-d' =1
dann gilt fiir a € R

a=a-1=a-d-d=(a-d)deR-d

——
€ER

also
RCR-d

Umgekehrt sei R = R -d
dannist 1 € R-d, d.h. 3d’ € R mit 1 =d - d', d.h. d ist invertierbar.

Beispiel 1

R = Z m e N

mZ < 7
Ly = Lfmz=17]~,
= {la]~ |a € Z}

~=nrv,, definiert durch:
a~bsa—bemi

lal. =[alm=a+mZ={a+m-z]|z€Z}

7z — D,

a +— [a]n
ist surjektiver Ringhomomorphismus

Lo, = { 0], Ly - oy [m — 1] }

dann ist a € Z beliebig |2 (untere Gaussklammer).

m
= grosste ganze Zahl <

a
—m

a
,=a— | — 0,1,... -1
i=a—Sjme {01, .m-1}

dann ist
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Bemerkung
statt
ar~ybfirabeZ

schreibt man oft
S a=bmodm

& [a = [l in Z

Beispiel 2

0, = {0,3,-3,6,—6,...}

[1]m = {1,4,—2,7,—5,...}

[Q]m = {2,5,-1,8,—4,...}
Zy=1L/3 = {[0]s [, [2]31}

Konvention
In jedem kommutativen Ring R schreibt man

1+1=21+1+1=3,...

allgemein:
a € R, a+...+a=:r-ain R
!
zB.24+2=11in Z;
genauer [2]5 + 2] = [1]3

Belspigltdng
keine ganze Zahl der Form 7+ n - 8 ist eine Summe von 3 Quadratzahlen in Z (fiir n € Z)
Beweis
Annahme:
z=T+n-8=a®+ b+ fiir a,b,cZ
Betrachte

QDZZ — ZgZZ/gz

z = [z
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ist Homomorpismus.
Dann folgt

p(z) = ¢(a®) + o) +
s = ¢la)® +(b)* + o(c)
a/2 + b/2 + C/Q a',b',c’ c ZS

N ~—

in Zg gilt:

N

Nl\)
o|o
—| =
N
= w
O| W~
—| ot
= o
=1~

Quadrate in Zg sind 0, 1, 4.
Summe von 3 Quadraten sind:

= 02 +0%+0?
= 12 +0*+0?
= P+1°+0°
12 4+1% 412
= 224 0°40°
— 22+12+02
— 22_|_12_|_12

< S B OGN R S )
I

7 ist in Zg keine Summe von 3 Quadraten.
Also ist die Annahme falsch.

Beispiel 4
Pseudozufallszahlen

Gesucht sind Zufallszahlen in {0,1,... ,m — 1} fir ein m € N,
25.05.MMI

Loy, =L mz = {la]m | a € Z}
[alm ={n+mz|z€Z}=a+mZ
[a]m = [b]m & b—a € mZ
L = {[0)ims [L)ims - -, [m — 1]}

o Bl =l bl

Konvention 1 = [1],,
k=1+14...4+1=[k], inZ,

J/

k-mal
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Beispiel 5
Pseudozufallszahlen
neN {0,1,...,m—1} Lo,

2 = 0 Startwert [Datum - Uhrzeit]

Zn = Q-Zp_1+cC in Z,, n>1

Eigentlich [z,],m = [a]m[2n—1]m + [¢]m mit geeigneten a und ¢ in Z,,.
Jede solche Folge (2,)nen, wird periodisch werden

Zj = Zj+k:>
Zj+l = Zjtk+1

Bestimme a, ¢ so dafl Periode k = m ist, aber bitte nicht a =c=1

F = Zznx” =z + Z(a “Zpo1 F 0)a" € L[]
n=0 n=1
— . F . :0
a-z-F+c 2 [20 = 0]
T 1 T >
F = ¢- . - ) n M
l—z 1—ax 1—2 nzzoa$
= cZ(l+a+a2+...+a”_1)x"
n=1

Also z, =c(l14+a+...+a" ") fir n > in Z,,a und ¢ so zu bestimmen , dafi Periode m

L = {20,21,--+>2Zm-1} Zm = 20
Also: = {c(l+a+...+a" ) |n=1,...,m}
=1 fii:rreinn

Also muf ¢ in Z,, invertierbar [“ggT(c,m) =11in Z"] ™ =1 in Z,,
(Fortsetzung folgt [§8 Beispiel 7))

§ 4 GroBter gemeinsamer Teiler, Euklidische Ringe

Bemerkung
Ist m € N keine Primzahl, so ist

m=p-q mit 1 <p,g<m
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dann ist
Pl (@l =P @ = M)y, =0 in Zy,
aber [plm # 0 und [g],m # 0 weil 1 < p,g < m

Definition 1

Ist R ein kommutativer Ring und ist a # 0 # b aber a - b = 0, so heiflen a, b Nullteiler.
R heifit Integritétsbereich, wenn R ein kommutativer Ring (mit 1) und R keine Nullteiler
enthélt. [Insbesondere gilt dann: @ -b =0 = a = 0 oder b = 0]

Beispiel 1
Z,K|x], K|z], Z]z], K Korper , ... sind Integritétsbereiche
kein Integritdatsbereich ist Z4, Z,, fiir m ist keine Primzahl.

Definition 2

a,be R alb&s IzeRmitb=a-z (lies: “a teilt b”)

d € R heifit ein grofBter gemeinsamer Teiler von a und b “in Zeichen d € ggT'(a,b)”,
wenn d | @ und d | b und zusétzlich gilt aus ¢ | @ und ¢ | b folgt ¢ | d.

Bemerkung
Ist w in (R,-,1) invertierbar “u ist Einheit in R” so gilt v | a fir alle « € R denn
a=u-(u"t a)

Beispiel 2
In Z sind nur 1 und —1 Einheiten
99T (4,6) > —2,2

Bemerkung
d € ggT(a,b) in R und u Einheit in R = u-d € ggT(a,b) umgekehrt, sind d und
d € ggT(a,b) so gilt:

d|d weil d € ggT'(a,b)
und d|d weil d' € ggT'(a,b)
dh. Jv € R d = dv
' € R d = dv
d = d{@-v) also
d(l—2vv) = 0

Also, da R Integritdtsbereich, folgt d = 0 und dann auch d = 0 oder (1 —v'v) = 0 d.h.
v'v =1 und v, v’ sind Einheiten in R.

Also d,d" € ggT(a,b) = d' = u - d fiir eine Einheit u € R.

Also ggT's sind nur bis auf eine Einheit (d.h. Multiplikation mit einer Einheit) in R be-
stimmt.
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Wie findet man gg7T'(a,b)? [Nicht in jedem Integritétsbereich gibt es ggT'(a,b) fiir alle a, b]
In Z oder K[z] findet man ggT'(a,b) mit dem Euklidischen Algorithmus.

Definition 3
Ein Integritdtsbereich R zusammen mit ¢ heifit ein [Norm-] Euklidischer Ring wenn:

d: R\ {0} — N
0:R — N mit 6(0) = 0 und 6(ab) = d(a) - §(b)] (%)

mit folgenden Eigenschaften. In a,b € R mit b # 0 existiert stets ein ¢ € R und r € R mit

a=q-b+r wobeir =0 oder §(r) < i(b)

Beispiel 3
(Z,1]) ist (Norm-) euklidisch wobei:

la|= a : a>0
]l —a : a<0

(x)0(a) =0<=a=0

Beispiel 4
R = (K|z],Grad) ist euklidischer Ring

1
_ 5 3 _ (9.3 12
Q] =2"+2"+1= (22 +2x)(2$)+ 1
—— r

R = (K]|z],6) ist Normeuklidisch

Satz 1
Ist (R,d) euklidischer Ring, so gibt es zu a,b € R stets ein d € ggT(a,b) und es gibt
Y, 2 € R mit:

d=a-y+b-z

Beweis (Euklidischer Algorithmus)
Ist b=0,sosetzed=aund z.B. y =1,z = 0.

Ist umgekehrt b # 0 existieren ¢, € R mit
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a=b-q+r mit[r;=0oder] d(r;) <o(b)
b=gqy-r1+1ry mit[reo=0o0der] d§(r2) <d(r)
TN =¢q3-re+rs mit[rg=0o0der]| d(rs) < d(re)

nach endlich vielen, [ spétestens §(b) + 1 | Schritten wegen §(b) > d(ry) > ... > §(r,) >0
Tnoo = Gn Tn_1+7r, mit (r,) <o(rp_1)

Tn—1 = qn+1 " Tn
setze b=qound a = r_;

Behauptung: Jy;, z; mit
Tn = YjTn—j1 + 2rn_j fir 7 =1,2,...,n
denn fiir j = 1 setzen wir y; = 1 und z; = —q,.

Schritt von j auf j + 1:
Tn—j—2 = Qn—jTn—j—1 + Tn—j

Yj+1 = Zj Zj+1 = Yj = dn—j%j

Dass 1, € ggT'(a,b) ist [da y = yn, 2 = 2, | folgt aus ggT'(a.b) = ggT'(b,a — gb).

Lemma 1

99T (a,b) = ggT'(b,a — qb)

Beweis
Zeige

d|a,b—d|ba—qb

denn: a =d-ay, b=4d-b; mit ay,b; € R=b=db,a—qb=day — qdby = d(a; — gby), d.h.
d|b,a— gb.

Satz 2
Ist (R,d) euklidischer Ring und a,b € R, dann

blo =b+a-R=R/.r
genau dann invertierbar (oder auch eine ,Einheit“) wenn
1 € ggT(a,b)

Beweis
a) angenommen 1 € ggT'(a,b). Nach Satz 1 gibt es y, z € R mit

l=y-a+2z-b
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z:-b—1=(-y)-a€ Ra
[z]a - [b]la = [2b]a = [1]a = 1 (Einselement von R/g, )

dnfl," = [,

b) Sei [b], invertierbar in R/g,, d.h. 32 € R mit [b];! = [z],
also gilt [b],[2] = 1 und fiir ein y € R:

b-z—1=y-a

bz —ya =1

Gelte d|a,b , dann folgt
d|bz — ya, also d |1

Also ist d Einheit in R, also gilt 1 € ggT(a,b).

Folgerung 1
Ist m € N so ist [¢|,, in Zy, = Z/ 7 invertierbar genau dann, wenn 1 € ggT'(c, m).

Ist R ein kommutativer Ring, so wird die Menge der Einheiten in R mit R* bezeichnet.

Rr={a€R|Ja'€Rmita-a ' =1}

Beispiel 5
Zs = 1[0, [1s, [2]6, [3]6, [4]6, [56}
Zg = {[le,[5]6}
Zg {[0]s, [1]s, [2]s; [3]s, [4]s, [5]s; [8]s, [7]s}
ZLg {[1lg; [3]s, [B]s, [T]s}
Definition 4

¢ heilt Eulersche ¢-Funktion.
©(m) gibt die Anzahl der zu m teilerfremden Zahlen in {1,...,m — 1} an.
z.B.
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Folgerung 2
Loy = 7L/ 7, st fiir m € N genau dann ein Korper, wenn m eine Primzahl ist.

Beweis:
Zy = 7/1z = {[0]: } = {0} ist kein Korper.

Ist m > 1 keine Primzahl, so gilt m = a-b mit 1 < a,b < m, was bedeutet, da8 [a],, - [b], =
[m]m = [0], = 0 ist, obwohl [a],, # 0 und [b],, # 0.

Also ist Z/,z kein Integritatsbereich (es gibt Nullteiler), also kein Korper.

Ist umgekehrt m eine Primzahl, so ist fiir jedes Element ¢ € Nmit 1 <a <m

1 € ggT(a,m)

also nach Folgerung 1 (Satz 2) ist [a],, invertierbar. Also hat jedes [al,, # 0 in Z,, ein
Inverses.

Satz 3
Ist (R, §) ein euklidischer Ring und ist /IR, so gibt es ein a € R mit I = R-a. D.h. in einem
euklidischen Ring gibt es nur Hauptideale. Er wird auch als Hauptidealring bezeichnet.

Beweis:
Ist I = {0} das Nullideal, so ist I = R - 0.
Es sei nun I # {0} ein Ideal in R und

m =min{é(y) | y € I\ {0}} S No
und es sei m = §(a) fiir ein a € T\ {0}.
Behauptung: I = R-a
Beweis:

D Daaelgilty-aeclfirjedesy € R, also R-a C I.

C Sei b € I beliebig, da a # 0 existieren ¢,r € R mit

b=q-a+r mit r = 0 oder 6(r) < d(a)

d(r) < d(a) ist unmoglich, weil

d(a) =min{d(y) |y € I\ {0}}
Also folgt » =0, d.h. b € Ra, also I C Ra.
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Folgerung 3
Jedes Ideal von Z ist von der Form I = Zm mit m € Nj. Jedes homomorphe Bild von Z
ist isomorph zu Z, = Z/mmz fir m € Z oder Z(= Zo = Z/oz)-

§ 5 Eindeutige Primfaktorzerlegung

R sei ein Integritiatsbereich (kommutativer Ring ohne Nullteiler, d.h. a-b = 0 = a =
0 oder b = 0), dann definiert man

Definition 1
p € R irreduzibel < p#0,pZ€ R undp=a-b=a € R" oder b € R*

Lemma 1
(R, 6) euklidischer Ring, p irreduzibel = pla - b = pla oder p|b

Beweis

Angenommen p|ab, dann:

Ist p kein Teiler von a, so ist 1 € g¢T'(p,a) und es gibt deshalb y,z € R mit 1 = yp + za.
Multipliziert man dies mit b, so erhélt man:

b = ypb + zab.

Da p sowohl ab als auch ybp teilt, mufl es auch b teilen.

Satz 1
Ist (R, ¢) ein Normeuklidischer Ring, dann hat jedes a € R\{0} eine Darstellung der Form:

a=1u-pi...py mit u € R*, p; irred.
Gilt auch
a=v-q...(s mit v € R*, ¢; irred.
so gilt r = s und es gibt Permutation o € S, mit ¢; = u;p,(;) mit u; € R*.
Beweis
a) Existenz:

Induktion nach 6(a)
da)=1=a€ R

[1=ga+rmit é(u) <d(a) =1

5(r)y=0r=0 (6Norm) g=a' a€R

d(a) > 1

Ist @ irreduzibel, so a = 1 -a. Sonst a = b-cund b,c € R* 6(a) = §(b) - §(c) und
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d(b),d(c) > 1 und < d6(a)
Nach Induktionsannahme:

b = u-pi...p u € R* p; irred.
c = u -pg1...pr u € R*,p; irred.
a = b-c=u-u-p...p

€R*

b) Eindeutigkeit:

a = U-pPyp...pr Di, g; irred.
= V-q...qs u,v € R*

Induktion nach Min(r,s) = r:

r=0,danna € R, s=0undu=v=a
r>0,pla=wvq...qs

Nach Lemma 1 (mehrfach angewandt) gibt es j mit p,|q;
oBdA j =s

qs = u,p, dabei u, € R*

O=a—a=p (upr...pr—1 — (VU)G1 ... Gs—1)

[ J
-~

=0

Nach Induktionsannahme r — 1 = s — 1 und bei passender Sortierung ist ¢; = w;p;
mit u; € R*.

Korrollar
a) In Z hat jedes a € Z\{0} ein eindeutige Darstellung (bis auf Reihenfolge der Fakto-
ren) in der Form

a=upi...p, p; Primzahl ,u € {—1,1}

b) Ist K Korper, so hat jedes f € K[z]\{0} eine (bis auf Reihenfolge) eindeutige Dar-
stellung in der Form

f=ufi... [ mit v € K* und f; irred. und normiert

Definition 2
f =31, ax" heisst normiert (engl. monic) wenn a,, = 1.

Satz 2
Es sei (R, ) euklidischer Ring und 0 # f € R
SO ist

R/pr={lgls |9 € R, 0(g9) <(f)}u{0}
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wobei
Yl =9+ fR(={9+ [ -2|z€R})
Es ist R/s.r Korper & f irreduzibel.

Beweis
a)

lgnlr = lgels & 91 —92 € FR
Da (R, ¢) euklidischer Ring und f # 0, gibt es zu jedem beliebigen g € R stets ein
q¢,7 € R mit
g = q-f+r wobei 7 = 0 oder 6(r) < 0(f)
g—r = q-f €fR
lgly = [y

Nach Definition ist

R/gr = {lgly 19 € R}
{lgly | 9 € R,6(g9) < d(f)}u {0}

b) Ist f irreduzibel. Beh: R/;p ist Korper

(i) Sei 0 # [g]; aus R/ ¢g.
Zu zeigen: [g]; hat Inverses.
f fg 1 € ggT(f,g), weil f irreduzibel ist.
Esgibty,z€e Rmit l=y-f+2-gmity,z€ R

1=y =y- fly+[2]s - gl

Also ist [g]; invertierbar: [g]jT1 = [2];.

Also ist R/r Korper.

(ii) Es sei f nicht irreduzibel
f=a-bmit a,b & R*
0=I[fly =la-bl; = lal; - by
Wire [a]f = 0, so wére fla = f-a; ai € R
f=a-b=f a;-b Widerspruch §
=beR*
Also [a]f =0 und [b]; =0
also ist R/ ;g kein Integritétsbereich und damit erst recht kein Korper.
Schliesslich: Ist f € R*, soist R/fr = R/r = {0} und R/ kein Korper.
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Beispiel 1

R = ZQ[I] ZQ = {0, 1} = Z/QZ
f=a+2+1 €ER d(g) = Gradg
R/ir={lgls | g € R, Grad g <2} U {0}

—00 0
Polynome vom Grad 0 in Zs[z] 1
1 inZslx] =z, z+1

R/ ir| =4
R/rr ={[0], [1], [2], [x + 1]}
. 0 1 ] [z + 1]
0 0 0 0 0
1 1 2] [z + 1]
[z] [z + 1] 1
[z + 1] [z]
[7][2] = [2*] = [z + 1]

NR: 2? = (2 +2+1)- 1 +z+1
N g
! g v

2z + 1] = [+* + 2] = [1]
NR: 2+ 2 = (z +x+1)-\1//+1
f q
[z + 1]z + 1] = [22 + 1] = [7]
x4+ 1] = [z]™*
Also Zs[z]/(x* + x + 1)Zy[x] ist Korper mit 4 Elementen

Beispiel 2
Zy = 7.JAZ = {[0]4, [1]4, [2]4, [3]4} ist ein Ring mit 4 Elementen kein Korper!

NRO=4%2+1=> 9], = [l

13.06.MMI
(R, S) sei euklidischer Ring z.B. (Z,| |) (K|z], Grad) K Korper.

e Division mit Rest

e cuklidischer Algorithmus zu a,b € R gibt es d € ggT(a,b) d =ya+ zb mit y,z € R
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Folgerung 1

R/qR ist Korper < ¢ irreduzibel in R
q € Rirreduzibel < ¢ # 0

¢ ¢ R

q = a-b=a€ R*oderbe R*

Beispiel 3
Z./pZ Korper < p Primzahl p € N
Z, = 1Z/pZ ist Korper mit p Elementen falls p Primzahl

Z,» = Z7/p*Z ist Ring mit p*-Elementen aber kein Kérper

Beispiel 4
R = K[z] K Kérper R/fR = {[g]; | ¢ € K[z]}
9l = g+ fK]a]
l9]; = [hy<g—he [fKlz]=q- [ mitqge Klz]

R/fR = Kz]/fK[z] = {320 @izl | a; € K} falls Grad f =n > 1

Bemerkung
Ist K = Z, = Z/pZ [Korper mit p Elementen p Primzahl] und ist f € K[z] und Grad
f=mn>1. Dann ist:

| Klal/fKa) | = p"
Klz]/fK[z] = {lao+az+...+an12" ;| a; € Zy}
und K|z]/fK[z] Korper < f ist irreduzibel.

Beispiel 5
K=12Zy f=2"+2+1¢€ K[]

Vv
irreduzibel

L = Klz]/fK]|x] ist ein Kérper mit 8 Elementen
= {[ao + a1x + az?]; | ag, a1, az € Zo}

Die Element von L werden durch 3 Bits dargestellt.

2
lag + a1z + axx®); — apaias

a = [z]f ~ 010

o = [2%; « 001

o = [y =[x+1]; — 110 NR:z®*=(2*+z+1)+z+1

ot = [2-a)p=[2? + 2]y — 011

o = [ptoalp=[B+2Y,=t+z+1; < 111 NR2BP+22=P+ar+1)+22+2+1
of = [P Hat+aly=[2+1]; — 101

a’ = [33'3 + l’]f = [1]f «— 100

a® = «
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Ist o' = 3 so schreibt man i = log,(3) “diskreter Logarithmus”.

= =a" a=a

o’ +a’ =a’(1+a”) = [2°]; = o’

§ 6 Der chinesische Restsatz

Ry, ..., R, seien Ringe; dann wird R = Ry X ... X R, = {(a4,...a,) | a; € R;} zu einem
Ring R = (R, +,—,0,+,1) mit:

(ay,...,a.)+(by,...,b,) (a14by, ..., a,+Db,)
(a1,...,a,) = (—ay,...,—a;)
0 = (0,...,0)
1 = (1,...,1)

Lemma 1
Ist R euklidischer Ring und sind ¢1, ¢z € R mit 1 € ggT(q1, g2) [d.h. ¢1, g2 sind teilerfremd],
so gilt ¢1]a und ¢2|l¢ = ¢1 - g2]a

Beweis

1 = Yy +2q2 Y,z €R
a = ayq + azqe

Nach Voraussetzung ist a = q1a, und a = ¢qas

a = Yasq1q2 + 2a1q1G2
= Q192" (yag + za1)

Bemerkung
4|12 und 6/12 in Z, aber 4 -6 f12

Satz 1
Ist R euklidischer Ring und sind ¢, ..., ¢ € R paarweise teilerfremd, d.h. 1 € g¢T(q;, ¢;)

fiir ¢ # j.
Dann gilt firm=¢;-...-q,

R/mR= R/ 1R % ...x R/q,R

v alm — ([dlg, - - [alg,)
[dabei ist [a],, = a +mR und [a],, = a + ¢;R]

i
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Beweis

V:R — R/qRx...xR/qR

a — ([a]g,---,lalg) ist Isomorphismus
ist offenbar ein Ringhomomorphismus mit Kern :
Kernyp = {a € R|v(a) = o}
= {a€eR|laly, =0,...,[a], =0}
= {a€eR|q|a,...,q|a}

= {aeR|m=q...q|a} mehrfache Anwendung von Lemmal
= mR

Nach Homomorphiesatz aus §1

¢v: R/mR = Bild
[a]m — ¥(a) = (alg,, .- ., [ay,)

Zu zeigen:

Bildy = R/;R % ... R/q,R

Beweis
Wir finden Umkehrabbildung

n:R/@RX...X R/qg.R— R/mR

mit Ip on = Zd_>R
dazu setzte ¢, = ;—’; =1 ¢G-1Git1---Gr

1 € ggt(g,q) weil q1,. .., q, paarweise teilerfremd
1 = yigi+ ziq
1, = lzdla

K2

definiere n([ailg,, - .., [ar]q) = Doie @i¢izi)m @i € R Dann gilt:

¢n([a1]Q17 R [a""]QT) = I/J[Z aiziqz{]m

r

= Z([aiziqz{]fh? SRR [aiziqg]%)
pry H,_/ W—/
=0 fiir i#1 =0 fiir i#r

[a’lzlqg]lhv R [arzrq;]qr>

[a’l]ma T [CLT]qr>

(
=

also ¥n = id und psi ist surjektiv.
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Beispiel 1
Seien R = Z,m = 60 = 3 -4 -5. Dann sind
@ =3 q; =20, weil 3-20 =60
=4 q,=15, weil 4-15 =60
@3=5 q3=12, weil 5-12 =60
Suche nun y;, z;, fiir die gilt
l=yi-q+zi-q
1 = 7-34+(-1)-20
~—
21
1 = (=11)-4+_3 15
21
1 = 5-5+4(-2)-12
~—~—
21
Es ist also
260223XZ4XZ5
Berechne nun z.B. [43]s0 - [35]60
[43]e0 - [35]e0 = 7([43]s, [43]4, [43]5) - 0([35]s, [35]4, [35]5)
= n([Us, [3]4, [3]s) - n([2]s, [34, [0]5)
= 0([s - [2s, [3]a - [3]4, B]5 - [0]5)
= n([2ls, [1]4, [0]5)
= [2-(=1)-204+1-3-15+0-(—2) - 12]60
a1-21-q4 a2°22°q a3-z3-q4
= [5leo
Folgerung 1 (chinesischer Restsatz)
Sind ¢y, ..., q, paarweise teilerfremde ganze Zahlen, in Zeichen ¢, € Z,k € {1,...,r} und
1 €ggT(qi,qy) fiiri # jmiti,je{l,....,r}, mit m=¢q -... ¢ und sind ay,...,a, € Z

beliebig, so gibt es stets genau ein a € {0,...,m — 1} mit

a =a; mod g firi=1,...,r

(Die Menge aller a € Z mit a = a; mod ¢; ist gerade [al,, = a + mZ.)
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Beweis
Wende Satz 1 an mit R = Z. Da ¢ surjektiv ist, gibt es zu [a1]y, - ., [a.], fir beliebige
ai,...,a, € Z stets ein [a],, € Z/z mit

d([alm) = (g, - - [ar]y,)

[a),, ist eindeutig bestimmt, weil ¢ auch injektiv ist.

P(la) = (lalg, - lalg,)

= ([al]tha R [a’r]Qr)

da (firi=1,...,m)

gilt
a=a; mod g

Folgerung 2

Sind ¢, ..., q, paarweise teilerfremde ganze Zahlen, in Zeichen ¢, € Z, k € {1,...,r} und
1 € ggT(gi,q;) fiir i # jmit i, € {1,...,r}, mit m=¢ ... ¢ und sind a4,...,a, € Z
beliebig, so gilt

[a]m € (B/mr)",

d.h.[a],, ist Einheit (also invertierbar) < [a], € (R/gr)"i=1,...,7
Also

r

(R/mr)"| = [T I(R/qr)"l.

i=1

Beweis

Ein Isomorphismus v bildet Einheiten auf Einheiten ab, weil fiir v = u ™!

also

(R/gr X .. X R/yr)" = (R/ur)" X ... X (R/4,Rr)"
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§ 7 Eulersche o-Funktion und Moebius-Inversion

Satz 1
Ist ¢ die Eulersche ¢-Funktion, d.h.

p(m) = |Z,,| = [{j e{L,...,m} |1 € ggT(j,m)}|

und m = pi* - ... p} mit p; # p; fiir j # ¢ und p; Primzahlen und n; € N, so ist
p(m) =p" " (pr—1).pr (e = 1),
Beispiel 1
f— . . fr— 2 . . = . . =
©(60) = p(4-3-5) = p(2°-3-5) 2-4=16

21(2—1)

p(1) =1=[{je{l} [1egeT(,D}| =1} =1

Beweis
Wende Folgerung 2 (§6) an mit R = Z und ¢; = p;" dann gilt

= H w(p})

Bleibt noch zu zeigen, dass fiir n € N und p Primzahl

p(m) =z =[] 12,
i=1

p(p") =p""(p - 1).
Bestimmte j € {1,...,p"} erfiillen 1 & ggT(j, p"™)

Splieie{p.2p.3p,.... 0" pp =M
Die Anzahl der teilerfremden Zahlen zu p in {1,...,p"}

o(p") = Hke{l,....p"} |1 €ggT(k,p")}|
— pn - |M| :pn _pn—l :pn—l(p_ 1)
Bemerkung
Die Formel
em)=p (1 —1) ... prHp, — 1)

aus Satz 1 lasst sich auch so schreiben:
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1 1
p(m) = 7:;(1 —Tg (jn— p_r) .
=70 +p—7«)+;pzpj —r BV T
Definition 1
1 fird=1
p(d) =< (=1)" fird=p; ... p, mit p; Primzahl,p, # p; fir j # ¢

0  wenn fiir eine Primzahlp gilt p?|d
Die Funktion p : N — Z heifit M6biusfunktion.

Folgerung 1

Lemma 1
Es gilt fiir die Mobiusfunktion

Z 1 fir m =0
uid) = { 0 sonst '
dlm,deN

[ Man kann dies als rekursieve Formel deuten

pm) = — > pu(d)

dlm,1<d<m

Beweis
Fiir m = 1 ist ¢(m) = ¢(1) = 1. Sei also m > 1, dann hat m genau eine Primfaktorzerle-

gung m = pi* - ... pI" mit p; # p; fir i # j und p; Primzahlen.

dm = d=p™-...-pl mit 0 <m; <n,.
dmund p(d) #0 = m; € {0,1}

{d|m | u(d) # 0} «— {Teilmenge von p = {p1,...,pr}}

[[r—w

peM
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Sould) = > u(@zZu(Hp)

djm.deN dlm,ju(d)#0 MCP  \peM
T
j=0 M

Satz 2 (Mdbiusinversion)
Sei f : N — Z eine beliebige Abbildung und dazu

gm)=">_ f(d)

d|lm,deN

die ,summatorische Funktion zu f“. Dann gilt

Beweis

denn nach Lemma 1 ist

§ 8 Gruppen und Untergruppen
(G,-) = (G, -, 71, 1) sei Gruppe

Beispiel 1
a) R Ring = (R, +, —,0) abelsche Gruppe
(Z,+) Gruppe
(Z, +) |Z| = m €N

20.06.MMI
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b) (S,,0) = symmetrische Gruppe
S, = { Permutationen von {1,...,n} }

c) GL,(K) ={A € K™" | detA # 0} K Korper

Beweis
Ist R Ring und ist

R ={acR|Ja'€Rmita-a'=a'a=1}

so ist (R*,-) ein Gruppe, die Einheitengruppe von R
lallgemeiner: (M, -,1) Monoid = M* = { invertierbare Elemente in M } (M*,-,1) Gruppe

]

Beispiel 2

m € N

Zy, = {lalm | 1 € 99T (a,m)},

(Z7,) heisst prime Restklassengruppe modulo m
|Z5,| = p(m) ¢ ist Eulersche Funktion.

Definition 1

Ist H < G Untergruppe von GG
lalso H < Gmit 1 € Hund a,b=a"'-b€ H]
und g € G, so heisst die Menge

g-H={g-h|heH}
Linksnebenklasse (von g beziiglich H).

Lemma 1
Ist H<G (G, ) Gruppe, so wird durch

g~g o9 tge
eine Aquivalenzrelation auf G definiert, und
gl =9g-H

Beweis
~-Reflexivitit: gilt, weil 1l =¢ - g€ H Vg
~-Symmetrie: gilt, weil g ~ ¢’ bedeutet, dass g7 - ¢ e H= (¢7'-¢) ' e Hs ¢ ' g€
Heg~d
~-Transitivitét: gilt, denn
o -1,
Gaon §79, 0 10
— g_l-g”:g"g_l-g’_l-g”EHalsogNg”EH.
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Folgerung 1
Die Linksnebenklassen von H in G bilden eine Partition.

Satz 1 (Satz von Lagrange)
Es sei (G,-) Gruppe mit |G| < oo und H < G, dann ist

|Gl = |H] -G - H]
wobei
|G : H] = Anzahl der Linksnebenklassen von H in G
= Indexvon H in G
|H| = Anzahl der Elemente von H

Ordnung von H
Insbesondere ist |H| | |G].
Beweis

(nach Lemma [1] bzw. Folgerung [I]), weil |G| < oo

W; ist injektiv, weil g;-h = g; - b’ fir b, € H =h=g; ' gi-h=g;'g;-h' =H

1; ist surjektiv, weil jedes Element aus g; - H von der Form g; - h = 1;(h) ist.
Also ist 1; bijektiv. |H| = |g; - H|

Gl = lg:- H| = [H]| -7
i=1

und r =[G : H].

Definition 2
Ist g € G und (G, -) eine Gruppe, so sei

<g>={¢ |jez}

die von g erzeugte Untergruppe von G.
| < g >|=ord(g) heisst Ordnung von ¢
G heisst zyklisch, wenn es g € G gibt mit G =< g >.
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Beispiel 3
a) (Zn,+)
[beachte: (G, +) Gruppe g € G <g>={j-g|jer}
Z, =< 1 > ist zyklisch von der Ordnung n.

b) (Zi,) o
ZTQ = {175a77 11} J = [3]12

52 =1 in Zis |<5>|=2
=1 in Zps | <T7>]=2
112 =1 in Ziy <11 >]=2

(Z}5,-) micht zyklisch |<1>]|=1

C) (Z;7)
Z7 ={1,2,3,4,5,6} j=lilz
g 1 2 3 4
g* 4 2 2
g 1 6 1 inZ3
)
1
<3>=(
ord(3) =6
ord(2) =3
ord(6) = 2
(in Z3)
Satz 2

Ist (G, ) eine zyklische Gruppe mit |G| = m, G =< g >, so ist m = ordg = Min{j € N |
¢ =1} und ¢/ =1 < ord(g) | j und ord(¢g?) = % mit 1 < d € ggT'(j,m). G hat zu jedem
Teiler ¢ von m genau eine Untergruppe U mit |U| =t und zwar

m

U = {g%)
<g¢ > = Ge1eggT(j,m)

mo= Y od)

d|m
deN

©(d) = Anzahl der Elemente in G mit Ordnung d.

Beweis
Da |G| =d < oo gibt es i < j mit 7,5 € N und ¢* = ¢7, dann folgt

=1 firh=j—ieN
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Sei n = Min{k € N| ¢g* = 1}. Dann ist |{1,g,...,¢" '} = n.
Ist j €Z,sogibtesq,r€Zmit j=¢g-n+rundr e {0,1,...,n—1}.
Es folgt ¢/ = (¢")?-g" =g" € {1,9,...,g"'}.
i
Also G ={1,g,...,9" '} n=m
und ¢ =1 r=0&j=q-n<nlj.
(9" = g" =1 mlij & &|j fir d € ggT(i,m). Also ord(g') = %
Sei U <@ |U| = ¢ nach Lagrange ist ¢|m.
Seid= Min{j eN| ¢’ €U}

Beh:
<¢l>=U

I

Bew: trivial

IV

geu (¢M)=g"ecU
also ¢~% = ¢g" c U alsor = 0
g = (977 €< g? >

ord(g?) = |U| =t = o

Also U =< ¢t >.
<g¢g >=G&ordlg) =m & 1€ ggT(m,1).

Folgerung 2
Ist |G| =nund g € G, (G, -) Gruppe, so ist g" =1

Beweis

<g><|G|=n

ord(g) = [(g)|l|G] = n = ord(q) - q

1 — gOTd(g) also 1 — 1(1 — gOTd(g)-q — gn

Satz 3 (Satz von Euler)
Firn € Nund a € Z mit 1 € ggT(a,n) gilt:

a?™ =1 modn

Beweis
la], € Z}, nach Voraussetzung.
1= [l = [a] ™ =[],

d.h. n|a®™ —1

Sei ¢/ € U beliebig. Es gibt dazu ¢, € Z mit j = ¢-d+r und r € {0,...

d—1}
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Beispiel 4
Was sind die letzen drei Ziffern von

b= 7123785648801?

Antwort: 007.

Bew: b =7 mod 1000
99T (7,1000) = 1 7¢(1000) = 1 mod 1000

¢(1000) p(10%) = p(2° - 57)
= 2%.(5—1)-5% =400
740 = 1 mod 1000
123...801 q-400 + 1

b = 7 mod 1000

Satz 4 (kleiner Satz von Fermat)
Ist p Primzahl und a € Z beliebig, so ist

a?* =a mod p

Beweis
pla dann auch p|a? und pla? — a

p fa und es gilt 1 € ggT(p, a).
nach Euler a?® =1 mod p.
mit ¢(p) = p — 1 gilt dann
a?”! =1 mod p und durch Multiplikation mit a also a’? = a mod p

Folgerung 3 (Primzahltest)
Ist p € N und gibt es 1 < a < p mit a?! Z1 mod p, so ist p keine Primzahl.

Beweis
Wire p eine Primzahl, so wére ¢(p) = p— 1 und 1 € ggT(a,p) und nach Satz von Euler
oder Fermat:

a?®) = gP' =1 mod P
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Beispiel 5
fi=2% 41

ilo1 2 3 405...11 12...23|
fil|3 5 17 257 65537 | keine Primzahl |

Fiir « = 5,...,11 sind die Faktoren bekannt.

Wende Folgerung (Primzahltest) an mit a = 3

_ 32
[afs 1]f5 = [G(Q )]fs

mit 32 Multiplikationen und < 32 Divisionen mit Rest

= [302906160]f5 7é [1]f5

Also ist f5 keine Primzahl.

Beispiel 6 (zu Satz 2)
Seien G = (g) mit |G| = 12. Dann ist

ordg' =12 fiir ¢=1,5,7,11
ordg' =6 fir i=2,10
ordg' =4 fir 1=3,9
ordg' =3 fir i=4,8
ordg' =2 fir i=6

ordg' =1 fiir =12

S}
—
N RS
N—

Satz 5
Aquivalent sind fiir eine endliche Gruppe G mit |G| =m

a) G ist zyklisch
b) fir 1 <dmist [{g e G| g =1} =d

c) fir 1 <dlmist |[{g € G|ordg =d}| = ¢(d)
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a) = b): Sei 1 <d mit d|m.

HoeGlg" =1} =Hge G| (ordg)ld}] = > lc)=d
cld

ceN
b) = ¢): Sei |G| =m, G beliebig, 1 < d|m

Beweis f(d)=1{g € G |ordg = d}|

d,= HoeGlg' =1} = > flo)

cld
ceN

mit Hilfe der Mobiusinversion ist

1) = Y ue)? = (o)

cld
ceN

c=a): @(m)>1, also gibt es nach Vor. C) ein Element g mit (g) = G

Beispiel 7 (Pseudozufallszahlen Fortsetzung von Beispiel [5]in §§ 3]
zg = 0 in Zp,
Zp = QZp_1+C

a und c sind so zu bestimmen, dass

(%) Zm = A{[za)m | 0<n<m-—1}
Wende den chinesischen Restsatz an
ngzh X...XZkT
Py Dr

falls m = py" - ... - pi* mit p; # p; Primzahlen fiir i # j
(*) gilt genau dann, wenn

0<n<pfi—1} firi=1,2,....r

prz‘ = {[Z]pfi

OBdA m = p* fiir eine Primzahl.
In ist die Rekursion aufgel6st worden durch:

zn=cla®+a' +...+a" ) in Z,
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(*) gilt auBerdem genau dann, wenn ¢ eine Einheit ist, d.h. ¢ € Z*, und

Zm={(14+a+...+a"")]0<n<m-—1}

Insbesondere folgt

0 = (I+a+...+a™h
0 = (I+a+...+a" Na-1)=a"-1

Also muf} gelten

a” =1
also ist

a€
und es gilt

ord alm = p"
und nach Lagrange
orda||Zy,| = ¢(m) = p*~(p — 1)
also
ord alp*1.
Angenommen p # 2: Zeige L. ist zyklisch und

ord[p + 1],, = pht
also
[a]m = [p+ 13,
also
pla—1
Folgerung 4

Damit (*) gilt, (d.h. alle Elemente getroffen werden) miissen a und ¢ die folgenden Bedin-
gungen erfiillen:

(i) 1 € ggT(m,c)
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(ii) Ist 2 # p|m, so muss pla — 1 gelten.
(iii) [ Ist 2|m, so muss 2%|a — 1
umgekehrt folgt aus (i), (ii), (iii) die Bedingung (*) ]
Dies kann man genauer in Knuth, The art of computer programming I, Kapitel 1 nachlesen.

Es sei (G,+,71, 1) eine beliebige Gruppe und ~ eine Kongruenzrelation, d.h.

~ ist Aquivalenzrelation
a~b = at~bt
a~bc~d = a-c~b-dVa,b,cd
Setze H = [1]. ={h € G | h ~ 1}.
Weil ~ reflexiv ist und 1 € H, gilt:
Sei h € H, also h ~ 1, so folgt

hl~11=1 alsoh e H
Seien h,h' € H, also h ~ 1 und A’ ~ 1, dann

h-h'~1-1=1, alsoh-h' € H
Also ist H < G ,,Untergruppe*.
Seien h € H,g € GG, also h ~ 1, g ~ g. Es folgt

h-g ~ 1-9—9} 4 o
_ _ é h' Y :1
gl o~ g g (h-g)~g g
Es folgt g'-h-g€ H.

Definition 3
Eine Untergruppe H < G heifit ,Normalteiler, (in Zeichen H £ @) wenn fiir alle
geG,he H

g thge H
oder:
g 'Hg=H Vge G

oder:

H-g=g-H Vge G
wobei H - g die Rechts- und g - H die Linksnebenklasse sind.
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Satz 6
Ist ~ eine Kongruenzrelation auf G, so ist

[1]. = H=G.
Umgekehrt ist H £ G, so wird durch

a~b<albe H
def

eine Kongruenzrelation definiert.
Beispiel 8
Sei G = S3 eine symmetrische Gruppe.

IG|=1-2-3=6 6

((12)) = {1, (12)} 3
((123)) = {1,(123),(132)} 2

Bemerkung
Ist G abelsch und H < G, so ist

H=G
04.07.MMI
K endlicher Korper, in der Regel ist K = Zy (K = GF(2™)).

Ein linearer (n,k)-Code ist ein Teilraum C von K" mit dim C' =k
d(v,w) = {i | v # wi}| = d(v — w,0)
C wird im Allgemeinen durch eine Generator-Matrix G(c) angegeben.
G(C) € K™ mit Basisvektoren von C' in den Zeilen.
Kontrollmatrix H = H(C) € K"~kn
C={ceK"|H-c"=0}

Fiir ein ¢ € K™ nennt man Hc7 Syndrom.

HT=0sdcC

C ist ein zylklischer Code genau dann, wenn c linearer (n, k)-Code mit

c=(co,c1,...,cno1 €C=V(c) = (cho1,C0,- -, Cn2) € C
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Y(V(e)) = [wlen1P(c)

Bemerkung
C C K" linearer Code ist zyklisch genau dann, wenn

U(c) 4 Kfa]/on s
Was sind die Ideale in K[x]/n_1 7

Angenommen
I < K[z]/pn_1
J = Af € K[z] | [flanr € I} S K[2]
= g¢- K[z] fiir ein g € K|[x]
" —€ Jyalso glz" — 1
Lemma 2

Ist C' ein zyklischer (n, k)-Code mit ¢ # 0, so gibt ef ein normiertes Generatorpolynom
g € K[z] mit gl — 1 von C mit

V() =A[f - glana | [ € Kla]} S K[z]/ons
Es ist
gradg=n—k
Es gibt genauso viele zyklische Codes der Lénge n wie 2™ — 1 in K[z| an Teilern hat.

Beispiel 9
K =17, n=7=2 -1

T —1=(x -1+ + 1) (2> +2%+1)
Wihle g = (23 +z + 1).
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11010007 <« [glr
0110100 o [rg
Gy = 10011010 o [P
000110 1][ < [23]r

1 000110 < [z =I[g]s+ [xg]ar_1 + [2%9]s7 1

dim C =4=7—gradg

Beweis
g —1=g-hmit h=3" ha' h; = 1.

gradg + gradh = gradg + k =n

9], [zg], ..., [#"'g] in K[z]/,n_; linear unabhingig

0=[z" —1] = [gh] = [2"g + 2_: hi'g]

im Beispiel:

"1 = g-h=(@-D@+z+1)(a*+22+1)
h = (z+1)(2®+2>+1)
= '+ P+ P+ +1

= o'+t +ar+1
(2.1)
Nachricht Codierung Senden Empfangen
w=1001=1+2° c=w-g= c¢=1100101 ¢ =1101101 =
(1+2%)(fa+2°) = 1+ 2+ 2%+ 2" 4 2°

1+ 4%+ o4 2 + 42+ af
Fehlererkennung/Korrektur: Teile mit Rest durch g oder dquivalent setze in ¢’ das Element
a = [z], € K[z]/, ein.

29.06.MMI
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§ 9 Endliche Kdrper und Codes

59

Endliche Koérper und Codes

Satz 1
Ist K endlicher Kérper, so gilt

a)

b)

= Min{j ) -1=1+...41=0} ist eine Pri hl und | K |=p" fi N.
P in{jeN|j +...+ 0} ist eine Primzahl und | K |= p™ fiir n €

J
p heifit Charakteristik von K und es gilt p-a = 0 und (a + b)? = a? + P fiir alle
a,be K

Die multiplikative Gruppe (K*,-) ist zyklisch

Be:)/els v : 7 — K ist Ringhomorphismus

J—=J-1
Bild(v) = Z/ kern(y) Homomorphiesatz
Kern(y) £ Z also existiert p € N mit Kern(¢) = pZ

p=Min{j e N|jl=0}

Wiire p keine Primzahl, so hitte Bildy = 7/, Nullteiler.§ K > K, = Bildy = Z,
Korper K kann man als K,-Vektorraum auffassen dim g, K = n so hat K p" Elemente
| K |=p".

a€ K pa=p-la=0-a=0

(a+b)P = ]Zi; (?)aj P

fir j=1,2,...,p—1ist p| (g?):w

1-2...5
da  pa’b®7 = 0 inK
ist (Dab7 = 0 firj=12...p-1

also (a + b)P = a? + b°

| K |=p™ dann ist | K* |= p™ — 1. Nach Lagrange gilt fiir jedes o € K:
ot =1

Also ist jedes v € K* Nullstelle von

1= H(m—a)EK[m]

acK*
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Ist m| | K* |=p" —1=m-q mit g € N. So ist:
21 = (2" = D)1+ 2™ 4. 4 glm)
Also hat 2™ — 1 im K™ genau m Nullstellen:
|[{a e K* |a™ =1} |=m
Nach §8 Satz 3 folgt K* ist zyklisch.

Bemerkung
Ist f € Zy[z] irreduzibel und grad(f) = n so ist Z,[z]|/ fZ,[x] Kérper mit p™ Elementen.

Frage: “Gibt’s das immer?”

Satz 2
Ist p Primzahl und Irr,,(Z,) = {f € Zy[z] | f irreduzibel, gradf = n und normiert} so ist

fiir jedes n € N:
)  —e=]] II 5 <z

din fe€lrry(Zp)

Nop) = T, (2,) | =~ 5 ()

din

Folgerung 1
Zu jeder Primzahl p" gibt es einen Koérper K mit | K |= p™.

Beispiel 1
p=2 n=3
2 —r=ze - +r+ 1)@ +22+1)

BeweBehauptung
a) Ist f irreduzibel € Z,[z] und gradf = d|n so ist f|z*" —x

Beweis
K = Z,|z]/ fZ,|x] ist Kérper und | K |= p?

af = 1 fir alle z € K*

o = «
Speziell fiir o = [z] erhélt man:
[27"]; = [z]; also fla”" — =
wie im Satz 1] wenn d|n so ist:

'

d
P —xla? —x
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Behauptung
b) Ist f € Z,[z] irreduzibel und f|2?P" — x, so ist d = grad f|n
Beweis
r=0 K=K[a]/fK[z] |K|=p
[x]?d = [z]f wie in a)
auBerdem [m]’}n = [z]; weil nach Vorraussetzung f|zF" — 1. Daher [x]’;: = [z]; weil
n=dq+r.
d—1 d—1
K> [Z aixi]?cr = () [az']p)” nach Satz 1 a)
i=0 i=0
d—1
= Y @)
=0
d-1
= [D ar'y
1=0

d)

fiir « € K erfiillt o = « ist also Nullstelle von 27" —z hat aber hichtens grad(z¥" —z)

Nullstellen. Also r = 0.

Behauptung
Es gibt kein irreduziebles Ploynom f € Z,[z] und f?|z*" —

Beweis

Angenommen z?" —x = f%.-g= f-(f-g). Wende formale Ableitung an:

D(z" — ) =pa?" Tt —1=—1 in Z,|x]

FID(f - fg) = f-D(fg) + D(f)- fg
Also f| — 1. f ist Einheit in Z,[z] und nicht irreduzibel.

Damit ist (*) bewiesen, brechne grad
grad(a?") =

pn
= Z Z grad f

dln fe€lrrg(Zp)
= Z Na(p) - d

dln

p" = Y Nulp)-d

dln
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Nach §7 Mobiusinversion

Beweis (Folgerung

Nop) = Sl S a(dpt]  pdd) € 0,1,-1)
dln; d#1
> ip - pi
din
1

Y]

Satz 3
Je zwei Korper mit p” Elementen sind isomorph. GF(p") Bezeichnung fiir einen Korper
mit p” Elementen Galois Feld.

Beweis
Ist f € Irr,(Z,) und K ein beliebiger Korper mit | K | Op™.

Behauptung
= Zplz)/ fZy2]

Beweis
Nach Satz 2 enthélt K eine Nullstelle a von f:

n—1 n—1
] ZaleHZazx a; €7
=0 =0
L/ [ Lp[z] — K

¥ ist ein Isomorphismus

d(a) = 1+[a]y+[2%], + [a]y + 2]
= [°+2'+2° +2+1],

Anwendungen von endlichen Korpern ist z.B. die Kodierungstheorie.

st ra+1l = @B+ D)4+l
= [z+1], [#0]
= o mit j = log [z + 1]
= j=3
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Haben also einen Fehler an Position 3, falls nur ein Fehler gemacht wurde.

/
c =c+e,

Problem:

N Codierung Senden+ Fehler Decodierung
Nachricht| ~"— 7 | Codewort — Codewort, + Fehler —

Aufgabe: Finde Code so, dafl k Fehler korrigiert oder erkannt werden.
wobei ¢ € C'und e = 27 das Fehlerpolynom ist.

d(a) = c(a) +ao? = af
=0

Korrektur:
" = +2° < 1100101 = ¢

Um nun das dekodierte w’ zu erhalten (das empfangene Wort), teile ¢ durch g:
c=g(1+a*) = w=1001

Bemerkung
Ist L =GF(p"), so gilt fiir jedes 8 € L [K[x]/(s) [ € K[z] irreduzibel vom Grad n|

P" = 3, d.h.

" = =5 Lix)

peL

=11 11 ¢

din felrry(K)
wobei

Irrg(K) = {f € K[z] | grad f = d, f irreduzibel , f normiert}

Also: Zu jedem (3 existiert genau ein normiertes irreduzibles Polynom (von grad d|n) mit

f(B) = 0.

Dieses (eindeutig) bestimmte Polynom heifit Minimalpolynom von beta, in Zeichen f5 €
Klz].

L* =L\ {0} = («) fiir ein a € L.
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Satz 4
Essein=p" —1 (pPrimzahl p=2),t <n—1, L =GF(p"), L* = (a) und
9 =kgV{fu

dann ist g|z" — 1 und ist C der zyklische Code mit Generatorpolynom g und hat Minimal-
distanz >t + 1.

1<i<t},

Beispiel 2
Voraussetzungen wie in Beispiel |1 also n =7 = 2% — 1 und

g=2Fr+1=fo=fo

a=lyeKlal/g=L (o)=L

Setze t = 2, g = kgV{ fa, faz }-
Also ist die Minimaldistanz von C' nach Satz[d] > ¢+ 1 = 3.

Beweis
Satz 7?7
9= gix' =kgV{fa...., fur}
1=0
¥(e) ={[flan-1 | 9|f}
wobei g|f & f(a) = f(a®) = ... = f(a') = 0.
Alsoc = (coy.-yCn_1)
. c(oz2) =0
= Y riteCe C(a?_o
clat) =
1 a o an ! Co c(a)
L) @ e | e | e |
1 (@) (@2 ... @ | | e (o)

Angenommen Je € C'mitd(c,0) < ¢, dann sind alle ¢; = 0 aufer fir ¢ & {j1,...,7:},0 <
n<...<p<n-—1

a]l 06‘72 th le
it 22 a2t Cjy
.| =0
alit - qle alit Cj,
NS e
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1 1 - 1
o , alt a2 .. od
det M alta?? - - ot det
van der Mo;drsche Matrix
o1 o2 ! H (aji _ ajk) 7§ 0
Ji<lJk
c=0.
[ |
Definition 1

Ein Reed-Solomon-Code der Linge n = 2" — 1 iiber K < GF(2") mit Plandistanz

(designed distance) ¢ ist ein Code

C = {c=lco,..

wobel < a >= (GF(2"))*

Bemerkung
C ist zyklischer Code mit Generatorpolynom g = kgV (f, | 1 <i <t) foi € Klx]
ist Minmalpolynom von ‘. C' hat Minimaldistanz > ¢ + 1.

en] | ela) =c(a?) = ... = c(a') =0}

Irry(K) = {f € K|z] | grad f = d, f irreduzibel, f normiert}

Also existiert zu jedem [ genau ein normiertes irreduzibles Polynom (vom Grad d|n) mit

f(B) =0.

Dieses (eindeutig) bestimmte Polynom heifit Minimalpolynom von (3, in Zeichen

Satz 5

fs € Kz]

L*=L\{0} =(a) fireina e L

Seien n =p" — 1 (p Primzahl, p=2),t <n—1, L =GF(p") und L* = () und

g9 = kgV{/fa

1<i<t}

dann ist g|z™ — 1 und ist C' der zyklische Code mit Generatorpolynom g mit einer Mini-

maldistanz > ¢ + 1.
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Beispiel 3
Siche oben. n =7=2% -1, g=a3 + 271 = f, = foe
a=lz]y, € Klz]/(g) = L{a) = L~
Setze t = 2, g = kgV{ fa, faz}. Also ist nach Satz 5| die Minimaldistanz von C' < ¢+ 1 = 3.

Ist t = 2t/, so kann C ¢’ Fehler korrigieren oder 2¢' Fehler erkennen.

Beispiel 4
K =17, n=15=2%-1

XP 1= X4+DX°+ X+ (X' + X+ DX+ X+ DX+ X+ X2+ X + 1)
N—

=fia=[z]y

GF(2Y) = Klz]/(xa1x+1)
fo=X"+X4+1=fpo=fu orda =15
fas =X+ X+ X?+ X +1  orda®=5

o? ist Nullstelle von X° +1 = (X + 1)(X*+ X3+ X? + X + 1)
g1 = fa- fos = X%+ ... ist Generatorpolynom eines zyklischen Codes C;

(15,7) — Code  dimC, =7  |Cy| =27

C={c=]co,...,cn1]]|cla) =c(a?) = c(a®) = c(a*)}

Minimaldistanz > 5 2 Fehler korrigierend
fos = X2+ X +1 orda® = 3 also ist o® Nullstelle von X? —1= (X —1)(X?+ X +1)
fa6 = fa3

Setzt man ga = fu - fas - fos = X0, s0 ist go Generatorpolynom eines Codes C
(15,5) — Code dimCy =5

Minimaldistanz > 7

Bei CDs werden Reed-Solomon Codes verwandt. n = 2% — 1 und Plandistanz ist 5.

Fehlerbiindel korrigieren:
Speichere Informationen in N x n-Matrizen und transponiere (oder sende spaltenweise)

Co ... Cp—1

N
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Kapitel 3
Graphen

06.07.MMI
§ 1 Grundbegriffe (Fortsetzur

Definition 2
Ein Graph G = (V, E) ist eine endliche nicht leere Menge V' von Knoten (= vertices)

mit einer Menge E C (%) = {M C V | |M| = 2}. Die Elemente von E heifen Kanten (=
edges).

Beispiel 5
a)

v
Vo=V =A{1,...,n}, (2))
ist der vollstindige Graph mit n Knoten.

b)
vV ={1,2,3,4} E = ({1,2},{2,3},{3,4},{4,1},{2,4})

[Bild von G = (V, E)]

Definition 3
Ist G = (V, E) ein numerierter Graph

V=Avy,...,u,} E=Ae,....,em},

so heiflt die n x n-Matrix

A= [aij] c 77" mit a;; = { 1 fiir {Uiavj} cE

0 sonst
Adjazenzmatrix von G. [immer gilt a; = 0]

91
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Und die Matrix

o axm o)1 fir v; € ¢;
B = [b;] € Z"™ mit b;; = { 0 sonst
Inzidenzmatrix von G.
Im Beispiel b):
0101
1011
A= 0101
1110
allgemein
A ist immer symetrisch und die Diagonale besteht aus Nullen.
10010
11001
B = 01100
00111
0101
r |1 01 1| .
B-B" = 01 0 1 = A+ diag(2,3,2,3)
1110
Definition 4

Ist G = (V, E) Graph und v € V| so sei d(v) = deg(v) = |{e | v € e}| Grad des Knotens v
Im Beispiel b) ist d(1) = 2,d(2) = 3,d(3) = 2,d(4) = 3.

Bemerkung
Ist A die Adjazenzmatrix und B die Inzidenzmatrix eines numerierten Graphen, so ist

B- BT = A+ diag(d(v), . ..,d(v,))

Beweis
Fiir 7 # j:

m

T
(BB")i; = O bikbji, )ij
k=1 ~
= 0 auBer fiir v; € e und v; € ¢4
#0 nur fﬁr‘gk:{vi,vj}
= Ay

Fiir ¢« = j:

m

(BBT); = kz:;bikbikzz \bz’k/

k=1 =1&v,€e;
(vi)

I
.
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Variationen:

Multigraph Mehrfachkanten
[Bild]
A;; kann > 1 sein.

Graphen mit Schleifen [Bild]
Ay kann # 0 sein.

gerichteter Graph G = (V, E), wobei

EQVXV:{ (Ul,UQ) |U1,U2€V}
——

Kante von v1 nach vs

Dann ist die Adjazenzmatrix nicht symetrisch.

Lemma 1
Handschlaglemma (Euler)
Ist (V, E) ein Graph (im Sinne von Definition 1), so gilt

> d(v) =2|E|

veV
Beweis
DLCED S DTS 3y S TEEVERTE
VeV i=1 j=1 j=1 i=1
=2
mit
V=A{v,...,v,} E={e,....,en} b;;] = Inzidenzmatrix

G=(V,E) () # V endliche Menge von Knoten

Be((y)) = tutlvrver)

\ %

[d(v) = 1,d(v") = 2, keine Mehrfachkanten)]

11.07.MMI
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d(v) =| {e€ E|ve E} |

Lemma 2
Handschlaglemma (Euler)

Y dv)=2|E|

veV

Definition 5
G = (V, E) heiBt k-regulir, wenn d(v) = fiir alle v € V.

Beispiel 6
a) Vo, =K, =V, ((})) | V |=nist (n — 1)-regulr.

b)

Q. = n—dim Hyperkubus

= (Z;L7En)
E, = {{v,o'}|v#£d €Zy, dw) =1}
——
Hamming-Abstand
(1,0) (1,2)
(0.0) (0.1) Q-
(0,0,0)

(1.0.0) Qs



Kapitel 3. Graphen 95

@, ist n-regular:
| Zo ["n = 2| E
|E| = n-2"!
Definition 6
Ist G = (V, E) ein Graph, so ist G’ = (V', E’) ein Teilgraph von GG, wenn V' C V und

(El%”;m(v). G' heiflt induzierter Teigraph, wenn (Elzgm(v) in Zeichen G' = G[V'].

N

(s) 3) (1 (s) ©

@ 1 @ 3

Teilgraph G[{1,2,3,5}]

§ 2 Wege und Kreise

G = (V, E) sein ein Graph.

Definition 7
e Ein Weg (Kantenzug) von v nach v in V' der Lénge [ ist eine Folge

w = (wp, wr, ..., w) mit w; € V und wy = vw; =’
o w heifit Pfad von v bach v/, wenn w; # w; fiir i # j

e w heiflt Kreis, wenn wy = w; und w; # w; fiiri # j, 0<¢,7 <l —1und [ >3

Kreis: (1,2,6,4,5,1), Weg: 1,2,6,3,4,6,5), aber kein
Pfad.
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Definition 8
G = (V, E) heifit zusammenhingend, wenn es zu v,v’ € V stets einen Pfad v nach v/
gibt.

Bemerkung
a) Gibt es einen Weg von v nach nach v’ in G, so auch einen Pfad.

b) Definiert man auf V' eine Relation
v ~v' & Es gibt einen Pfad vov nach v’

so ist ~ eine Aquivalenzrelation. Sind Vi, ...,V die Aquivalenzklassen beziiglich ~
ist:
V=1uU...uUV

EzEﬂ((?))U...UEﬂ((ZS))

Die G[V;] induzierten Teilgraphen heifen dann (Zusammenhangs) Komponenten

von G.
<§§S3 .Lb CD
GH{1,2,3}]  GH{4,5}  GH{6}  G{T7}H
Satz 6
G = (V, E) enthélt mindestens | V' | — | E | Komponenten. G ist zusammenhéngend, wenn
| E =]V ]-L
Beweis

Induktion nach | E' |=m
m=0V= Uwev{vi} Zerlegung in Komponenten. Es gibt | V' | Komponenten.

|E|l=m>0Seiec Fund F'=E e | E' |=m—1. G' = (V, E') hat nach Induktionsannahme
k >| V| —m + 1 Komponenten. G = (V,E) hat dann k oder k — 1 >| V | —m

Komponetn.
A ist Adjazenzmatrix eines numerischen Graphen V = {vy,...,v,}.
B . 1 fir {i,j} € E
A = |ageq,...n mit ag { 0 sonst
Satz 7

Ist G = (V, E) nummerierster Graph mit Adjazenzmatrix A und ist:

T _ 1,
Ar=A-A. . - A=]ay] r € Ny
(r)

So ist a;;” = Anzahl der Wege von v; nach v; mit der Lénge 7.
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Beweis
Induktion nach r:

10 -0
01 - 0
r=0A"=1]. . ,
00 - 1
r>0
I/Vi(f) = {w = (w,, ... w,) | Weg von v; nach v; der Lénge r}
(wmwb ce awr) - ((woa wl)> (wla cee >wr))
T " 1 r—1
Wy = U Vi < wii) =V
(r)  _ (1) (r—1)
Wy = W Wi
k=1 ;L r—1
ay;
= (A- A7)y = (A =al)
Definition 9
Eine Eulertour in einem Graph G = (V, E) ist ein “geschlossener” Weg w = (w,, wy, . . ., Wyy,)

mit wy = wy, mit E(w) = E und m =| £ |. d.h. alle Kanten von G werden genau einmal
durchlaufen. G heifit eulersch, wenn es eine Eulertour gibt.

Satz 8
Ein zusammenhéngender Graph ist genau dann eulersch, wenn d(v) gerade ist fir alle
veV.

Beweis
= w = (wy,ws,...,wy,) sei Eulertour. E(w) = {{w,, wi},{wy, wa}, ..., {wm-1,wn}}
fir v € V setzte n, =| {j € {0,...,m — 1} w; = v} | dann ist d(v) = 2n, € 2N

< Algorithmus zur Konstruktion einer Eulertour:

Bilde maximalen (d.h. nicht verldngerbaren) Weg w = (wg, w1, ..., w,) mit | E(w) |=
r. Dann mufl wg = w, sein, dann — da d(w,) € 2N — gébe es ein v mit {w,,v} €
E\ E(w) und man kénnte w verlingern zu (wg, wy, . .., w,, v)

Also ist wg = w,. Ist E(w) = E, so ist w eine Eulertour. Sonst gibt es {v,v'} € E'\
E(w) und weil G zusammenhéngend ist, {w;,v} € E\ E(w) fiir eini € {0,...,r—1}.
Bilde maximalen Weg w' = (w; = w(, w},...,w.) in (V. E\ E(w) mit | E(w') |= s.
Wie oben ist w, = w!. Ersetze w durch wy = (wy,...,w;,w}, ..., w,wii1,...,w,)

und r durch r 4+ s und wiederhole den Algorithmus.
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Beispiel 7
Gesucht seien die Eulertouren in G = (V, E') mit

w (1,2,4,3,1)
w = (4,6,5,4)
w; = (1,2,4,6,5,4,3,1)
w" = (5,3,2,5)
w = (1,2,4,6,5,3,2,5,4,3,1) ist Eulertour
(3.1)
Beispiel 8
Kann man alle Dominosteine in einem Kreis/Rechteck auslegen?
D = {{i,j}]0<1i,5<6},|D|=28
vV = {0,1,2,3,4,5,6}
(3.2)

G’ = (V, D) ist ein Graph mit Schleifen.

Es ist nun die Eulertour in G’ gesucht, was gleichbedeutend ist mit der Suche einer Eu-
lertour in K, dem vollstéindigen Graphen mit 7 Knoten. Dieser Graph ist 6-reguléir und
damit existiert nach dem Satz von Euler eine Eulertour.

Definition 10
Es sei G = (V, E) ein Graph. Ein Hamiltonpfad (Hamiltonkreis) in G ist ein Pfad
(bzw. Kreis), der alle Knoten V' genau einmal durchlauft.

Gibt es einen Hamiltonkreis, so heifit G hamiltonsch, gibt es einen Hamiltonpfad in G,
so heifit G semi-hamiltonsch.

Beispiel 9
Es gibt einen Hamiltonpfad im Petersengraph, aber keinen Hamiltonkreis, also nicht
hamiltonsch.

Satz 9
Sei G = (V, E) ein Graph mit |V| > 3. Dann gilt fiir v # v’ mit {v,v'} € E stets

d(v) +d(v') > [V] -1

so gibt es immer einen Hamiltonpfad.

13.07.MMI
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i Gilt sogar
d(v) +d()) = V]
so gibt es immer einen Hamiltonkreis.

Beweis
a) Aus der Voraussetzung folgt, dass G zusammenhéangend ist.

Wiire er nicht zusammenhéngend, wahle v € Vi,v" € V5 mit V] # Vo, Komponenten
von (G. Dann ist

d(v) < [Vi| = 1 und d(v) < [V3] — 1

= d(v) +d(v') < Vi| + [Va| < [V] =2
———

<IV]

b) Konstruktion eines Hamiltonpfades beginnend mit beliebiger Kante {w;,ws} € E.
w = (wy,ws, ..., w,) sei ein Pfad der Lénge p — 1. Ist p=n=—V—, so ist man fertig.

Gibt es v & {wy,...,w,} € V mit {v,w,} € E oder {v,w;} € E, so kann man w
verldngern zu (v, wy, ..., w,) oder wy,...,wy,v). Also konnen wir annehmen, es gibt
kein v & {wy, ..., w,} mit {v,w,} € E oder {v,un} € E

d(wl) =k
Wir finden einen Kreis, der wy, . .., w, enthélt. Klar, wenn {wy,w,} € E. Sonst ist fir

Jk <p{wj, ,,wy} € E, so erhélt man einen Kreis. Eine solche Kante muf existieren,
denn sonst wire

d(wy,) <p—q—Fk, also d(wy) +d(w,) <p—-1<|V|—-1

Man erhélt also einen Kreis mit p Knoten.

Jv & {vy,...,vp} mit {v,v;} € E

man erhélt einen Pfad mit p + 1 Knoten. Es gibt also einen Hamiltonpfad.

Unter Benutzung von d(vy) 4+ d(v,) > n = |V erhdlt man wie oben einen Hamilton-
kreis.
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Beispiel 10
Angenommen es gibt 7 Priifungen und kein Dozent priift mehr als 3 mal. Der zugehorige
Graph ist

V=A{1,...,7} mit |[V|=7und £ = {{i,j} | Pr; # Pr;}

d(i) >3

§ 3 Baume und Wailder

Definition 11

Ein Graph G = (V, E) heifit Baum, wenn er zusammenhéingend ist und keine Kreise
enthélt.

Ein Graph, dessen samtliche Komponenten Baume sind, heiffit Wald.

Ein gewurzelter Baum ist ein Baum zusammen mit einem ausgezeichneten Knoten

(G, ).

Satz 10
Aquivalent sind fiir einen Graphen G = (V, E):

a. G ist ein Baum
b. zuwv,v' € V v # v existiert genau ein Pfad von v nach v'.
c. |[F|=|V]—1und G ist zusammenhéngend.

Beweis
a. = b. Da G zusammenhingend ist, existiert ein Pfad von v nach v’. Gitb es 2 verschie-
dene Pfade, so erhielte man einen Kreis.

b. = a. Nach Vorrausetzung ist G zusammenhéngend. Wére ein Kreis vorhanden, so er-
hielte man 2 Pfade von v; nach ve, wenn e = {vg, v1} im Kreis vorkommt.

a. = c¢. Induktion

c. = a. weggelassen

Satz 11
Ist G = (V, ) ein zusammenhéngender Graph, so enthélt G einen aufspannenden Baum
T,dh.T=(V,E) mit ' <FE (und T ist Baum).
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Beweis
a. Enthélt G keinen Kreis, so setze T' = G, sonst wihle Kreis (vg, vq, ..., Uy, ).

G' = (V, E\{vo, v1}) ist zusammenhéngend.

Iteriere.

b. Algorithmus (Breitensuche)
Initiere: S = (vo) vg €V V=0,E" =10

while S=( ) do

v = S[1] = erstes Element der Liste S
E'={{v,v}eE|v gV

Vii=Vu{v | {v,v'} € E"} U {v}

E =FEuU{{vy,v}eE|v &V}

16sche v in der Liste S

hinge an S die Liste (V' | {v,v'} € E') an
od;

Aufgabe: Finde alle Biume mit Knotenmenge V' = {vy,vq,...,0,}(={1,2,...,n})
dquivalent: Finde alle aufspannenden Baume des Graphen (V, (g)) = K,.

Satz 12
Cayley

Die Anzahl aller Graphen mit V = {1,2,...,n} ist n" 2

Beweis
a. Jedem Baum T auf V = {1,2,...,n} ist "2 wird ein Element P(T) = (t1,...,t,_2) €
V"2 genannt Priifercode von 7', zugeordnet nach folgendem Algorithmus:

Gegeben: Baum T

Weg In T existiert immer ein vy € V mit d(vg) = 1. v heifit Blatt. Wihle einen
maximalen (d.h. nicht verldngerbaren) Pfad (vg,v1,...,vy), dann ist d(vy) =
1 =d(vy,) for i in [1,...,n—2] do
wahle kleinstes v € V mit d(v) =1
es gibt dann genau ein v’ € V mit {v,v'} € F
setze t; =1/
V=V\{v}
od;
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P(T) = (2,4,2,4,4,8)
gestrichene Knoten (in dieser Reihenfolge) 1,3,5,2,6,4
Bem: Ist P(T) = (t1,...,th—2) und n; = |[{i € {1,...,n— 2} | t; = j}| J €
{1,...,n},s0d(j) =n; + 1.
Umgekehrt sei t = (t1,...,t_2) t; € {1,...,n} gegeben. Wir konstruieren
einen Graphen (Baum) mit folgendem Algorithmus:
Initiere F' =)
Seii=Min{jeV|j&T}
E' = FE U{{i,t;}}
Ersetze t durch ¢t = (tg,...,t, 1)
Ersetze V durch V\{i}
wiederhole dies bis t=( )
Dann F' = FE' UV |V| =2 hier (in diesem Stadium)

Damit erhélt man Baum 7' mit P(T) =t

Beispiel 11

t=(1,3,3,1,1,4) V=1{1,2,3,4,56,7,8}

Definition 12
Zwei Graphen G = (V, E) und G' = (V', E') heiflen isomorph, wenn es eine Bijektion
¢V — V' gibt, mit {{¢(v;),¢¥(v;)} | {vi,v;} € E} =F'

Isomorphieklassen von Bdumen mit n Knoten:

n=2
n=3
n=4
n=>9
Satz 13

Calay Die Anzahl der Biume auf V mit | V |= n ist n" 2. (t1,...,tp2)t; € V | V |=
n Fv(tl,...,tn,Q)

ensteht aus I'v\ (o} (f2, .. ., th—2) durch “Anheften” des Blattes v an t; wobei v = Min{v €

V|U¢{t1,...,tn_2}}
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§ 4 Planare Graphen

Definition 13
Eine ebene Einbetung eines Graphen G = (V| E) ist eine Paar 1,1’ von injektiven Abbil-
dungen.

YV — R?
V' E — J={Bild | ¢:[0,1] — R? injektiv} stetig - Jordankurven
it ' v,0/ = Bild W)Y = {e(0), (1
mit ¢’ v, v = Bilde{t)(v), Y (v")} = {€(0), (1)}

S

! / — .
und ¢’ (v1,vy) A (vs,v4) = Q{¢(Uz)}
€E €E =
G heifit planar, wenn so eine planare Einbettung gibt.

3

g = 3 Gebiete

Ist (G, ,v') ein eingebetter Graph so heiBen die Zusammenhangskomponeten von R\ | J,, ¢'(e)
Gebiete von (G,1,1/).

Satz 14
Eulersche Polyederformel Ist (G, ,1)’) ein zusammmenhéngender eingebetter Graph, so
gilt:

g = Anzahl der Gebiete =| E | — |V | 42

Beweis
Induktion nach | E |

o |F|=0damnist |V |=1,¢g=1
e Sei | E|>0.
— Ist G ein Baum, soist | E| — |V |=—1und g =1

— Sonst hat G einen Kreis, sei e = {v1,v2} € E Kante in einem Kreis.
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G' = (V,E' = E\{e}) ist zusammenhéngend und eingebettet. G’ hat g — 1
Gebiete, wenn G genau g Gebiete hat, da e nicht mehr 2 Gebiete trennt.

— /_ p— _ _
g 1Id—A |E'|—|V|+2=|E|—-|V]|+2-1

Satz 15
Ist G = (V, E) planar, so ist:
| E[<3[V]-6

Beweis
Sei {1, ¢’} Einbettung mit g Gebieten. Jedes Gebeit wird von mindestens § Kanten be-
randet. Jede Kante berandet hichstens 2 Gebiete.

2| E|>|{(R,e) | R Gebiet und ¢'(e) € einlustigerbuchstaben R} |> 3g

Rand
Einsetzen in 5
g=|E|—|V|+2§2—|E|
|E|<3|V|—-6
Beispiel 12
a)
Ks

| E|=10,|V |=5,3|V | =6 =9 = K5 ist nicht planar.

b) Kpnn = (ViUVo, E),| Vi |=m,| Va |=n, E = {{v1,vn} |V —1€ Vi,vy € Va} heiit
vollstindig bipartiter Graph.
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G - K373 - (‘/, E)

|V |=6,] E|=93|V | -6 =12 = Bedingung von Satz 2 ist erfiillt. In jeder
Einbettung von G wird jedes Gebiet von > 4 Kanten berandet (denn es gibt in G
keinen Kreis der Lénge 3). Der Beweis von Satz 2 liefert:

2
[B|-|V|+2 < ;|F|
9=|E| < 2|V |-4=12—4=38

Definition 14
Graphen, die durch endlich viele Operationen der Form:
vy vy
v, Vs
{vyv,}e E

oder ihre Umkehrung “Entfernung von Knoten von Grad 2”7 heiflen 2-Aquivalent.

Satz 16
Kuratowski Ein Graph G ist genau dann planar, wenn er keine Teilgraphen enthélt, der
2-dquivalent zu K5 oder Kj 3 ist.

Teilgraph 2-dquivalent zu
K373 .

Definition 15
Eine (Kanten-)Fiarbung eines Graphen G = (V, E') mit k£ € N Farben ist eine Abbildung

c:V—=AL.. .k}
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mit ¢(v) # c(v') falls {v,v'} € E. G ist k-farbbar, wenn es eine Farbung mit k& Farben gibt.
X(G) = Min{k | G ist k-farbbar}

[bipartiter Graph = Graph gefirbt mit 2 Farben].
Farbung von Landkarten: “benachbachte Lander sollen verschieden gefarbt werden”

e

Pt

K47 X(K4) =4

Satz 17
Vierfarbensatz Ist G planar, so ist x(G) < 4. [Appel, Hacken 1976 (Four colors suffice)]

Liebe Mitstudierenden (und natiirlich die, die es werden
wollen und alle anderen auch):

Wir sind auf Eure Einsendungen
von Fehlern und Korrekturen
angewiesen, um eine moglichst
fehlerfreie Mitschrift anbieten zu
konnen. Es ware wirklich “total
dufte” :) von Euch, wenn ihr uns
Fehler, die Euch auffallen
zumailt /schickt /...

Kontaktaufnahme siehe erste Seite oder www.drstf.de




Anhang A

Zahlentafeln

§ 0.1 Stirling Zahlen 2. Art, S,
Stirling’sches Dreieck 2. Art, S, ;

n\k]0O 1 2 3 4 5 6
0 |1
1|0 1
2 |01 1
3 /01 3 1
4101 7 6 1
510 1 15 25 10 1
6 |0 1 31 90 65 15 1

§ 0.2 Stirling Zahlen 1. Art, s,
Stirling’sches Dreieck 1. Art, s,

n\k]0O 1 2 3 4 5 6 7
0 |1
1|0 1
2 1o 1 1
310 2 3 1
410 6 11 6 1
5 10 24 50 35 10 1
6 |0 120 274 225 8 15 1
7 10 720 1764 1624 735 175 21 1
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Anhang B
Zeichen

U lies: ,disjunkt vereinigt®
AUB=AUB&< ANB=0
Bsp: A= {a,c,e}, B={b,d}, AUB = {a,b,c,d,e}, denn A N B = Q)
X lies: kreuz“
Ax B={(a,b)|la € A,b € B}
n  lies: ,n hoch m fallend“
nl=n-(n—1)-...-(n—m+1)
a|b (lies: ,““a teilt b”)
albs Jze€Rmitb=a-2
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k-regulér, 04
(Kanten-)Féarbung,

(Zusammenhangs) Komponenten,

(r)-Zyklus,
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Aquivalenzrelation, ,

abelsche Gruppe,
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Algebra,
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Basiswechselmatrizen,
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designed distance,
disjunkte Vereinigung,
diskreter Logarithmus,
Doppeltes Abzihlen,

edges,
Einheit,
Einheitengruppe von R,

Einsetzungshomomorphismen,
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Erzeugnis, [12]
erzeugte Unteralgebra,
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erzeugte Untergruppe,
eulersch, 07]

Eulertour, [97]

Faktoralgebra,

Fehlerbiindel,
Fibonacci-Zahlen,
Folgensprache,

formale Ableitung,

formale Potenzreihe,

formaler Ausdruck,
Fundamentalsatz der Algebra,

Galois Feld,

Gebiete, [103]
Generator-Matrix, [79]
Generatorpolynomn,
geometrische Reihe,
gerichteter Graph,
gewurzelter Baum, [100]
goldener Schnitt,

grofiter gemeinsamer Teiler,

Grad,
Gruppe, [A0]

Halbgruppe,
Hamiltonkreis,
Hamiltonpfad,
hamiltonsch,
Handschlaglemma,
Homomorphismus,
Hyperkubus,

Ideal, [47}

Index,
induzierter Teigraph,
Inklusion-Exklusion-Prinzip,
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Integrititsbereich, Partition,
invertierbar, Pascal’sches Dreieck,
Inzidenzmatrix, Permutation, [0}, [15]
irreduzibel, Petersengraph,
isomorph, Pfad,
[somorphismus, Plandistanz,

o Potenzmenge, [0]
k-Partition, Priifercode, [I0]]
K-Vektorraum, prime Restklassengruppe modulo m,
Kanten, [01]
Kantenzug, [0 R-Modul,
kleiner Satz von Fermat, Reed-Solomon-Code,
Knoten, reflektiertes Polynom,
kommutative Gruppe, [(] Ring (mit Eins),
kommutativer Korper, [A0]
kommutativer Ring, Satz von Euler,
kommutativer Ring mit Eins, Satz von Lagrange, [7]]
Kongruenzrelation, [43] Schleifen,
Kreis, Schubfachprinzip,
Kronecker-Symbol, semi-hamiltonsch,

Stirling’sches Dreieck 1. Art,

linearer (n,k)-Code, Stirling’sches Dreieck 2. Art,
Linksnebenklasse, Stirling-Zahlen 1. Art, [I5]
Mehrfachkanten, Stirling—Zahlen 2. Art, [T1]
Mengenpartition, symmetrische Gruppe, [0} [70]
Minimaldistanz, Syndrom,
Minimalpolynom,

' Teilgraph,
monic, B9 Teilraum,
Monoid, Teilring,

Multigraph,
universelle Algebra,

n-Menge, [f] Unteralgebra,

n-stellige Operation,
neutrale Element, [T untere Gaussklammer,

neutrales Element, 0] gﬂzgfilgp%@l
Normalteiler, ’
/]

normiert, [5 Untervektorraum,
Nullteiler, van-der-Mond’sche Identitéit,
numerierter Graph, Vektorraum
numerischen Graphen, vertices, 1]

)
Ordnung, vollstandig bipartiter Graph,

vollstindige Graph,
Partialbruchzerlegung, 27] von d erzeugte Hauptideal,
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Wald,
Weg,

Zerlegung in Komponenten,
zusammenhéngend,
zyklisch,

zyklischer Code,

Zyklus,
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