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8 Erzeugende Funktionen

8.1 Die ldee

Eine gegebene unendliche Folge reeller Zahlen ay, a1, &, ... kann durch eine
Potenzreihe in der Hilfsvariablen z dargestellt werden:

2 k

+ .. +apez" + .= kz ay *z".
>0

A(z) =ag + ag*z+ ay-z

Diese Potenzreihe A(z) nennt man die erzeugende Funktion der Folge (a,).
Man schreibt fir den Koeffizienten von z" in der erzeugenden Funktion A(2):

2 A@) = &,

Es sei nun eine weitere Folge by, by, by, ... mit der erzeugenden Funktion
B(z) gegeben:

Bz) = Y by+z".
k>0

Multipliziert man nun die beiden erzeugenden Funktionen miteinander, so
erhdlt man:

A@2)*B(2) =(ag+ay*z+a*z2+.)e(bg+biez+byez2+ )
= 80’b0 +(80’b1 + a1°b0) e 7+ (80'b2 + a1°b1 + az°b0) . 22 + ...
Der Koeffizient von z" in diesem Produkt ist:
n
agebp + aebpg + .. +tapgeby tagebg = 3 agebp.
k=0
Falls wir Summen der Form
n
Ch = Y ak°*bp
k=0

betrachten und die erzeugenden Funktionen A(z) und B(z) kennen, so gilt
Cqy = [2"] A(2) » B(2). Die Folge (c,,) nennt man Konvolution (Faltung) der
Folgen (a,) und (b,).
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Beispiel: Es seien zwei erzeugende Funktionen gegeben:

nf

=1+ 2" = %- ,m'tjiza nd
o2 = @+2" = 5 Qe mith = ag

_ s _ 0 k. B0 _ L
h(z) = (1 + 2> = éo%(j z", mit %(j = by, dannist:

+
02)+h@) = (L+2) 0+ 2° =@+ =51 ok
O K
Die Koeffizienten der z" sind somit:
Eab _EUDDSD_U+SD
k [ ] _k pu— [ ] —_
Gk TPk T 2 HH th-kd T H on O
Diese Gleichung nennt man die Vander mondesche Konvolution.

Es sei nun gegeben:

r
1 -2 Mg(g (-2)K M@g (-pk

Diesist die erzeugende Funktion fur die Folge:

o0 o

g 0 Q
s R U

Multipliziert man (1 — 2)" mit (1 + 2)", dann erhdlt man:

12T e@+2" =(1-22) = 5 HH(-0k
-7+ =1-27) = 5 QR

SS 2001

Unter Verwendung der Notation von Iverson erhdlt man durch Koeffizienten-

vergleich:

nogQd U E 0
2o - = (02 (nosd)
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Uberpruft man diese Identitat fur kleine Werte, z.B. fir n=2und n = 3, s0
erhalt man:

. O000 OooOOo OooQoo Oooooo
"= RH RS REREY BHRH T B RET?
0000 OOO0 OoOd . . OO0 o
=2 it b BHRA T B = 2B
_ o rer=1) 2
2

=1 —r—-r°= -

Binomialkoeffizienten treten auch in einigen anderen erzeugenden Funktionen
auf, z.B. in den folgenden Identitéaten, in denen der untere Index fix ist und
der obere Index variiert:

1 M+ kg g
(1) = ez, n=20n02Z
(1 _ Z)n+1 kZOE n E
z" M+ KO 4k KO
(2 = 4 = ez, Nn=20,n0O2Z
1 -z k%oE n O kgognE

Die zweite Identitdt erhé@lt man aus der ersten Identitét durch Multiplikation
mit z".

Es wird nun die erste erzeugende Funktion genauer betrachtet. Sie |83 sich
umschreiben in:

-1 _ 1|:|._k.k
(1-2 —kgogkg(l) z".

Hierbei ergibt sich fir die Koeffizienten:

B—n—lﬂ. pk _En=De(E=n=2)e.e(-n-K) .k

1 BV = ke .21 -
_(n+D)e(n+2)e..e(n+k) _(n+k) [+K
- K “ ek Hon

]
.
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Betrachtet man die erste Funktion fir n = 0, so erhdt man:

1 . sz:1+z+z

1-2z k=0

.

Diesist also die erzeugende Funktion fir die Folge 1, 1, 1, 1, ...

Sie ist besonders wichtig, da die die Konvolution einer beliebigen Folge
ay, &, &g, ... mit der Folge 1, 1, 1, ... die Folge der Teilsummen ergibt:

n
Ch = 3 ag *byp.
k=0
Ist A(z) die erzeugende Funktion fir die Folge &g, &, &, ..., SO ist
A(2)
l1-2z

erzeugende Funktion fur ¢y, ¢4, Cy, ...

Es soll nun eine erzeugende Funktion fir die bereits bekannten Fibonacci-
Zahlen bestimmt werden. Die Folge der Fibonacci-Zahlen ist rekursiv
definiert durch:

f0=0, f]_: 1, fn:fn_1+fn_2, n> 1.

Die erzeugende Funktion F(z) ist gegeben durch:

F(Z) =f0+f1°Z+f2°ZZ+f3°Z3+f4°Z4+ veny

dann ist:

ZeF(2)=fpez+fie2+fye23+f5e2%+
220 F(z) =fpe 22+ f e 23 +fye 2+ 3025+ ...

Berechnet man nun F(z) — z « F(2) — 22 » F(2), so erhdlt man;

F(2)—z+F(@2)—22«F(2) =fg+fiez-fyez=2z
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Die erzeugende Funktion fir die Fibonacci-Zahlen lautet somit:

F(z) = 2

1-z7-2°
Wir haben somit sédmtliche Information, die in der Fibonacci-Zahlenfolge
enthalten ist, in einer einfachen Funktion zusammengefalt. Wir kdnnen jetzt
den Nenner faktorisieren und eine Partial bruchzerlegung durchftihren. Die so
erhaltenen Partialbriche kdnnen dann leicht in Potenzreihen entwickelt
werden, die Koeffizienten in diesen Potenzreihen sind dann die Fibonacci-
Zahlen in geschlossener Form.

Die erzeugende Funktion 1/(1 — a < z) kann folgendermal’en in ene
Potenzreihe entwickelt werden:

1
1—-0e-z

2

= 1+0(-z+0(2-z + ...

Die Koeffizienten einer erzeugenden Funktion der Form

A B
+

l1-0aez 1-Bez

konnen wie folgt bestimmt werden:

A, B =Ae S alez"+Be 5 p"e2"
l-0ez 1-Be-z n=0 n=0
= z (Aoan+Ban)oZn
n=0

Wir missen also A, B, a, und 3 so bestimmen, dal3

A B Z
+ =

l-aez 1—|3°Z 1_2_22’

und die geschlossene Form der Fibonacci-Zahlen lautet dann:

fr=AealN+Bepn
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Es gilt also:
z _ A*(1-B*2) + Be(1-0a-2)
1-z7-2° (1-ae+2)+(1-PB-2

A —AeBez+ B — Beaez
1—0(-2—B-z+0(-[5022'
[] 1—0(-Z—B-Z+0(-B-22 =1-2z-2z%und
A —AeBez+ B —Beaez =z

Koeffizientenvergleich ergibt:

o0—B=-1lunda-fp=-1L

DBz—&D 0(—5:[]1 Glzli% %
:1_£DB: 20(l+\/§) =1+\/§=a
1 2 1 (—1+£)-(1+£) 2 2

Entsprechend erhalt man 3, = a4 fur a-.

Auch die Konstanten A und B werden durch Koeffizientenvergleich bestimmt:

A+B=00 B=-Aund—<(A+B+Bea)=1
1 1
0 —(AB - Aeq) =11 A = S B= —.
(A B ) R 7’% =

Somit lautet die geschlossene Form der Fibonacci-Zahlen:

B H 2 B E 2

— V5" '
fn:A-an+B-Bn:—1 1 - V5 1 DH%E-
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8.2 Zwei Anwendungsbeispiele
Beispiel 1:

Wir betrachten das folgende Rechteck bestehend aus 2 « n Késtchen:

n

Die Fragestellung lautet: Auf wieviele verschiedene Mdglichkeiten t,, kann ein

solches 2 « n Rechteck mit Dominosteinen tberdeckt werden. Ein Dominostein
besitzt eine GroRe von zwei Kastchen und kann vertikal (0) oder
horizontal (=) ausgerichtet werden.

Betrachten wir zunéchst einige Féalle mit kleinem n:

n=0: to = 1 (Es gibt eine Moglichkeit das nicht vorhandene Rechteck zu
uberdecken, indem kein Dominostein ausgewahlt wird.

n=1:H ty=1; 0O

n=28 t,=2;, [Moder B

n=3HH t3=3; I oder £ oder [H

n=4HH t,=25; I oder E1 oder [IH oder [EH1 oder EH

Man sieht, da? eine Uberdeckung des 2 « n Rechtecks entweder mit einem
vertikalen Dominostein oder zwei horizontalen Dominosteinen beginnt. Im
ersten Fall kann das restliche 2 « (n — 1) Rechteck auf t, ; verschiedene

Moglichkeiten Gberdeckt werden, im zweiten Fall auf t,_, Moglichkeiten. Es
gilt also wie bel den Fibonacci-Zahlen:

tn = tn—l + tn_2, fiurn> 2.

Die Folge (t,) startet mit ty = 1, t; = 1, die Folge (f,,) der Fibonacci-Zahlen
beginnt jedoch mit fo = 0 und f; = 1. Diet,, sind jeweilsum eine Position nach
rechts verschoben: t, = f,14.

Aber was hat diesalles mit erzeugenden Funktionen zu tun? Wir werden esim
folgenden erlautern.
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Sei T die"Summe" aller moglichen Zerlegungen von allen moglichen 2 « n
Rechtecken, wobei n > 0. | bezeichne die Zerlegung des 2 « 0 Rechteckes:

T=|+0+0O+8H+MM+EH+ B+ 00+ HD+ 08+ E1+E3..

Diese "Summe" enthdlt sehr viele Informationen. Sie ist nitzlich, da sie uns
hilft, Aussagen Uber T als ganzes zu beweisen, anstatt dal3 wir gezwungen
sind, sie durch Induktion Uber die einzelnen Terme zu beweisen.

Die Terme dieser "Summe" stehen fir Zerlegungen, d.h. Kombinatorische
Objekte. Wir wollen grof3ziigig sein und uns im Moment nicht den Kopf
dariiber zerbrechen, was passiert, wenn unendlich viele Zerlegungen addiert
werden.

Auler dieser "Addition" von Zerlegungen gibt es auch eine "Multiplikation"
von Zerlegungen. Diese "Multiplikation" ist jedoch nicht kommutativ:

O-BH=MEz8d-L0L.
Die Nullzerlegung | ist bzgl. der Multiplikation die Eins, z.B. ist:
|l EH=HB-|=H.

Mit Hilfe dieser eingefihrten Arithmetik kann nun die "Summe" T
manipuliert werden:

T=|+0+0O+(8H+00O+H+EH+ M0+ H0O+ IH+ ..
=|+0(+0+0+H+.)+H(|+0+0O+H+..)
=|+0eT+HE-T

Diese Gleichung 183 sich umschreiben zu:
(I-0-B-T=|

Komplett ausgeschrieben bedeutet dies:

|+ 0+ 0O+B8+00+E1+E+ ..

-0-O0-M-3J3-IM-0I3-HE1- ..
-B-H-H-BEB-"HIO-HH-EH-..=|

Jeder Term in der ersten Zeile — abgesehenvon | — wird durch einen Term in
der zweiten oder dritten Zeile ausgel Oscht.
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Fihrt man auch noch die Kombinatorische "Division” ein, so kann diese
Gleichung nach T aufgel6st werden, und man erhalt:

T=__
-0 -5

Ersetzt man in dieser Formel (O + E) durch z so kann man eine Entwicklung
in eine Potenzreihe durchfihren. Esist:

1 =1+z+22+z3+...
1-12

Entwickelt man die Gleichung fur T entsprechend, so erhélt man:
T=|+0+B)+@+B)~2+@{0+B)3+ ..

Multipliziert man die Potenzen aus und bertcksichtigt dabei, dal3 die
Multiplikation nicht kommutativ ist, so erhalt man:

T=|+(O+B)+(MO+EB+E=H+E3)+
(O + B+ E1+E3+HD+ HE+ B+ B=8) + ...

Ein Beispiel fur eine Zerlegung ist (EEHIH]. Diese Zerlegung tritt beim
Ausmultiplizieren von (0 + B)7 auf.

Wir konnen weitere nutzliche Informationen aus dieser unendlichen Summe
erhalten, wenn wir sie weiter komprimieren. Nehmen wir z.B. an, dal3 die
individuellen Dominos miteinander kommutieren konnen, so kdénnen die

Haufigkeiten des Auftretens der horizontalen und vertikalen Dominosteine
durch Potenzen beschrieben werden. Zum Beispiel ist:

[E1E] = 04 « =6,
Benutzt man diese Schreibweise in der Formel fir T, so ergibt sich:

T=|+0+02+ =2+ 083+2e0e=2+04+3e02e =2+ =4+ .

Hierin stellt beispielsweise 3 « 02 « =2 die Summe B0 + [0 + IH dar.
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Esist dann:
T=|+(0+=2%+(0+ =22+ (0+ =23+ ..

ko - ,
= + = 2y k = I e o 2k-2j
&

Ersetzt man hierin den Summationsindex k — j durch m, so erhdlt man:

i+ m .
T = z ﬁ j ﬁﬂj'mzm,

},m=0

Der Binomialkoeffizient "j + m Uber j" gibt die Anzahl von verschiedenen
Uberdeckungen eines (j + 2 » m) « 2 Rechtecks mit j vertikalen und 2 « m
horizontalen Dominosteinen an.

Beispiel: Ein 2 « 10 Rechteck soll mit 6 horizontalen und 4 vertikalen
Dominosteinen Uberdeckt werden. Esist also j = 4 und 2 « m = 6. Die Anzahl
der moglichen Uberdeckungen des Rechtecks mit den angegebenen Dominos
betragt dann:

0O +mg [+ 30

Hj B Ha4 8%

In T tritt dieser Koeffizient auf als:

T=..+35¢0%e =26+ .

Komprimiert man weiter und unterscheidet nun nicht mehr zwischen
horizontalen und vertikalen Dominosteinen, sondern ersetzt beide Arten durch

zZ, so ergibt sich:

T= | __ 1
|-0-8 1-z-2z2

Dies ist wieder die erzeugende Funktion fur die Fibonacci-Zahlen, wenn man
vom fehlenden Faktor z im Zahler einmal absieht. Wir schlief3en, dal3 der
Koeffizient von z"in T gerade f;,; ist.
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Der Nutzen der vorhergehenden Betrachtungen wird am folgenden Beispiel
deutlich, welches sich nicht mehr, eher zuféllig, tber die Fibonacci-Zahlen
|Gsen 1803,

Es soll nun die Frage betrachtet werden: Wieviele verschiedene Zerlegungen
Un, €ines 3 » n Rechtecks gibt es?

Zunéchst werden wieder einige Falle mit kleinem n betrachtet, fur die leicht
eine Aussage Uber uy, getroffen werden kann:

Ug = 1 (es gibt nur die leere Uberdeckung)
u; = 0 (es gibt keine Moglichkeit der vollstandigen Uberdeckung)

U2=T3=3
U3:O
U4=?

Bereits fur u, gestaltet sich die Berechnung so schwierig, dal3 direkt keine

L 6sung gefunden werden kann. Fir ein ungerades n gibt es jedoch nie eine
Moglichkeit zur vollsténdigen Uberdeckung, also gilt:

Upen+1 = 0.

Summiert man wieder alle moglichen Zerlegungen fir alle moglichen 3 « n
Rechtecke auf, so erhélt man:

U:|+E+ﬁ+§+|§ﬁ+|]_:§+...

Betrachtet man die einzelnen Terme dieser Summe, so stellt man fest, dal3 es
nur drei verschiedene Mdglichkeiten fir den Anfang eines Terms gibt,

namlich Eu, IT', oder B. Die Summealler Terme in U, die mit i beginnen,
bezeichnen wir nun mit K. V, und man kann somit fur V schreiben:

V:D+@+E+E§+@+,_,

Genauso verfahrt man mit allen Termen, die mit i} beginnen, man bezeichnet
siemit T « W und schreibt dann fiir W:

W:D+Eﬁ+[@+[§+§+,,,
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Durch diese Bezeichnungsweise |83t sich nun U darstellen als:
U:|+|:|_-|oV+E'oW+ E-U_

Dann ist weiter:

V=DOeU+Eev und W=0-U+E «W.

Ein Auflésen dieser Gleichungen nach V und W ergibt:
V=(|-F)21e0eU ud W=(|-E)21e0U.

Setzt man diese Ergebnisse wieder in die Gleichung fir U ein, dann erhalt
man:

U=|+E.(-B)teneu+Te(-E)1e0.u+B-u.
Aufgel6st nach U ergibt sich daraus:

|
-Ee(- B0 -Fe- B0 - B
Auch in dieser Formel kann man jewells wieder die horizontalen und die

vertikalen Dominosteine zusammenfassen, wenn man ihre Reihenfolge nicht
weiter bertcksichtigen will:

U=

_ 1
U - 1- DZ.D.(]__ :3)_1 - Dz.:.(l_ DS)_]- - 53

= 1-:|3 — (1-I:I3)_1
(1-53)2 _2.':'2.5 1- 2.”2.:.(1_:3)—2

Analog zu

1 =1+z+2°
1-2z

+ ..

kann der letzte Ausdruck fur U in eine Potenzrelhe entwickelt werden:
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1 2e[]2em fo[14e 2
+ +
1-=:3  (1-=3)3 (- =3)°

U=

2keg2Kemk [m + 2¢k[] T k+am.
= = 2 OD Ll |
Sol-=38)&H & 200 m H

Im letzten Schritt wurde die folgende |dentitét benutzt:

1 - 3 m + Z'kD.Zm
(1 _ Z)2k+1 k>0 E m E

Die letzte Formel fur U sagt nun aus, dal3 in jeder Zerlegung eines 3 ¢ n
Rechtecks 2 « k vertikale Dominosteine enthalten sind (ersichtlich aus 02K),
die Anzahl der vertikalen Dominosteineist also in jeder Zerlegung gerade.
Aulerdem existieren in jeder Zerlegung mindestens k horizontale
Dominosteine, und die totale Anzahl horizontaler Dominosteineist k + 3 « m
mit einem passenden m = O (ersichtlich aus =Kk+3M). SchlieRlich gibt es

n + 2¢kg i

i om H?

verschiedene Zerlegungen, dieaus 2 « k vertikalen und k + 3 « m horizontalen
Dominosteinen bestehen.

Der Wert von u, kann nun also einfach berechnet werden:

Uberdeckt werden soll ein 3 » 4 Rechteck. Das Rechteck besitzt 12 Felder und
somit werden 6 Dominosteine benétigt. Daraus ergibt sich eine Gleichung fur
k und m, namlich:

2k+k+3*em=60 k+m=2.

Die Variable k kann aso Werte zwischen Null und Zwei annehmen:

k=00 m=2: Esgibt nur eine mdgliche Uberdeckung.

k=20 m=0: Esgibt vier mbgliche Uberdeckungen.

k=10 m=1: Esgibt sechs mdgliche Uberdeckungen.

Man erhélt also u, = 11.

Man kann nun eine Formel herleiten, um u, allgemein zu bestimmen.
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Ist n ungerade, so ist u, immer gleich Null. Ist n gerade, so mul3 gelten:

3en

2ek + Kk + 3em = Ok+m=20 m=2" _k
2 2
M 0
— + k
. m + 2¢kg @ 0
H m E_% U
_kB
Fr u, gilt dann:
E% +kg M — mQg 2 -mg
—_ k O
Up = 3 2 =50 2
k% _kg m

Wie beim 2  n Rechteck kann man auch hier wieder die horizontalen und
vertikalen Dominosteine durch z ersetzen und erhdlt fir U:

1 o 1-78
1—23-(1—23)_1—z?’-(l—zg)_l—z3 1-4e23+75

Diese Funktion kann wieder in eine Potenzreihe entwickelt werden, aus der
man die u,, as Koeffizienten erhalt:

U@)=1+uyez2+uyez¥+ugez8+ ...
Eine geschlossene Form fir die Koeffizienten u, werden wir spater herleiten.
Beispiel 2:

Das zweite Anwendungsbeispiel beschaftigt sich mit Wechselgeld. Beantwortet
werden soll die Frage: Auf wieviele verschieden Arten kann man 50 Cent
Wechselgeld durch verschiedene Miinzen herausgeben. Es gibt die folgenden
Mnzen, mit denen die 50 Cent zusammengestellt werden kdnnen:

@ Pennys, ® Nickels, @ Dimes, @ Quarters, ® Halfdollars.
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Sei nun P die "Summe" aller verschiedenen Mdglichkeiten, um jeden
beliebigen Betrag mit Pennies herauszugeben:

P=2+0+00+ 000 +0000O + ..

Die durchgestrichene Eins bedeutet hierin die Mdglichkeit, dal3 kein Penny
herausgegeben wird. Eine andere Schreibweise fir P lautet:

P=2+®D1l+®2 + @3 + M4 + _

Sei nun N die "Summe" aller verschiedenen Mdglichkeiten, jeden beliebigen
Betrag Wechselgeld mit Pennies und Nickels herauszugeben:

N=P+®eP+®2:P+®3ep+ . =(F+O+®2+ B3+ )P
Auf die gleiche Art und Weise werden die "Summen" D, Q und C gebildet:

D=(*0+®+ @2+ @3+ )N,
Q=(2+ @+ @2+ @3+ ) +D,
C=(+®+®@2+ @3+ )«Q.

D schlieldt z.B. den Term

@E3O=ODOEOOOOOOO

ein. Jeder dieser Terme gibt eine neue Mdglichkeit an, einen bestimmten
Betrag zu wechseln.

Unser Problem besteht jetzt darin, die Anzahl Terme in C zu bestimmen, die
exakt 50 Cent ergeben.

Ein einfacher Trick |0st dieses Problem elegant. Man ersetzt alle Geldstlicke
in den Summen durch Potenzen von z:

O durch z, ® durch 25, @ durch 710, @ durch 225, ® durch z50.

Jeder Term wird jetzt durch ein zZ" ersetzt, wobei n den Gesamtwert dieses
Terms angibt.
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Beispiel: @ @ ® ® O =71 Cent = z90+10+5+5+1 = 771

Die vier Mdglichkeiten, 13 Cent herauszugeben, sind:

O @3 ® @8 ®2 @3, O3,

Alle diese Moglichkeiten werden durch z13 dargestellt, daher lautet der
Koeffizient von z13 nach Durchfiihrung dieser Substitution 4.

Pk: N> i, Ok Ck, Seien nun die Anzahl Moglichkeiten, k Cent Wechselgeld zu

geben, wobei nur Minzen verwendet werden dirfen, die hochstenseinen Wert
von 1 bzw. 5 bzw. 10 bzw. 25 bzw. 50 Cent haben. Wir wissen, dal3 diese
genau die Koeffizienten von zX in den entsprechenden Potenzreihen sind:

P2)=1+ z+22+ 23+ ...,

NZ) =(1+22+210+ 7215+ ) « P(2),
D(2) = (1+210+220+ 230+ ) « N(2),
Q) =(1+2z25+20+2™+ )« D(2),
C(2) = (1 + 20+ 7100 + 7130 + ) « Q(2).

Es ist sofort erkennbar, dal? p, = 1 fir beliebige k ist. n, = [k/S50+ 1, denn k
Cent konnen O oder 1 oder maximal [k/S0 Nickels enthalten. Somit sind p
und ny einfach anzugeben, fir dy ist die Losung jedoch nicht mehr direkt
ersichtlich. Um mit den obigen Formeln arbeiten zu kénnen, ersetzt man:

Somit konnen wir nun schreiben:

_ 1 _ P(2 _ N(@®@
P(z) = 15 N(z) = 1,5 D(z) = 1,10
_ D@ _ Q@®
Q(Z) - 1_225 ’ C(Z) - 1_250 .

Multipliziert man diese Gleichungen mit ihrem jeweiligen Nenner, dann ergibt
sich:

(1-2)*P@) =1, (1-2° * N(2) = P2), (1 -219 « D(2) = N(2),
(1-2%%) « Q(2) = D(2), (1-2°0) » C(2) = Q(2).
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Durch Koeffizientenvergleich erhdlt man Gleichungen, mit denen die
Koeffizienten von zK rekursiv berechnet werden konnen. Fur p, wird die

Iverson-Notation verwendet, weiterhin wird angenommen, dal? Koeffizienten
mit negativen Indizes Null sind, z.B. p_; = 0.

Pk = Pk + (k=0),

Nk = Nk—5 + Pk

dy = di_10 * Nk,
Ok = Ok—o5 + dy,
Ck = Ck—-s0 * Ok-

Unter Verwendung dieser Gleichungen laf3t sich nun cg einfach berechnen.
Csp = Co + Qg Cp ISt bereits bekannt als 1 und g 183t sich ausdriicken as
O + dgg. Opg 183t sich wiederum ausdrlicken als g + dog usw. Auf diese Art
und Weise lafdt sich also cgy rekursiv berechnen. Um die Berechnung

Ubersichtlicher zu machen, werden in der folgenden Tabelle alle notwendigen
K oeffizienten angegeben:

k {0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
P11 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
ngf1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
de|1 2 4 6 9 12 16 25 36
qx | 1 13 49
Ckl 1 50

Wie der Tabelle zu entnehmen ist, gilt cgp = 50. Um eine geschlossene Form
fur ¢ zu finden, multipliziert man die einzelnen Ausdrticke miteinander:

C(Z)_1.1.1.1.1
1-2z 1-2°2 1-710 q1_;5%5 q1_;%

Die Berechnung der ¢, aus der erzeugenden Funktion werden wir spater
vornehmen.
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8.3 Eigenschaften von erzeugenden Funktionen

Gegeben sei eine Folge (g;,). |hre erzeugende Funktion laute:

G(z) = S gp*2z",auch geschriebenals [z"] G(z) = g,.
n=0

Um die Betrachtung zu vereinfachen, werde angenommen, daf3 g, = O, falls
n < 0. Man kann daher schreiben:

G(2) = Y on ez".
n

Es kénnen nun zwel verschiedene geschlossene Formen unterschieden werden:

- die geschlossene Form fur G(z), zum Beispiel lautet diese Form fir die
Fibonacci-Zahlen:

G(2) = z

1—z—z2

- die geschlossene Form fur g, zum Beispiel lautet diese Form fur die
Fibonacci-Zahlen:

_1.%+«5Dn A - 50"
= EH 2 H TH 2 H

Die erzeugenden Funktionen kdnnen unter zwei verschiedenen Gesichts-
punkten betrachtet werden:

[
[
[

- as Funktion einer komplexen Variablen z, mit all den bekannten Frage-
stellungen aus der Analysis, zum Beispiel absolute Konvergenz usw.

- as formale Potenzreihe, wobei z als Platzhalter angesehen wird. z wird
insbesondere als eine Eigenschaft eines kombinatorischen Objektes
angesehen. Der Koeffizient von z" ist hierbei die Anzahl der
kombinatorischen Objekte, in denen diese Eigenschaft n-mal auftritt.
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Im folgenden betrachten wir Folgen (f,) und (g,) und ihre zugehorigen
erzeugenden Funktionen:

F(z) = Sfh*z" und G(2) = Yg, 2"
n n

Dann gelten die folgenden I dentitaten:
(D o*F(@2) +B+G@) = 3 (@+fy +Begy)ez"
n

2 z"+G(@) = Ygnm*z", m ONg
n

G(2) - —g1°Z — ... — Qg ezM 1
3) (2 —90 -3 . Im-1 = S gpem 2", M ONg
Z n=0

(4) G(cez) = yc"egpe2"
n

5 G@ = y(n+ 1egpsge2z"
n

6) z:G (2) = zn-gn-z“

™ ;G(t) dt= 5 Zegnge?"

n=>1

®) F@)+G() = zgfk-gn_ké-z”

0
9 -G i ez
(9) = (2) = Za ng
Die obi gen | dentitéten lassen sich folgendermal3en herleiten:

(1) Die Addition konstanter Vielfacher zweier erzeugender Funktionen wird
durch die folgenden Umformungen deutlic

aeF(2)+B*G@) =asSf,ez" +Bey g, 2"
n n

= Y (a-fy +B°gn)ozn.
n



Mathematik fur Informatiker 132 SS 2001

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

Diese Identitdt beschreibt die Verschiebung von G(z) um m Stellen nach
rechts (right-shift). Die erzeugende Funktion fir die Zahlenfolge
0,0,..,0 090 91, .- = () Mit m fhrenden Nullen erhalt man durch

eine einfache Multiplikation von G(z) mit z™:
z2MeG(2) = 39n°2"™ = Ydp-m 2", m ONg.
n n

Um G(z) um m Stellen nach links zu verschieben, wobei die ersten m
Glieder wegfallen, subtrahiert man diese Glieder von G(z) und dividiert
dan  durch Zm.  Man erhdt ene Folge der Form

Om Im+1r Im+2 - = (On+m) -

Diese ldentitét zeigt, wie z durch ein konstantes Vielfaches c ¢ z ersetzt
wird:

G(c*2z) = Sgn°(c*2)" = 5c"eg, 2",
n n
Einen wichtigen Spezialfall stellt hier insbesondere ¢ = —1 dar.

Um einen Faktor von n in die Koeffizienten einzubringen, differenziert
man die erzeugende Funktion:

G(2) =gy + 220pez + 3eg3+z® + .. = Y (N + 1) egnsy*2".
n

Diese ldentitdt erhdlt man direkt aus der Identitét in 5), indem man se
um eine Stelle nach rechts verschiebt:

2¢G (2) = yneg, 2",
n
Dies ist also die erzeugende Funktion fur die Zahlenfolge (n* g,).

Durch eine Integration erreicht man eine Division der Koeffizienten
durch n:

Z 1 1 1
[G(t)dt = ggez + —-gloz2 + —-92-23 + .= Y —egpq°z".
0 2 3 n>1 N
(Man beachte, dal3 der konstante Term gleich Null ist.) Hieraus erhalt

man also die erzeugende Funktion fur (g,,_/n). Verschiebt man die Folge

um eine Stelle nach links (left-shift), so wird im Integral G(t) durch
(G(t) — gp)/t ersetzt, und man erhélt die erzeugende Funktion far (g4/n).
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(8)

(9)

Diese ldentitat zeigt, wie zwei erzeugende Funktionen miteinander
multipliziert werden:

F(2)+G(z) = (fo +f1-z+f2-22+...)-(g0 +g1-z+92-22+...)
= (fo=g0) +(forg1+f1°00)*2

+{fg e gy +f1o0g +fp e gg)e 22

+ ...

—_ ZD f g O Zn
—_ k [ ] _k [ ] .
2B 'k "Ik
Durch Multiplikation erhdlt man also die erzeugende Funktion der Folge
(hp):
hn = 3 fk *On-k
n

a's Faltung von (f,) und (g,). Ist F(z) = z™, so erhdlt man wieder die
Verschiebung nach rechts.

Diese Identitat bildet einen Spezialfall der vorhergehenden Félle; es ist
namlich:
1 n
F(z) = = z.
1-1z2 ngo
Die ldentitét ergibt sich damit zu:

[ ] = |:| D. n = D |:|O n
R N A

Es folgt nun eine Tabelle von wichtigen erzeugenden Funktionen, die sich
mittels der obigen Identitéten aus bereits bekannten erzeugenden Funktionen
herleiten lassen (die lverson Notation ist durch eckige Klammern
gekennzeichnet):
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Zahlenfolge
1,0,0, 00,0, ..

0..,0 10, ..
1,1,1,1,1,1, ..

1, -1,1, -1,1, -1, ..
1,0,14,0 1,0, ..
1,0 ..,0 10, ..
1,2 3, 4,5,6, ..
1, 2, 4, 8, 16, 32, ...

1,46,410,0, ..

N

Lk

w

I

3

+

wim O
3

3 +
3

3 +

=
1]

o
=

NI~ 3
NP

o
Lo
I

N

olkr NIk
Wik
B

e
e
N[

NI
=
N
o

,0,1,0, ..

134

Erzeugende Funktion
> [n=0-2"
n=0

> [n=m]e2"
n=0

X
n=0
> (Dhez"
n=0
S[2]nez"
n=0
S [m|nez"
n=0
> (n+1)e2"
n=0
y 2Mez"
n=0
A0 n
°Z
ngo%E
[(CO _n
°Z
ngo%E
[t +n— lD n
2H o H7
5 cN ezl
n=0
[m+nD. n
2Hm H?
1 _n
_OZ
néln
)™
°Z
n%l n
> ez

Geschlossene Form

1
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8.4

Losen von Rekurrenzen

Gegeben sei eine Folge (g,,) durch eine Rekurrenz oder rekursive Relation,
z.B. gy = 91 + 9o Gesucht wird eine geschlossene Form fir g

Man findet die geschlossene Form, indem man in 4 Schritten vorgeht:

1)

2)

3)

4)

Dricke in einer einzigen Gleichung g,, durch andere Glieder der Folge

aus. Diese Gleichung sollte fiur alle ganzzahligen n, unter der Annahme
041=0o=..=0gelten.

Multipliziere beide Seiten dieser Gleichung mit z" und summiere Uber alle
n. Auf der linken Seite erhdlt man:

G(2):= ygnez"
n

Die rechte Seite sollte so umgeformt werden, daf3 man einen Ausdruck in
G(2) erhdlt.

Lose die erhaltene Gleichung, so dal3 man eine geschlossene Form fr
G(2) erhdlt.

Expandiere G(z) in eine Potenzreihe, der man die Koeffizienten von z"
entnehmen kann; diese Koeffizienten sind die gesuchte geschlossene Form
von gy,

Beispiel 1. Die Fibonacci-Zahlen

Die gegebene Rekurrenz lautet:

900=0,01=10,=0n1 + 9o fUrn=2.

Schritt 1: Um die Rekurrenz in einer einzigen Gleichung auszudriicken,
konnte man schreiben:

On

0, furn =0
= H forn

Ebn—l + gp—2, Sonst

I
=
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Diesist jedoch nicht in Ordnung, denn eswird ein Ausdruck in einer einzigen
Gleichung bendtigt und keine Fallunterscheidung. Die Gleichung kann unter
Verwendung der Iverson-Notation und unter der Voraussetzung g, = O far

n < 0 gefunden werden:
Oh =91t Opot(N=1).

Schritt 2: Dieser Schritt ist jetzt einfach durchzufihren. Es ergeben sich nach
Multiplikation mit z" und Summation tUber n die folgenden Umformungen,
um einen Ausdruck zu erhalten, der G(z) einschlief3t.

G(2) = Y9n*2" = 3(gn1 * Gn2 + (0 = 1))e2"
n

n

= Zgn—l'zn + Zgn—2°zn + 5(n = 1)+2"
n n n

+2

" 592" 4z
n

= Z gn 7
n
=zG(2) + 22°G(Z) + Z
Schritt 3: Aufgelost nach G(z) erhdt man:

z

G(z) = :
1-27-2°
Schritt 4: Dieser Schritt gestaltet sich schwieriger als die bisherigen Schritte.
Wir missen den Koeffizienten von z" bestimmen, den man erhalt, wenn G(z)
in eine Potenzreihe entwickelt wird:

z

[z"]
1-12 —22

Hat man allgemein eine rationale Funktion der Form

R(Z) = @

Q(2)

gegeben, wobei P und Q Polynome in z sind, so sucht man den Koeffizienten
[z'] R(2).
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Es gibt nun bestimmte rationale Funktionen, deren Koeffizienten sich einfach
angeben lassen:

a m n

+
L-peg™  ZOm

Ié.a.pn .Zn.

Hat man allgemein eine Funktion der Form

a a a
az) — 1 + 2 + L + k

1-pr-2™"?  (1-p,yezMe* (1-pg o)k

so sind die Koeffizienten gegeben durch:

n — m1+nD. ° n an +n[|. ) n
[z'] S(2) = E my Eal P1 +"'+E . Eak Pk -

Wir werden zeigen, dal3 jede rationale Funktionen R(z) in der Form
R(z) = S(z) + T(z) dargestellt werden kann, wobel S(z) die obige Form hat
und T(z) ein Polynom in z ist. Aus dieser Darstellung erh@lt man sofort eine
geschlossene Form fur die Koeffizienten. Das Auffinden der Funktionen (2)
und T(z) ist gleichbedeutend mit dem Auffinden einer Partialbruchzerlegung
von R(2).

Betrachtet man S(z) an den Stellen 1/pq, ..., 1/py, so ist §z) = . Die
gesuchten Werte p4, ..., pi sind also die Kehrwerte der Zahlenz = aq, ..., oy,
fur die Q(z) = 0.

Q(2) ist ein Polynom in z und besitze die folgende Form:
Q2 =qp+ar*z+0pez?+ ..+ qye2zM mitgy# 0, gy # 0.
Das zu Q reflektierte Polynom lautet:

QR =qpezM+qye 2™+ . +qpq -zl +
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Diese beiden Polynome stehen in folgender Beziehung zueinander:

QR =dp*(z—-pp)* (=P * .. * (2~ Pp)

QD) =tp* (1=p1 2 *(1=pp*2) *  (L=py ).

Somit sind die Nullstellen von QR gerade die Inversen der Nullstellen von Q
und umgekehrt.

Angewendet auf das Beispiel der Fibonacci-Zahlen bedeutet dies:
Q2)=1-z-7% QR(z)=22-z-1.
Gesucht werden jetzt die Nullstellen von QR(2). Sie lauten:

(p:1+\/§_'(*p:1—\/§
2 2

Man kann damit also schreiben:

Q2) = (L - 9*2)*(L - ¢2) und Q@) = (z - P*(z- @

Jetzt mussen noch die Werte fir die g in der Partialbruchzerlegung bestimmt
werden. Dazu benutzt man den folgenden Satz:

Satz: Falls R(z) = P(2)/Q(z), wobei Q(z) sich schreiben 8% als:

Q@) =dqg*@ — pre2)¥ ool — py +2)%

wobei pq, ..., Py verschieden sind und P(z) ein Polynom vom Grade kleiner
dsd; +dy, + ... +dist, soist

[Z"] R(2) =fy(n) e p1"+ ... + fi (n) » p " flr dlenz=0,

wobei jedes f;(n) ein Polynom vom Grad d; — 1 ist und folgenden flhrenden
K oeffizienten hat:
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b d; .PD]. D'di PDlD
L= 1= R i
[ - .
Q)+t P«
Hd @ nd-

Wendet man dies wieder auf das Beispiel der Fibonacci-Zahlen an, so w
zunéchst Q'(z) berechnet zu:

Q(@=-1-2-2z

Fur das Beispiel der Fibonacci-Zahlen ergibt sicha  zu:

ool
a = ! Pi _ -1 _ Pi
1 - 2 1 - 2 pj + 2
Pi Pi

Damit berechnen sich die gesuchten K oeffizienten zu:

A~

. 1 -9 _

1
a; = = Ay = —— - .
1 ¢+ 2 V5 2 @+ 2 V5

Die gesuchte geschlossene Form lautet somit:

_ 1. @a++50 1 om- 50
= BH 2 H BH 2 B

Beispiel 2:

Fir die folgende Rekurrenz soll die geschlossene Form berechnet werden:
9=91=1 9h=0p1*+2°gpp+ (D", n=2.

Die ersten Elemente der durch die Rekurrenz gegebenen Zahlenfolge lauten:

1,1,4,5, 14, 23, 52, 97, ...
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Schritt 1: Unter Verwendung der Iverson-Notation lautet die Gleichung:
On=On1+t2°Ghpt (D" (n=0) + (n=1).
Schritt 2: Der Ausdruck in G(z) lautet:
G(z) = ygne2z"
n
= Y0n1°2 +2°30n2°2" +3(-D)"e(n 2 02" +2
n n n

z-G(z)+2-22-G(z)+ +z

1+ 2z
Schritt 3: Aufgelost nach G(z) erhdt man:
1+ 2z(1+ 2 _ 1+2z+ 22
(L+2)e(l-2z-2e2%) (1-22)(1+ 2%

G(z) =

Schritt 4: Esistd;=1,dy=2,p1=2,pp=-1,f1 =, fp=a*n+h.
Somitistg,=a; * 2"+ (ap * n+ b) « ()"

Die Koeffizienten ergeben sich zu:

1 1 10
—2 e + = 4+ =
a = 2 4D 7a_g:}
1 BE 9' 27 6 3
2

Nun muf3 noch b bestimmt werden. Dies geschieht durch Einsetzen von n= 0
in die Gleichung fir gy

tsgp=l+bob=2

Somit erhdlt man:

7 n n 1 n 2
= —02 + _1 o _oN + _1 [ Ju—
On 9 (1) 3 (-1) 9
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Beispiel 3:

Es soll noch einmal das Problem der Dominostei ne betrachtet werden, die en
3 » n Rechteck Uberdecken sollen. u, bezeichnet die Anzahl der Maglich-

keiten, das 3 » n Rechteck zu Uberdecken. Fur die Rekurrenzen gilt dann:

Up=1 uy=0; uy=2°Vvy4q+U,o,flirn=2,
Vog=0; v1=1, Vp=Uyq +Vho, flrn=2

Vi, bezeichnet nun die Anzahl der Mdglichkeiten, eine Figur der folgenden
Form durch Dominosteine zu Uberdecken:

n

Ist n ungerade, so ist u, = 0, ist n gerade, so ist v, = 0.

Schritt 1: Die geschlossene Form fir alle n lautet:
Up=2¢Vpg+tUppt(N=0) vy=Uyg+Vpo

Schritt 2: Die Ausdricke in V(z) und U(z) lauten dann:
U@)=2ezeV(@2)+22+U@) +1; V(@) =z+U(2) + 22+ V(2).

Schritt 3: Da die beiden Ausdriicke noch gegenseitige Abhangigkeiten
enthalten, formt man zun&chst den Ausdruck fur V(z) um:
z+U(2)

V =
(2) L 2

Nach zweimaligem Einsetzen erhdt man dann fir V(z) und U(2):

2
1-2 Z
; V(2) = :
1—4022+z4 1—4-22+z4
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Der Nenner 1 —4 « 72 + 7% ist eine Funktion von z2. Daher sind Uy, = 0 und
Von = 0, und es gentigt, die folgende erzeugende Funktion

1 2

W(z) = 5 = Wo twpez + wpez® + ..
1 -4z +2

zu betrachten, um die gesuchten Koeffizienten zu erhalten. Dann ist:

V(@) =z W(Z2) =wgez+Wwyez3+wWye 2D +wgez/ + ...,

also Vonig = Wi,

U(2) = (1L —z2) « W(z2) = W(Z2) — 72 « W(Z?)
SWo+WpeZ2+WoeZt+ . —wpezZZ—wyeZ—wye 26—

also Uy, = Wy —Wp 3.

Schritt 4: Das Nennerpolynom kann folgendermal3en zerlegt werden:
1 — 4oz + 72 :(2—2—@)-(2—2+\@)

= (1= (2+ V3)+z)+(1 - (2 - ¥3)+2)
Man erhédlt damit:

3+ 2-«@.
6

(2+£)n+3—2°@
(2 + v3)" , (2 - v3)"
3 -3 3+ 43

Diese geschlossene Form 1&f3t sich noch vereinfachen, denn der zweite Term
in der Gleichung fur u,,, istimmer echt groRer als Null und kleiner als1. Da

essich bei uy, um eine Anzahl von Dominosteinen handelt, mul3 der Wert von
Uo, iImmer ganzzahlig sein. Man kann daher schreiben:

(2 - v3)",

Von+1 = Wp =

Upn = Wp — Wp1 =
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Beispiel 4:

Das Wechselgeldproblem wurde bereits fir einen festen Betrag von 50 Cent
behandelt. Doch wie verhdlt es sich, wenn ein Dollar oder eine Million Dollar
- wieder unter Verwendung von Pennies, Nickels, Dimes, Quarters und
Halfdollars - gewechselt werden sollen?

Die bereits berechnete erzeugende Funktion lautet:

SO SR S SN S
1-z 1-2z°2 1-70 q1_;%5 1 _;90

Diesist einerationale Funktion in z mit dem Nennergrad 91. Der Nenner |af3t
sich also in 91 Faktoren zerlegen, und man erhalt daraus eine "geschlossene
Form" fir c,, die aus 91 Termen besteht.

Glucklicherweise |83t sich diese geschlossene Form noch vereinfachen, denn
der Nenner ist eine Funktion in z5. Dieser Trick wurde schon einmal im
vorherigen Beispiel verwendet. Man ersetzt also in C(z) den Ausdruck
1/(1—2) durch (1 + z + 22 + 23 + Z%/(1 — 2°) und erhélt dann:

) = 1+z+2°+2°+2* 1 1 11
1-2° 1-2° 1-2%0 1-z% 1-z%
=1+z+ 22 + 2% + 24)-C*(25), mit
C*(z) _ o 1 1 1

1-z  1-z 1-72 1-z° 1-719

Die reduzierte Funktion C" (2) besitzt lediglich einen Nennergrad von 19. Der
neue Ausdruck fur C(z) zeigt, dal3 fur die Anzahl der Mdglichkeiten gilt:
Csn = Cgnel = Csn+2 = Cne3 = Conig. Diesist auch leicht einzusehen, da die
Anzahl Pennies auf "modulo 5 Cent" vorherbestimmt ist. So ist z.B. die
Anzahl der Mdglichkeiten, 50 Cent zu wechseln, gleich der Anzahl der
Moglichkeiten, 53 Cent zu wechseln.

Der Ausdruck fur C*(z) ist jedoch immer noch recht kompliziert. Der
Ausdruck &t sich noch weiter vereinfachen, wenn man beriicksichtigt, dal3
alle Faktoren des Nenners Teiler von 1 — z10 sind. Man kann daher schreiben:
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A2)

31
(1 — 710)5

C (2 = MitA@Z) = Ag + Apez + .. + Ag 2

Dabei ist:

AD=Q+z+...+292«(1+Z22+ ...+ 28) ¢ (1 +2°
= 1+2ez+4¢72+6023+9e7%4+ 13725+ 1876+ 24477
+31e728+39¢79+45¢ 2710 + 52 ¢ Z11 + 57 ¢ 712 + 63« 713
+ 6724 +690215+ 69716+ 670217 + 630218 + 57 719
+ 5202720 + 450 721 + 396 722 + 31 ¢ 723 + 24 ¢ 724 + 18 ¢ 725
+ 130226+ 90 727 + 6728 + 40 7229 + 2 0 730 + 731,

Schliefdlich ist noch:

1 _ K + 40 10k
(1_210)5‘§H H' “

Man kann somit den Koeffizienten c*, = [z C*(z) wie folgt berechnen, wenn
N=10eq+rund0<r < 10:

. [k +40 .
C™10q+r = ZAj'EAr E°(10°q+l’210‘k+1)
j.k

+ 4[] M+3 o+ o+ 1]

20
Ay éq HtArso E E+Ar+2o E E+Ar+3o H4 H

Diesergibt zehn Félle, einen fur jeden Wert von r. Man kann diesen Ausdruck
z.B. benutzen, um den Wert von Csgq = C*19q ZU berechnen. Dannistr = 0,

und man erhalt:

M +40 M+ 37 M+ 27 M+17
€500 = H 4 H+45‘E4 H*%2°H 4 H*2'Hs B

Die Anzahl der Moglichkeiten, 50 Cent zu wechseln, betragt somit:

Cgo = éﬁ% + 45-%1@ = 50.
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Die Anzahl der M6glichkeiten, einen Dollar zu wechseln, betrégt:

Ci00 = éﬁ% + 45@?@ + 52-%1% = 292.

Die Anzahl der Moglichkeiten, eine Million Dollar zu wechseln, betrégt:

2000004 2000003 2000002 2000001

Cioooooo0 =H , H*%®°H , H'®'H , H'?°H , F

= 66666 793333412666685000001



