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Numerik 1. Klausur RWTH Aachen WS 2012/ 2013
Prof. Grepl
Aufgabe 1: (23 Punkte)
a) Ist die Abbildung f: R("2) -> R mit f((x1, x2)AT) 12x11 + I13x2| eine Norm?
b) 3 Eigenschaften von Maschinenzahlen
c) vollbesetze 3x3 die bei GauB3 ohne Pivot versagt
d) Nenne zwei Verfahren zur Darstellung einer Interpolationsploynom in geschlossener
Form und die Unterschiede der Verfahren

e) Was ist der Sinn/ Vorteil bei der Verwendung von iterativen Verfahren
f) symetrisch positiv definit, n x n welche Verfahren?

Aufgabe 2: (7 Punkte)

Folgende Matrix ist gegen 2x2 mit (3 4 -2.5 -2.5). Zeichne die a1 und a2 in ein
Koordinatensystem ein und flhre einen Schritt der Householderspiegelung aus. Zeichne
die Spiegelungsachse ein und Beschrifte alles. Fiihre die Spiegelung am
kostengunstigsten durch.
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Aufgabe 3

Gegeben seien die Messwerte
t| 1 2 4
fi102 07 06°

die zu dem Bildungsgesetz
f(t) = e

gehoren.

a) Stellen Sie das zugehorige nichtlineare Ausgleichsproblem zur Bestimmung der unbekannten
Parameter A und « auf (Messwerte schon einsetzen!).

b) Fiir das GauB-Newton-Verfahren seien die Startwerte ay = 3, Ao = 0.5 gegeben. Wie lau-
tet das lineare Ausgleichsproblem fiir den ersten Schritt? Setzen Sie die Mess-werte und
Startwerte ein (Der erste Schitt muss nicht durchgefiihrt werden).

c) Losen Sie stattdessen das lineare Ausgleichsproblem ||Axz — b||a — min fiir

0.8 0.7 0.5
A=106 0.6 und b= 1
1 2 14

mittels Givens-Rotationen. Geben Sie den Wert des Residuums explizit an.

d) Betrachten Sie nun eine zu b gestorte rechte Seite b mit zugehoriger Losung z, d.h. T ist
Minimum von ||AZ — b||, (A und b aus Teil ¢). Wie groB darf die relative Abweichung
||b—b||2/]|b||2 hochstens sein, damit der relative Fehler ||Z — ||2/||2||> nicht groBer als 0.05
ist? (Hinweis: ko(A) = 7).

2+3+84+2=15 Punkte
Musterlosung

a) Mit x = (A, a) lautet das nichtlineare Ausgleichsproblem

e A1=a)* _ 2
|F()], = F(X\a)],= | e —0.7 s min
e*’\(4*“)2 —06

b) Eine Zeile der Jakobischen zu F' lautet

gradp, ,1(f) = <—(t —a)? et 9 N (t—q)- e—A-(t—a)2>

Da auBerdem nach a) F' bekannt und somit

—0.0647
F(0.5,3) =5 | —0.0035
0.00653
ist, fehlt fiir den ersten Schritt (|F'(xo) - Azg — (—F(z0))|, — min) nur noch F’(x):
—0.541 —-0.271

F'(0.5,3) =3 | —0.607 —0.607
—0.606  0.607
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d)

08 0.7]0.5
(Ajb)=1 06 06| 1
1 2]14

Spalte 1, Zeile 2:  r=+0.82+062=1, ¢=0.8, s=0.6

1092 1
(Alb)—=(AJb), = 0 006]05
1 2|14

Spalte 1, Zeile 3: 7 =+/2, c=s=1/y/2=0.7071:
1.4142 2.0648 | 1.697

(Alb), = (Alb),= 0 006 0.5
0 0.7637 | 0.2828

Spalte 2, Zeile 3: 7 = /0.062 4+ 0.7637% = 0.7660, ¢ =0.07833, s = 0.9969
1.4142 2.0648 |  1.697
(Alb),—=(Alb), = 0 0.7660 | 0.3211
0 0| —0.4763

Durch Riickwirtseinssetzen erhalten wir x = (0.5879,0.4192)” und das Residuum ist 0.4763.

Es gilt:
0.7638
0.6043
T — x* A) |1b— Ax* 1.4264 1.7272
o =lle oA D=t ) A .
|2*[|2 cos(©) ][ |15 |2 e 1.7916

h— !
wll ) -l Ly
|| ~||2 cos(©)  [[b[2

[|b—bl]y ! cos(©)
—= <0.05
11012 Ka(A)

= 0.007




Klausur Numerisches Rechnen, 14.02.2013 9

Aufgabe 4
Gegeben sei das lineare Gleichungssystem Ax = b mit
0.6 0.8 —0.8 —-0.4
A= 1.2 24 06 und b= 6.6
—-0.4 0.0 0.2 —0.2

a) Berechnen Sie die LR-Zerlegung von A mit Spaltenpivotisierung, d.h. PA = LR, wobei P
eine geeignete Permutationsmatrix ist. Geben sie P, L und R explizit an.

b) Losen Sie das Gleichungssystem Ax = b mit Hilfe der unter a) berechneten LR—Zerlegung.

c) Betrachten Sie nun das gestorte Gleichungssystem Az = b, wobei A eine Stérung von A
ist. Wie grof3 darf der relative Fehler in A hochstens sein, damit der relative Fehler in x
(gemessen in der ||.||;-Norm) nicht grofer als 3% ist? Hinweis: Fiir die Kondition von A
bzgl. der 1-Norm gilt x;(A) ~ 15.56.

8+3+2=13 Punkte
Musterlésung

a) Wir speichern die Permutation in einem Vektor, den wir an A anhéngen.

06 08 —-08]|1 1.2 2.4 0.6 |2 1.2 2.4 06 |2
1.2 24 06 |2 | ~ 0.5 —04 —-11]1 ~ -1/3 | 038 04 |3
-04 0.0 0.2 |3 -1/3 0.8 04 |3 0.5 —-0.5 | =091
Und somit
1 00 1.2 24 0.6 2 010
L= —1/3 1 0 und R = 0 0.8 0.4 sowie P=| 3 | =10 0 1
05 —-05 1 0 0 —-0.9 1 10

b) Wir benutzen P fiir die Permutation von b und erhalten:

Vorwartseinsetzen:
1 0 0| 6.6 6.6
-1/3 1 0] —0.2 J —y= 2
05 =05 1|-04 —2.7
Riickwartseinsetzen:
1.2 24 06 6.6
0 08 04 2 T —S = 1
0 0 —-09)|-27 3

c) Aus der Fehlerformel

K(A) ’
Tz < ‘A S €

- 1—/4,(A)'7”A

erhalten wir
€ 0.03

< - — 0.001872 ~ 0.2
=116 w(A) 103 1556 i’
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Aufgabe 5
Gegeben sei die 2D-Fixpunktgleichung
2
x p—
. A A Fi(r.y)
z 1 r+y
Yy — + —cos <7T > Fy(z,y)
3 7 4

a) Zeigen Sie mit Hilfe des Fixpunktsatzes von Banach, dass F(z,y) in dem Bereich E :=
[0,1] x [0, 1] einen eindeutigen Fixpunkt besitzt. Verwenden Sie die || - ||s-Norm.

b) Fiihren Sie ausgehend vom Startwert (zg,%0) := (0.2,0.3) einen Fixpunktiterationsschritt

durch.

c) Wie viele Iterationsschritte sind ausgehend vom Startwert (zo,v) := (0.2,0.3) hochstens
erforderlich, um den Fixpunkt in der |-|_-Norm bis auf einen Fehler von ¢ := 107 an-
zundhern?

54+14+3=9 Punkte
Musterlosung

a) (i) E ist abgeschlossen.
(ii) Selbstabbildung: Wegen (z,y) € [0,1]? gilt 0 < (z — y)? < 1 und 0 < cos(72HY) <1

und damit
y  (x—y?* _1 1 3
0 (z,y) = 4+ 3 4+8 3 0.375
1 1 1
0< Fyla,y) = = + = os( y) <4 - 0652 <0.66
3 w 3 9w
Insgesamt gilt also F(E) C E = [0,0.375] x [0,0.66] C E = F ist selbstabbildend auf

ECE.
(iii) Kontraktivitat: F ist konvex. Als Jacobi-Matrix ergibt sich

T—y 1 Ty
Fl(a,y) = 1 14
() 11,<x+y> 1,(x—|—y>
- — —gin(7 — —sin(w
3 1° 1 1° 1
Wegen (z,y) € E = [0,1]? gilt |22 < 1 sowie [+ — 2¥| < 1 und sin(7r Z¥) > 0, so
dass wir durch elementweise Betragsabschatzung (zuléissig in der ||-]|1- und ||-||so-Norm,
nicht jedoch in der || - [[o-Norm) erhalten:
11
1 o 1 1 1 1 3 7 3
o Iz 2] = {_ -2 _}_ { —}:—::L<1
IF@yle <7 R VIR RS Bk VTS G ’
3 4

o

d.h. F ist kontraktiv auf E.
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Somit sind die Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes erfiillt.

Bemerkung: In E = [0,0.375] x [0,0.66] gilt |54 < 858 = 0.165 sowie |3 — Y| < 1208

0.415 und |1 sin (7 ZH2)| < 1 sin(x 22728066) — 0.1816, und man erhilt max |F’(z, )|
z,yeE

(=]
IA

max{0.165—|—0.415, %+0.1816} = max{0.58, 0.5149} = 0.58 =: L <1, d.h. durch die kluge

Wahl von E statt E erhilt man eine erheblich bessere Kontraktionskonstante.

. 0. Zo L 02
Startwert: e <y0> = (0.3)
1.Schritt:

e 03 4 o 0.07625 . o [-0.12375
= “lo2 1 02403\ | ’ ==
v 2 4 L cos (22403 0.36075 0.06075

c) Es gilt geméf a-priori-Abschétzung

I £4=L) I 10—°/4
[ —aO]] 1 51238
> = = 21.57.
"= InL In %

Es sind also héchstens n = 22 Schritte erforderlich, um eine Genauigkeit von ¢ := 1073 zu
erreichen.

Bemerkung: Mit L folgt n > 10.44, d. h. in Wahrheit reichen sogar schon n = 11 Schritte.
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Aufgabe 6
Fiir das Integral

1
I—/ e dx
-1

sollen numerisch Ndherungen bestimmt werden.

a) Wie viele Unterteilungen (n) des Intervalls [—1, 1] werden mit der
(i) summierten Mittelpunktregel,
(ii) summierten Trapezregel,
hochstens benoétigt, um eine Genauigkeit von € = 1073 zu erreichen? Schitzen Sie dazu die

entsprechende Ableitung ab, ohne Extrema zu benutzen.

b) Berechnen Sie fiir die summierten Simpsonregel die Naherung zum obigen Integral mit n = 2
und schétzen Sie den Fehler ab.
Hinweis: Fiir f(r) = e°? gilt maxeep|f @ (€)] =4-¢

6+5=11 Punkte
Musterlosung

a) Die Ableitungen sind
f(z) = e — f'(x) = —sin(x)e* — f"(z) = (sin? 2 — cos x)e”s"

Damit kann man die zweite Ableitung abschétzen mit

If"(z)] < 2e besser: |f”(z)| < (sin®(1) +1) e
~—_——

<1.71

(i) Fiir den Fehler der summierten Mittelpunktsregel (auf [—1, 1]) gilt:

1 1 ;
fu < ﬁhﬁm —(—1)) max |f"(x)] < ﬁhﬁwzle <107 — hyy < 0.0469817

z€[—1,1]

Und somit
1—(=1)

> D 06 — 43
MM Z 70469817 —

(ii) Fiir den Fehler der summierten Trapezpunktsregel (auf [—1,1]) gilt:

1 1 ;
fr < ﬁh% — (-1)) max |f"(z)] < EhQTéle <107 — hy <0.0332211

z€[—-1,1]

Und somit
1—(-1)

e S R — 61
nr = Gos3aony - 00Ae e =0



14 Klausur Numerisches Rechnen, 14.02.2013

n=2 und hg=1

[S — @(ecos(fl) + 46005(70.5) + 2ec0s(0) + 46005(0.5) + ecos(l))
6
1
= 6(1.7165257 +4-2.405078545 4 2 - e + 4 - 2.405078545 + 1.7165257)

1
= §(1.7165257 + 4 - 2.405078545 + e)
= 4.68504057 ~ 4.685

Fiir den Fehler der summierten Simpsonregel (auf [—1,1]) gilt:

1
2880

fs < e 41— (1)) max [79(0)] <

8e < 7.55078 - 1073
2830 el €=



