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1 Kondition einer Funktion

Wie kommen Fehler in das Resultat?

e Modellfehler: Wahl eines ungeeigeneten Modells
o Kondition: Fehlerverstarkung der Daten
o Stabilitit: Gewahlter Algorithmus ist nicht exakt

1.1 Definition
Gegeben
fR—=R
Daten in z seien gestort durch den relativen Fehler

I—x

Ty 1=

xT

Dann ist der Fehler im Funktionswert

@~ f@)
I flx)

abschétzbar durch

rf 5 ’{Tel(CU) ‘T

mit der Konditionszahl

ot = |15 1)

1.2 Aufgabe

Gegeben
fi = (V5—-2)°=0,013135617...
fo = 17V5—38 =0,013135617...

fs = 9‘154_\/25 =0,013135617...

Berechnung der Konditionszahlen der einzelnen Darstellungen zur Abschéitzung
2,1 <V5<2,3

Fiir fi

T 3z
= —2)2| =
k1(x) @2 3(z—2) 5| < )
Fir f2
folw) = 17z — 38
folz) = 17
T 17z
_ 17! =
() ‘17:538 7‘ ’179638‘ o
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Die Kondition geht gegen oo, denn im Nenner kommt es zu einem Nulldurchgang innerhalb
der Abschétzungen fiir v/5, denn 17-2,1 < 38 und 17-2,3 > 38. Damit ist die Darstellung

ungeeignet.
Fir f3
T —2
B@) = g
, 9+44x —4(x —2) 17
3(@) = O+42)2  (9+42)?
ka(z) = 17z - 17-2,3
(x —2)(9 + 4x) 0,1-(9+4-2,1)

< 22,48

Damit ist f3 die am besten geeignete Darstellung. Wiirde man die Konditionszahlen mit

dem echten Wert von /5 ausrechnen kiime heraus

k1(V5) = 28,416
ke(V5) = 2889,5
w3(VB) = 8,9727

2 Kondition einer Matrix
2.1 Definition

Lose
Ay=2z ,also f(z)=A"'z
Die Daten seien gestort durch den relativen Fehler

il
T
lal

Dann ist der Fehler im Funktionswert

_ f@) = f@)]]
' 1 ()]

abschétzbar durch

rf

rf S; ﬁrel(x) Ty

mit der Konditionszahl

Krel = cond)j. (A) = ||A][ - [|A™H]

2.2 Aufgabe
Gegeben
1 1 1 3 0,
A=14 5 6], b=|15], db= |0,
0 5 0 5 0

—_ = =
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Dann ist
1 -30 5 1
At=—5| 0 0 -2
0\a2 —5 1
Also
- 36
cond)... (A) = ||Allool|[A™ ]oo = 15 - =0
-1 50
cond)j,(A) = ||Alls][ A7l = 11+ 75 =55
Und mit
T = % _01
Pl = Tpf[o — 15
|61 0,3

P el T 23

folgt

0,1
Tilkle S 54 T =0,36.. ]
0,3
Pk 55 53 = [0, 71T...

Wie gross darf |[6b]| sein, damit maximal ein Fehler von 1% fiir ., zu erreichen ist?

Einsetzen in die Vorschrift

[10]] !
T £ loo <54 TOO = 3,6]|0b]|o0 < 0,01

!
=1 |0b][00 < 2,78 1072

3 Iterative Losungsverfahren fiir LGS

Of will man ein LGS nur ungefihr 16sen. Idee: Suche Verfahren, das eine gegebene Néhe-

rung der Losung schrittweise verbessert.

3.1 Herleitung

Gesucht: Niaherungslosung von Az = b

z = 20496
& b=Ar = A@®+06)=A2"+ A5
& b-A® = As
& 6 = ATNb— A2")

Da diese Gleichung genauso schwer zu l6sen ist wie vorher, benutzt man ein B mit B ~

A~ und damit gilt

6 =B(b— Az") =~ b
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= |z =2'+ B(b— Az

Oder umgeschrieben

T = (I — BA)z' + Bb = ¢(z)
T (&
T wird Iterationsmatriz genannt, und B Vorkonditionierer von A.
3.2 Konvergenz

Das Verfahren konvergiert genau dann fiir beliebige Startwerte 2° gegen x, wenn alle
Eigenwerte A von T' die Bedingung |A| < 1 erfiillen.

Ist ||T'|| < 1 mit einer beliebigen Matrixnorm, dann konvergiert das Verfahren fiir beliebige
Startwerte von z° gegen .

3.3 Jacobi-Verfahren (Gesamtschritt)
Woher kommt B?

* 0 0 * 0 ... 0

Setze B = D~! (nur falls alle a;; # 0), dann ergibt sich

= (IT-D Az +D M
D7 (—(D — A)z" —b)
= |-D'((L+ R)z' —b)

Komponentenschreibweise

1 n
i+l ool
YT T wn D gk — by
M \k#

Das Jacobi-Verfahren konvergiert fiir beliebige Startwerte z° gegen z, wenn A das Zeilen-
summenkriterium oder Spaltensummenkriterium erfiillt.

3.4 Aufgabe
4 2 1 5 1
A = 2 5 2 R b = 4 , Q:O — 1
1 2 6 7 1

2 Schritte mit dem Jacobi-Verfahren, zuerst die allgemeinen Vorschriften

. 1 ) )

ot = -4 (223 + 125 - 5)
A 1 . .

aitt = — (20 + 205 = 4)
) 1 . .

AR —6(1:):’1 + 225 —7)
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Schritt 1
1 1
1 1
Ty = _5(2'1"'2‘1_4):0
1 2
2l = —s114+2:1-7) =2
Schritt 2
1 2
22 = _1(2.04_1.5—5):1,083
1 1 2 1
2
T2 5252 g-=3
1 1
a2 = _6(1.§+2.0_7):1,083

3.5 Gauss-Seidel Verfahren (Einzelschritt)
Setze B = (L + D)~ !. Herleitung analog zu Jacobi-Varfahren.

Komponentenschreibweise

1 [ d
i+l il o
Ty =T d_artt+ Y ajk b
I\ k=1 k=j+1

In der ersten Summe werden die neu berechneten Werte schon im gleichen Schritt verwen-
det, im Unterschied zum Jacobi-Verfahren.

Das Gauss-Seidel Verfahren konvergiert fiir beliebige Startwerte z° gegen z, wenn A das
Zeilensummenkriterium oder Spaltensummenkriterium erfiillt oder wenn A eine s.p.d.-
Matrix ist.

3.6 Aufgabe
4 2 1 5 1
A = 2 5 2 R b = 4 , Q:O — 1
1 2 6 7 1

1 Schritt mit dem Gauss-Seidel Verfahren, zuerst die allgemeinen Vorschriften

ot = —%(23;%4—13;3—5)

vyt = —%(2m§+1+2xg_4>

HH = —é(1$§+1+2x§+1—7)
Schritt 1

¥y = —3(2-1+1-1—5):%

zy = —%(2%+2-1_4):%

zy = %(1.%%%*7):%
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4 LR-Zerlegung
4.1 Aufgabe

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-2 -1 -2 -2 -2 -2 1 0 0 0
A=|0 -5 2 10 20|~ |0 -5 2 10 20
1 2 3 9 21 1 1 2 8 20
7T 7 7 6 18 7 0 0 -1 11
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-2 1 0 0 0 -2 1 0 0 0
~|10 -5 2 10 20|~ |0 -5 2 10 20
1 1 2 8 20 1 1 1 -2 0
7 0 0 -1 11 7 0 0 -1 11
1 1 1 1 1
-2 1 0 0 0
~ 10 =5 2 10 20
1 1 1 -2 0
7 0 0 % 11
Also ist
1 0 000 111 1 1
-2 1 000 010 0 O
L=|0 -51 00|, R=|00 2 10 20
1 1 110 000 -2 0
7 0 0 3 1 000 0 11

Mit der Determinante

det(A) = det(L) -det(R) = det(R) = [ [ ris = —44
=1 (

Losung eines Gleichungssystems mit Vorwirtseinsetzen und Riickwértseinsetzen

Ar = b
< L Rxr = b
~~

Y

(1) Ly=»b, (2) Re=y

2 2 1
—4 0 0
b=1 10 — y=1|10 — =10
10 -2 1
13 0 0

5 DGL mit getrennten Variablen
Gegeben

y'(z) = f(z) - g(y(x)) = F(z,y(z))

Losung durch Trennung der Variablen
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1. Seig(y) #0, 9 = % = f(2)g(y) = [ ;t5dy = [ f(x)dw
2. Triviale Losungen bestimmen: g(y) = 0 nach y auflésen

3. eventuell AWP ausrechnen

5.1 Aufgabe
y = a(y* + 2y)
1.
yy+2)#0
Also gilt
1 1
aly:/xal:z::x2
/y(y+2) 2
Nebenrechnung
1 A B
— = —+—— |-yly+2
y(y +2) y y+2 -5l +2)
< 1 = Aly+2)+ By
& (A+Bjy+24-1 = 0
1
2A—1=0 = A:§
1
Integration
1 1 1 1 1
—dy = - [ —-dy—= [ ——=d
/y(y+2)y 2/yy 2/y+2y
1 Y 1
= = -C CeR
2ln y+2‘+2 €
Und damit gilt
Y| = 2246
y+2
, -
e’ e
‘y—i—Q
= .0 CeR
y+2
- 2Ce®”
< v = Cez?
2. Triviale Losungen
9ly) = 0
& yly+2) =
& y=0 VvV y=-2
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26562+1

6 Homogene DGL
Gegeben

y’(f)Zf('yg:)) , o #0

Losung durch Substitution (Koordinatenwechsel)

(=Y = 2= = ) - 2@)

T T T
Riicksubstitution
y(@) =z(z) -z
6.1 Aufgabe
gy = Y@ 2 (y(2)
Substitution z = £
1
flz) = Z—g
iy - Lo, 1 o y_ 1.1
Y@) = S5 =2(-5)

1
/z2dz = —/de’
T

& -z0 = —nlz|+C ,xzeR

& 2z = Y—injz|+C V3

10
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1

Triviale Losungen von 2’ = ——

1
= 0 — keine Lsg. in R

Riicksubstitution
y(x) =z 2(x) =/ —Inlz|+C-V3 , CeR

7 Numerische Losungen von AWP

Gegeben

y'(x) = f(z,y(x)), AWP y(zg) =vyo, Schrittweite h >0
Gesucht

Niherung 3° von y(z') mit 2' = xg+i-h, i=1,2,...
7.1 Explizites Eulerverfahren

y =y +h- fa'yh)

7.2 Implizites Eulerverfahren

y =y b fa g

7.3 Runge-Kutta Verfahren

In der Klausur angegeben wenn bendétigt.

7.4 Giite der Ndherung

Die Giite der Ndherung hingt von A ab, und von der Ordnung des Verfahrens. Ordnung p
bedeutet, dass der lokale Abbruchfehler ||ry|| sich fiir h — 0 wie h? verhélt. Explizites und
implizites Eulerverfahren haben die Ordnung 1, das klassische Runge-Kutta Verfahren die
Ordnung 4.

7.5 Aufgabe
v = (229, = e, w0 = (7)) n=2

z* —yi(z)

Expliziter Euler

=1y +h f(2°y0) = <_02> +2 (022r 2> - <_42>

Impliziter Euler

1 1
yi\ _ (2 Y3
= +2
(y%> ( 0 ) (22 - y%>

Lineares Gleichungssystem
7)) = = (D)
= = =
G )C)-() - (2

11
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Runge-Kutta

ki o= f(fco,yo)=<g>

= o= 0 () () )

1 1
ks = f(a°+ 5h,y0+ 5hkg) = f(1,<

w O
Il
7N\
_= W
"

b= J g k) = 12 (3))

I
N\

1 2
= yl:y0+6'2(/€1+2]€2+2k3+k4): <1O>
3

8 Lineares AWP 1. Ordnung
Gegeben

y'(x) = Ay(z) + b(x)

Losung
1. Wronski-Matrix W (z) berechnen
2. AWP lI6sen, W (zo)co = yo
3. Spezielle Losung yg(z) = W(x) fjo g(t)dt mit W (z)g(x) = b(x)
4. y(x) = W(x)co + ys(z)
8.1 Wronski-Matrix
1. Eigenwerte von A berechnen mit det(A — A\I) = 0, \ k-fache Nullstelle — & Spalten

8.2

von W

. Eigenvektoren (Hauptvektoren) fiir jedes A berechnen

e vist EV: v- e ist Spalte von W

e v ist HV p-ter Stufe: e’ (Jv+ £(A—Nv+...+ %(A — A)P~1y) ist Funda-

mentallésung
. komplexe Eigenwerte treten immer paarweise auf MA (A # A). Hat X\ die
EV (HV) fi,...,fr so haben A A zusammen die reellen Fundamentallgsungen

Re(e? f1), ..., Re(e ™ f.), Im(e N f1), ..., Im (e f,)

Aufgabe

=4 )

Berechnen der Wronski-Matrix

det (3_‘1A 2__2A> —(B-N)2-N—2=(\—D(A—4)

12
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. (12, (0 (-2
20 a1 —2)”27 o) T =71
Also ist die Wronski-Matrix
_ x 4x _ e’ _2€4m
W(z) = (e"v1 e*vy) = <6x Az >
8.3 Aufgabe
3 2
= (5 1)

Berechnen der Wronski-Matrix

det (3__2/\ 1E>\> =B-N1=-XN+4=A—2+iV3)(\—(2-iV3))

= A=24iV3
Eigenvektoren

() - o2

Also ist eine komplexe Fundamentallosung

= 2+ivae <1 _-i/g) = ¢*®(cos(V/3x) + i - sin(V/3x)) (1 __Z.Q \/§>

e —2cos(v/3x)
Re(f) = é? <cos(\/§x) -1+ sin(v/3x) - \/§>

s —2sin(v/3x)
Im(f)= ¢’ <_\/§cos(\/§x) + Sin(\/§$)>

Damit ist die reelle Wronski-Matrix
W(x) = (Re(f) Im(f))

9 Interpolation

9.1 Lagrange-Interpolation

Po@) = fla) @), ) =] =
j=0

13
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9.2 Newton-Interpolation
P, (x) =Cyo+ Cy(x — x0) + Co(x — x0)(x — 1) + . ..

Dividierte Differenzen

Nik—1—Ni—1 -1

Nip =
T — Tj—k
9.3 Aufgabe
zi | -4 -3 -2 -1

fil4 8 12 4
Lineares Gleichungssystem

Py(x) = a + b + ca? + da®

1 —4 16 —64\ [a 4
1 -3 9 —27||o| |38
1 -2 4 =8| |c| |12
1 -1 1 -1/ \d 4

=  Py(x) = —22% — 1827 — 48z — 28

Lagrange

Pg(l’) = 4[1(:13) + 8[2(1‘) + 12l3(l’) + 4l4(l’)

h(z) = (x+3)(x+2)(z+1)
BT (a3 (41 2)(—4+1)
b(z) — (IL‘+4)(:L'-|—2)( +1)
(=3+4)(-3+2)(—3+1)
SR ICEe (CEa)
(—2+4)(—2+3)(—2+1)
h(z) = (x +4)(z + 3)(z + 2)
(—14+4)(-14+3)(-1+2)
Newton
zi | Co Cq Cy Cs
4| 4

9 12 12i_§L : 4 4—4 -0
- —2+4

4— _ —8—4 —6-0 _
14 5 =-8 =6 SEi=-2
= Py(z)=4+4(x+4) -2x+4)(z+3)(z+2)

10 Ausgleichsproblem

Gegebene Daten und Ansatzfunktion fithren auf ein unbestimmtes GS
Ax =10

welches meist nicht losbar ist.

14
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10.1 Normalengleichungen
Minimierung von ||Az — b||2:

AT Az = AT
10.2 QR-Zerlegung
Householder-Spiegelung

A = QR
s QQT'A = Q"

Lose Rx = b1, Residuum ||ba]]2.
Algorithmus:

(1) v=a+sgn(a1)llall el

@) QAN = (4B - (70) 7 (AW

10.3 Aufgabe

Gegeben
3a+T7 = 2
126 =
da+b = 1
ergibt

—_

3 7 a 2
0 12 (); 4
4 1 b 1
Householder Spiegelung
Schritt 1
3 3 1
v = 0] +sgn(3) |0 0] =
4 4 0
2
8
vlv = (8 0 4)[0] =64+16=80
4
3
0
4

vl (Alp) = (8 0 4)(

2 2 (8
v (4 = = 2 (40 60 20) =
7 2
12
1

3
o -
4

SO W
~_
Jr
ot
~
o O =
~_—
Il
N

8
0
4
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Schritt 2
12 ] 4
= (5]4)
12 12 1 13 1 25
v = (5) e (D)) ()= (5)+1(0) = (%)
vy = 625+ 25 =650
o4y = (325 105)
2 T 2 (25 25 | 105
—v-vTdy = — 25 105) =
oy 2 650 <—5> (325 105) <—5 %
12 | 4 25 | 105 _13] _53
e = (B14)-(518)-(0"]28)
-5 -1 ~5| 2 0 | -3
Also ist
-5 -5 —2
R=|0 -13], Q"b=|[-2
0 0 4

Und damit 16st man das Gleichungssystem

-5 =5 | -2
(O 13 > = b=0,3136, a = 0,0864

_93
13

Das Residuum ist %.

Normalengleichungen
T (25 25
ATA = (25 194)
T, 10
AT = <53)
= a=0,0864, b=0,3136

11 Banachscher Fixpunktsatz

Gegeben sei abgeschlossene Menge D C R™ ...
Selbstabbildung

f(D)c D
Kontraktion
I1f(z) = fW)I| < L||z — y]|

Dann hat f auf D genau einen Fixpunkt ...

11.1 Aufgabe

Man zeige, dass das System

6x = cosx+ 2y
8y = :L'y2+sina:

16
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auf D = [0, 1] x [0,1] genau eine Losung besitzt.
Zuerst F' aufstellen

1 1
_ ([ gcosT+ 3y
F(z,y) <51;a:y2 + % sin x)
D ist offensichtlich abgeschlossen, und F' ist offensichtlich selbstabbildend.
Kontraktion

1F" (2, y)lloo <L <1

1 .
Fl(x _ —§sinx
( 79) (éyQ—}—écosx y

11 1
1F (2, 9)]loe < me{y2}::<1

=
K Wi

2

Startwert

()= ()
() = Fteoor = )

Abschétzung ,,a priori“

L !
T ller— ol <e

& L™ < (1-1)

[|zn — 27|

IN

&
|1 — 20|

o ( e(l-1L) )
I\ Jlzr = wol]
e(1-L)
log (7\|xrxo|\)
log L

~ n > 838

< nlogL

IN

= N

v

Welchen Wert e hatte, weiss ich nicht, man braucht jedenfalls hochstens 9 Schritte um
diese Genauigkeit zu erreichen.

12 Newton-Iteration

Skalar:
T T T )
System:

17
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12.1 Aufgabe

Gegeben das gleiche System wie beim Banachschen Fixpunktsatz

[ cosx + 2y — 6z o) _ (U
F(z,y) = (xyz—}—sinx—&y) ' (yo) B (0>

Jacobi-Matrix

/ _ [—sinxz —6 2
Flay) = <y2+cosa: 21y—8>

Also ist

F(0,0) = (é) , F'(0,0) = <_16 —28>

Und daraus ergibt sich

T 0 —12 12
() =) - ()= (1)
13 QR-Zerlegung

Die wichtigsten Zerlegungen vom Matrizen sind
e LR-Zerlegung (Gauss-Alg., EW, EV, [ LR-Verfahren®)

©

e QR-Zerlegung (EW, EV, Berechnung mit ,,QR-Verfahren“, Losung der Normalglei-

chungen bei vollem Rang)

e SVD (Singulidrwertzerlegung, Pseudoinverse, Losung der Normalgleichungen bei nicht

vollem Rang, nicht behandelt)
13.1 Satz

A e R™" m > n. Dann existiert eine orthogonale Matrix Q € R™*"

Q = (qlv"‘ 7qn7qn+17"' 7qm) - (Q17Q2)

(dh. (¢',¢%) = dip, also QTQ =1, QQT =1, QTQ1 = 1, QFQ2 = 1) und eine obere

Dreiecksmatrix R € R™*™ mit
(1) A=QR
(1)’ A= QlRl , Ry € R

Aufwand (Householder, Givens) ~ 2n%m.
RgA=RgR=RgR (Rg A=n & det(Ry) #0).

RgA=n, A= (a1,...,ap) lu. =< ai,...,a, >=< q1,...

ein Orthonormalsystem fir < ay,...,a, >.

13.2 Anwendung auf das Ausgleichsproblem
||[Az — b||3 — Min.

Es gilt

| Az — bl[3 | Az* — 8|3
s (2) ATAzr = ATb (Normalgleichungen)

v

18

,qn > d.h. q1,..., g, bilden
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Sei Rg A = n < det(ATA) # 0 = (2) eindeutig 16sbar. Die Normalgleichungen sind im
Allgemeinen schlecht konditioniert.

Idee
Az —bl5=1[lb— Y i’ |
i=1
ge<al,..,a™>
Basiswechsel in < a', ..., a" >=<q',...,q" >
g€<g§$}7an>llb—gllg = g€<;n171.1_f}’qn>!|b—g||§= 16— g*I3
g = Ar" =Qy”
o—gll5 = [Ib—CQuyll5=1lb—Quy*|l5
& QI = Qfb
& Yt o= Qb (Quyf = AxY)
= Az* = QQTv (A=QRy)
= QRiz* = QQ7b
& QIQiRiz* = Q[ Q1Q7b
= (3)Riz* = QTb  (det(Ry) #0)

Andere Herleitungen:
(3) erhilt man direkt aus (2) mit A = Q1 R,

ATA = RiQTQiR, =RTR,
& RTRiz* = RIQTb  (det(Ry) #0)
< (3)

Oder

Az — b]|3 = [|QRz — b3 = ||QRz — QQ"b|[3 = ||Q(Rx — Q"0)|[3
Multiplikation mit einer othogonalen Matrix veréindert die Norm nicht
(1Q[3 = (Q@, Qu) = (v,Q" Qx) = (v, z) = [|x[3)
= ||Rz — Q0|5 = |[Riz — Q1 bl[3 + [|Q5b][3
[|[Az — b||2 — Min. < Rijz* = QTb, d.h. (3). Also ist
[l 4z" = bl[3 = 0 + ||Q5b]13
Es ist

(4) conda(AT A) = (conda(Ry))?

19
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14 AWP bei gewohnlichen DGL
f:DCRxXxR"—R" D offen, f(x,y) € R".
Sei (zg,y0) € D, AWP:

y'(z) = flz,y())

y(xo) = wo
Fiir ein Intervall I, das zg als inneren Punkt enthilt, zo € I heisst y € C'(I) lokale Losung
des AWP, falls gilt

(i) y(zo) =wo
(1)  (z,y(x))eD,xzel
) Y(@)=flzy@), vl

Eine lokale Losung y € C'(I nqe) heisst mazimale Losung, wenn sie jede andere lokale
Losung w € CY(I) fortsetzt, d.h. I C Ipas, w(z) = y(z), x € I.

14.1 Haupsatz

(ii

D wie oben. f sei stetig in D und erfiille lokale Lipschitzbedingung auf D. Dann besitzt
das AWP eine maximale Losung y € C1(I,,4,) mit offenem Intervall I,

14.2 Numerische Approximation

auf [a,b] C Imqq. Gitter Tp, = {ti[tj41 =t;+h; ,7=0,...,n—1,tg =a,t, = b}
2(x) = F(z,2(x)) , = € [a,b] , 2(a) = 20
Eulerverfahren
zj41 = zj + hi F(ty, 2))
Impl. Euler
Zj+1 = 2 + hiF (41, 241)
Verbesserter Euler
Zjy1 = zj+ hjko
kv = f(t;, %)
ke = ft;+ %hj, zj+ %hﬂﬁ)
14.3 ,,Aufgabe“
y" = fzy@),y (2),y"(2)) , © € a,b], y(a),y'(a),y"(a) gegeben

dquivalentes System 1. Ordnung

y(z) 2!
(o) = [y() | = [
y'(z) 2
y'(x) 22
= Z(z)= ”(/:E) = f3 = F(xz,2(x))

20



DifNum Repetitorium 2004 Mitschrift

Michael Dreher

Sl
z(a) = [ 22 | bekannt
43
Euler
22
;)
zji+1 = 2j +hy G,
f(tj7zj)zj)zj)
d.h.
1 | 2
Ziy1 = % +hyzg
2 _ .2 .3
zj—‘,—l = Zj + h]Zj
3 _ .3 ey 12 .3
zign = 2+ hif(ty, 25,27, 25)
Impl. Euler
1 1 2
Zj+1 = Zj + hjzj+1
2 2 .3
iy =zt hizy
3 _ .3 e 1 2 3
Zi = 2+ hif(te, 2400 255005 25 4)
Verbesserter Euler
22 k%
_ _ _ 2
k1= f(tj,2) = fj N kzl))
f(tjvzjazjvzj) kl

2, hjip2
zj+hzl<:1
kQZ 234—7]]{%
hj 1 h-J1 2, hig2 3, hip3
F+ 525 + 3k 25 + 3k 25 + Fk)
Zj+1:Zj—|-hjk’2
2

zjl- approximiert y(t;), z;

nauigkeit (Fehlerordnung).
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approximiert y'(¢;), 2]3 approximiert y”(¢;), mit derselben Ge-



