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RHEINISCH WESTFALISCHE TECHNISCHE HOCHSCHULE AACHEN

1. ﬂbung zu Differentialgleichungen und Numerik, SS 01

Vorbemerkung:

Es wird vorausgesetzt, dafl jede(r) Student(in), der/die mit Differentialgleichungen beschaftigt ist,
keine Probleme mit dem Integrieren der einfachsten Funktionen hat.

Die ,einfachsten“ Funktionen sind nicht nur

e, 2f sinez,. ..

sondern auch
1 1 1 T
Vi—22 1+2? (cosz)?’ 142

E ko i
r e, rising, ———, " %cosz,...

z(logz)k’

Aufgabe 1:

Gegeben sei die Differentialgleichung
r_.2/3
y=Y

mit den Anfangswerten
i) »(1)=0, (i) y(1)=1.
a) Bestimmen Sie alle Losungen des Anfangswertproblems (zu den beiden Anfangswerten). (2)
b) Bestimmen Sie im zweiten Fall das maximale Intervall, auf dem die Losung eindeutig ist. (1)
c) Was ist der Grund,

(1) daB im ersten Fall keine eindeutige lokale Losung existiert, und

(i1) daB im zweiten Fall es keine eindeutige globale Losung gibt, obwohl die lokale Losung
eindeutig ist? (242)

Aufgabe 2:
Man bestimme Losungen fur die folgenden Anfangswertprobleme:

B Y= et )= 2
b) ¥ =y(l—y), y(0)=1/2 (3)
c) ¥y =cos(t)e?, y(0)=-1,; (3)

(4)

d) ty =y + V12 +y%  y(1) =3/4

Aufgabe 3:
Bestimmen Sie die Losungsgesamtheit der folgenden linearen DGLn erster Ordnung;:

a) z' = 2tz + 3t; (2)
b) z' = —tan(t)z + tan(t), = (-w/2,7/2); (2)
o) ' =201/t —t)x —te™", T=(0,00). (2)
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Seite 2 1. Ubung zu Differentialgleichungen und Numerik, SS 01

Aufgabe 4:
Es seien I C IR ein Intervall, a,b : I — IR stetig und « € IR. Vorgelegt sei die Bernoulli-DGL ' =

l-o

ax +bx®. Substituiert man u := z* =% so erhalt man eine lineare DGL erster Ordnung. Bestimmen

Sie auf diese Weise fur geeignete Intervalle Losungen der folgenden Anfangswertprobleme:

a) o' = —z+2% z(0)=1/2 (3)
b) o' = (1/t —t)e —te™" /(2z), (1) =1/\/c. (3)

Aufgabe 5:
Es seien I C IR ein Intervall und a,b,c : I — IR stetig. Vorgelegt sei die Riccati-DGL 2’ =
a + bx 4+ cx?. Kennt man hierfiir eine Losung z, so fithrt die Substitution u := z — zo auf eine

Bernoulli-DGL. Bestimmen Sie auf diese Weise fur geeignete Intervalle Losungen der folgenden
Anfangswertprobleme:

a) ' =t +t+1—(2t+ e+ 22, 2(0)=2 (3)
b) o = =5 =265 — ' 12 + 3t + 1+ (2t* + 263 — )z — t?2%, z(0) = 1. (3)

Hinweis: Es gibt eine Polynomlosung.

Abgabe bis Mo., 14.05.2001, 12°° Uhr
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Aufgabe 1:
Bestimmen Sie ein (reelles) Fundamentalsystem fiir 2 = Az in den Fallen
6 —1 .
wa=(§ 3 ) ®)
3 4 3
by A= -1 0 -1 |; (4)
1 2 3
0 20
) A=| 0 0 2 (5)
-1 10
Aufgabe 2:
Losen Sie das Anfangswertproblem
(3 =2\ t (0
y —<4 —3>y+<2t+1>’ y(o)—<1)'
(5)
Aufgabe 3:
Bestimmen Sie alle Losungen der folgenden Differentialgleichungen:
a) ¥y’ +5y +4y =0; (3)
b) ¥ —y=0; (3)
C) y/// _ y// _ Gy' — 0. (3)

Ansatz vom Typ der rechten Seite

Wir betrachten eine lineare DGL n-ter Ordnung, bei der die rechte Seite von der Form
e’ Z 27 (bj cos(Bz) + ¢; sin(Pz))

7j=0

ist. Ist dann v := a4+ i@ und k € Z, die Vielfachheit von 7 als Nullstelle des charakteristischen
Polynoms, so fuhrt der Ansatz

Yp(2) 1= e z" Z 27 (dj cos(Bz) + e sin(fBz))

7j=0

durch Koeffizientenvergleich auf eine partikulare Losung.

uebung2,20010514-0755 30
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Aufgabe 4:

Bestimmen Sie alle Losungen der folgenden Differentialgleichungen:
a) ¥ +2y + Ty = ze”; (3)
b) ¥ +y=142z+a% (3)
c) ¥+ y=cos(z) — 3sin(z) + Tee” sin(2z). (4)

Aufgabe 5:

Losen Sie das Anfangswertproblem
y/// _ y/ — 3€2t, y(O) — 0’ y'(O) — 0, y”(O) =0.

Bestimmen sie eine partikulare Losung a) iiber einen Ansatz vom Typ der rechten Seite und b) tuber
Variation der Konstanten. (3+3)

Abgabe bis Mo., 28.05.2001, 12°° Uhr
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Aufgabe 1:
Gegeben sei das Anfangswertproblem

y'=<$ _Ol)y, y(0)=<

a) Berechnen Sie die Losung des Anfangswertproblems.

')

b) Skizzieren Sie den Verlauf der Losung und das Richtungsfeld der Differentialgleichung. Das
Richtungsfeld ist hier die Menge {(—y2,y1)” : (y1,32)7 € R?}.

c¢) Zeichnen Sie in die gleiche Skizze die Approximation der Losung ein, die das Eulersche Poly-
gonzugverfahren (expliziter Euler) mit einer konstanten Schrittweite h > 0 liefert.

d) Auf einem Intervall ist das implizite Euler—Verfahren zur Schrittweite h definiert durch die
Rekursion

yn (a+(G+1)h) = yn(a+jh)+hf(a+(G+1)h,yn(a+ G+ 1)), j=0,1,..., yn(a)=yla).

Zeichnen Sie in die vorhandene Skizze die Approximation der Losung ein, die das implizite
Euler—Verfahren zu einer konstanten Schrittweite h > 0 liefert.

Hinweis: Zur Berechnung der Werte durfen Sie in dieser Aufgabe einen Taschenrechner verwenden.

(2424242 Punkte)

Aufgabe 2:
Sei y die Losung der Differentialgleichung

y' —zy +y=3,  y(0)=3, y(0)=2
Berechnen Sie mit dem klassischen Runge—Kutta—Verfahren
ki = f(xr, yr), ks = f(zk + th, yx + $hks),
ko = f(zx + 3h, ys + Shky), ks = f(xx + h, yx + hks),
Ye41 = Yk + éh(lﬂ + 2ks + 2k3 + ka)

und der Schrittweite A = 1 eine Approximation von y(1) und ¥'(1).
(6 Punkte)

Aufgabe 3:
Sei y die Losung der Differentialgleichung

y' =2ty ray —dy+4, y(0)=1, Y(0)=0, y'(0)=2

Berechnen Sie mit der Trapezregel

1
Yrt1 = Uk + §h(f(1‘k, k) + F(2re1, Yk 41)

uebung3,20010529-0905 30
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und der Schrittweite A = 1 eine Approximation von y(1), ¥'(1) und y"(1).
(6 Punkte)

Aufgabe 4:
Sei y die Losung der Differentialgleichung

y' =2y —zy, y(2) =5, ¥(2)=4.
Berechnen Sie mit dem

a) expliziten Euler—Verfahren ypy1 = yx + Af(2r, yr),
b) impliziten Euler—Verfahren ygy1 = yx + Af(Th41, Ys+1),

c) verbesserten Euler—Verfahren
kl = f('rka yk)a
ko = f(ar + Sh,ye + $hky)
Yk+1 = Yk + hks

und der Schrittweite h = 1 jeweils eine Approximation von y(3) und y'(3).
(34343 Punkte)

Aufgabe 5:
Hinweis: Diese Aufgabe ist eine freiwillige Zusatzaufgabe.

Gegeben sei die Anfangswertaufgabe
Y

yl(t):_\/{_l)

y(1) = L.

Berechnen Sie mit dem expliziten und impliziten Eulerverfahren sowie dem klassichen Runge—

Kutta—Verfahren (4. Ordnung) Naherungen fir y(9) zu den Schrittweiten h = 84,2, 1,%, %, e

und kommentieren Sie die Ergebnisse.
Zur Berechnung der Werte schreiben Sie ein kleines Programm (z.B. in Maple).

(12 Punkte)

Abgabe bis Mo., 18.06.2001, 12°° Uhr
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Aufgabe 1:
Gegeben sei die Funktion f: R — R definiert durch f(z) = ¢ — 422

a) Zeigen Sie, daf f genau zwei positive Nullstellen besitzt.

b) Eine der beiden positiven Nullstellen liegt in dem Intervall D = [0,1]. Zeigen Sie, daf} die
Iteration

1
;L‘n+1:§e“/2, n € Ny,
gegen diese Nullstelle konvergiert, sofern zg € D. Wieviele Iterationsschritte werden hochstens
benétigt, damit der Fehler kleiner als 107° wird? Startwert sei o = 0.5. Fiihren Sie die

entsprechende Anzahl von Schritten aus. Schatzen Sie (nochmal und genauer) den Fehler ab.

c) Warum lafit sich die zweite positive Nullstelle nicht mit der unter b) angegebenen Iteration
approximieren? Stellen Sie ein geeignetes Iterationsverfahren auf und geben Sie ein Intervall
an, so dafl das Verfahren konvergiert. Bestimmen Sie eine Naherungslosung und geben Sie
eine Fehlerabschatzung an.

Hinweis: Zur Berechnung der Werte durfen Sie einen Taschenrechner benutzen.

(24444 Punkte)

Aufgabe 2:
Das nichtlineare Gleichungssystem

[l
—

(z+1(y-1)
24 2zy = 2,

N | —

besitzt genau eine reelle Losung.

Berechnen Sie eine Naherung (2!,y')” zu dieser Losung, indem Sie ausgehend vom Startwert
(9 y°)T = (0,1)T einen Schritt des gedampften Newton—Verfahrens durchfiihren. Fiir den Ab-
bruchtest ||F(z',y")|| < ||F (2% y°)|| benutzen Sie die Euklidische Norm.

(6 Punkte)
Aufgabe 3:
Gegeben sei
2a a —a —a
4 6 2 3
Ma=1 44 4 4 | eeR
0 0 4—5a —ba

a) Bestimmen Sie die L R-Zerlegung der Matrix M, ohne Pivotisierung. Geben Sie auch an, fiir
welche a sich diese Zerlegung durchfithren lafit.

b) Fiir welche a verschwindet die Determinante von M,?

c¢) Sei nun a = 2. Berechnen Sie die Losung des Gleichungssystems Mz = bmit b = (1,2,3,4)%.

(44242 Punkte)

uebung4,20010618-1335 30
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Programmentwurf zur Cholesky—Zerlegung:
Far:i=1,2,...,n:
fir k=1,2,...,i—1:
ik 4 ik — )iy Gij Ok j;

diag < a;;;
furj=1,2,...,i—1:
h 4 a;j/aj;;
diag ¢ diag — a; ; h;
aj j h;
falls diag < 10~ a; ; Abbruch.
a; ; < diag.
Aufgabe 4:
Gegeben seien folgende symmetrische Matrizen:
2 -1 0 =2 4 =2 4 -6
-1 3 -2 4 -2 2 =2 5
A=l 0 2 -4 3| "™ BEL 4 o 43 s
-2 4 -3 5 -6 5 —-18 33

a) Untersuchen Sie, welche der Matrizen positiv definit ist/sind.
b) Berechnen Sie die LDLT-Zerlegung fiir B mit dem Cholesky—Verfahren.

c) Sei b = (2,—1,—1,1)T. Losen Sie Bz = b mit Hilfe der in Aufgabenteil b) berechneten
Zerlegung,.

(24442 Punkte)

Aufgabe 5: (Differenzenverfahren fiir gewéhnliche Randwertaufgaben)
Hinweis: Diese Aufgabe ist eine freiwillige Zusatzaufgabe.

Seien a,b € R mit a < b, a, 3,7 : [a,b] — IR stetige Funktionen und y,,y, € IR. Gesucht ist eine
C?-Funktion y : [a,b] = R, die die lineare Randwertaufgabe

Y'(@) + a2) y'(e) + B(2) y(¢) +7(2) =0, wla) =va, y(b) =

16st. Um diese Gleichung naherungsweise zu lésen, teilen wir das Intervall [a, b] in N gleiche Teile

und setzen
B b—a

N )
fiir alle ¢ € {0,..., N}. Ferner sei y; die zu bestimmende Naherung fiir y(z;). Wir bestimmen y;,
indem wir in der zu losenden Gleichung die folgenden Naherungen einsetzen:

h: ;i =a+1h

Yi — Yi_
y/(Iz) ~ Yi+1 Yi-1 y”(;‘E

) o Vil = 2y + yi1
Qh ) 2

, —

fur ¢ = 1,..., N — 1. Dadurch erhalten wir ein System von N — 1 Gleichungen fir die N + 1
Unbekannten yo, ..., yn.

a) Wie lauten diese Gleichungen?
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b) In dem in a) bestimmten Gleichungssystem sind yo und yn bereits bekannt. Nutzen Sie diese
Werte aus, um das System auf ein lineares Gleichungssystem von N — 1 Gleichungen in N —1
Unbekannten zu reduzieren und geben Sie dieses Gleichungssystem (Matrix, Unbekannte und
rechte Seite) an.

c) Betrachten Sie den Spezialfall a(2) = 0, B(2) = 0. Zeigen Sie: Die Matrix des entstehenden
Gleichungssystems besitzt eine Cholesky—Zerlegung.

(5+5+5 Punkte)

Abgabe bis Mo., 02.07.2001, 12°° Uhr
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Information zur Schein- und Vordiplomsklausur

Am 20.07.2001 findet von 10°° — 113% Uhr im Roten Hoérsaal eine Diskussionsstunde statt. Dort
besteht die Moglichkeit, Fragen zu dem in der Vorlesung und in den Ubungen behandelten Stoff zu
stellen.

Die Scheinklausur fiir PhysikerInnen findet statt am Dienstag, 24.07.2001, 14°° — 16°° Uhr im
Hérsaal Fo 2. Die Einsicht ist voraussichtlich am Freitag, 27.07.2001 von 10°° —12°° Uhr im R 149.

Die Vordiplomsklausuren (P+1I) finden am Dienstag, 07.08.2001 gleichzeitig in mehreren Hor-
salen statt. Wichtig: Die genaue Aufteilung der Teilnehmerlnnen auf die einzelnen Raume wird
erst etwa eine Woche vor der Klausur durch Aushang bekanntgegeben.

Fur alle Klausuren gilt:
e Lichtbild- und Studentenausweis mitbringen sowie dokumentenechtes Schreibgerat,

o es sind keine Hilfsmittel erlaubt (Papier wird gestellt),

o weitere Informationen (Uhrzeit, Horsaal, Einsicht,...) entnehmen Sie dem Schaukasten von

Prof. Esser.
Hausaufgaben
Aufgabe 1:
Gegeben seien
4 2 1 5
A= 2 5 2 und b=\ 4
1 2 6 7

Berechnen Sie eine Naherungslosung des Gleichungssystems Az = b, indem Sie jeweils zwei Schritte

des

a) Gesamtschrittverfahrens,

b) Einzelschrittverfahrens

mit dem Startwert 2% = (1,1, 1)7 durchfiihren. (4+4 Punkte)
Aufgabe 2:
Gegeben sei die Wertetabelle

i 0 1 2 3

T 0 1 4 .

fi -3 1 2 7

a) Bestimmen Sie mit der Interpolationsformel von Lagrange das eindeutig bestimmte Interpo-
lationspolynom 3. Grades durch die obigen Wertepaare.

b) Bestimmen Sie das Interpolationspolynom 3. Grades durch die obigen Wertepaare mittels des

uebung5,20010702-1340 30
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zugehorigen linearen Gleichungssystems.
c¢) Interpolieren Sie die Wertetabelle gemafl der Newton Form.

d) Wie lautet das Interpolationspolynom unter Hinzunahme des Punktes (z4, f4) = (—1,1) (Be-
rechnung nach a) bis c)) bzw. der Punkte (24, fs) = (—1,1) und (zs, f5) = (3,6) (Berechnung
nach ¢))?

(3434343 Punkte)

Aufgabe 3:
Gegeben ist die Funktion

flx) = /(Jf log (2 — sin(t)) dt.

Der Wert f(0.85) soll bis auf einen Fehler von 3)21% durch Polynominterpolation benachbarter
Stutzstellen berechnet werden. Zeigen Sie:

a) Die Genauigkeit der linearen Interpolation in den Punkten 0.8,0.9 gentigt nicht. (Hinweis:
cos(1) > 1)
b) Die Genauigkeit der quadratischen Interpolation in den Punkten 0.8,0.9, 1.0 reicht schon aus.

(444 Punkte)

Abgabe bis Do., 12.07.2001, 12°° Uhr

Sonderaufgaben
Die Sonderaufgaben werden in der Grofitbung am 13.07.2001 behandelt.

Aufgabe 1:
Die Funktion f(z) = sinx ist als Tabelle gegeben. Berechnen Sie einen Naherungswert fiir f(0.75)
mit dem Neville-Aitken-Schema unter Benutzung aller Tabellenwerte.

x| 00 0.5 1.0 15
sma | 0.0 047943 0.84147  0.99750

Aufgabe 2:
Gegeben sind die Punkte
-1 0 1

-9 -1 1"

i

Yi

Diese Punkte (z;,y;), i = 1,2, 3, sollen gemafl theoretischen ﬁberlegungen auf der Kurve
y(z) = ax + b(1 — z — %)
liegen.

a) Bestimmen Sie die Parameter a,b € IR optimal im Sinne der kleinsten Fehlerquadrate durch
Losung der Normalengleichungen.
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b) Bestimmen Sie die Parameter a,b € IR optimal im Sinne der kleinsten Fehlerquadratmethode

~ mit Hilfe der folgenden Q) R—Zerlegung

-1 1 —YZ g Y2 V2 -2
0 1 |= 0o 1 0 [-[ o 1
1 -1 2o V2 0 0
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2. Zusatziibung (fiir PhysikerInnen) zu
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Aufgabe 1:
Fir ein ideales Gas mit Druck P, Volumen V und absoluter Temperatur T gilt die Zustandsgleichung
PV = cT (c eine Konstante). Zeigen Sie, daf} fiir ein solches Gas die Bezichung

ov.oror _
T OP OV
gilt. (4 Punkte)
Aufgabe 2:
In dieser Aufgabe soll der Laplacesche Differentialausdruck
oU 98U .
EIS + By fir Uz, y)

auf Polarkoordinaten transformiert werden. U habe stetige partielle Ableitungen bis zur zweiten
Ordnung. Es sei # = rcosyp, y = rsinp und u(r, ¢) := U(rcos g, rsing). Dann ist

9’U  9°U _ 0%uw  10u 1 9%u

oz  Oy?  Or?  ror  r?dp?

(6 Punkte)

Aufgabe 3:

Gegeben seien n Korper mit den Massen m; (i = 1,...,n), die sich zur Zeit 5 an den Orten x;,
aufhalten und die Geschwindigkeiten %;, haben; dabei sind die x;, und %;, Vektoren im R3. Dann
ubt der j-te Korper auf den i-ten Korper die Kraft

F;(t)=G i P (x;(t) —xi(t))

|x;(t) — xi(t)

aus. Dabei 1st G die sogenannte Gravitationskonstante. Insgesamt wird also auf den i-ten Korper
die Kraft

ausgeiibt. Dies gilt fir alle Kérper und ergibt ein System von (3n) Differentialgleichungen zweiter
Ordnung ¥ = f(x). Uberfiihren Sie dieses System in ein System von (6n) Differentialgleichungen
erster Ordnung. Geben Sie die Gleichung explizit in x; und den eingefithrten Variablen an.

(6 Punkte)

Abgabe bis Mo., 21.05.2001, 12°° Uhr
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3. Zusatziibung (fiir PhysikerInnen) zu
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Aufgabe 1:

Zur Zeit t = 0 gehe der Fallschirm eines Springers auf, als er sich gerade in der Hohe H befinde und
mit einer Geschwindigkeit des Betrages v senkrecht falle. Bestimmen Sie Hohe und Geschwindigkeit
des Systems (Gesamtmasse m) fir ¢ > 0 unter der Annahme, daf§ die Luftreibung proportional zum
Betrag der Geschwindigkeit sei und der Auftrieb dem System die effektive Masse m' verleihe. (Die
Erdbeschleunigung sei g.) (6 Punkte)

Aufgabe 2:

An einer dunnen, masselosen und an einem Ende aufgehangten Stange seien in den Abstanden
£, £y vom Aufhéngepunkt zwei Massenpunkte mq, mo befestigt (s. Skizze). Unter dem Einflufl der
Schwerkraft moge die Anordnung reibungsfrei ebene Pendelschwingungen ausfiithren.

a) Berechnen Sie die Schwingungsfrequenz w fiir den Fall kleiner Ausschlage. Was ergibt sich fiir
£y = €57
b) Allein betrachtet hat jeder Massenpunkt eine Schwingungsfrequenz w; = (g/fi)1/2, i=1,2.

Welcher Zusammenhang besteht zwischen w und den w1, ws? Welche Lange miufite ein gewohn-
liches Pendel mit der gleichen Schwingungsdauer wie die gegebene Anordnung haben?

c) Bleiben die Ergebnisse richtig, falls eine der Langen negativ wird? Was erhalt man fiir ¢, =
—05?7 Verallgemeinern Sie die Resultate aus a), b) auf n > 2 Massenpunkte mq,...,m, in
den Abstanden /£y, ..., £, vom Aufhangepunkt.

(44442 Punkte)

Aufgabe 3:
Ein eindimensionaler harmonischer Oszillator mit schwacher Dampfung gehorche der Bewegungs-
gleichung

mi; + s+ kz, = K, ()

zuebung3,20010518-1114 30
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mit der zeitabhangigen Kraft
.o Kset, t<0;
Ro() = { 0, t>0.

Der Parameter s sei positiv (s > 0).
a) Bestimmen Sie z,(¢) mit den Anfangsbedingungen
zs(—00) =0 und z,(—o0)=0.

b) Berechnen Sie die totale vom System absorbierte Energie

B, = /w i (1) Ko (t) dt.

(o]

c) Untersuchen Sie den Grenzfall s — oo.

(444+4 Punkte)

Abgabe bis Mo., 11.06.2001, 12°° Uhr



