Vorname Name Matr.-Nr.

Aufgabe 1 Biume (3+1+6=10 Punkte)

a) Gegeben sei der folgende bindre Suchbaum:

(i) Geben Sie den bindren Suchbaum an, der durch Rechtsrotation auf den Wurzelknoten
des oben gegebenen Baumes entsteht:

(ii) Geben Sie den bindren Suchbaum an, der durch Linksrotation auf den Wurzelknoten
des oben gegebenen Baumes (nicht des resultierenden Baums aus (i) ) entsteht:
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b) Bleibt ein Rot-Schwarz-Baum nach einer Linksrotation um einen inneren Knoten in jedem
Fall ein Rot-Schwarz-Baum? Begriinden Sie Thre Antwort.
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c) Fiigen Sie den Wert 18 in den folgenden Rot-Schwarz-Baum ein. Zeichnen Sie den Baum
nach dem Einfiigen, vor und nach jeder Rotation, sowie das Endergebnis.

In Threr Losung miissen Sie externe Blétter nicht einzeichnen.
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Aufgabe 2 Hashing (2+4+4 = 10 Punkte)

Gegeben sei die folgende Folge von Schliisselwerten:
5, 19, 22, 14, 17, 32, 30, 43, 1,
sowie die Hashfunktion:
hi(k) = k mod 13

a) Geben Sie die Hashtabelle an, die entsteht, wenn die gegebenen Schliissel, unter Verwen-

dung der Hashfunktion h;, sukzessive in eine zu Beginn leere Hashtabelle mit Verkettung
(geschlossene Adressierung) der Lange 13 einfiigt werden.
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b) Geben Sie die Hashtabelle an, die entsteht, wenn die gegebenen Schliissel, unter Verwendung
von quadratischer Sondierung mit ¢; = co = 2, sukzessive in eine zu Beginn leere Hashtabelle
mit offener Adressierung der Liange 13 einfiigt werden.

Nutzen Sie fiir jeden einzufiigenden Schliissel eine Zeile der folgenden Tabelle und markieren
Sie fehlgeschlagene Sondierungspositonen mit einem X, sowie die erfolgreiche Sondierungs-
position mit dem entsprechenden Schliissel. Eingefiigte Schliissel miissen in den folgenden
Zeilen nicht wiederholt werden.

Schliissel: 5, 19, 22, 14, 17, 32, 30, 43, 1
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c) Geben Sie die Hashtabelle an, die entsteht, wenn die gegebenen Schliissel, unter Verwendung
von doppeltem Hashing mit h; und hyo(k) = 1 4+ (k mod 5), sukzessive in eine zu Beginn
leere Hashtabelle mit offener Adressierung der Léange 13 einfiigt werden.

Nutzen Sie fiir jeden einzufiigenden Schliissel eine Zeile der folgenden Tabelle und markieren
Sie fehlgeschlagene Sondierungspositonen mit einem x, sowie die erfolgreiche Sondierungs-
position mit dem entsprechenden Schliissel. Eingefiigte Schliissel miissen in den folgenden

Zeilen nicht wiederholt werden.

Schliissel:

5,19, 22, 14, 17, 32, 30, 43, 1
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Vorname Name Matr.-Nr.

Aufgabe 3 Sortieren (4+2+4=10 Punkte)

Quicksort bendtigt einen Partitionierungsalgorithmus um die zu sortierende Eingabe schrittweise
aufzuteilen. In der Vorlesung haben wir bereits einen Partionierungsalgorithmus kennengelernt.
Im Folgenden finden Sie einen weiteren — den von Hoare urspriinglich vorgeschlagenen — Partitio-
nierungsalgorithmus sowie den dazugehorigen Quicksortalgorithmus:

void QuickSort(int A[], int left, int right){

if (left < right){
int p = Hoare-Partitionierung(A, left, right);
QuickSort(A, left, p);
QuickSort(A, p+l, right);

int Hoare-Partitionierung(int A[], int 1, int r){
int pivot = A[1l];
1--;
r++;

while (true){

r—-;
while(A[r] > pivot) r--;

1++;

)

while(A[1] < pivot) 1++;

if (1 >=r)
return r;

swap(A[1], Alr]);
// Ausgabe

}

a) Sortieren Sie die folgende Eingabe entsprechend dem oben angegebenen Quicksortalgorith-
mus beim Aufruf von QuickSort(A, 0, 7). Geben Sie jeweils beim Erreichen der Zeile 19
(// Ausgabe) den Inhalt des Arrays sowie die Positionen von 1 und r an:

A: [18]10[5]27[13[1]9[32]

Auf der folgenden Seite finden Sie obigen Hoare-Partitionierungsalgorithmus in kompakterer
Darstellung, eine Kopie des Eingabearrays sowie mehrere Vorlagen fiir weitere Arrays, die Sie
fiir Thre Losung nutzen kénnen. Sie diirfen beliebig viele Zwischenschritte angeben, sollten
dann aber die Arrays, die der gewiinschten Ausgabe entsprechen, besonders kennzeichnen.
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1 int Hoare-Partitionierung(int A[], int 1, int r){
2 int pivot = A[1]; 1--; r++;
3 while (true){
4 r——; while(A[r] > pivot) r--;
5 1++; while(A[1l] < pivot) 1++;
6 if (1 >= r) return r;
7 swap(A[1], A[r]);
8 // Ausgabe
9 } 1}
18110 5 |27 (13| 1 ]9 |32

—

H —
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b) Ist Quicksort mit Hoare-Partitionierung stabil? Begriinden Sie Thre Antwort.
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Aufgabe 4 Rekursionsgleichungen (1424443=10 Punkte)

Betrachten Sie das folgende Programm:

1 public static double calcu(double n){

2 if (n <= 1)

3 return O;

4 double number = calcu(n/4)*calcu(n/4)*calcu(n/4);
5 for (int i = 0 ; i < n; i++){

6 for (int j = 0; j*j < mn; j++){

7 number = number + 1;

8 }

9 }

0 return number;
1

¥

a) Geben Sie eine Rekursionsgleichung fiir die asymptotische Laufzeit des obigen Programms
an.

Gehen Sie davon aus, dass die Grundrechenarten +, -, *, /, sowie Zuweisungen = und Ver-
gleiche <= in konstanter Zeit O(1) ausgefiihrt werden.

b) Losen Sie die Rekursionsgleichung aus a) mit Hilfe des Mastertheorems.
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¢) Bestimmen Sie die Losung von T'(n) = 2T(%) +nlogn, T(1) = 1 mit n = 2* k € N anhand
des entsprechenden Rekursionsbaums. Das Ergebnis sollte frei von Summenzeichen sein. Sie

brauchen Thre Lésung nicht zu beweisen.

d) Versuchen Sie T'(n) mit Hilfe des Mastertheorems zu l6sen. Begriinden Sie Thre Antwort.
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Aufgabe 5 Algorithmen und Laufzeit (5+5=10 Punkte)

a) Gegeben sei ein Integer-Array der Lange n mit beliebigen Werten. Finden Sie einen Algo-
rithmus, der die Lénge der ldngsten zusammenhéngenden Folge von Nullen innerhalb des
Arrays in Linearzeit (O(n)) bestimmt.

Beispiel: Die Lénge der langsten zusammenhéngenden Folge von Nullen in dem Array
[0,0,12,—1,4,0,0,0,5,0] ist drei.
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13

b) Gegeben sei der folgende Algorithmus divInter(int n, int k). Bestimmen Sie die exakte
Laufzeit W (n, k) fir den Aufruf divIinter (n,k) in Abhéingigkeit von n und k.

1 (int, int) divInter (int n, int k){
2 int g=0;

3 int r=n;

4 int m=2x%k;

5 while (r>=m){

6 q=q+1;

7 r=r-m;

8 }

9 q=q*2;

10 return (q,r);
11}

Gehen Sie davon aus, dass die Grundrechenarten +, -, *, /, sowie Zuweisungen = und Verglei-
che >= in exakt einer Zeiteinheit ausgefithrt werden. Die Kosten der weiteren Anweisungen
sollen ignoriert werden.
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Aufgabe 1 Biume (3+1+6=10 Punkte)

a) Gegeben sei der folgende bindre Suchbaum:

(i) Geben Sie den bindren Suchbaum an, der durch Rechtsrotation auf den Wurzelknoten
des oben gegebenen Baumes entsteht:

Losung:

(ii) Geben Sie den bindren Suchbaum an, der durch Linksrotation auf den Wurzelknoten
des oben gegebenen Baumes (nicht des resultierenden Baums aus (i) ) entsteht:

Losung:
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b) Ist ein Rot-Schwarz-Baum nach einer Linksrotation, um einen inneren Knoten, immer noch
ein Rot-Schwarz-Baum? Begriinden Sie IThre Antwort.

Losung: Nein.

Gegenbeispiel: Linksrotation um den roten Knoten 20 fiihrt zu einem Baum mit unterschied-
licher Schwarzhohe:
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c) Fiigen Sie den Wert 18 in den folgenden Rot-Schwarz-Baum ein. Zeichnen Sie den Baum
nach dem Einfiigen, sowie vor und nach jeder Rotation.

In Thre Losung miissen Sie externen Blétter nicht einzeichnen.

Losung:

e e
KO S e
St

Fall 3 \ \
Rechts Rotation %@\Q Umfaerben ﬁ&
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Aufgabe 2 Hashing (2+4+4 = 10 Punkte)

Gegeben sei die folgende Folge von Schliisselwerten:
5, 19, 22, 14, 17, 32, 30, 43, 1,
sowie die Hashfunktion:

hi(k) = k mod 13

a) Geben Sie die Hashtabelle an, die entsteht, wenn die gegebenen Schliissel, unter Verwen-
dung der Hashfunktion h;, sukzessive in eine zu Beginn leere Hashtabelle mit Verkettung
(geschlossener Adressierung), der Linge 13 einfiigt werden.

Losung:

14 17 d 19 22

43
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b) Geben Sie die Hashtabelle an, die entsteht, wenn die gegebenen Schliissel, unter Verwendung
von quadratischer Sondierung mit ¢; = co = 2, sukzessive in eine zu Beginn leere Hashtabelle
mit offener Adressierung der Liange 13 einfiigt werden.

Nutzen Sie fiir jeden einzufiigenden Schliissel eine Zeile der folgenden Tabelle und markieren
Sie fehlgeschlagene Sondierungspositonen mit einem X, sowie die erfolgreiche Sondierungs-
position mit dem entsprechenden Schliissel. Eingefiigte Schliissel miissen in den folgenden

Zeilen nicht wiederholt werden.

Losung: das heifit: h(k,i) = (hi(k) + 2i + 2%) mod 13

Schliissel:

5, 19, 22, 14, 17, 32, 30, 43, 1

0 1 2 3 4 5) 6 7 8 9 10 11 12
D
19
22
14
17
X 32
X 30
43 X X
1 X X
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c) Geben Sie die Hashtabelle an, die entsteht, wenn die gegebenen Schliissel, unter Verwendung
von doppeltem Hashing mit h; und hyo(k) = 1 4+ (k mod 5), sukzessive in eine zu Beginn

leere Hashtabelle mit offener Adressierung der Léange 13 einfiigt werden.

Nutzen Sie fiir jeden einzufiigenden Schliissel eine Zeile der folgenden Tabelle und markieren
Sie fehlgeschlagene Sondierungspositonen mit einem x, sowie die erfolgreiche Sondierungs-
position mit dem entsprechenden Schliissel. Eingefiigte Schliissel miissen in den folgenden

Zeilen nicht wiederholt werden.

Losung: das heifit: h(k,i) = (hi(k) + i - he(k)) mod 13

Schliissel:

5,19, 22, 14, 17, 32, 30, 43, 1

0 1 2 3 4 5) 6 7 8 9 10 11 12
d
19
22
14
17
X X 32
X X X 30
X 43
X 1
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Vorname Name Matr.-Nr.

Aufgabe 3 Sortieren (4+2+4=10 Punkte)

Quicksort benétigt einen Partitionierungsalgorithmus um die zu sortierenden Eingabe schrittweise
aufzuteilen. In der Vorlesung haben wir bereits einen Partionierungsalgorithmus kennengelernt.
Im Folgenden finden Sie einen weiteren - den von Hoare urspriinglich vorgeschlagenen - Partio-
nierungsalgorithmus sowie den dazugehorigen Quicksort Algorithmus:

void QuickSort(int A[], int left, int right){

if (left < right){
int p = Hoare-Partitionierung(A, left, right);
QuickSort(A, left, p);
QuickSort(A, p+l, right);

int Hoare-Partitionierung(int A[], int 1, int r){
int pivot = A[1l];
1--;
r++;

while (true){

r—-;
while(A[r] > pivot) r--;

1++;

)

while(A[1] < pivot) 1++;

if (1 >=r)
return r;

swap(A[1], Alr]);
// Ausgabe

}

a) Sortieren Sie die folgende FEingabe entsprechend dem oben angegebenen Quicksort-
Algorithmus. Geben Sie, fiir jedes Durchlaufen der Zeile 19 // Ausgabe, den Inhalt des Arrays
sowie die Positionen von 1 und r an:

|18[10[5[27]13]1]9]32]

Auf der folgenden Seite finden Sie den identischen Hoare-Partionierungs Algorithmus in
kompakterer Darstellung, eine Kopie des Eingabearrays sowie mehrere Vorlagen fiir weiter
Arrays, die Sie fiir Thre Losung nutzen konnen. Sie diirfen beliebig viele Zwischenschritte
angeben, sollten dann aber die Arrays, die der gewiinschten Ausgabe entsprechen, besonders
markieren.
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1 int Hoare-Partitionierung(int A[], int 1, int r){
2 int pivot = A[1]; 1--; r++;

3 while (true){
4 r——; while(A[r] > pivot) r--;
5 1++; while(A[1l] < pivot) 1++;
6 if (1 >= r) return r;
7 swap(A[1], Alrl);
8 // Ausgabe
9 + 1}
18110 5 |27 (13| 1 ]9 |32
4 4
1 r
9 10| 5 (2713 | 1 |18 32
4 t
1 r
9 10| 5 | 1 [13|27 |18 32
t t
1 r
1 1100 5|9 |13]27]18 |32
4 t
1 r
115 (109 [13]27]18]32
t t
1 r
11519 ]10[13|18]27]32

H —
H —
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b) Ist Quicksort mit Hoare-Partitionierung stabil? Begriinden Sie Thre Antwort.

Losung: Nein! Betrachten wir zum Beispiel das folgende, minimale Gegenbeispiel:

[1,1'] wird sortiert zu: [1’,1]

c) Beweisen Sie induktiv, dass ein ternidrer Baum (jeder Knoten besitzt bis zu drei Kinder) mit

Hohe A maximal 3h+—21_1 Knoten besitzt.

Losung:
Behauptung: Ein ternirer Baum hat maximal 3*¥ Knoten auf Ebene k. Somit hat ein ternirer

Baum mit Hohe A maximal ZZ:O 3k = 3h+21 —!

Man kann per Induktion zeigen, dass ein ternirer Baum hat maximal 3* Knoten in Ebene
k hat:

eInduktionsanfang: £k =0

20 =1
eInduktionsvorraussetzung: Die Aussage gilt fiir £.
e Fiir Ebene k + 1:

Wir erzeugen einen maximalen Baum der Hohe k41, indem wir an einen neuen Wurzelknoten
drei maximale Bdume der Hohe k£ anhédngen. Die Anzahl der Knoten in diesem Baum ist:

3h+1_1

1 3. —

+ 2
3h+2_3

= "4
5 +
3h+2 3

= 241
2 2+
3h+2 1
- 2 2
3h+2_1

2



