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1 Grundlagen

1.1 Einfiihrung

1.1.1 Konkrete Problemstellungen

Diese Vorlesung befafit sich mit Algorithmen und den zugehorigen Datenstrukturen.
Dabei werden sowohl konkrete Implementierungen erarbeitet, als auch Analysen ihrer
Komplexitit beziiglich Rechenzeit und Speicherplatzbedarf angestellt. In diesem Zusam-
menhang werden folgende Problemstellungen der Informatik betrachtet:

e Operationen auf Mengen, z.B. die gleichzeitige Bestimmung des Maximums und
Minimums einer Menge.

e Sortieren von Folgen reeller Zahlen und Bestimmung ihres Medians.

e Suchen in Datensétzen (Datenbanken)
Beispiele (aus [Mehlhorn, Seite 97] ):

— Symboltabellen fiir Compiler (enthalten vordefinierte Worter, Variablen,
etc.),

— Autorenverzeichnis einer Bibliothek,

— Kontenverzeichnis einer Bank,

— allgemeine Datenbanken.
o Pfade in einem Graphen:

— kiirzester Pfad von A nach B,

— kiirzester Pfad, der alle Knoten miteinander verbindet
(Minimalbaum, Minimalgeriist, Minimum Spanning Tree (MST)),

— kiirzeste Rundreise, bei der alle Knoten genau einmal besucht werden
(Traveling Salesman Problem, TSP).

e Suche nach Character-Folgen (,,Mustern®) im Text.

1.1.2 Aktualitit des Themas

Das Thema der guten Algorithmen und ihrer effizienten Implementierung ist stets aktuell
gewesen. Auch in Zeiten der immer schneller wachsenden Ressourcen (Speicher- und
Rechenkapazitét) ist es 6konomisch unerldflich, sie moglichst effizient zu nutzen, da
man sonst schnell auch derzeitig verfiighare Ressourcen erschépft, wie wir spéter sehen
werden.

Auch in der Forschung gibt es viele aktuelle Aspekte. So existiert bisher keine , gute

Losung fiir das Traveling Salesman Problem. Neben diesen theoretischen Fragestellun-
gen existieren viele Fragestellungen in der angewandten Informatik, die nach extrem



1 GRUNDLAGEN 5

effizienten Algorithmen verlangen, so z.B. bei der Erkennung gesprochener Sprache, un-
serem eigenen Forschungsgebiet am Lehrstuhl fiir Informatik VI. Denn dabei miissen
grofle Mengen von Hypothesen bearbeitet werden, diese werden u.a. mit der Methode
des besten Pfades durchsucht.

1.1.3 Ziele der Vorlesung

Sie sollten am Ende der Vorlesung Kenntnisse und Fahigkeiten in den folgenden Berei-
chen erlangt haben:

e Theoretische Kenntnisse: Was zeichnet ,effiziente“ Verfahren aus, und welche Al-
gorithmen und Datenstrukturen stecken dahinter? Wie ist der Aufwand (CPU-
Zeit, Speicherplatz) eines Verfahrens definiert? Wie kann man diesen Aufwand in
Komplexititsmafle fassen, und wie analysiere ich einen Algorithmus iiberhaupt?

e Praktische Fihigkeiten: Wie analysiere ich ein Problem/eine Aufgabenstellung,
und wie bilde ich dieses dann auf ein Verfahren = Datenstruktur + Algorithmus
ab? Wie implementiere ich ein lauffihiges Programm aus dem erarbeiteten Ver-
fahren, und wie teste ich es dann?

1.1.4 Hinweis auf das didaktische Problem der Vorlesung

Es ist wesentlich schwieriger klarzumachen, wie man von der Problemstellung zum fer-
tigen Programm kommt, als im nachhinein das fertige Programm zu erkldren und nach-
zuvollziehen. Daher konzentrieren sich die meisten Biicher mehr auf die fertigen Pro-
gramme, als auf die Motivation und den Weg zum fertigen Programm.

Gelegentlich werden wir auch in der Vorlesung diesen Weg gehen, versuchen Sie dann
selbst, die Herleitung und Implementierung dieser Standard-Algorithmen nachzuvollzie-
hen. Implementieren sie diese vielleicht nach einigen Tagen noch einmal aus freier Hand.
Verifizieren Sie insbesondere, dafi Sie die Details wie z.B. Index-Grenzen auch richtig
hinbekommen, denn ,Der Teufel steckt im Detail“.

Aus den folgenden Gebieten der Mathematik werden immer wieder Anleihen gemacht,
achten sie deshalb darauf, dafl Thnen deren Grundlagen vertraut sind:

e Kombinatorik,
e Binomialkoeffizienten,
e Rekursionsgleichungen und

e Wahrscheinlichkeitsrechnung.

1.1.5 Vorgehensweise

Bei der Behandlung der Algorithmen und Datenstrukturen werden zwei Ebenen unter-
schieden [Giiting, Seite 3]:
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e Die algorithmische Ebene: Sie umfaflt eine moglichst allgemeine und maschinen-
unabhéngige Beschreibung der Objekte (zu manipulierende Daten) und des Algo-
rithmus. Dies hat den Vorteil, dafl man sich auf das Wesentliche konzentriert, und
die Losung portabel ist.

e Die programmiersprachliche Ebene: Sie umfafit die konkrete Implementierung, wo-
bei ,konkret“ nicht ganz streng aufzufassen ist, denn der Ubersichtlichkeit we-
gen werden in der Vorlesung nicht immer vollsténdig lauffihige Implementationen
vorgestellt. Zum Verstdndnis der Programmcodes ist die grundlegende Kenntnis
einer imperativen Programmiersprache Voraussetzung. Programme und Algorith-
men sind in folgenden imperativen Sprachen formuliert:

— Pascal/Modula,
— Pascal/Modula-naher Pseudocode und

— allgemeiner Pseudo-Code.

1.1.6 Datenstrukturen und Algorithmen

Datenstrukturen und Algorithmen sind unmittelbar miteinander verkniipft und kenn-
zeichnen ein Verfahren. Meist ergeben sich die Datenstrukturen direkt aus der Problem-
stellung und kénnen grob unterteilt werden in die folgenden Kategorien:

e Sequenzen (Folgen, Listen),
e Mengen (speziell Dictionaries (Lexika)) und

e Graphen (speziell Biume).

1.2 Algorithmen und Komplexitit

Wenn wir uns fiir die Komplexitdtsordnung eines Algorithmus interessieren, so liegt das
vordergriindig daran, dafl sie mafigeblich die Laufzeit und den Platzbedarf der konkreten
Implementierung im Programm bestimmt. Diese héngt aber, neben dem Algorithmus
selbst, u.a. noch von den folgenden Gréfien ab:

e den Eingabedaten,

e der Qualitit des Compilers,
e der Rechner-Hardware und
e dem Betriebssystem.

Die letzten drei Punkte sind mehr oder minder maschinenabhingig und sollen uns des-
wegen nicht interessieren, so dafl wir nur die abstrakte Laufzeit in Abhéngigkeit von den
Eingabedaten betrachten. Fiir diese schreibt man 7'(n). Dabei driickt der Parameter n
die Gréflenordnung der Eingabedaten aus, die je nach Problemstellung auch verschieden
aufgefafit werden kann, z.B.:
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e Beim Sortieren driickt n die Anzahl der zu sortierenden Werte aq, ..., a, aus,

e wihrend beim Finden aller Primzahlen < n diese Schranke durch n ausgedriickt
wird.

Zur Veranschaulichung betrachten wir das Beispiel eines der einfachsten Sortierverfah-
ren, Sortieren durch Auswdihlen. Es besteht aus zwei verschachtelten Schleifen, und kann
wie folgt implementiert werden:

procedure SelectionSort(var A: array of ItemType) =
var min, i, j: cardinal;
t: ItemType;

begin
for i:= FIRST(A) to (LAST(A)-1) do
min:=i;

for j:=i+1 to LAST(A) do
if A[j1<A[min] then min:=j;
end;
t:=A[min]; A[min]:=A[i]; A[i]:=t%;
end;
end SelectionSort;

Die Rechenzeit T'(n) wird hier bestimmt durch die elementaren Operationen vergleichen
(compare) und vertauschen (exchange). Deren Anzahl wollen wir jetzt in Abhéngigkeit
von n, der Anzahl der zu sortierenden Elemente ermitteln:

e Anzahl der Vergleiche:

e Anzahl der Vertauschungen:

E(n)=n-—1

(Dies gilt, weil Vertauschungen nur in der d&ufleren for -Schleife ausgefiihrt werden,
und diese nur (n — 1)-mal aufgerufen wird.)

e Bezeichnet man mit a; und s den relativen Aufwand fiir Vergleiche und Vertau-
schungen, dann ergibt sich folgender Gesamtaufwand:

T(n) = a1C(n)+ aE(n)
-1
= O[l% +as(n—1)
2
QL fiir groBe n (n > %)
2 a

&
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Diese Aussage gilt fiir grofle n und wir kénnen sagen, dafy das asymptotische Verhalten
von T'(n) dem von n? entspricht, oder man sagt auch: T'(n) hat quadratische Komple-
xitéat.

1.2.1 Komplexititsklassen

Um Algorithmen beziiglich ihrer Komplexitét besser vergleichen zu kénnen teilt man
diese in Komplexitétsklassen ein. In der nachfolgenden Tabelle sind typische Zeitkom-
plexitétsklassen aufgefiihrt. Sortiert sind sie nach ihrem Komplexitétsgrad:

Formel Name Beispiel
1 konstant elementarer Befehl
log(logn) doppelt logarithmisch
logn logarithmisch Binérsuche
n linear lineare Suche
nlogn iiberlinear Divide-and-Conquer-Strategien
n? quadratisch einfache Sortierverfahren
n? kubisch Matrizen-Inversion
nk polynomiell vom Grad k lineare Programmierung
2" exponentiell Exhaustive Search
n! Fakultét Traveling Salesman Problem
nn

Tabelle: Typische Zeitkomplexititsklassen.

Bei den logarithmischen Komplexititsklassen spielt die Basis in der Regel keine Rolle,
denn ein Basiswechsel bedeutet nur die Multiplikation mit einem konstanten Faktor.
Wenn keine Basis explizit angegeben wird, dann geht diese fiir log(n) meist aus dem
Kontext hervor. Sonst steht 1d fiir Logarithmus dualis (log,), und lg fiir den dekadischen
Logarithmus (logy)-

Zur Veranschaulichung der Komplexititsklassen hier eine vergleichende Tabelle. Sie geht
von hypothetischen Algorithmen mit den angegebenden Komplexititen aus. Es wird
angenommen, dafl der Rechner 0,1 usec (1 usec = 10~® Sekunden) fiir eine elementare
Operation benotigt.

T(n) n =10 n = 20 n = 50 n = 100 n = 300
logn 0,23 usec 0,30 psec 0,39 psec 0,46 psec 0,07 usec
n 1 psec 2 pusec D usec 10 psec 30 usec
n? 10 psec 40 psec 250 pusec 1 msec 9 msec
nd 10 msec 320 msec 31,25 sec 2,78 h 28 Tage
2" 102 psec 104 msec 35,7 Jahre 4 -10'® Jahre
n! 3,6 sec 77147 Jahre 9,6 10%° Jahre

Tabelle: Verhalten einiger Zeitkomplexitédtsklassen.
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Zum Vergleich: Der Urknall war vor etwa 15 Milliarden Jahren.

Aus den Vergleichen der Laufzeit der hypothetischen Algorithmen folgt fiir die Komple-
zitdt von Programmen, daf in der Praxis in der iiberwiegenden Mehrzahl der Fille nur
solche Algorithmen eingesetzt werden kénnen, die maximal polynomielle oder geringere
Komplexitiat haben, da die exponentiellen Algorithmen zu ,,beliebig” langen Laufzeiten
fiihren.

1.2.2 O-Notation (£2,©) fiir asymptotische Aussagen

Beschreibt eine Funktion die Laufzeit eines Algorithmus, so ist es oft ausreichend nur
ihr asymptotisches Verhalten zu untersuchen, um Aussagen iiber die Komplexitit ei-
nes Programms zu machen. Das bietet den Vorteil, dal man dann konstante Faktoren
vernachléssigen, und sich auf die Betrachtung einer einfacheren Funktion beschrinken
kann. Neben diesem Ziel sollte aber auf mdglichst enge Schranken geachtet werden.

Um asymptotische Aussagen mathematisch konkreter zu fassen, definiert man die O-
Notation wie folgt:

Definition O-Notation: Sei f : IN — IR™ eine Funktion

O(f) = {g-N—=R":3e>03ng>0Yn>ng: g(n) <c-f(n)}
Qf) = {gN—=R":3¢>03ny>0Vn>ng: gln)>c-f(n)}
o(f) = {g:]l\I—>R+:E|c>OEIn0>OVn2n0:%-f(n)gg(n)gc-f(n)}

Bedeutung: Seien f und g zwei Funktionen von n, dann verwendet man folgende
Sprechweisen:
g € O(f): f ist obere Schranke von g
g wachst hochstens so schnell wie f
g € Q(f): f ist untere Schranke von g
g wichst mindestens so schnell wie f
g € O(f): f ist die Wachstumsrate von g
g wichst wie f
Bei Laufzeitabschéitzungen wird meist O(f) verwendet. Statt g € O(f) schreibt man oft
auch g = O(f).

Allgemeine Aussagen und Rechenregeln zur O-Notation

Fiir das Rechnen mit obigen Definitionen gelten einige einfache Regeln. Seien f und g
Funktionen von n, dann gilt:

1. Falls 3 lim 9(n) = g € O(f) [Giiting]

fn)
2. Falls g(n) = af(n)+ B mit a, § € Rund f € Q(1), dann gilt: g € O(f)
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Beweis: laut Definition muf es also ¢ > 0, ng > 0 geben, so daf3
gn)=a-f(n)+B<c-f(n) Vn>mng
Wegen f e Q1) 3¢ >0,n' >0, mit f(n) > -1Vn>n'.

Man wahlt ¢ = a—l—é, und ng =n'.
c

Mit diesen Werten fiir ¢ und ng ist obige Ungleichung erfiillt, wie man leicht
nachvollziehen kann.

3. ,Addition“: Setzt sich ein Programm aus mehreren Teilen zusammen, die unter-
schiedliche Laufzeiten haben, so wird das asymptotische Verhalten allein von dem
Teil bestimmt, der den gréfSten Aufwand hat.

f(n) + g(n) € O(max{f(n), g(n)}) :{ (O)E% Eﬁ: g : g((Jg”;

4. ,Multiplikation“: Laufzeiten miissen ,multipliziert® werden, falls z.B. eine
Schleife, deren Kern eine Laufzeit in O(f) hat, von einer Prozedur k-mal auf-
gerufen wird, mit £ € O(g).

Fiir die Gesamtlaufzeit 7'(n) gilt dann:
T(n) e O(f - 9)
Anmerkung: Falls die Anzahl der Aufrufe k£ nicht von n abhéngt, gilt natiirlich
k € O(1) und somit T'(n) € O(f - 1) = O(f).
Beispiele:
1. Seien f(n) = n? und g(n) = 5n® + 100logn. Dann gilt:

241001
limmzlim 5n® + ()Oogn:5

n—00 f(TL) n—00 n2

und damit g € O(f).

2. Sei f(n) = 7n + 3. Dann gilt:
m+3<c-n Vn>nymitc=8und ng =3
und damit f(n) € O(n)

3. Sei T'(n) = 3™. Dann gilt: T'(n) ¢ O(2") , denn es gibt kein Paar ¢ > 0, ny > 0, so
dafl
3N <ec-2" Vn>ng

4. Seien Ty(n) € O(n?), To(n) € O(n®) und T3(n) € O(n*logn), dann gilt:
Ty(n) + Tz(n) + T3(n) € O(n®)
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1.2.3 Regeln fiir die Laufzeitanalyse

1.

Elementare Anweisungen sind in O(1).

Anmerkung: Falls ein elementarer Befehl £-mal aufgerufen wird und die Anzahl
der Aufrufe k£ konstant ist, gilt natiirlich £ € O(1) und somit auch die k-malige
Hintereinanderausfiihrung der elementaren Anweisung. Anders ist dies, falls die
Anzahl der Aufrufe k£ von n abhéngt (vgl. Multiplikation).

Folgen von Anweisungen: Betrachte nur die Anweisung mit der gréfiten Laufzeit
(vgl. Addition).

. Schleifendurchliufe: vgl. Multiplikation

Bedingte Anweisungen: S; und Sy seien zwei Subprozeduren mit Laufzeiten T, €
O(f1) und Ts, € O(f2), dann hat die Anweisung

if (Bedingung) then S; else S,
eine Laufzeit in O(1) + O(f; + f»), falls die Bedingung in konstanter Zeit ausge-
wertet wird. Vergleiche Addition fiir die Berechnung von O(f; + fo).

Prozeduraufrufe miissen unterschieden werden nach nicht-rekursiv und rekursiv.

e nicht-rekursiv: Jede Prozedur kann separat analysiert werden.

e rekursiv: Eine direkte Analyse ist nicht moglich, man muf§ auf Rekursions-
gleichungen zuriickgreifen (siehe Abschnitt 1.4.2, Seite 39).

1.2.4 Fibonacci-Zahlen

Am Beispiel verschiedener Programme zur Berechnung der Fibonacci-Zahlen wollen wir

Laufzeitanalysen durchfiihren.

Definition Fibonacci-Zahlen:
0 ,n=10

f(n) = 1 ,n=1
fln=1)+f(n—-2) ,n>1

Damit ergibt sich die Folge: 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, ...

Wir wollen zunichst die Fibonacci-Zahlen selbst, bzw. ihr Wachstum betrachten.
Behauptung:

1. f(n) € Q(22)

2. f(n) € O(2")
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i) f(n) ist positiv:

f(n) >0 Vn>0

ii) f(n) ist streng monoton wachsend:
f(n) < f(n+1), fir n>2

iii) Abschétzung nach oben: Fiir alle n > 3 gilt

fn) = fln-1)+f(n-2)

< 2-f(n—-1)
< 4-f(n-2)
% 21 f(1)

Also gilt f(n) € O(27).

iv) Abschitzung nach unten: Fiir alle n > 3 gilt

fln) > 2-f(n=2)
> 4-f(n—4)

' n—1
S 22 - f(1) , fiir n ungerade
2 f(2) , fiir n gerade

Also gilt f(n) € Q(27/?).

Versuchen Sie, ebenfalls durch elementare Abschétzungen, engere Schranken fiir folgende
Beispiele anzugeben:

(a)

fn) = fln-1)+f(n-2)
< f(n=3)+2f(n—2)
< 3-f(n-2)
< 9-f(n—4)
< ..
< { 3:71 - f(1) , fiir n ungerade

3271 f(2) , fiir n gerade

—  f(n) € O(3"?)
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(b)

f) . f(n—2)
fn-1) = Tfmo
~ f(n—2)
R T gy oy
1
= 1+
Fin—3)
e
1
R ()
fn—3)+ f(n—1)
:1+1+ 11
Fin—1)
1+fm—3
1 (-4
8 fn) 5
folgt: R < f(n—1)<§
= < <G

Zwei Algorithmen zur Berechnung der Fibonacci-Zahlen

Zur Berechnung der Fibonacci-Zahlen gibt es nun zwei grundlegend verschiedene Algo-
rithmen, einen naiven, rekursiven Algorithmus und einen iterativen.

Naiver rekursiver Algorithmus

Hier wird die Definition der Fibonacci-Zahlen einfach iibernommen und zu einem Pro-
gramm umgeschrieben.

procedure Fibonacci (n : cardinal): cardinal =
begin
ifn=0
then return 0
elsif n = 1
return 1
else return Fibonacci(n-1)+Fibonacci(n-2);
end;
end Fibonacci;
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Sei @ > 0 die Dauer fiir eine simple return 0 -bzw. return 1 - Anweisung, dann
gilt fiir die Laufzeit 7'(n) dieses Algorithmus:

a firn=0o0dern=1

T(”):{ Tn—1)+T(n-2) firn>1

Der Zusammenhang von 7'(n) und f(n) ist offensichtlich, und macht versténdlich, warum
gilt

T(n) € Q (2”/2)
Folgender Baum, der die rekursiven Aufrufe des Algorithmus fiir f(5) darstellt, macht

auch anschaulich klar, warum dieser Algorithmus so schlecht abschneidet. Man betrachte
nur die Wiederholung der Aufrufe f(0) und f(1).

Abbildung 1: Baumdarstellung der Aufrufe des rekursiven Fibonacci-Programms

Iterativer Algorithmus

Der iterative Algorithmus basiert einfach darauf, die Fibonacci-Zahlen hochzuzdhlen
und eine neue als die Summe ihrer beiden Vorgéinger zu berechnen. Das spart die redun-
danten Aufrufe zur Berechnung von vorhergehenden Fibonacci-Zahlen, die schon einmal
berechnet wurden.

procedure Fibonacci( n : cardinal ) : cardinal =
var fib_new, fib_old, t, i : cardinal

begin
fibnew := 1; fib_old := O0;
for i :=1 to (n-1) do
begin
t := fib_new;
fibnew := fib_new + fib_old;
fib_old := t;
end;

return fib_new;
end Fibonacci;
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Die Laufzeit dieses Algorithmus ist offensichtlich O(n).

Das bedeutet eine erhebliche Verbesserung, ganz davon abgesehen, dafl man sich den
Rekursions-Overhead (Aufwand zum Verwalten eines Stacks, auf dem rekursive Aufrufe
abgelegt werden) der naiven Lésung spart.

Betrachtet man einmal die Laufzeiten fiir die Berechnung von f(45) (dies ist die grofite
unter MODULA-3 auf einem 32-Bit-Rechner darstellbare Fibonacci-Zahl), so ergibt sich
schon ein beachtlicher Unterschied:

e Iterativ: 45 Zeiteinheiten

e Rekursiv: 223 = 8.400.000 Zeiteinheiten.

D.h. wenn der iterative Algorithmus die Losung nach einigen Mikrosekunden liefert,
braucht die rekursive Losung ca. 8,4 Sekunden, was fiir ein so kleines Problem schon be-
achtlich ist. Bei Laufzeiten fiir n = 100 wire der Unterschied noch viel gravierender, der
iterative Algorithmus bend&tigte wieder nur einige Millisekunden, der rekursive hingegen
2%0 Zeiteinheiten. Das wiren also etwa 35702 Jahre fiir die einfachen Rechenschritte,
plus ein paar Jahrtausende zur Abarbeitung des Rekursions-Overheads.

Beispiel: Fakultit

Wir wollen nun noch am Beispiel der Fakultit zeigen, daff in manchen Fillen auch
der rekursive Algorithmus, abgesehen vom Rekursions-Overhead, nicht allzuschlecht ab-
schneidet.

Definition der Fakultat:

| 1 n=20,1
nl =
n-(n—1)! n>1

Sei T'(n) die Laufzeit des entsprechenden rekursiven Programms:
a n=20,1 ) )
T(n) = { b+T(n—1) n>1 mit geeigneten a, b > 0.

T(n) = b+T(n—-1)
= 2:0+T(n—-2)

; (n—1)-b+T(1)
= (n—1)-b+a
€ O(n)

T'(n) ist linear und damit hat auch die rekursive Implementation ,gutartiges“ Verhalten.
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1.3 Datenstrukturen

Algorithmen und Datenstrukturen sind unmittelbar miteinander verkniipft und kénnen
nicht getrennt voneinander betrachtet werden, da ein Algorithmus mit den Methoden
arbeiten muf}, die auf einer Datenstruktur vorgegeben sind. Die Datenstruktur ergibt
sich meist aus der Problemstellung. Zunéchst betrachten wir einige einfache Datentypen.

1.3.1 Datentypen

Man unterscheidet einige grundlegende Datentypen, die man unterteilt in die folgenden
funktionalen Gruppen [Giiting, Seite 36]:

1. Elementare (atomare) Datentypen:

integer : Ganze Zahlen

e cardinal : Natiirliche Zahlen

e character : Zeichen (Buchstaben etc.)

e real : Dezimalzahlen

e boolean : Wahrheitswerte ( 0 und 1 bzw. TRUE und FALSE )

e zusitzlich existiert in PASCAL und MODULA-3 noch die Deklaration type
fiir
— Aufzdhlungstypen (z.B. type Wochentag=(Mo,Di,Mi,Do,Fr,Sa,So0); )
— Unterbereichstypen (z.B. type Jahr=[1980..1999]; )

2. Typkonstruktoren:

e array : Feld
e record (in C: structure): Datensatz, Verbund

e set : existiert zusédtzlich in PASCAL fiir Mengen. Funktioniert aber meist nur
bei kleineren Mengen mit weniger als 1024 Elementen.

Diese Typkonstruktoren lassen einen direkten Speicherzugriff zu, d.h. der Zugriffs-
aufwand ist konstant, und nicht, wie z.B. bei Listen, abhéngig von der Gréfle des
Datensatzes.

3. Zeigertypen (Pointer): Dieser Datentyp ist de facto eine Speicheradresse, unter der
die Daten zu finden sind, auf die der Pointer zeigt. Die Verwendung dieses Typs
erlaubt dynamische Datenstrukturen, also Speicher-Allokation auf Anforderung.

Warnung: Pointer erfordern sehr viel Disziplin beim Programmieren.

Mit Hilfe der Konstruktoren array und record, sowie der Pointer lassen sich weitere
und komplexere Datentypen konstruieren. Einige wichtige davon, die wir in den néchsten
Abschnitten besprechen wollen, sind die folgenden:
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e list: Liste, Sequenz, Folge
e stack: LIFO-Memory (Last In First Out), Keller
e queue: FIFO-Memory (First In First Out), Schlange
e tree: Baum
e graph: Graph oder Netzwerk. Sie beschreiben paarweise Beziehungen (Kanten)
zwischen Elementen (Knoten) einer Menge.
1.3.2 Listen

Listen werden oft als Verkettung von Pointern (linked lists) implementiert und speichern
eine Sequenz oder Folge. Wenn eine Liste nicht verzweigt ist, nennt man sie auch lineare
Liste.

Formal definiert man eine Liste wie folgt:

Eine Liste ist eine Folge von Elementen a(1),...,a(i), a(i + 1),...,a(n). ¢ identifiziert
man mit der Position. Die folgenden Operationen sind auf einer Liste erlaubt:

e insert: Einfiigen an beliebiger Position.
e delete: Entfernen an beliebiger Position.

e read: Zugreifen auf beliebige Position.

Es gibt einige Varianten von Listen, die hier nur kurz aufgefiihrt sind:

e Zyklische Liste
e Doppelt verkettete Liste

e Beliebig verkettetes ,,Zeigergeflecht .

Bei der Implementation kann man je nach Zielsetzung zwei verschiedene Wege beschrei-
ten: Man kann mit Pointern arbeiten oder mit Arrays.

Pointer-Implementierung von Listen

Das Pointer-Konzept: Ein Pointer ist eine Variable, deren Inhalt eine Speicherplatz-
adresse einer anderen Variablen ist. Die Variable, auf die der Pointer zeigt heifit refe-
renzierte Variable. Der Typ der referenzierten Variablen heifit Bezugstyp.

Pointer und referenzierte Variable sind zwei unterschiedliche Objekte. Daraus folgt, daf§
nicht zu jedem Zeitpunkt eine referenzierte Variable zu einem Pointer existieren muf3.
Es kann auch sein, dafl kein Pointer mehr auf eine referenzierte Variable zeigt. Letzteres
sollte man aber vermeiden.
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Pointer p referenzierte Variable pt

Die elementaren Operatoren auf Pointern:

e ref - FErzeugung eines Pointers: Eine Pointervariable wird erzeugt, indem man
eine Variable als Pointer auf einen Bezugstyp deklariert.

In PASCAL dient dazu die Funktion 1 Bezugstyp und in MODULA-2 POIN-
TER TO Bezugstyp .

var p: ref Bezugstyp — | ®
b

e new(p) - Erzeugung einer Variablen vom Bezugstyp: Diese Funktion allociert zur
Laufzeit, also dynamisch, Speicherplatz fiir eine Variable vom Bezugstyp und weist
dem Pointer die entsprechende Adresse zu. Der Wert der referenzierten Variablen
pT ist wohlgemerkt noch unbestimmt.

o o—> [ ]

new(p) —
p p pt

e dispose(p) - Freigabe einer Variablen vom Bezugstyp: Diese Funktion arbeitet
wie new ebenfalls dynamisch mit der Wirkung, dal der Speicherplatz von p?
freigegeben wird und der Pointer p den Wert NIL erhilt.

Anmerkung: Diese Aufgabe iibergibt MODULA-3 dem Betriebssystem, so dafl
man den Speicher nur noch per dispose freigeben muf}, falls man zuvor fiir die
entsprechende Variable explizit die systemeigene Garbage-Collection deaktiviert
hat.

e Wertzuweisungen an einen Pointer: Aufler mit den beiden oben genannten Funk-
tionen kann p wie folgt direkt ein Wert zugewiesen werden:

Zuweisung: p := NIL
Zuweisung: p := q dazu miissen p und q denselben Bezugstyp besitzen.

Zur Darstellung einer Liste in Pointer-Implementierung vereinbart man einen Bezugstyp,
der sich zusammensetzt aus einem Feld key, das den Inhalt des Listenelements trigt,
und einem Pointer next auf das nichste Element der Liste.

type link = ref node;
node = record
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key : integer;
next: link;
end;
var p,q : link;

Zuweisungen konnen dann folgendermaflen dargestellt werden:

1. Zuweisung pt.key := x

o——> [ ] o—/| X [ ]

p p? p p?

2. Zuweisung pt.next := q , wobei q den gleichen Typ wie pT.next haben mu#f.

o— [ ] @o— [ ]
q qt N q I
e—F——| X [ ) o—/—| X .l
p pt p p?

Eine einfach verkettete Liste sieht dann so aus:

o)
o—— |01 | > | Q2| @& """—»|Up | 6> ®

head tail

Bei der Darstellung der head- und tail-Elemente gibt es einige Varianten. So bendétigt
man nicht unbedingt ein explizites head-Element, und bei den tail-Elementen sind, au-
Ber der obigen ,Dummy“-Variante noch folgende Varianten gingig:

NIL-Pointer: *""—| Gy | @—||

Eine doppelt verkettete Liste ldsst sich so darstellen:
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Beispiel:

var p,q: link;

new (p);

pT-key:=x;

new (q);

pT.next:=q;

qt.next:=NIL;

pT.nextt.key:=y;

qt.key:=z;

pT.next:=NIL;
dispose(q);

20
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Programme [Sedgewick 88]:

21

Die Listenmethoden InsertAfter und DeleteNext lassen sich dann wie folgt implemen-
tieren. Dabei ist der Zeiger z die Position in der Liste:

type link = ref node;
node = record
key : integer;
next: link;
end;
var head,z : link;

procedure ListInitialize();
begin

new (head) ;

new (z) ;

headf.next := z;

z1.next := z;
end ListInitialize;

procedure DeleteNext(t : 1link);
begin

t1.next := t{.next?.next;
end DeleteNext;

procedure InsertAfter(v : integer; t

var x : link;
begin
new (x) ;
xT.key := v;
xT.next := tf.next;
tT.next := x;
end InsertAfter;

Array-Implementierung von Listen

: link) ;

._
head Z
T t
'
7__’ o— o——
N
7 t
Y
o—

Bei der Array-Implementierung kommen wiederum zwei verschiedene Lésungen in Be-
tracht: Ein sequentielles Array, das sich aber als viel zu starr erweist, und eine Cursor-
Darstellung, die weitgehend an die Pointer-Implementierung angelehnt ist, und ein zwei-

tes Array fiir die Indizes benutzt.
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1. sequentiell

aiaz|as| as

2. Cursor-Darstellung

head

a az | G4 a3 Inhalt

NN T

next-Indizes

22

Die Listenmethoden InsertAfter und DeleteNezt lassen sich in der Cursor-Darstellung
dann wie folgt implementieren. Dabei ist z wieder die Position in der Liste, und x die

Position im Array:

var key,next : array [0..N] of integer;
x,head,z : integer;

procedure ListInitialize();

begin
head = 0; z :=1; x := 1;
next[head] := z; next[z] := z;

end ListInitialize;

procedure DeleteNext(t : integer);
begin

next[t] := next[next[t]];
end DeleteNext;

procedure InsertAfter (v: integer; t: integer);

begin
X :=x +1;
key[x] := v; next[x] := next[t];

next[t] := x;
end InsertAfter;

Beachte:

e Overflow und Underflow der Arrays/Listen miissen abgefangen werden.
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e Mit Hilfe einer Freispeicherliste konnen bereits benutzte und wieder freigegebene
Feldpositionen wiederverwendet werden.

Je nach Zielsetzung ist abzuwigen, welcher Implementierung man den Vorrang gibt,
denn jede Implementierung hat unterschiedliche Vor- und Nachteile:

1. sequentielles Array

(—) sehr starr: Delete und Insert sehr umsténdlich

(—) nur bei ,statischer Objektmenge (also ohne Operationen) zu empfehlen

2. ,,Cursor-Darstellung”

(
(
(+
(+

—) vorgegebene maximale Array-Grofie
—) Freispeicherverwaltung erforderlich
) kein Overhead

) Fehlerkontrolle leichter
3. Pointer-Implementierung:

+) maximale Anzahl der Elemente offen

+) keine Freispeicherverwaltung

(
(+)
(=) Overhead durch Systemaufrufe
(-)

Fehlerkontrolle schwierig

1.3.3 Stacks und Queues

Stacks (Stapel) und Queues (Schlangen) sind Listen mit eingeschrinkten Operationen.
Es kann nicht mehr an beliebiger Stelle in der Liste eingefiigt und entfernt werden,
sondern nur noch am Anfang bzw. Ende.

Stack

Ein Stack wird auch LIFO-Memory (Last In First Out) genannt. Top bezeichnet die
erste freie Stelle iiber dem obersten Element. Beim Stack ist das einfiigen und entfernen
nur wie folgt moglich:

e cinfiigen (push) nur am Ende (Top)
e entfernen (pop) ebenfalls nur am Ende

pop liefert den Wert des obersten Elementes zuriick und entfernt dieses zugleich aus dem
Stack. Geldufige Namen fiir einen Stack sind auch: pushdown stack, Keller-Speicher und
Stapelkeller.

Nun wollen wir einen Stack in einer Programmiersprache realisieren (Programme
[Sedgewick 93]):
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5 ~— p auf Top
4] aq4
3| a3
2| a2
1| o
0 ao

Abbildung 2: Stack

1. Implementation mit Pointern: Ein Stack hat die gleiche Datenstruktur wie
eine Liste, nur die Operationen unterscheiden sich folgendermaflen:

procedure push(v : integer) =
var t : link;
begin
new(t) ;
tt.key := v; tf.next := head?.next;
head?.next := t;
end push;

procedure pop() : integer =
begin
return headf.nextt.key;
headf.next := headf.next?.next;
end pop;

procedure stackempty() : boolean =
begin return (headf.next = z); end stackempty;

2. Implementation mit Arrays (Cursor-Darstellung)

const maxP = 100;
var stack : array[0..maxP] of integer;
p : integer;

procedure stackinit() =
begin p := 0; end stackinit;

procedure push (v : integer) =
begin
stack[p] := v; p :=p + 1;
end push;

procedure pop() : integer =
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begin
p := p - 1; return stack[p];
end pop;

procedure stackempty() : boolean =
begin return (p <= 0); end stackempty;

procedure stackfull() : boolean =
begin return (p > maxP) end stackfull;

Beachte: Over- und Underflow der Indexgrenzen miissen abgefangen werden.

Queue

Eine Queue wird auch FIFO-Memory (First In First Out) genannt. Bei der Queue ist
das einfiigen und entfernen nur wie folgt méglich:

e cinfiigen (put) nur am Ende

e entfernen (get) nur am Anfang

get liefert den Wert des ersten Elementes zuriick und entfernt dieses Zugleich aus der
Schlange. Geldufige Namen fiir eine Queue sind auch: Warteschlange und Ringspeicher.

Implementation einer Queue als Array (Programme [Sedgewick 93]):

const Nmax = 100
var head,tail : integer;
queue : arrayl[0..Nmax] of integer;

procedure queueinitialize() =
begin
head := 0; tail := 0;
end queueinitialize;

procedure put (v : integer)

begin
queue[tail] := v; tail := tail + 1;
if tail > max then tail := 0;

end put;

procedure get() : integer =
var buffer : integer;
begin
buffer := queuelhead];
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head := head + 1;
if head > max then head := 0;
return buffer;

end get;

procedure queueempty() : boolean =
begin return (head = tail); end queueempty;

procedure queuefull() : boolean =
begin return (head = (tail+l)mod(max+1)); end queuefull;

head tail

l l

0 max

max 0

o Ry
v

=

Abbildung 3: Ringpuffer

1.3.4 Biume

26

Ein Baum besteht aus einer Menge von Knoten und einer Relation, die {iber der Kno-

tenmenge eine Hierarchie definiert:

e Jeder Knoten, aufler dem Wurzelknoten ( Wurzel, root), hat einen unmittelbaren

Vorgénger ( Vater, parent, father).
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e Eine Kante (Zweig, Ast, branch) driickt die Beziehung unmittelbarer Nachfolger
und Vorgénger aus.

e Der Grad eines Knotens ist die Zahl seiner unmittelbaren Nachfolger.

e Ein Blatt (Blattknoten, leaf) ist ein Knoten ohne Nachfolger, also mit Grad 0.
Daraus folgt, da3 aufler den Blattknoten jeder Knoten mindestens einen unmittel-
baren Nachfolger hat.

e Siblings (Briider, Geschwister) sind alle unmittelbaren Nachfolger des gleichen
Vaterknotens.

e Ein Pfad (Weg) ist eine Folge von Knoten ny,...,n,, wobei n; unmittelbarer
Nachfolger von n; ; ist, d.h. es gibt keine Zyklen)
Die Ldinge eines Pfades ist die Zahl seiner Kanten = die Zahl seiner Knoten - 1.

e Die Tiefe oder auch Hohe eines Knotens ist die Linge des Pfades von der Wurzel
zu diesem Knoten.

e Die Héhe eines Baumes ist die Liange des Pfades von der Wurzel zum tiefsten
Blatt.

e Der Grad eines Baumes ist das Maximum der Grade seiner Knoten.
Spezialfall mit Grad = 2: Bindrbaum.

9 Qh

Abbildung 4: Beispiel fiir einen Baum

Wurzel : a
Vater : a ist Vater von e (und b)
Briider : b und e sind Briider
Bldtter :c,d, g, h
Tiefe :f hat Tiefe 2
Hohe : des Baumes = 3
Pfad von a nach g : (a,ef,g)
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Baume kénnen unterschiedlich dargestellt werden, die folgenden vier Darstellungen sind
gingige Beschreibungen derselben hierarchischen Struktur:

1. Baum

Abbildung 5: Graph

2. geschachtelte Mengen

Abbildung 6: geschachtelte Mengen

3. Einriickung

A
B
D
I
E
J
K
L
C
F
(0]
G
M
N
H
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4. geschachtelte Klammern
(A(B(D(I),E(J,K,L)),C(F(0),G(M,N),H(P))))

Induktive Definition eines Baumes

1. Ein einzelner Knoten ist ein Baum. Dieser Knoten ist gleichzeitig der Wurzelkno-
ten.

2. Sei n ein Knoten und seien 71,75, ..., T}, Baume mit den zugehorigen Wurzelkno-
ten nq{,no,...,ng. Dann wird ein neuer Baum konstruiert, indem nq, no, ..., n; zu
unmittelbaren Nachfolgern von n gemacht werden. 7} heifit dann k-ter Teilbaum
(Unterbaum) des Knotens n.

On
RN
Om On2 Onk

Minimale und maximale H6he eines Baumes
Sei T ein Baum mit Grad d > 2 und n Knoten, dann gilt:
e maximale Héohe =n —1

e minimale Héhe = [log, (n(d — 1) +1)] — 1 < [log,n],
mit [x] = néchst hohere ganze Zahl > z fir z € R :

Bewelis:

e maximale Hohe: klar, da es in T nur n Knoten gibt, es also maximal n — 1 Kanten
geben kann. Ein Baum mit maximaler Hohe ist entartet in eine lineare Liste.

e minimale Hohe: Ein mazimaler Baum ist ein Baum, der bei gegebener Hohe h und
gegebenem Grad d die maximale Knotenzahl N(h) hat.

1 Knoten
d Knoten 1( % 7I
d?> Knoten

Also gilt fiir die maximale Knotenzahl N (h):

N(h) = 1+d+d*+..+d" (geometrische Reihe)
dh+1 -1
d—1
Bei fester Knotenzahl hat ein maximal gefiillter Baum minimale Hohe. Ein Baum,
dessen ,Ebenen® aufler der letzten alle komplett gefiillt sind, hat offensichtlich
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minimale Hohe. Also liegt die Anzahl n der Knoten, die man in einem Baum
gegebener minimaler Hohe h unterbringen kann, zwischen der fiir einen maximalen
Baum der Hohe h und einem maximalen Baum der Héhe A — 1.

N(h-1) < n < N(h)
dh_l dh+1_1
< _
i—1 ° " S i

d" <  n(d-1)+1 < ghtt

h < logg(n(d—1)+1) < h+1

und wegen n(d — 1)+ 1 <nd Vn > 1 folgt:

h = [log;(n(d—1)+1)]—1
< [logg (nd)] — 1
= [loggn]

Spezialfall d = 2 (Bindrbaum):

h=[ld(n+1)] -1

Implementierung eines Bindrbaumes

Fiir allgemeine Bdume sind die Darstellungen im Gegensatz zu Bindrbdumen wenig
standardisiert, deswegen widmen wir uns zunéchst letzteren.
Bei den Bindrbdumen existieren, dhnlich zu den Listen-Implementationen, die Array-

Einbettung und die Pointer-Implementation. Die Wahl der Implementierung ist nach
den gleichen Kriterien zu treffen, wie schon bei den Listen.

1. Pointer-Realisierung:
Umsetzung in Programm-Code:

type node = record

key : elem;
left, right : ref node;
end;

Ahnlich den unterschiedlichen Varianten zur Behandlung eines Listenendes, muf
auch hier noch eine Vereinbarung zur Behandlung der Blétter getroffen werden.

Ein Binarbaum stellt sich dann so dar:
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/SN
/.|.\ oTe
o] [e]e

2. Array-Einbettung: nur bei vollstindigen Biumen empfehlenswert. Diese
kénnen dann spiter auch zu ,,Heaps® erweitert werden. Ein vollstdndiger Baum
ist dabei folgendermaflen definiert:

Definition: Ein Bindrbaum heif3t vollstindig, wenn alle Ebenen bis auf die letzte
vollsténdig besetzt sind, und die letzte Ebene von links nach rechts aufgefiillt ist.
(auch: links-vollstandig).

/®\

Nachfolger und Vorgénger lassen sich dann auf folgende Weise einfach ,berech-

14

nen :

Predececessor : Pred(n) =

|3

2n left son

2n + 1 right son (falls diese existieren)

Successor : Succ(n) = {
Man priift die Existenz der Nachfolger iiber die Arraygrenzen.

Implementierung eines allgemeinen Baumes

Wie schon erwihnt sind Darstellungen fiir allgemeine Bdume wenig standardisiert. Ei-
nige davon sind:

e Darstellung durch Knoten, die ein Array von Pointern auf ihre Nachfolgeknoten
enthalten. Diese Darstellung empfiehlt sich bei fest vorgegebenem Grad.



1

GRUNDLAGEN

type node =record

key: elem;

sons
end;

Nachteile:

: array [1..d] of ref node;

key

— der maximale Grad ist vorgegeben

— Platzverschwendung, falls der Grad der einzelnen Knoten stark variiert.

e Darstellung durch Bindrbaum: ,LeftMostChild, RightSibling*

type node = record

key: elem;
leftmostchild
rightsibling :

end;

: ref node

ref node;

v

H

32

— leftmostchild = head der verketteten Liste der Geschwister mit ,,Next-
Pointer“ rightsibling.

/

/

-

.l.—
L

— .l.——>
|

— Platzbedarf:

#Knoten - (2- sizeof(Tnode) + sizeof(elem)),

wobei sizeof(z) der fiir z notwendige Speicherplatz ist.

e Reine Array-Implementierungen:

1. array : Parent[1..N] (Spezialfall: Wurzel)
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2. Knoten mit ,,breadth first“ durchnumeriert:

array
LeftMostChild [1..N],
RightMostChild [1..N];

Zur Veranschaulichung:

/g\

& © @/\@

Konvention sei, da8 fiir ,,nicht vorhanden“ —1 in das Array eingetragen wird.
Dann gestaltet sich ein solcher Baum so:

i Parent LeftMostChild RightMostChild
1 -1 2 4
2 1 5 6
3 1 -1 -1
4 1 7 9
2 2 -1 -1
6 2 -1 -1
7 4 -1 -1
8 4 -1 -1
9 4 -1 -1

In einem solchen Array sind die Durchlauf-Funktionen sehr einfach:
— Durchlaufen aller Knoten: i =1, ..., n

— Durchlaufen der Nachfolger k eines Knotens i:
k = LeftMostChild[i], ..., RightMostChild][i]

1.3.5 Tree Traversal (Baum-Durchlauf)

Fiir viele komplexere Anwendungen in Bdumen ist ein kompletter Durchlauf aller Knoten
eines Baumes notwendig. Wie wir schon gesehen haben, ist bei Array-Implementierung
oft schon ein Baumdurchlauf mittels einfacher Schleife iiber die Knotennummern ge-
geben. Anders ist das bei den Pointer-Implementierungen, dort ist kein festes Schema
vorgegeben, aber es gibt einige Standard-Durchlaufe:
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e Tiefendurchlauf (Depth-First): Zu einem Knoten n werden rekursiv seine
Teilbdume n;...n; durchlaufen. Je nach Reihenfolge in der die Teilbdume durch-
laufen werden ergeben sich:

1. Preorder (Prefixordnung, Hauptreihenfolge):

— betrachte n
— durchlaufe n;...ny

2. Postorder (Postfixordnung, Nebenreihenfolge):

— durchlaufe n;...n;
— betrachte n

3. Inorder (Infixordnung, symmetrische Reihenfolge):

— durchlaufe ny
— betrachte n
— durchlaufe ns...ny

Diese Ordnung ist in der Regel nur fiir Bindrbdume gebrauchlich.

¢ Breitendurchlauf (Breadth-First): Knoten werden ihrer Tiefe nach gelistet, und
zwar bei gleicher Tiefe von links nach rechts.

Rekursiver Durchlauf fiir einen Bindrbaum

Wir wollen obige Tiefendurchléufe fiir einen Bindrbaum implementieren, der folgender-
maflen dargestellt ist:

type node = record

key : elem;
left, right : ref node;
end;

1. Preorder-Durchlauf:

procedure traverse(t : node) =
begin
if t<>z then (* Abfrage, ob t kein Blatt x)
visit(t);
traverse(t?.left);
traverse(tf.right);
end;
end traverse;
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2. Postorder-Durchlauf:

procedure traverse(t : node) =
begin
if t<>z then
traverse(t1.left);
traverse(t{.right);
visit(t);
end;
end traverse;

3. Inorder-Durchlauf:

procedure traverse(t : node) =
begin
if t<>z then
traverse(t?.left);
visit(t);
traverse(tf.right) ;
end;
end traverse;

Traversieren eines Operatorbaumes

Bei Anwendung auf Operatorbdume realisieren die Traversierungsarten eine Darstellung
von algebraischen Ausdriicken in unterschiedlichen Notationen (die fiir rechnerinterne
Darstellung besonders vorteilhaft sind). Betrachten wir den zu dem Ausdruck (a + b) -
(¢ — d - e) gehorenden Operatorbaum.

Q)
N

FENWAN
/ \
@ @

Dann liefert eine Ausgabe aller Knoten mittels der

e Preorder-Traversierung die Prefixnotation: - + ab — c - de
Diese Notation wird auch ,,polnische Notation“ genannt.

e Postorder-Traversierung die Postfixnotation: ab + cde - —-
Diese Notation wird auch ,umgekehrte polnische Notation“ genannt,

e Inorder-Traversierung die Infixnotation : a +b-c —d - e.
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Nicht-rekursiver Durchlauf fiir einen Binirbaum
1. Preorder Traversal (mit Stack)

procedure traverse (t : node) =
begin
push (t);
repeat
t := pop;
visit (t);
if t<>z then push (t1.right);
if t<>z then push (t1.left);
until stackempty;
end traverse;

2. Level-order Traversal auch ,Breadth First“ (mit Queue)

procedure traverse (t : node) =

begin
put(t);
repeat
t := get();
visit (t);

if t<>z then put (t1.left);
if t<>z then put (tf.right);
until queueempty;
end traverse;

1.4 Entwurfsmethoden

Fiir den guten Entwurf kann man kaum strenge Regeln angeben, aber es gibt einige
Prinzipien, die man je nach Zielsetzung, einsetzen kann, und die unterschiedliche Vorziige
haben. Hier nun einige typische Methoden:

1. Divide and Conquer [Aho et al. 74]

2. Rekursion: Sollte bekanntlich mit Vorsicht eingesetzt werden. Ein gutes Beispiel
sind die Baum-Durchliufe.

3. Rekursionsgleichungen [Aho et al. 74, Sedgewick 88|

4. Dynamische Programmierung [Aho et al. 74]



1 GRUNDLAGEN 37

1.4.1 ,Divide and Conquer“-Strategie

Die ,,Divide and Conquer“-Strategie wird sehr h&ufig benutzt, weil sie vielseitig ist, und
sich an fast jedem Problem, welches sich in kleinere Teilprobleme zerlegen 148t anwenden
1a8¢t.

Die Strategie besagt:

1. Divide: Zerlege das Problem in Teilprobleme, wenn es nicht trivial ist.

2. Conquer: Lose Teilprobleme auf dieselbe Art, und setze die Teillésungen zur
Gesamtlosung zusammen (Merge).

Beispiel: Gleichzeitige Bestimmung von MAX und MIN einer Menge oder Folge
[Aho et al. 74, Seite 61]

0:procedure MAXMIN (S);
1:if ||S||=2 then

2: begin

3: let S={a,b};

4. return (MAX (a, b), MIN (a, b));

5: end

6: else

7: begin

8: divide S into two subsets S; and S, each with half the elements;
9: (max1,minl) < MAXMIN(S;);

10: (max2,min2) < MAXMIN(S,);

11: return (MAX (max1, max2), MIN (minl, min2));
12: end;

13: end MAXMIN;

Sei T'(n) die Zahl der Vergleiche, dann gilt fiir die gewihlte Implementierung:

2 n=2
T(”):{ 2-T(%)+1 n>2

Erklirung: n=2: klar
n > 2: 2 Aufrufe von MAXMIN mit ¢- elementigen Mengen
(Zeilen 9 und 10)
und 2 Vergleiche (Zeile 11), die aber in O(1) ablaufen.
3
Behauptung: T(n) = "= 1

Verifikation:
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2-T<g)+1 - 2-[§-ﬁ—1]+1

Beispiel: MergeSort

MergeSort ist ein einfaches Beispiel fiir ein nach der Divide-and-Conquer-Strategie ent-
worfenes Verfahren. Sei F' = a4, ..., a, eine Folge, dann funktioniert dieses Sortierver-
fahren so:

1. Teile (divide) F' in zwei etwa gleichgrole Folgen Fy = ai,...,a[,/2 und Fy =
Aln/2]+15 - - - Qn-

2. Sortiere (conquer) F; und F5 mittels MergeSort, solange | F; |[> 1 bzw. | Fy |> 1.

3. Verschmelze (merge) F; und F.

Das ,,bottom up“ oder auch ,2-way-straight“ MergeSort-Verfahren, iiberspringt den
Divide-Schritt, und versteht die Eingabefolge direkt als Menge von einelementigen Teil-
folgen. Diese MergeSort-Variante wollen wir nun betrachten:

5012 ([4]|6|]1][3]]2]|6

N/ N/ NS N/

2 5|4 6|1 3|2 6
\ / \ /

2 4 5 61 2 3 6

Sei T'(n) die Zahl der Operationen (im wesentlichen Vergleiche), dann gilt:

c1 Cfir n=1

T(n):{ 2-T<g>+cg-n , fiir n > 1

fiir geeignete Werte c1, co > 0. Dabei charakterisiert ¢; den Aufwand fiir die Losung des
trivialen Problems (n = 1), und ¢y denjenigen fiir das Verschmelzen zweier Listen.

Behauptung: T(n) < (c1 +¢2) -nldn+ ¢
Beweis: Verifizieren der Rekursion mittels vollsténdiger Induktion von 7 nach n.

e Induktionsanfang: n = 1 offensichtlich korrekt
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n

e Induktionsschritt von 5 nach n:

T(n) = 2-T<g>+02-n

< 2 |:(Cl + CQ)g 1d g + 01:| + con

= (1 +c)nldn— (c1 +c2)n+ 2¢1 + con
= (ag+c)nldn—c(n—1)+¢

< (c1+c)nldn+c¢

Exakte Analyse von MergeSort

Sei T'(n) die exakte Zahl der Vergleiche. Die Aufteilung der Folge geschieht in zwei
Teilfolgen mit [n/2] und |n/2] Elementen.

Zur Verschmelzung werden [n/2] + [n/2] — 1 =n — 1 Vergleiche benétigt.

Daher ergibt sich folgende Rekursionsgleichung:

0 ,fir n=1
T(n)={ n_1+T([%1)+T([gJ) ,fir n>1

Fiir diese Rekursionsgleichung gilt [Mehlhorn, Seite 57]:

T(n)=n-[ldn] —2M4"1 41

1.4.2 Rekursionsgleichungen

Rekursionsgleichungen sind oft einfacher zu 16sen fiir n = 2%, k € IN. Denn dann sind
viele Rekursionsgleichungen durch Sukzessives Einsetzen zu losen:

1.

T(n) = T(n—=1)+n , n>1 (T(1)=1)
= Tn—-2)+n—-1)+n

; T +2+...4n—=2)+(n—1)+n
n{n+1)
2
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n>+1+1

T(%)+1+1+1

= T()+ ldn

Idn
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T(n) = 2T(§>+1 L n>1  (T(1)=1)
- 2