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Losung Blatt 7

Aufgabe 7.1: (10)

(a) Wir reduzieren H auf Hgq. Wir konstruieren eine berechenbare Funktion f : ¥* — ¥*, so dass
re Hs f(l‘) S HEQ gllt

Sei x das Argument von f. Zunéchst wird gepriift, ob x von der Form x = (M)w ist. Falls nicht, so
ist f(x) = (My)(M;) wobei My nie anhilt und M; immer anhilt und akzeptiert.

Ansonsten ist f(x) = (M'){MT). Die TM M’ arbeitet wie folgt: M’ 16scht zunichst die Eingabe,
und schreibt dann w auf das Eingabeband. Dann verhélt sich M’ genau wie M. Unabhéingig von der
tatsichlichen Eingabe simuliert M’ also immer M auf w. Sei MT eine TM, die auf allen Eingaben
halt.

Hat z nicht die Form x = (M)w, so gilt © ¢ H und offensichtlich f(z) & Hgq. Sei nun x = (M)w.
Es gelten die folgenden Implikationen:

r € H= M hilt auf w = M’ akzeptiert jede Eingabe = f(z) = (M')(MT) € Hgq.
x € H = M hilt nicht auf w = M’ hilt auf keiner Eingabe = f(z) = (M')(M") ¢ Hrq.

(b) Wir reduzieren H,, auf Hy. Wir konstruieren eine berechenbare Funktion f : ¥* — ¥* so dass
z € Hy & f((L’) € H@ gllt

Sei x das Argument von f. Zunéchst wird gepriift, ob z von der Form x = (M) ist. Falls nicht, so
ist f(z) = (My) wobei M, jedes Wort verwirft.

Ansonsten ist f(x) = (M’). Die TM M’ arbeitet wie folgt: M’ verhélt sich M" wie M. Wenn M hilt,
dann akzeptiert M.

Hat x nicht die Form x = (M), so gilt x € H,; und offensichtlich f(x) ¢ Hy. Sei nun = = (M). Es
gelten die folgenden Implikationen:

x € Hy = M hilt auf jeder Eingabe = M’ akzeptiert jede Eingabe und hélt immer = f(z) = (M') € H,.
x & H,y = M hélt nicht auf jeder Eingabe = M’ hilt nicht auf jeder Eingabe = f(z) = (M') € Hy.

¢) Wir nutzen die Transitivitét der Reduktion aus. Wir reduzieren Hy auf Hy-. Falls « nicht von der
Form x = (M) ist, so ist f(x) = = wobei M, jedes Wort akzeptiert.

Ansonsten f(z) = (M’) wobei M’ sich verhilt wie M und verwirft wenn M akzetiert und akzeptiert,
wenn M verwirft.

Aufgabe 7.2: (10)
Bemerkung: Im Folgenden ersetzen wir Anweisungen der Art x; := x50 + ¢, ¢ € {—1,0,1}, durch
die vereinfachte Darstellung z; := c.

Bevor wir eine Losung fiir die eigentliche Aufgabenstellung préasentieren, stellen wir eine Losung fiir
das folgende Problem vor.



Falls x; = 0 ist, dann fithre P aus.
Die Losung fiir dieses Problem werden wir anschliefend zur Losung der Aufgabenstellung verwenden.

Tpys = 21+ 0;

Tt =1

WHILE z4.,5 # 0 DO
Tpyz = 0;
Tpyq = 0;

END

WHILE 24,4 # 0 DO
P
Thya = 0;

END

Mit Hilfe einer WHILE-Anweisung kénnen wir nur Bedingungen der Art z; # 0 verwenden. Mit Hilfe
des obigen Programmes konnen wir nun auch dessen Negation x; = 0 verwenden. Die Korrektheit
des Programmes kénnen wir formal mit einer Fallunterscheidung (x5 # 0 und zx.3 = 0) beweisen.
Die formale Ausfiihrung bleibt dem Leser iiberlassen.

Wir stellen nun ein WHILE-Programm fiir das in der Aufgabenstellung genannte Problem vor.
Falls x;1 = ¢ dann fithre P; aus.

Zunéchst betrachten wir den Fall ¢ = 1.

Tp43 = Tk41;

WHILE 2445 # 0 DO
Tpys i= T3 — 1

Tpa =1

WHILE 15 # 0 DO
Tpy3 = 0;
Tpyq = 0;

END

WHILE 2,4 # 0 DO
Py
Tpyq = 0;

END

Ty3 = 0;

END

Die duere WHILE-Anweisung garantiert, dass die Variable z;,; (der Befehlszdhler) ungleich Null
ist. Falls sie ungleich Null ist, dann ziehen wir Eins von ihr ab und {iberpriifen, ob sie nun gleich
Null ist. Falls dies der Fall ist, dann fithren wir das Programm P, aus, anderenfalls nicht.

Das Programm P] kénnen wir nun wie folgt verallgemeinern. Dabei miissen wir berticksichtigen, dass
Variablen nicht negativ werden diirfen.



Tp43 = Th+1;

WHILE 24,3 # 0 DO

Thag 1= Tpr1 — 1; 1. Subtraktion
Tpyq = 0;
WHILE x5 # 0 DO

Thi3 ‘= Tpag — 1; 2. Subtraktion

WHILE 2.5 # 0 DO

Tpag = Tpoz — 1; i-te Subtraktion
Thya = 1; Teste, ob x5 jetzt gleich 0 ist.
WHILE z4,35 # 0 DO Falls dies der Fall ist, dann &ndere x4 nicht.
Tiys = 0; Anderenfalls setze x4 zuriick auf Null.
Tppg = 0; :
END Test beendet.
END
END
WHILE z44 # 0 DO
P;;
Tpya = 0;
END
Tpy3 = 0;
END

Das Programm versucht i-Mal 1 von x5 abzuziehen. Falls dies moglich ist, iiberpriift es, ob xp.3
gleich 0 ist. Nur in diesem Fall wird die Variable x4 gleich 1 gesetzt. Dies wiederum bewirkt, dass
P; ausgefiihrt wird. Falls x4 initial ungleich ¢ ist, dann ist z;,.4 zu Beginn der letzten WHILE-
Anweisung immer noch gleich 0, P; wird also nicht ausgefiihrt.

Die Lange des Programms P/ betrégt: 2 -7 + 12.

Aufgabe 7.3: (10)
Das folgende Programm berechnet zq - x;.

Tg43 = X + 0;
o = 0;
WHILE z; # 0 DO
Thts = Tg43;
WHILE z4.,4 # 0 DO
To = x9 + 1;
Tpya = Tpya — 1
END
T =x1 — 1;

END

Die duBere Schleife wird genau x; — 1 mal durchlaufen. In der inneren Schleife wir zu zy der Wert
von x3, welches dem Wert von xy bei Programmbeginn entspricht, addiert.



