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Kapitel O

Vorbemerkungen

0.1 Uberblick

In den meisten Vorlesungen des Informatikstudiums wirdnigelt, wie verschie-

denste Probleme mit dem Computer geldst werden konnen Kiiante den Ein-

druck gewinnen, dass die Moglichkeiten des Computersagtisankt sind. Diese
Vorlesung ist anders: Wir werden die Grenzen des Computieusiden und zahl-
reiche scheinbar einfache Probleme kennen lernen, Ub&ridbeweisen konnen,
dass sie nicht durch den Computer gelost werden konnen.

¢ Im ersten Teil der Vorlesung beschaftigen wir uns mit fundatalen Fra-
gestellungen aus dem Gebiet &kursionsbzw.Berechenbarkeitstheorie
Hier geht es um die absoluten Grenzen des Rechners. Winlémdbleme
kennen, die nicht durch einen Rechner geldst werden kgregal wieviel
Rechenzeit und Speicherplatz wir zur Verfugung stellen.

e Das Thema des zweiten Teils der Vorlesung istbenplexittstheorie Wir
untersuchen, welche Probleme einen effizienten Algorigpulassen, also
welche Probleme sich in akzeptabler Zeit durch einen Redhsen lassen.
Zu diesem Zweck werden wir sogenannte Komplexitatsklasggtihren,
insbesondere die Klass@und NP, auf deren Basis wir die Schwierigkeit
verschiedener Probleme charakterisieren konnen.



0.2 Literaturhinweise

Die folgenden Bucher eignen sich als zusatzliche Literahd stehen in der In-
formatikbibliothek zur Verfugung.

e M.R. Garey, D.S. Johnson. Computers and Intractability: &id@é to the
Theory of NP-Completeness. Freeman and Company 1979.

J.E. Hopcroft, R. Motwani, J.D. Ullman. Introduction to Aatata Theory,
Languages, and Computation. Addison-Wesley 2001.

J. Hromkovic. Theoretische Informatik. Teubner 2004.

U. Schoning. Theoretische Informatik - kurzgefal3t. Spekt Akademi-
scher Verlag 2001.

M. Sipser. Introduction to the Theory of Computation. PW3lizhing
1997.

|. Wegener. Theoretische Informatik - eine algorithmeaatierte Einfihrung.
Teubner Verlag 1999.

|. Wegener. Kompendium Theoretische Informatik - Eine fdssammlung.
Teubner 1996.

0.3 Danksagung

Das vorliegende Skript ist Uber mehrere Semester entstard der Erstellung
des Skriptes haben insbesondere Helge Bals, Dirk Bondéaittine Bergner und
Alexander Skopalik mitgewirkt.



Kapitel 1

Berechenbarkeit

In diesem Teil der Vorlesung werden wir untersuchen, welehebleme durch
einen Computer gelost werden konnen. Wir werden Probleeneenlernen, die
beweisbar nicht durch einen Rechner gelost werden kgraa#iost wenn beliebig
viel Rechenzeit und Speicherplatz zur Verfigung steht.

Um formale Aussagen ubétroblemeund Computerbzw. Rechnemachen
zu kdnnen, benotigen wir zunachst eine mathematischegeMerung dieser bei-
den Konzepte. Wir beginnen damit zu erlautern, was wir uateem Problem
verstehen und stellen dann verschiedene Rechnermodelle vo

1.1 Modellierung von Problemen

Algorithmische Probleme kann man spezifizieren, indem nestlegt, welche
Ausgaben zu welchen Eingaben berechnet werden sollenuBgshAusgaben sind
dabei endliche Worter Uber einem jeweils festgelegtediiegmem Alphabet:.
Typischerweise gile> = {0,1}. Die Menge aller Worter der Lange Uber X
bezeichnen wir al&*. Beispielsweise gilt

{0,1}* = {000,001,010,011, 100,101,110, 111}.

Das sogenannteeere Wort also das Wort der Lange 0, bezeichnen wir md.h.
30 = {¢}. SeilN = {0,1,2,...} die Menge der naturlichen Zahlen. Die Menge
3 = Upen 2F ist der sogenannt&leenesche Abschiuon ¥ und enthalt alle
Worter Uibery, die wir z.B. der Lange nach aufzahlen konnen:

¢,0,1,00,01,10, 11,000,001,010,011, 100, 101, ... .
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Diese Reihenfolge wird im Folgenden &snonische Reihenfoldeezeichnet.

Problemesind,, Aufgaben* oder,Fragestellungen®, die wir mit dem Rechner
[6sen oder beantworten wollen. Um zu verdeutlichen, welahten von Aufga-
ben wir meinen, geben wir einige einfache Beispiele. Belspieise mdchte man
einen Primfaktor zu einer gegebenen Zahl bestimmen.

Problem 1.1 (Primfaktorbestimmung)
Eingabe: eine birar kodierte Zahly € IN, ¢ > 2

Ausgabe: ein birar kodierter Primfaktor vory

Hier sind beispielsweise zur Eingabealie Ausgaber2 oder3 moglich, genauer
gesagt naturlich die Binardarstellungen dieser Zatbea Binardarstellung einer
naturlichen Zahk bezeichnen wir mitin(k). Das Problem entspricht dann der
Relationk C {0,1}* x {0, 1}* mit

R = {(z,y) € {0,1}" x {0,1}" | x = bin(q), y = bin(p),
p.q € N,q > 2,pprim,pteiltq} .

Beim Problem der Primfaktorbestimmung gibt es zu einer &iegn der Re-
gel mehrere mogliche korrekte Ausgaben. Deshalb habedieses Problem in
Form einer Relation modelliert. Fur viele Probleme gibzegeder Eingabe eine
eindeutige Ausgabe, wie beispielsweise bei der Multipid@

Problem 1.2 (Multiplikation)
Eingabe: zwei birér kodierte Zahlem, b € IN

Ausgabe: die birar kodierte Zahk € N mitc=a - b

Derartige Probleme konnen wir als Funktign >* — >* beschreiben. Die
zur Eingaber € ¥* gesuchte Ausgabe ig{x) € >*. Im Fall der Multiplikation
werden die Zahlea undb binar kodiert. Um die Zahlen undb in der Eingabe
voneinander trennen zu kdnnen, erweitern wir das Alphaime¢in Trennsymbol,
d.h. wir setzert: = {0, 1, #}. Die kodierte Eingabe ist daririn(a)#bin(b) und
die Ausgabe isf (bin(a)#bin(b)) = bin(c).

Viele Probleme lassen sich gl3a-Nein-Fragen“ formulieren. Derartidgant-
scheidungsproblensnd von der Forny : ¥* — {0, 1}, wobei wir O als,Nein"
und 1 als,Ja" interpretieren. Sel = f~!(1) C X* die Menge derjenigen Einga-
ben, die mit,Ja* beantwortet werden. Die Mengast eine Teilmenge der Worter
Uber dem AlphabeX, d.h. L C >*. Eine solche Teilmenge wird a&prachebe-
zeichnet. Wir geben ein Beispiel.



Problem 1.3 (Graphzusammenhang)
Eingabe: die Kodierung eines Grapher = (V, F)

Ausgabe: das Zeichen 1, fall&’ zusammerdngend ist, ansonsten das Zeichen 0.

Den Graphen kdnnen wir iber dem Alphaljet1} kodieren, indem wir sei-
ne Adjazenzmatrix angeben. In der obigen Problembesahrgibaben wir be-
reits implizit angenommen, dass die Eingabe wirklich derddden Kodierung
eines Graphen entspricht. Naturlich gibt es auch Eingadlierkeiner Adjazenz-
matrix entsprechen, etwa wenn die Lange des Binarstrkegse quadratische
Zahl ist. Bei der Beschreibung des Problems als Sprachsenigir dies explizit
beruicksichtigen. S&y die Menge aller Graphen urgl die Menge aller zusam-
menhangender Graphen uadle(G) die Kodierung eines Graphe&n € G. Dann
ist

L ={we{0,1}"|3G € G, : w = code(G)} .
Die SpracheL enthalt alle Eingaben, die einen zusammenhangenderh@rap
kodieren. DaKomplemenvon L ist definiert als. = {0, 1}* \ L. Die Sprachd.
enthalt Eingaben, die keiner korrekten Kodierung einegpBGen entsprechen, also
syntaktisch inkorrekt sind, oder Eingaben, die einen rnicisammenhangenden
Graphen kodieren.

Im ersten Teil der Vorlesung werden wir uns grol3tenteilsEnischeidungs-
problemen beschaftigen. Wir untersuchen, welche Enidehgsprobleme bere-
chenbar sind, also von Rechnern gelost werden kdnnenyweitahe nicht bere-
chenbar sind, also nicht von Rechnern gelost werden kjregal wieviel Re-
chenzeit oder Speicherplatz zur Verfugung stehen.

1.2 Computermodelle

1.2.1 Die Turingmaschine

Wir prasentieren nun ein sehr einfaches Modell eines Cdoenpbzw. Rech-

ners, das Modell der Turingmaschine, welches von Alan Tuim Jahr 1936

eingefuhrt wurde. Dieses Modell sieht auf den ersten Béiekr rudimentar und
eingeschrankt aus. Wir werden im Laufe des Kapitels emsetiass dieses ein-
fache Modell sehr machtig ist und all diejenigen Probleiseh kann, die auch
heute existierende Rechner losen kdnnen, selbst wenoptimistischer Weise

annehmen, dass diesen Rechnern eine unbeschrankte Reichen ein unbe-

schrankter Speicher zur Verfugung steht.
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(¢,0)
Zustandy Funktiond

Schreib-/Lesekopf

Bi1,0}0}170100]|1]1|B

Speicherband

Abbildung 1.1: Vor dem Zustandsubergaiig, 0) = (¢, 1, L).

Definition des Maschinenmodells

Eine Turingmaschine (TMarbeitet auf einem beidseitig unendlich&peicher-
band Dieses Band besteht aus einzeldetien die jeweils ein Element eines vor-
gegebenen, endlichédandalphabet$’ enthalten. In vielen Fallen ist es sinnvoll,
I' = {0, 1, B} zu setzen, wobei die Buchstabémnd1 ein 0-Bit bzw. ein 1-Bit
reprasentieren. Der BuchstaBeheil3tLeerzeichen (Blank)nd reprasentiert eine
leere, unbeschriebene Zelle. Die Turingmaschine besitzheSchreib-/Lesekopf,
der Uber das Band lauft und dabei die Inschriften in emzelZellen lesen und
verandern kann. Neben dem Speicherband hat die Turindnima@stoch einen ak-
tuellenZustandy, der Element einer endlichen Zustandsmefgst.

Am Anfang der Rechnung befindet sich die TM Anfangszustang, € @,
auf dem Band steht von links nach rechts Hiagabein benachbarten Zellen,
alle anderen Zellen links und rechts der Eingabe enthalsn_derzeichen, und
der Kopf steht unter dem ersten Zeichen der Eingabe. DasaB@adphabekb
ist eine Teilmenge vom Bandalphaligtdie insbesondere nicht das Leerzeichen
B enthalt. Die Arbeitsweise der TM wird durch eideistand&bergangsfunkii-
ond : (Q\ {q}) xT' — @ xT x {R, L, N} beschrieben. Hierbei bezeichnet
g den sogenannteBtoppzustandMennd(q,a) = (¢, d’, d) gilt, hat das folgen-
de Interpretation: Wenn der aktuelle Zustand der Turingimiag ¢ ist und der
Schreib-/Lesekopf auf eine Speicherzelle mit Inkhateigt, dann schreibt die Tu-



(¢,1,L)
Zustandy’ Funktiond

Schreib-/Lesekopf

|1{00}y1(1,00(11]|B

Speicherband

Abbildung 1.2: Nach dem Zustandiibergang.

ringmaschine den Buchstabehin die aktuelle Speicherzelle, wechselt in den
Zustandq’, und der Schreib-/Lesekopf geht eine Position nach reads links,
oder bleibt stehen, je nachdem@b- R, d = L oderd = N gilt. Dieser Vorgang
wird als Rechenschritbezeichnet. Es wird solange ein Rechenschritt nach dem
anderen ausgefuhrt, bis der Stoppzustaedeicht ist.

In den Abbildungen 1.1 und 1.2 ist ein solcher Rechensdartjestellt. Dabei
visualisiert Abbildung 1.1 die Situation vor einem bestitemZustandsiibergang
und Abbildung 1.2 die Situation nach dem Zustandsuibergarggin diesen Ab-
bildungen dargestellte Turingmaschine hat das Bandagifiab- {0, 1, B} und
das Eingabealphabgt= {0, 1}. Die Zustandsmeng@ enthalt unter anderem die
Zustandey undq’. In Abbildung 1.1 befindet sich die Turingmaschine im Zudtan
q, auf dem Speicherband stehen Elementelqusd der Schreib-/Lesekopf steht
auf einem Speicherplatz mit Inhait In einem Rechenschritt wird der Inhalt des
aktuellen Speicherplatzes, algpausgelesen, und zusammen mit dem aktuellen
Zustand, alsq, in die Ubergangsfunktios , hineingesteckt. In unserem Beispiel
sei nuni(q,0) = (¢, 1, L), d.h. die TM geht in den Zustand Uiber, schreibt das
Zeichen 1 an die aktuelle Kopfposition und bewegt dann ddmefia-/Lesekopf
um eine Zelle nach links. Das Ergebnis des Rechenschrstt@s Abbildung 1.2
dargestellt.

Wir fassen zusammen. Eine TM wird durch Angabe der folgeriimmpo-
nenten beschrieben:



@, die endliche Zustandsmenge

¥ 0 {0, 1}, das endliche Eingabealphabet

I' O ¥, das endliche Bandalphabet

B €T\ %, das Leerzeichen (Blank)

qo € @, der Anfangszustand

q € Q, der Stoppzustand

die Zustandsiuibergangsfunktion

§:(Q\{g}) xT' - QxT x{R,L,N}

Die TM ist definiert durch das 7-Tupé), 3, T', B, qo, g, 0). Die sogenannte Kon-
figuration einer TM entspricht einepSchnappschuss* der Rechnung zu einem
bestimmten Zeitpunkt. Die Konfiguration beschreibt alledils, die benotigt wer-
den, um die Rechnung fortzusetzen, also den Zustand, digpg&siion und die
Bandinschrift. Wir formalisieren dies folgendermalf3en.

e EineKonfigurationeiner TM ist ein Stringvg3, mitq € Q unda, g € T™.
Bedeutung: auf dem Band stehf eingerahmt von Blanks, der Zustand ist
¢, und der Kopf steht unter dem ersten Zeichen yon

e /¢ istdirekte Nachfolgekonfiguratioron agg, falls o/¢’3’ in einem Re-
chenschritt ausq entsteht. Wir schreibengs = o/¢' 3.

e o"¢" 3" ist Nachfolgekonfiguratiomon aqs3, falls o’ ¢” 5" in endlich vielen
Rechenschritten ausq( entsteht. Wir schreibengs H* o"¢”3". Es qilt
insbesonderaqfS H* aqp.

Die Rechnungerminiert sobald der Stoppzustarderreicht ist. In diesem
Fall gibt es keine Nachfolgekonfiguration. Di@ufzeiteiner TM-Rechnung ist
die Zahl der Rechenschritte, die die TM bis zur Terminierangfuhrt. Falls die
Rechnung nicht terminiert, also den Stoppzustand nieahiteso ist die Laufzeit
unbeschrankt. DePlatzbedarfist die Zahl der besuchten Speicherzellen. Auch
der Platzbedarf kann unbeschrankt sein.



TM-berechenbare Funktionen und Sprachen

Eine TM M, die fir jede Eingabe terminiert, berechnet eine totalekBan f; :
¥* — ¥*. Wenn der Stoppzustamcerreicht ist, so kann das Ergebnis, afsg(z),
folgendermal3en vom Speicherband abgelesen werden: RerBarshstabe des
Ergebnisses steht unter dem Schreib-/Lesekopf. Das Bsyelwd nach rechts
durch den ersten Buchstaben begrenzt, der nicht iegt, z.B. den Blankbuch-
stabenB. Insbesondere ist das Ergebnis das leere \Ajonienn der Kopf zum
Schluss der Rechnung auf eine Symbol By zeigt. Es kann jedoch passieren,
dass eine TM nicht immer terminiert. Im Allgemeinen berestheine TMM des-
halb eine Funktiorf,, : ¥* — ¥*U{_L}. Das Symboll (Bottom) steht dabei fur
,hicht definiert‘. Eine Eingabe < >* wird auf L abgebildet, wenn\/ auf der
Eingaber nicht terminiert.

Definition 1.4 Eine Funktionf : X* — X* U {L} heilRtTM-berechenbabzw.
rekursiv, wenn es eine TM/ mit f = f,, gibt.

Der Begriff derRekursiviait geht darauf zuriick, dass man die Klasse der TM-
berechenbaren Funktionen auch durch eine Menge von inméuktiompositions-
regeln ohne direkten Bezug zu einem Maschinenmodell degimieann, die unter
anderem auch das rekursive Verschachteln von Funktionechli@al3t.

Beachte, dass die Menge der TM-berechenbaren bzw. rekarBumktionen
auch partielle Funktionen einschliel3t, also solche Fonkin, bei denen einige
Eingaben keine definierten Ausgaben besitzen bzw. auf dakefel abgebildet
werden.

Wie bereits in Abschnitt 1.1 erwahnt, will man haufig nurt&aheidungspro-
bleme losen, d.h. man erwartet von der Turingmaschine &nein-Antwort.
Wenn die Rechnung terminiert und das Ergebnis mit eingeginnt, gilt das als
Ja-Antwort Akzeptierep Wenn die Rechnung terminiert aber das Ergebnis nicht
mit einer 1 beginnt, so gilt das als Nein-Antwovefwerfen. Fur den Spezialfall
von Entscheidungsproblemen (Sprachen) kdnnen wir denfBagr Rekursivitat
wie folgt fassen.

Definition 1.5 Eine Sprachd. C ¥* heil3tTM-entscheidbabzw.rekursiv wenn
es eine TM gibt, die auf allen Eingaben stoppt und die Eingab&zeptiert, wenn
w € List, und die Eingabe verwirft, wennw ¢ L ist.



Beispiele fur Turingmaschinen

Erstes Beispiel: Wir betrachten die Sprache = {w0|w € {0,1}*}. Diese
Sprache enthalt alle Binarworter, die mit einer 0 end2as Entscheidungspro-
blem L wird gelost durch die TM

M = ({QO7QIaq}7{O71}7{07173}737(]07@7 6) )

wobeid durch folgende Tabelle gegeben ist:

o o [ 1 | B |
qo (QO>O,R) (qlalaR) (Q71>N)
a1 (907 Oa R) (qla 17 R) (Q7 07 N)

Am Anfang steht der Kopf der TM auf dem ersten Buchstaben degdbe. Die
TM geht in jedem Schritt nach rechts, sofern sie nicht stdpabei merkt sie sich
in ihrem Zustand, ob der jeweils zuletzt gelesene Buchstakeesl war (dann ist
der Zustandy;) oder nicht (dann ist der Zustagl). Wenn die TM das erste Mal
auf einen Blank trifft, ist das Ende der Eingabe erreiche DM kann dann an
ihrem Zustand erkennen, ob das Eingabewort in der Spradiegt oder nicht,
und dementsprechend durch Schreiben einer 1 akzeptieegrdacth Schreiben
einer O verwerfen.

Die Rechnung fur eine bestimmte Eingabe kann nachvolizegeden, indem
man die Konfigurationsfolge angibt. Beispielsweise ergibh fur die Eingabe
0110 die folgende Konfigurationsfolge:

40110 F 0¢p110 F 01¢;10 = 011¢;0 F 0110gyB F 011041

Da der Kopf am Ende unter (vor) einer 1 steht bedeutet diess di@ Maschine
die Eingabeé)110 akzeptiert.

Zweites Beispiel: Als weiteres, etwas umfangreicheres Beispiel entwickein w
eine TM fur die Spraché& = {0"1™ |n > 1}. Wir setzen® = {qo, ..., ¢}, X =
{0,1},I' = {0, 1, B} und Uberlegen uns nun eine korrekte Zustandstibergariggio.
Unsere TM arbeitet in zwei Phasen:

e Phase 1Teste, ob die Eingabe von der Fotm’ fur; > 0 undj > 1 ist.

e Phase 2Teste, ok = j qgilt.
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Phase 1 verwendet die Zustangaindg; und wechselt bei Erfolg nach. Phase
2 verwendet die Zustandg bis gs und akzeptiert bei Erfolg. Eingeschrankt auf
qo und g, haté folgende Gestalt:

o o [ 1t [ B |
qo (907 Oa R) (qla 17 R) (Q7 07 N)
a1 (QaO>N) (qlaLR) (CI2>B,L)

Wieso implementiert dieser Teil vondie erste Phase? Die TM lauft von links
nach rechts tUber die Eingabe, bis ein Zeichen ungleigefunden wird. Falls
dieses Zeichen eine 1 ist, geht sie Uber in den Zusiand/enn dieses Zeichen
ein Blank ist, so ist die Eingabe von der Foffnmit : > 0, und die TM ver-
wirft. Im Zustandg; geht die TM weiter nach rechts bis zum ersten Zeichen un-
gleich 1. Wenn das soeben gelesene Zeichen eiisg¢ hat die Eingabe die Form
07170{0,1}* miti > 0 undj > 1, und die TM verwirft. Ist das soeben gelesene
Zeichen ein Blank, so ist die erste Phase erfolgreich beéendd die TM geht
nach links, so dass der Kopf auf der rechtestesteht. Au3erdem wechselt die
TM in den Zustandy, und startet somit die zweite Phase.

Die zweite Phase spielt sich auf den Zustanfign. . . , ¢s } ab. Eingeschrankt
auf diese Zustande hatolgende Gestalt:

s o [t [ B |
q2 (Cj?(]uN) (Q?nB? L) (67 07 N)
qs (Q3707 L) (Q37 17L) (Q4aBuR>
44 (Q5uB7 R) (67 07 N) (67 07 N)
ds (Q6>OaR) (Q6> aR) (Qa 1>N)
g | (96,0, R) | (g6,1, R) | (g2, B, L)

In der zweiten Phase loscht die TM wiederholt die rechtésted die linkestd),
bis das Band leer ist. Wenn zu eiriekeine entsprechendegefunden wird oder
umgekehrt, unterscheidet sich die Anzahl der Nullen vonAderahl der Einsen,
und die TM verwirft. Wenn zu jeder eine entsprechendegefunden wird, ist
die Anzahl der Einsen gleich der Anzahl der Nullen, und die dideptiert. Wir
verdeutlichen die genaue Implementierung dieses Vorgehedem wir die Be-
deutung der einzelnen Zustande erklaren:

q» : Der Kopf steht auf dem rechtesten Nichtblank. Falls diessish&n eine
1 ist, so losche es, gehe nach links und wechsel in den Zligtaisonst
verwirf die Eingabe.
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q3 : Bewege den Kopf auf das linkeste Nichtblank. Wechsel mach

q4 : Falls das gelesene Zeichen eine 0 ist, ersetze es durchamik Bhd gehe
nachgs, sonst verwirf die Eingabe.

gs : Wir haben jetzt die linkeste O und die rechteste 1 gelosédlts das Rest-
wort leer ist, dann akzeptiere, sonst gehe in den Zusjand

qe : Laufe wieder zum rechtesten Nichtblank und starte ernegt in

Im Zustandg, muss der Kopf auf dem rechtesten Nichtblank stehen. Wie oben
erlautert, ist dies auch am Anfang der zweiten Phase dérS$hit arbeitet die
Turingmaschine korrekt.

High-Level-Beschreibungen von Turingmaschinen

Die prasentierten Beispiele von konkreten Turingmasahimaben gezeigt, dass
die Beschreibung der Arbeitsweise einer TM durch die koreké@agabe detber-
gangsfunktion sehr umstandlich sein kann. In diesem Atitidiberlegen wir uns,
wie man die Arbeitsweise einer Turingmaschine auf sinevalt und Weise auf
einem hoheren Abstraktionsniveau beschreiben kann, s® elaerseits die Be-
schreibung relativ einfach und intuitiv verstandlich edter andererseits klar bleibt
wie man sie technisch umsetzen kann.

Als erstes zeigen wir, dass man bei der Beschreibung desdpnates ei-
ner TM davon ausgehen kann, dass man eine Variable mit kdrgtal3em Zu-
standsbereich im Zustandsraum abspeichern kann. Wennma&nogramm ei-
ner Turingmaschine beispielsweise auf ein Speicherbitezigmn mochte, so kann
man dies technisch realisieren indem man den Zustandspaenweitert zul)’ =
@ x {0,1}. Ganz analog kann man einen Zahler mit Werten zwis¢hend ei-
ner Konstanteé: implementieren, indem man den Zustandsragrerweitert zu
Q' = Q@ x {0,...,k}. Die Zahlk muss eine Konstante sein, weil der Zustands-
raum einer TM endlich ist. Insbesondere kann man nicht diege"der Eingabe
im Zustandsraum speichern.

Ein weiterer Programmiertrick: Bei einérspurigen TM handelt es sich um
eine TM, bei der das Band ih sogenannte Spuren eingeteilt ist, d.h. in jeder
Bandzelle steheh Zeichen, die der Kopf gleichzeitig einlesen kann. Das k&inn
wir erreichen, indem wir das Bandalphabet érdimensionale Vektoren erwei-
tern, z.B.

I":=%urk .
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Die Verwendung einer mehrspurigen TM erlaubt es haufigpAlgmen ein-
facher zu beschreiben. Wir verdeutlichen dies am Beisgeldidition. Aus der
Eingabebin(iy )#bin(iy) fur iy, i, € IN soll bin(i; + i) berechnet werden. Wir
verwenden eine 3-spurige TM mit den Alphabeens- {0, 1, #} und

0 0 0 1
r=<%ot14# (o, (o), 1],....[]1].,B
0 1 0 1

Unsere Implementierung fur das Addieren zweier Zahlepitebin drei Pha-
sen. In Phase 1 wird die Eingabe so zusammengeschoben,id&isarkodie-
rungen von; undi, in der ersten und zweiten Spur rechtsbiindig tbereinander
stehen. Aus der Eingalt®11#0110 wird beispielsweise

0 0 1 1
B | 0 1 1 0 | B*.
0 0 0 0

In Phase 2 addiert die TM die beiden Zahlen nach der Schutdethindem der
Kopf das Band von rechts nach links durchlalfbertrage werden im Zustand
gespeichert (Wieso geht das?). Als Ergebnis auf Spur 3tesgib in unserem
Beispiel

0 0 1 1
B | 0 1 1 0 | B*.
1 0 0 1

In Phase drei wird das Ergebnis der Rechnung ins Einspumdtozuriicktrans-
formiert. Dabei werden die Inhalte der ersten beiden Spigeoriert, auf dem
Band steht der Inhalt der dritten Spur, kodiert du¥ciDie TM muss schlief3lich
noch zum linkesten Buchstaben des Ergebnisses laufendigsivon TMn, die
Funktionen berechnen, so gefordert wird.

Programmkonstrukte aus hoheren Programmierspracherek@auch auf TMn
implementiert werden:

e Schleiferhaben wir bereits implizit in den Beispielen fur TMn gesehe

e Variablenkdnnen realisiert werden, indem wir pro Variable eine Sges
Bandes reservieren oder auch mehrere Variablen auf ders8itur abspei-
chern. Auf diese Art kdnnen wir beispielsweise auch Fe(derays) ab-
speichern.
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e Unterprogrammekonnen implementiert werden, indem wir eine Spur des
Bandes zur Realisierung eines Prozedurstacks reservieren

Diese Techniken erlauben es uns, auch auf bekannte Algweitlbeispielsweise
zum Sortieren von Daten zuriickzugreifen.

Mehrband-Turingmaschinen

In diesem Abschnitt wird zunachst die Mehrband-TM als \fgeameinerung der
TM eingefuhrt. Es zeigt sich jedoch, dass die Berechnuadisurch das Hin-
zufugen zusatzlicher Bander nicht steigt.

Definition 1.6 (k-Band TM) Einek-Band-TM ist eine Verallgemeinerung der Tu-
ringmaschine und veifjtiberk Speichernder mit jeweils einem unakhgigen
Kopf. Die Zustand#bergangsfunktion ist von der Form

6:(Q\ {g) xI'*" - QxTI*x {L R N} .

Band 1 fungiert als Ein-/Ausgabeband wie bei der (1-Band). T Bander
2,...,k sind initial mit B* beschrieben. Die sonstige Funktionsweise einer
Band TM ist analog zur TM. Die Laufzeit und der Platzbedankek-Band TM
sind ebenfalls analog zur TM definiert.

Bei der in Abschnitt 1.2.1 besprochenen mehrspurigen TMibka es sich
lediglich um eine hilfreiche Interpretation der (1-Band)l.TDie k-Band TM ist
hingegen eine echte Verallgemeinerung. Der wesentlichersichied liegt darin,
dass die Lese-/Schreib-Kopfe der einzelnen Bander siabhiangig voneinander
bewegen konnen. Dennoch ist eindBand-TM nicht wirklich machtiger als eine
normale TM, wie der folgende Satz zeigt:

Satz 1.7 Einek-Band TMM, die mit Rechenzeit{n) und Platzs(n) auskommt,
kann von einer (1-Band) TN/’ mit ZeitbedariD(¢*(n)) und Platzbedarf)(s(n))
simuliert werden.

Beweis:Die TM M’ verwendet2k Spuren. Nach Simulation dégen Schrittes
furo <t <t(n) qgilt

e Die ungeraden Spuren 3,...,2k — 1 enthalten den Inhalt der Bander
1,...,kvonM.

14



die 2Banderder simulierter2-Band TM

B{b|l|a|—=—|b|la|ln|d|1l|B

die 4 Spurender simulierenden TM

Byb |l |]a|—=]b|a|ln|d|1l]|B
B|B|B|B|B|B|B|+#|B|B|B
B|B|b|la|n|d|2|B|B|B|B
B|B|# |B|B|B|B|B|B|B|B

Abbildung 1.3: Simulation vot Bandern mi2k Spuren, hiek = 2. Die Kopf-
positionen sind durch fette Umrandungen angedeutet.

e Auf den geraden Spuren 4, ..., 2k sind die Kopfpositionen vod/ auf
diesen Bandern mit dem Zeichénhmarkiert.

Diese Invarianten sind in Abbildung 1.3 visualisiert. Digialisierung der Spuren
ist in konstanter Zeit moglich.

Jeder Rechenschritt vai wird durch M’ wie folgt simuliert: Am Anfang
steht der Kopf vor/” auf dem linkestes und M’ kennt den Zustand val/. Der
Kopf von M’ lauft nach rechts bis zum rechtestgénwobei diek Zeichen an den
mit # markierten Spurpositionen im Zustand abgespeichert werdg ist kein
Problem fur)M’, das linkeste (bzw. rechtestg) zu erkennen, da es nur konstant
viele #-Markierungen gibt und\/’ sich somit in seinem Zustand merken kann,
wie viele Markierungen jeweils links (bzw. rechts) von detugellen Kopfposition
stehen. Am rechteste#-Zeichen angekommen, kadd’ die Ubergangsfunktion
von M auswerten und kennt den neuen Zustand ¥bisowie die erforderlichen
Bewegungen auf deh Bandern. Nun lauft der Kopf vo’ zuriick, verandert
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dabei die Bandinschriften an den rgit markierten Stellen und verschiebt, falls
erforderlich, auch diet-Markierungen um eine Position nach links oder rechts.
Man mache sich klar, dass alles, w&s sich merken muss, konstante Grof3e hat
und somit im Zustand voi/’ gespeichert werden kann.

LaufzeitanalyseWieviele Bandpositionen konnen zwischen der linkestehdar
rechtestes#-Markierung liegen? NachSchritten ( > 1) kdonnen diese Markie-
rungen hochsteng®t Positionen auseinanderliegen, da jede der beiden Markie-
rungen pro Schritt hochstens um eine Position nach aul3adesa Also ist der
Abstand zwischen diesen Zeichen und somit auch die Lawfaeibimulation ei-
nes Schrittes durc®(¢(n)) beschrankt. Insgesamt ergibt das zur Simulation von
t(n) Schritten eine Laufzeitschranke vaX{(t(n)?).

Analyse des Platzbedarf®er Platzbedarf ist linear, weil zu jeder Speicherzelle,
die die simulierende TM besucht, mindestens eine Speiehergehort, die die
simuliertek-Band TM besucht. O

Die Universelle Turingmaschine

Bisher haben wir fur jedes Problem eine eigene TM entwoderenspecial pur-
poseRechner. Real existierende Maschinen sind jedoch prograrbaregeneral
purposeRechner. Wir konstruieren jetzt eine programmierbareavde der TM,
die sogenannteniverselle TM

Die universelle TMU simuliert eine beliebige andere TM auf einer belie-
bigen Eingabeuv. Als Eingabe erhalt/ einen String der ForniM )w, wobei der
String (M) die simulierte Turingmaschin&/ kodiert. Der String(M) wird als
Godelnummelbezeichnet. Wir definieren gleich, wie ei@delnummegenau
aussieht. Die universelle TM simuliert das Verhalten der ZMauf der Eingabe
w und Ubernimmt deren Akzeptanzverhalten. Bei inkorreEigigabe (d.h. die
Eingabe beginnt nicht mit einer Godelnummer) dibéine Fehlermeldung aus.

Definition 1.8 Als Godelnummerierungezeichnet man eine injektive Abbildung
von der Menge aller TMn in die Mendé, 1}*.

Jeder TM wird durch die Goédelnummerierung somit ein Bitrémg zugeord-
net. Naturlich konnen wir den String als Zahl interpretie daher die Bezeich-
nung,, Nummerierung".

Die Definition erlaubt viele verschiedene Godelnummenegen, und es wird
deutlich werden, dass es auch viele verschiedene Godateusrungen gibt. Wir
werden aber im Folgenden stets \a@r Godelnummer einer TM reden und diese
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als (M) schreiben. Diese Notation setzt implizit voraus, dass ws auf eine
bestimmte Godelnummerierung festgelegt haben.

Wir gehen von eineprafixfreienKodierung ausPréfixfreiheitbedeutet, dass
keine Godelnummer das Prafix (Anfangsteilwort) einereaad Godelnummer
sein darf. Prafixfreiheit kdnnen wir beispielsweise ietien, indem alle Godel-
nummern aufl 11 enden und ansonsten der Teilstrinig nicht in der Kodierung
vorkommt.

Wir zeigen nun, wie eine geeignete Kodierung einer TM aussetonnte.
0O.B.d.A. beschranken wir uns auf TMn der folgenden Form:

e Die Menge der Zustande i€t = {q1, ..., ¢ }-

e Der Anfangszustand ist; (statt wie sonst,) und der Stoppzustand igf
(d.h.q = o).

e Das Bandalphabet i$t= {0, 1, B}. Wir nummerieren das Alphabet durch,
indemwirX; = 0, X, = 1 und X3 = B setzen.

¢ Auch die moglichen Kopfbewegungen nummerieren wir, indembD; =
L, D, = N und D3 = R setzen.

Zur Beschreibung von TM dieser Form miissen wir nurlibergangsfunktion als
Binarstring kodieren. DelEJberganch(q,»,Xj) = (qx, X¢, D) Wird kodiert durch

den Binarstring)’10710¥10¢10™ . Die Kodierung deg-tenUbergangs bezeichnen
wir mit coddt). Die Godelnummer einer TM/ mit s vielenUbergangen ist dann

(M) = code(1)l1 code(2)l1...11 codés) 111 .

Als Eingabe erhalt die universelle TM ein Wort der Form{M)w fur be-
liebigesw € {0,1}*. Wir implementierenU zunachst in Form einer 3-Band
TM. Zur Initialisierung Uberpruft/ zunachst, ob die Eingabe mit einer korrek-
ten Godelnummer beginnt. Falls nicht, wird ein Fehler agstpen. Dann kopiert
U die Godelnummer auf Band 2 und schreibt die Binarkodigmes Anfangszu-
stands auf Band 3. Jetzt bereitéBand 1 so vor, dass es nur das Werénthalt.
Der Kopf steht unter dem ersten Zeichen vonDie Initialisierung benotigt Zeit
O(1), wobei wir die Kodierungslange vail als Konstante ansehen.

Wahrend der Simulation tbernehmen giBander vonlJ die folgenden Auf-
gaben:

e Band 1 vonUU simuliert das Band der TM/.
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e Band 2 vonU enthalt die Godelnummer valy.
e Auf Band 3 speicherV den jeweils aktuellen Zustand vad.

Zur Simulation eines Schritts valw suchtU zu dem Zeichen an der Kopfpo-
sition auf Band 1 und dem Zustand auf Band 3 die Kodierung dtspeechenden
Ubergangs vor/ auf Band 2. Wie in detUbergangsfunktion beschrieben,

o aktualisiertU die Inschrift auf Band 1,
e bewegtU den Kopf auf Band 1, und
e verander{V den auf Band 3 abgespeicherten Zustand ¥an

Die Laufzeit eines Schrittes ist konstant, also simuliedie TM M mit kon-
stantem Zeitverlust. Konnen wir dieses Ergebnis auch mérg1-Band) TM er-
reichen? Naturlich kdnnen wir die beschriebene 3-Bandaii¥lder 1-Band TM
mit drei Spuren simulieren. Aber bei Verwendung der Simokatus Satz 1.7
handeln wir uns einen quadratischen Zeitverlust ein. Wiaken eine universelle
1-Band TM mit konstantem Zeitverlust, wenn wir sowohl diedglnummer auf
Spur 2 als auch den Zustand auf Spur 3 mit dem Kopf derM Mhitfihren.

Ubungsaufgabe 1.9Sei M = (Q,%,T, B, q,q,9) eine 1-Band TM, deren Spei-
cherplatzbearfiir eine Eingabe der &ngen maximals(n) betragt. Zeige: Wenn
M auf einer Eingabev der Langen halt, dann talt M aufw nach sgtestens
(|Q] — 1) - |T|*™ - s(n) 4 1 Schritten.

Ubungsaufgabe 1.10Zeige, dass jede (1-Band) TM mit Laufzeitschranke
durch eine TM mit Laufzeitschrank&(¢(n)) simuliert werden kann, die ein ein-
seitig beschiinktes Speicherband hat, d.h. nur Zellen rechts der imitiddopfpo-
sition benutzt.

1.2.2 Die Registermaschine

Die TM scheint nicht viel mit heute existierenden Rechneriiun zu haben. Wir
fuhren jetzt ein Rechnermodell ein, dass eher den Voustgén eines Computers
entspricht. Dann vergleichen wir die BerechnungskrafseeModells mit der
Berechnungskraft der TM.

Die Registermaschine (RAM3t ein Maschinenmodell, das der Assembler-
sprache eines modernen Rechners recht nahe kommt. DigAblgiIRAM steht
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Programm

b c(0) c(1)]e(2)c(3)[c(4)] - - -

Befehlszahler ~ Akkumulator unbeschrankter Speicher

Abbildung 1.4: Graphische Veranschaulichung der RAM

fur die im englischen Sprachgebrauch verwendete BezerghyRandom Access
Machine“. Der Speicher der RAM ist unbeschrankt und bestes den Registern
c(0),¢(1),¢(2),¢(3),... . Das Register(0) heit Akkumulator und spielt eine
Sonderrolle, da die Rechenbefehle den Inhalt @) als implizites Argument

benutzen und das Ergebnis von Rechenoperationen st€ty) igespeichert wird.

Die Inhalte der Register sind ganze Zahlen, die beliebi§ gen konnen. Aul3er-
dem enthalt die RAM einen Befehlszahleder initial aufl steht. In Abbildung

1.4 ist eine RAM graphisch veranschaulicht.

Eine RAM arbeitet ein endliches Programm mit durchnumnntmeBefehlen
ab. In jedem Schritt wird der Befehl in Programmzaéibbgearbeitet. Danach wird
beim Befehl GOTQ der Befehlszahler aufgesetzt, beim Befehl END stoppt die
Rechnung, ansonsten wird der Befehlszahler um eins irdméert. Syntax und
Semantik der RAM-Befehle sind in Tabelle 1.1 definiert.

Die Eingabe steht am Anfang der Rechnung in den Regis{@n. . ., c¢(k)
fur ein £ € IN. Die Ausgabe befindet sich nach dem Stoppen in den Registern
c(1),...,c(¢) fur ein¢ € IN. Der Einfachheit halber nehmen wir an, dassnd/
zu Beginn der Rechnung festliegen. Die RAM berechnet somét Eunktion der
Form f : Z* — 7' U {L}, wobei das Zeiched. wie bei der TM fiir eine nicht
terminierende Rechnung steht. Die Tatsache, dass Regagehinen Funktionen
tber den ganzen Zahlen berechnen, stellt keinen gruzlid$en Unterschied zum
TM-Modell dar, da wir Zahlen und Binarworter ineinanddxeifuhren konnen.
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| Syntax | Zustandsanderung | Anderung vorb

LOAD c(0) == c(7) b:=0+1
CLOAD ¢ c(0) =1 b:=0+1
INDLOAD c(0) := ¢(c(i)) b:=b+1
STORE: c(i) := ¢(0) b:=0+1
INDSTORE: c(e(i)) == ¢(0) b:=b+1
ADD i c(0):=c(0) +c(i) |b=b+1
CADD i c(0) :=¢(0) + i b:=b+1
INDADD i c(0) := e(0) + e(c(@)) | b=b+1
SUB O =) ) [ b=
CSUB: c(0) :=¢(0) — 1 b:=0b+1
INDSUB i c(0) :==¢(0) —c(c(i)) | b:=b+1
MULT 1 c(0) :=¢(0) - () b:=0b+1
CMULT ¢ c(0) :=¢(0) -4 b=b+1
INDMULT i c(0) :==¢(0) - c(c(i)) |b:=b+1
DIV ¢ c(0) := |¢(0)/c(7) b:=0+1
CDIV i c(0) == c(0)/i] bi=b+1
INDDIV i c(0) = Le(O)fele(i))] | bi=b+1
GOTOj - b=

B : [ jfallsc(0) ==z
IF ¢(0) = x GOTOj | - b:= { b 1 sonst

: | jfalls¢(0) <z

IF ¢(0) < x GOTOj | - b= { b+ 1 sonst
IF ¢(0) < « GOTO} | - b= { gf"issco(g;f z
END Ende der Rechnung | -

Tabelle 1.1: Syntax und Semantik der RAM-Befehle
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Auf der Registermaschine konnen wir offensichtlich Koukte wie beispiels-
weise Schleifen und Rekursionen, die wir von hoheren Rirogriersprachen ge-
wohnt sind, realisieren. Auch komplexere Datentypen seadisierbar. Rationale
Zahlen lassen sich beispielsweise als Nenner und Zahlevén Registern dar-
stellen. Die Machtigkeit des Maschinenmodells wiirdé siach nicht verandern,
wenn einzelne Register die Fahigkeit hatten, rationale&nh zu speichern.

Eine Rechnungerminiert sobald der Befehl END erreicht wird. Fur die Be-
messung deraufzeiteiner Rechnung gibt es unterschiedliche Modelle:

o Uniformes Kostenmaldeder Schritt zahlt eine Zeiteinheit.

e Logarithmisches KostenmaBie Laufzeitkosten eines Schrittes sind pro-
portional zur binaren Lange der Zahlen in den angespreamn®&egistern.

Sollte die Rechnung nicht terminieren, so ist die Laufzelieschrankt.

1.2.3 \Vergleich der beiden Computermodelle

Wir zeigen nun, dass sich TM und RAM gegenseitig simulierénrien. Diese
beiden Rechnermodelle sind also gleich machtig, d.h. feohdtion, die in einem
dieser beiden Modelle berechnet werden kann, kann auchderan Modell be-
rechnet werden. Wenn man TM und RAM beziglich des logaigbhhen Kosten-
mal3es vergleicht, so sind auch die Laufzeiten in dieserehéitbdellen ahnlich,
denn die gegenseitigen Simulationen haben nur einen polialien Zeitverlust.

Satz 1.11Jede im logarithmischen Kostenma(k)-zeitbeschiinkte RAM kann
fur ein Polynomy durch eineD(g(n+t(n)))-zeitbeschiinkte TM simuliert werden.

Beweis:Im Beweis kdnnen wir fur die Simulation eine 2-Band-TMts&ner (1-
Band) TM verwenden. Wir erlautern, warum das geht: Seigh v € IN geeignet
gewahlte Konstanten. Wir werden zeigen, dass die LauflsitSimulation der
RAM mit Laufzeitschranke(n) durch eine 2-Band TM nach oben beschrankt ist
durcht’(n) = a(n+t(n))?. GemaR Satz 1.7 kdnnen wir die 2-Band TM mit Lauf-
zeitschranke’(n) nun wiederum durch eine (1-Band) TM mit Laufzeitschranke
t"(n) = (¥ (n))? simulieren. Fur die Simulation der RAM auf der (1-Band) TM
ergibt sich somit eine Laufzeitschranke von

t"(n) = 4(t'(n)* = v (a(n+1(n)%)" = va®- (n+t(n)?.

Diese Laufzeitschranke ist polynomiellint-¢(n), weil sowohl der Termya? als
auch der Tern2( konstant ist. Wir fassen zusammen:
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Beobachtung 1.12Die Klasse der Polynome ist gegen Hintereinanderalsfng
abgeschlossen. Deshalbrknen wir einkonstanteAnzahl von Simulationen, de-
ren Zeitverlust jeweils polynomiell nach oben besgetit ist, ineinanderschach-
teln und erhalten dadurch wiederum eine Simulation mit pohgiell beschéink-
tem Zeitverlust.

Wir beschreiben nun die Simulation einer RAM durch eiaBand TM. Das
ProgrammP der RAM bestehe aus Programmzeilen. Fur jede Programmzei-
le schreiben wir ein TM-Unterprogramm. Sii; das Unterprogramm fur Pro-
grammzeilei, 1 < ¢ < p. AuBerdem spezifizieren wir ein Unterprograniif
fur die Initialisierung der TM und\/,;, fur die Aufbereitung der Ausgabe des
Ergebnisses. DiRegistermaschinenkonfiguratiamrd durch den Befehlszahlér
und den Inhalt der Register beschrieben. Den Befehlszalde{1, ..., p} kann
die TM im Zustand abspeichern, g&onstant ist (d.h. unabhangig von der Ein-
gabe). Der Inhalt der benutzten Register ist allerdingbtrdarch eine Konstante
beschrankt.

Speicherung der Register auf einem Band der B&leno, iy, . . ., i,, die zu einem
Zeitpunkt benutzten Register, also die Indizes des Akkatous und derjenigen
anderen Register, die Teile der Eingabe enthalten odeneneder vorhergehen-
den Rechenschritte angesprochen wurden. Wir verwenden2eBand-TM und
speichern diese Indizes und den Inhalt der entsprechenetgist® in der folgen-
den Form auf Band 2 ab:

H04bin (c(0)) #4tbin (ia ) #bin (c(ir) # . .. #HbIn (i) Hbin(c(im)) HAH .

Beobachtung 1.13Die Lange des Speicherinhalts auf Band 2 ist dufetn +
t(n)) beschénkt, weil die RAMir jedes neue Bit, das sie erzeugt, mindestens
eine Zeiteinheit baitigt.

Beachte, dass diese Beobachtung auch fur die auf dem Bapeigkerten
Adressen gilt, da jede, nicht konstante Adresse, die vorRddévl benutzt wird
mindest einmal in den Akkumulator geladen werden muss.

Rechenschritt fir Rechenschritt simuliert die TM nun denKgurationsver-
anderungen der RAM. Dazu ruft sie das durch den Programierzébeschriebe-
ne Unterprogramni/, auf.

Das Unterprogramm/, arbeitet wie folgt:M,, kopiert den Inhalt der in Pro-
grammzeileb angesprochenen Register auf Band 1, fuhrt die notwendiyen
rationen auf diesen Registerinhalten durch, kopiert daasErgebnis in das in
Programmzeilé angegebene Register auf Band 2 zuriick, und aktualisiktizzu
den Programmzahlér
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LaufzeitanalyseDie Initialisierung erfordert Zei©O(n). Alle anderen Unter-
programme haben eine Laufzeit, die polynomiell in der leadgr Bandinschrift
auf Band 2 beschrankt ist, also eine polynomielle Laufeit + ¢(n). Die Ge-
samtlaufzeit der Simulation ist somit auch polynomielhin- t(n) beschrankt]

Satz 1.14 Jedet(n)-zeitbeschiinkte TM kann durch eine RAM simuliert werden,
die uniformO(t(n) + n) und logarithmisctO((t(n) + n) log(t(n) 4+ n)) zeitbe-
schiankt ist.

Beweis:Wie schon bei den anderen Simulationen missen wir die Korafigpn
der simulierten Maschine (in diesem Fall der TM) im Speictier simulieren-
den Maschine (der RAM) abbilden. ldbungsaufgabe 1.10 wird gezeigt, dass
wir annehmen konnen, dass es sich um eine TM mit einseiigvanktem Band
handelt, deren Zellen mit, 1,2, 3, ... durchnummeriert sind. Die Zustande und
Zeichen werden ebenfalls durchnummeriert und mit inren Menm identifiziert,
so dass sie in den Registern abgespeichert werden konegist® 2 speichert
den aktuellen Zustand. Register 1 speichert den Index defpiésition. Die Re-
gister3,4,5,6, ... speichern die Inhalte der Bandpositiorien, 2, 3, . . ., soweit
diese Positionen zur Eingabe der TM gehoren oder zuvor vopf Ber TM be-
sucht worden sind.

Die TM wird nun Schritt fur Schritt durch die RAM simulieZunachst wird
uberpruft, ob die TM im aktuellen Schritt terminiert. I=aja, so terminiert auch
die RAM mit der entsprechenden Ausgabe. Ansonsten mussdézdsibergang
durchgefuihrt werden: Auf einer ersten Stufe yon vielen IF-Abfragen wird da-
zu der aktuelle Zustand selektiert. Fur jeden moglichestZnd gibt es dann eine
zweite Stufe vonI'| vielen IF-Abfragen, die das gelesene Zeichen selektiden.
nach Ausgang der IF-Abfragen wird dann der Zustand in Regi&sgeandert, die
Bandinschrift im Register mit der Adress@ ) uberschrieben, und die Bandposi-
tion in Register 1 aktualisiert.

Laufzeitanalyse im uniformen KostenmodBlie Initialisierung kann in Zeif)(n)
durchgefuhrt werden. Die Simulation jedes einzelnen TéWrites hat konstante
Laufzeit. Insgesamt ist die Simulationszeit sotit: + t(n)).

Laufzeitanalyse im logarithmischen KostenmodBik in den Registern gespei-
cherten Zahlen reprasentieren Zustande, Zeichen und@aitionen. Zustan-
de und Zeichen haben eine konstante Kodierungslange. &ndisitionen, die
wahrend der Simulation angesprochen werden, sind dutcHn,t(n)} < n +
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t(n) beschrankt. Die Kodierungslange dieser Positionergst@(log(t(n)+n)).
Damit kann die Simulation jedes einzelnen TM-Schrittes @it 2 (log(t(n) +
n)) durchgefuhrt werden. Insgesamt ergibt sich somit eineuBitionszeit von
O((t(n) + n)log(t(n) + n). O

Fazit: Die Mehrband-TM kann mit quadratischem Zeitverlust duricte €1-
Band) TM simuliert werden. TMn und RAMs (mit logarithmisechkeaufzeitko-
sten) kdnnen sich gegenseitig mit polynomiell beschi@mkZeitverlust simulie-
ren. Wenn es uns also nur um Fragen der Berechenbarkeit wieRren oder
um ihre Losbarkeit in polynomieller Zeit geht, kdonnen wahlweise auf die TM,
die Mehrband-TM oder die RAM zurtickgreifen. Fir positemgebnisse (wie et-
wa obere Laufzeitschranken) ist es haufig sinnvoll, Aldonien fur die RAM zu
spezifizieren. Fur den Nachweis negativer Ergebnisseamesir meistens auf die
TM zuriickgreifen, da dieses Modell strukturell einfactser

Ubungsaufgabe 1.15

e Zeige, dass jede TM durch eine RAM simuliert werden kannnulieeine
konstante Anzahl von Registetir inatirliche Zahlen benutzt. Bestimme
den Zeitverlust der Simulation im logarithmischen Kostafim

e Zeige, dass der Befehlssatz der RAM die Simulation auf die Befehle
LOAD, CLOAD, STORE, CADD, CSUB, GOTO,df@®) # 0 GOTO, END
eingeschankt werden kann. Welchen Einfluss hat diese Eirésdtung auf
den Zeitverlust?

1.2.4 Die Church-Turing-These

In Abschnitt 1.2.1, Definition 1.4 haben wir die Klasse déf-berechenbaren
bzw. rekursivenFunktionen definiert. Unsere bisherigen Ergebnisse zegss
die Berechnungskraft einer RAM genauso grol3 ist wie dierdiive Also stimmt
die Klasse der TM-berechenbaren bzw. rekursiven Funktiarieerein mit der
Klasse derjenigen Funktionen, die durch eine RAM berecivweetlen kann.
Tatsachlich wurden in den Anfangen der Rekursionstleg@iso der Theorie
der Berechenbarkeit) zahlreiche Versuche unternommenlj@ilasse der bere-
chenbaren Funktionen zu charakterisieren. Keines deesedl Zusammenhang
vorgeschlagenen Berechnungsmodelle hat sich als maclaiigydas TM-Modell
herausgestellt. Diese Einsicht hat Church zu der Formurigeder folgenden The-
se veranlasst. Die These tragt heute den Na@temch-Turing-Thesala sie zwar
von Church formuliert aber weitgehend auf Erkenntnissemanmng zuriickgeht.
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These 1.16 (Church-Turing-These)Die Klasse der rekursiven Funktionen stimmt
mit der Klasse der intuitiv berechenbaren Funktiornd@rein.

Die Church-Turing These kann grundsatzlich nicht bewieserden, da der
Begriff derintuitiven Berechenbarkeitn Gegensatz zum Begriff d&ekursivit
nicht formal definiert ist. Die Klasse der intuitiv berechanen Funktionen inter-
pretieren wir als die Menge aller Funktionen, die in rea®dten Rechnermodel-
len berechnet werden konnen. Prinzipiell ist es vorsée|ldass jemand ein reali-
stisches Rechnermodell erdenkt, das es erlaubt einergr&kesse von Funktio-
nen zu berechnen als das TM- bzw. RAM-Modell. Die Churchiig+These ist
also zwar nicht beweisbar aber sie ist falsifizierbar. Kaamgnd glaubt jedoch,
dass dies moglich ist. Deshalb ist die Church-Turing-€ldee Grundlage unserer
Untersuchungen zur Berechenbarkeit.

Aufgrund der Church-Turing-These sprechen wir im Folgendeht mehr
von TM-berechenbaren Funktionen, sondern nur nochbeasechenbarefrunk-
tionen.TM-entscheidbar&prachen bezeichnen wir vereinfacht etéscheidbare
Sprachen. Allgemein verwenden wir den SammelbegriffeleursiverProbleme.

Im Folgenden werden wir mehrere Probleme kennen lernentraliz ihrer
einfachen Formulierung, nicht rekursiv sind. Das bededtets es fir keines die-
ser Problem einen Algorithmus gibt, der dieses Probler) lidsabhangig vom
Rechnermodell fur den der Algorithmus spezifiziert wirde®schliel3t auch mo-
derne Rechnerkonzepte wie z.B. Quantencomputer odergstmthe Konzepte
wie nicht-deterministische Turingmaschinen, die wirtepaoch kennen lernen
werden, ein.

1.3 Nicht rekursive Probleme

Wir kommen nun zum zentralen Punkt dieses Teils der VorlgsWwir beweisen
die Existenz nicht rekursiver Probleme, zunachst duncleieifaches Zahlargument.
Dann lernen wir einige konkrete Probleme kennen, die nekansiv sind.

1.3.1 Existenz unentscheidbarer Probleme

Wir zeigen die Existenz unentscheidbarer Probleme, indereweisen, dass die
Menge aller Sprachen tUberabzahlbar ist, wahrend diggelatier TMn abzahlbar
ist.
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Definition 1.17 (Abzahlbare Menge) Eine MengelM heil3tabzahlbarwenn es
eine surjektive Funktiom : IN — M gibt. Nicht abahlbare Mengen heil3en
uberabzahlbar

Jede endliche Meng#/ ist offensichtlich abzahlbar.

Im Fall einer abzahlbar unendlichen Mengg gibt es immer auch eine bi-
jektive Abbildungc : N — M, denn Wiederholungen kdnnen bei der Abzahlung
offensichtlich ausgelassen werden. Eine solche Abbildigfgrt eineNummerie-
rung der Elemente von\/. Abzahlbar unendliche Mengen haben also dieselbe
Machtigkeit wie die Menge der naturlichen Zahlsn

Einige Beispiele fur abzahlbare Mengen sind:

e die Menge der ganzen Zahl&n

(i) = i/2 falls i gerade
a = —(i+1)/2 fallsiungerade

o die Menge der Worter Ubgi, 1}*:
e,0,1,00,01,10,11,000,001,010,011,100, 101, ... .
e die Menge der TMn, weil jede TM durch eine Godelnummer basblen

wird, und die Menge der Godelnummern eine Teilmenge dert&vd@ber
{0, 1}* ist.

Ein Beispiel fur eine Uberabzahlbare Menge ist die Potenge der natirlichen
Zahlen, d.h. die Menge aller Teilmengen iSn
Satz 1.18 Die MengeP (IN) ist Uberabzhlbar.

Beweis:Zum Zweck des Widerspruchs nehmen wir an, da&ll) abzahlbar ist.
Wir nehmen also an, dass es eine Nummerierung der Mende(¥n gibt. Mit

S; bezeichnen wir dig-te Menge gemal dieser Nummerierung. Wir definieren
eine zweidimensionale unendliche Matfi&; ;);cn jew Mit

A - 1 fallsj € S;
W 0 sonst
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Die Matrix A konnte etwa folgendermal3en aussehen:

01 2 3 456
S0 1 1 01 0 1
ST 110101
S0 001 01 0 1
S3{0 1 1 0 0 0 1
S0 1.0 01 0 1
S50 1. 1.0 1 0 0
S¢|1 1 1 01 01

Wir definieren die Mengé&,;,, = {i € N | A;; = 1}. Das Komplement dieser
Menge ist B
Sdiag =N \ Sdmg = {Z e N | Al}i = 0} .

Auch S, ist eine der Mengen ad®(IN). In der Nummerierung voR (IN) nehme
Saiag denk-ten Platz ein, d.hS,;,, = Si. Jetzt gibt es zwei Falle, die jeweils zum
Widerspruch fuhren.

Fall 1: Falls Ay, = 1 gilt, so liegtk in Sy.. WegenS,, = Sy, liegt k aber nicht
iN Sgiqg- Es folgt Ay, = 0, Widerspruch!

Fall 2: Falls A, = 0 gilt, so liegtk nicht in S,. WegenS;, = S’diag liegt k& aber
iN Sgiqg. Es folgt Ay, = 1, auch Widerspruch! d

Wir beobachten nun, dass die Menge aller Sprachen {{ba# bijektiv zur
Potenzmenge voly ist. Dies liegt daran, dass die Menffe 1}* dieselbe Machtig-
keit wie Nhat, und dass jede Sprache einer Teilmenge{Wom}* entspricht.

Korollar 1.19 Die Menge der Sprachdiber dem Alphabé€i0, 1} istiberabzhl-
bar.

Wir fassen zusammen: Die Menge der TMn ist abzahlbar. Diedéeler Spra-
chen ist Uberabzahlbar. Also gibt es mehr Sprachen als, Tida somit gibt es
Sprachen, die unentscheidbar sind.

1.3.2 Unentscheidbarkeit der Diagonalsprache

Wir wissen jetzt, dass es nicht rekursive Probleme gibtnkaenaber noch kein
konkretes nicht rekursives Problem. éagonalsprach® ist ein erstes Beispiel
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fur ein derartiges Problem. Diese Sprache ist folgendBenalefiniert.
D = {we{0,1}" | w = w; und M, akzeptiertw nicht} .

Anders gesagt, daste Wort bzgl. der kanonischen Reihenfolge, alspist genau
dann inD, wenn diei-te TM, alsoM;, dieses Wort nicht akzeptiert.

Zunachst versuchen wir ein wenig Intuition fur diese agle Sprache zu ge-
winnen. Warum heil3t diese SpracBé&agonalsprach@ Man betrachte eine un-
endliche binare Matrix4 mit

. 1 falls M; akzeptiertw;
" 0 sonst

Die Matrix konnte beispielsweise so aussehen:

Wy W W W3 Wy
MolO 1 1 0 1
My|1 0 1 0 1
Myl O 0 1 0 1
Msl O 1 1 1 0
My O 1 0 0 O

Die Diagonalsprache laf3t sich auf der Diagonalen der Matrlesen. Es ist
Satz 1.20 Die DiagonalspracheD ist nicht rekursiv.

Beweis:Wir fuhren einen Widerspruchsbeweis und nehmenianst rekursiv.
Dann gibt es eine TMV/;, die D entscheidet. Wir wenden/; auf w; an. Es
ergeben sich zwei Falle, die jeweils direkt zum Widershriithren.

Fall 1: Fallsw; in D liegt, dann akzeptierfi/; die Eingabew;, weil M; die
SpracheD entscheidet. Wegen der Definition vénkannw,; somit aber nicht in
D liegen, Widerspruch!

Fall 2: Fallsw, nicht in D liegt, dann verwirft/; die Eingabew;, weil /; die
SpracheD entscheidet. Wegen der Definition v@h mussw; somit aber inD

liegen, auch Widerspruch! O

Auch das Komplement der Diagonalsprache ist nicht berddredies folgt
aus dem folgenden Hilfssatz.
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Lemma 1.21 SeiL eine unentscheidbare Sprache. Dann ist alicdas Komple-
ment vonl, unentscheidbar.

Beweis:Zum Widerspruch nehmen wir an, es gibt eine T}, die die Sprache
L entscheidet. GemaR Definition 1.5 hady auf jeder Eingabey und akzeptiert
genau dann, wenw € L. Wir konstruieren nun eine TMV/, die M; als Un-
terprogramm verwended/ startet)/; auf der vorliegenden Eingabe und negiert
anschlie3end die Ausgabe vofy; . Die TM M entscheidet nun offensichtlich

Ein Widerspruch zur Unentscheidbarkeit vbn O
My,
accept accept
w M-
L reject reject

Abbildung 1.5: AusM j konstruieren wirM/p,.

Korollar 1.22 Das Komplemenb der Diagonalsprache ist nicht rekursiv.

1.3.3 Unentscheidbarkeit des Halteproblems

Die Diagonalsprache scheint doch recht konstruiert undgveraxisrelevant zu
sein. Man konnte die Hoffnung haben, dass alle unentsbaesd Probleme ohne
Bedeutung fur die Praxis sind. Leider werden wir sehers daese Hoffnung sich
nicht bestatigt.

Beim Halteproblemgeht es darum, zu entscheiden, ob ein Programm auf ei-
ner bestimmten Eingabe terminiert. In unserer Notatiofbesich die folgende
formale Problemdefinition.

H = {{M)w | M haltaufw} .

Es ware aul3erst hilfreich, wenn Compiler das Halteprol#atscheiden konnten.
Leider zeigt der folgende Satz, das dies nicht moglich ist.
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Satz 1.23 Das Halteproblen¥ ist nicht rekursiv.

Beweis:Zum Zweck des Widerspruchs nehmen wir an, ddssntscheidbar ist.
Dann gibt es eine TM/y, die H entscheidet. Wir zeigen nun, wie man mit Hilfe
von My eine TM M5 konstruiert, dieD entscheidet. Dieses Problem ist jedoch
nach Korollar 1.22 unentscheidbar. Also kannlég nicht geben, und somit ist
der Satz gezeigt.

Das Programm der TMV/p mit Unterprogramm)/; sieht folgendermal3en
aus:

1. Auf Eingabew, berechne, so dass giltv = w;.

2. Berechne nun die Godelnummer de¢en TM, also(M;).
3. StarteMy als Unterprogramm mit Eingaldé/;)w.
4

. Falls My akzeptiert, so simuliere das Verhalten vbh auf w (genau wie
die universelle TM dies tun wiirde) und lbernehme die Absga

5. FallsMy verwirft, so verwirf die Eingabe.
Wir missen die Korrektheit der Konstruktion nachweisesi.« 5= w;. Es gilt

we D = My akzeptiert{M;)w und M; akzeptiertw
= Mjp akzeptiertw

w¢ D = My verwirft (M;)w oderM; verwirft w
= Mp verwirft w

1.3.4 Die Unterprogrammtechnik (Turing Reduktion)

Die Beweise von Lemma 1.21 und Satz 1.23 basieren auf deohgleBeweisan-
satz: Um nachzuweisen, dass eine bestimmte Sprache, nenrsse X, nicht re-
kursiv ist, haben wir zum Zwecke des Widerspruchs angenamdass eine TM
M existiert, dieX entscheidet)M x wird auch alsOrakelmaschindezeichnet.
Wir haben dann eine TM/y- konstruiert, die diese Orakelmaschine als Unterpro-
gramm aufruft und auf diese Art eine Spradhentscheidet, von der wir bereits
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wissen, dass sie nicht rekursiv ist. Aus dieser Konstruakiiaben wir gefolgert,
dass die Orakelmaschine nicht existieren kann und sdmihentscheidbar ist.
Dieses Beweiskonzept bezeichnen wirlditgerprogrammtechnikn der Literatur
ist derselbe Beweisansatz in der Regel unter der Bezeighfurng Reduktion
zu finden.

Wir demonstrieren die Unterprogrammtechnik an einem wamteBeispiel.
Dasspezielle Halteproblenst definiert durch

H. = {{(M) | M halt auf Eingabe} .
Satz 1.24 Das spezielle Halteprobleifi. ist nicht rekursiv.

Beweis:Wir nutzen die Unterprogrammtechnik. Zum Zwecke des Wiglershs
nehmen wir an es gibt eine Orakelmaschidg die H. entscheidet. Mit der Ora-
kelmaschine als Unterprogramm konstruieren wir eine M\, die das nicht re-
kursive Halteproblem entscheidet, und deshalb nichtiexest kann. Also istd,
nicht entscheidbar.

Die TM My mit Unterprogramm\/, arbeitet wie folgt:

1. Falls die Eingabe nicht mit einer korrekten Godelnumbesginnt, verwirft
My die Eingabe.

2. Sonst, also auf Eingaben der Fofi)w, berechnefl/; die Godelnummer
einer TM M mit den folgenden Eigenschaften:

o Falls die TM M/ auf der leeren Eingabe startet, schreibt sie das Wort

w aufs Band und simuliert die TM/ auf der Eingabev.
e Auf anderen Eingaben kann sich die TM beliebig verhalten.
3. NachdemV/y die Godelnumme()M ;) auf das Band geschrieben hat, star-

tet sieM, auf dieser Eingabe, und akzeptiert genau dann, weénakzep-
tiert.

Unsere Konstruktion ist korrekt, denn es gilt:

(M)we H = M haltaufw
= M halt aufe
= M, akzeptiert( M)
= My akzeptiert{ M )w
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M halt nicht aufw
M, halt nicht aufe
M. verwirft (M)

My verwirft (M)w

e

1.3.5 Der Satz von Rice

Da TMn nicht auf jeder Eingabe halten, berechnen sie plrti@inktionen. Die
von einer TMM berechnete Funktion ist deshalb von der Form

far {0, 1} — {0, 1}F U {L} .

Das Zeichenl steht dabei fumnicht definiertund bedeutet, dass die Maschine
nicht halt. Im Fall von Entscheidungsproblemen vereinfagich die Form der
Funktionen zu

far {01} — {0,1, 1} .
Dabei steht O fuMerwerfen 1 fur Akzeptiererund L fur Nicht-Halten Sei
R = {fu:{0,1}* = {0,1}* U{L} | Misteine TM} .
‘R bezeichnet also die Menge der von TM berechenbaren Fumgktion

Satz 1.25 (Satz von Rice)SeiS eine Teilmenge voR mit ) # S # R. Dann ist
die Sprache

L(S) = { (M) | M berechnet eine Funktion aus
nicht rekursiv.

In Worten: Nicht-triviale Eigenschaften der von einer TMdshneten Funk-
tion sind nicht entscheidbar.

Beweis:Wir benutzen die Unterprogrammtechnik. Aus einer TH g, die L(S)
entscheidet, konstruieren wir eine TM,, die das spezielle Halteproblef) ent-
scheidet, und damit im Widerspruch zu Satz 1.24 steht.

Seiu die Uberall undefinierte Funktion. Wir unterscheiden ziéie. Im er-
sten Fall nehmen wir an, dass¢ S gilt. Sei f # u eine Funktion aus. Die
Funktion f existiert aufgrund unserer Voraussetzuhe ().

Die TM M. mit Unterprogramm\/;, 5 arbeitet wie folgt:
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1. Falls die Eingabe nicht aus einer korrekten Godelnunbasteht, verwirft
M. die Eingabe.

2. Sonst konstruieit/, aus der Eingabé\/) die Godelnummer einer TM/*
mit folgendem Verhalten:

(a) Ignoriere die Eingabe. Simuliere das Verhalten val/ bei Eingabe
e auf einer fur diesen Zweck reservierten Spur.

(b) Berechnef(z), d.h. simulierel/; auf Eingaber.

Beobachtung: Die konstruierte TM* berechnet genau dann die Funktion
f(z), wenn die gegebene TM auf e halt.

3. Nachdem)/, die Godelnumme()M*) auf das Band geschrieben hat, star-
tet sie M sy auf dieser Eingabe, und akzeptiert genau dann, wepp,
akzeptiert.

Wir zeigen nun die Korrektheit unserer Konstruktion. Fdiks Eingabe keine
Godelnummer ist, so verwirft/, korrekterweise die Eingabe. Bei Eingaben der
Formw = (M) gilt:

w e H., = M halt aufe

M* berechneff

(M*)y € L(S)

M5y akzeptiert(M™)
M, akzeptiertw

S

w¢ H. = M halt nicht aufe
= M™ berechnet,
= (M") & L(5)
= Mg verwirft (M~)
= M, verwirft w
Damit ist die Korrektheit nachgewiesen.
Im zweiten Fall, den wir noch untersuchen missen,igét S. Jetzt wahlen

wir fausR \ S # (). Der Rest des Beweis fir diesen Fall ist fast analog zu Fall 1
Wir invertieren lediglich das Akzeptanzverhalten der TW] in Schritt 3. O
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Fazit: Der Satz von Rice hat viele Konsequenzen fir die iBr&um Bei-
spiel kann es keinen Compiler geben, der entscheidet, apegiebenes TM- oder
RAM-Programm auf allen Eingaben terminiert, weil der Col@pilazu entschei-
den mufte, ob das Programm eine Funktion der Férm>* — X* berech-
net. Insbesondere kann es keine automatische Verifikaban- oder RAM-
Programmen geben, weil dieses einen Algorithmus erfordé@nde, der entschei-
det, ob ein gegebenes Programm eine Funktion berechnetjradie gegebenen
SpezifikationS entspricht.

1.4 Semi-Entscheidbarkeit und Rekursive Aufahl-
barkeit

Definition 1.26 Eine Sprachd. wird von einer TMM entschiedepwenn)M auf
jeder Eingabe Alt, und genau die \Mter ausL akzeptiert.

Diese Definition hangt eng zusammen mit der Definition desé&mreidbarkeit
(vgl. Definition 1.5): Eine Sprache igntscheidbaibzw. rekursivgenau dann,
wenn es eine TM gibt, die die Sprache entscheidet.

Definition 1.27 Eine Sprachd. C >* wird von einer TMM erkannt wennM
jedes Wort aud. akzeptiert und/ kein Wort akzeptiert, das nicht ib enthalten
ist. Auf Eingaben, die nicht ih enthalten sind, musk/ nicht halten.

Definition 1.28 Eine Sprachd. hei3tsemi-entscheidbawenn es eine TM gibt,
die L erkennt.

Beispielsweise ist das Halteproblem zwar nicht entsclaidber semi-entscheid-
bar. Eine TM kann die Sprachi wie folgt erkennen: Wenn die Eingabenicht
die Form (M )w fur eine TM M hat, so wird verworfen. Ansonsten wird auf
Eingabew simuliert, und es wird akzeptiert, wen aufw halt. WennlM nicht
aufw halt, terminiert die Simulation nicht, aber genau diedgnstier Definition
der Semi-Entscheidbarkeit erlaubt.

Ein AufZhler fur eine Sprachd. C ¥* ist eine Variante einer TM mit ei-
nem angeschlossen®ruckerim Sinne eines zusatzlichen Ausgabebandes, auf
dem sich der Kopf nur nach rechts bewegt. Gestartet mitie&peicherband,
enummeriertler Aufzahler alle Worter aus auf dem Drucker, d.h.
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blub
bla
Steuerung allew ¢ L grumble
(Zustandund ———» j--- -
Kopfposition)
I Drucker

Ojc| OO0 |B|d|]O0]0|c|1]|B

Speicherband

Abbildung 1.6: Illustration eines Aufzahlers fur einer&ghelL

e gedruckt werden ausschliel3lich Worter dysund
e jedes Wort aug. wird irgendwann ausgedruckt.

Die enummerierten Worter sind dabei durch ein Zeichereget;, das nicht irc
enthalten ist. Das wiederholte Ausdrucken von Wortern aust nicht explizit
verboten. Abbildung 1.6 visualisiert einen Aufzahler.

Definition 1.29 Eine Sprachéd. heil3trekursiv aufzahlbawenn es einen Audhler
fur L gibt.

Wir zeigen nun, dass Semi-Entscheidbarkeit und Rekursivizahlbarkeit
gleichbedeutend sind.

Satz 1.30Eine Sprachel. ist genau dann semi-entscheidbar, wehmekursiv
aufzAhlbar ist.

Beweis:Als erstes zeigen wir, wie man aus einem Aufzahleriigine TM M

konstruieren kann, dié erkennt. Die TMM simuliert den Aufzahler mit Hil-
fe einer Spur, die die Rolle des Druckers Ubernimmt. Immennvein neues
Wort enummeriert worden ist, vergleicht dieses Wort mitv und akzeptiert bei
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Ubereinstimmung. Falls) € L, so wirdw irgendwann enummeriert und somit
von M akzeptiert. Fallsv ¢ L, so wirdw nicht akzeptiert. Also erkennt/ die
Sprachel..

Zum Beweis der anderen Richtung zeigen wir nun, wie man anes &M )/,
die L erkennt, einen Aufzahler konstruiert. Seten w,, ws, . . . die Worter aus_*
in kanonischer Reihenfolge. Der Aufzahler arbeitet wigttdFur: = 1,2, 3, . ..

e Simulierei Schritte vonM auf jedem Wort aus, . . . , w;.
e Wird dabei eines der Worte akzeptiert, so drucke es aus.

Falls das Wortv;, in L enthalten ist, so wird es val nach einer endlichen An-
zahl von Schritten, sagen wir naghvielen Schritten, akzeptiert. In jeder Iterati-
oni > max{k,;} druckt der Aufzahler dieses Wort somit aus. Ein Wor¥Z L
wird hingegen nicht vonl/ akzeptiert und somit auch nicht vom Aufzahler aus-
gedruckt. O

1.5 Eigenschaften rekursiver und rekursiv aufanhl-
barer Sprachen

Wir untersuchen nun, ob die rekursiven oder rekursiv énbaren Sprachen ge-
geniuber den ublichen Mengenoperationen wie SchnitteiNeyung und Kom-

plement abgeschlossen sind. Zunachst zeigen wir, dasshsalie Menge der

rekursiven als auch die Menge der rekursiv aufzahlbareacBpn gegen Schnitt-
mengenbildung abgeschlossen sind.

Satz 1.31

a) Wenn die Sprachely und L, rekursiv sind, so ist auch die Sprachen L,
rekursiv.

b) Wenn die Sprachefy und L, rekursiv aufahlbar sind, so ist auch die Spra-
cheL; N L, rekursiv aufahlbar.

Beweis:a) Seien)M; und M, zwei TMn, die L; bzw. L, entscheiden. Wir kon-
struieren eine TMV/, die L; N L, entscheidet. Die TMV/ arbeitet so:
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e Auf Eingabew simuliert M zunachst das Verhalten vad; aufw und dann
das Verhalten vod/, aufw.

e Falls M, und M, akzeptieren, so akzeptiert auth.

Die TM M akzeptiert offensichtlich die Eingaben alis N L,. Zudem halt\/
auch auf jeder Eingabe, da sowdlt| als auch\/, auf jeder Eingabe halten. Also
entscheidef/ die Sprachd.; N L.

b) Wir verwenden dieselbe Konstruktion wie in (a). Alle Aagsn, bis auf
die zur Terminierung, gelten wie zuvor, wenn wir jedes Veorkoen des Begriffes
»entscheiden” durch den Begrijferkennen” ersetzen. O

Ein analoger Satz gilt fur die Vereinigung von rekursiveawbrekursiv auf-
zahlbaren Sprachen:

Satz 1.32

a) Wenn die Sprachely und L, rekursiv sind, so ist auch die SpracheU L,
rekursiv.

b) Wenn die Sprachely und L, rekursiv aufahlbar sind, so ist auch die Spra-
chelL, U L, rekursiv aufahlbar.

Beweis:a) Seien)M; und M, zwei TMn, die L; bzw. L, entscheiden. Wir kon-
struieren eine TMV/, die L; U L, entscheidet. Die TMV/ arbeitet so:

e Auf Eingabew, simuliertM zunachst das Verhalten va, aufw und dann
das Verhalten voi/, aufw.

e Falls M, oder )M, akzeptieren, so akzeptiert auth.

Die TM M akzeptiert offensichtlich die Eingaben alis U L,. Zudem halt)/
auf jeder Eingabe, da sowoll; als auchM, auf jeder Eingabe halten. Also
entscheidef/ die Sprachd.; U L.

b) Wir konnen diesmal die Konstruktion aus (a) nicht ohnet®ves auf Ma-
schinenM; und M, Ubertragen, die die Sprachén und L, nur erkennen, aber
nicht entscheiden. Das Problem ist, dass moglicherweisdie Eingabe akzep-
tiert, aber)M das niemals feststellt, d&; nicht terminiert.

Um dieses Problem zu umgehen, verwenden wir statt der seegilEmSimu-
lation vonM; und M, eine parallele Simulation der beiden TMn: Die simulieren-
de TM M verwendet jeweils ein Band fur die Simulation vé#y und Ms. Die
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TM M merkt sich in ihrem Zustand den momentanen ZustandwWonnd M. In
jedem Rechenschritt der simulierenden TM wird abwecheadagjls ein Rechen-
schritt von M, oder M, simuliert. Dazu muss die TM/ in ihrem Zustand ein
Bit speichern, das anzeigt, ob im aktuellen Rechenschfitoder M, simuliert
wird. Dieses Bit wird in jedem Rechenschritt vai geflippt. Dieses Vorgehen
stellt sicher, das8/ akzeptiert, wenn\/; oder M, akzeptiert, und beweist so die
Aussage. 0

Bei der Komplementbildung unterscheiden sich rekursive rgkursiv auf-
zahlbare Sprachen aber voneinander:

Satz 1.33Wenn eine Sprachg rekursiv ist, so ist aucli rekursiv.

Beweis:Sei M, eine TM, dieL entscheidet. Wir erhalten eine TW;, die@
entscheidet, indem wir das Akzeptanzverhalten wén invertieren. Also istL
rekursiv. 0

Bemerkung 1.34 Im Gegensatz zur Menge der rekursiven Sprachenist die Menge
der rekursiv aufahlbaren Sprachen nicht gegen Komplementbildung abgeschl
sen.

Beweis:Das Halteproblem belegt die Aussage. Die Sprafhist rekursiv auf-
zahlbar (siehe oben). WarE ebenfalls rekursiv aufzahlbar, so waFke nach
Lemma 1.35 (siehe unten) rekursiv. Ein Widerspruch zu S&3.1Also ist
nicht rekursiv aufzahlbar. O

Lemma 1.35 SindL C ¥* undL = ©* \ L rekursiv aufahlbar, so istL rekursiv.

Beweis:SeienM und M Maschinen, diel. bzw. L erkennen. Die TMM' ent-
scheidetl durch eine parallele Simulation vavi und M auf der Eingabey:

e )M’ akzeptiertw, sobald)M akzeptiert.

o )’ verwirft w, sobald)/ akzeptiert.

Da entwederv € L oderw ¢ L gilt, tritt eines dieser Ereignisse nach endlicher
Zeit ein, so dass die Terminierung vo#' sichergestellt ist. O

Aus diesem Lemma folgt:

Korollar 1.36 L ist nicht rekursiv genau dann, wenn mindestens eine deebeid
Sprachenl. oder L nicht rekursiv aufahlbar ist.
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1.6 Die Technik der Reduktion

Die Reduktion ist eine Technik zum Nachweis, ob eine Spraekarsiv bzw.

rekursiv aufzahlbar oder auch nicht rekursiv bzw. nicliursiv aufzahlbar ist.
Die von uns verwendete Art der Reduktion bildet die Eingabiees Problems
auf die Eingaben eines anderen Problems ab, und wird deshelibalEingabe-

Eingabe-ReduktionderMany-One Reduktiobezeichnet.

Definition 1.37 Es seienl; und L, Spracheriiber .. Dann heil3tl; auf L, re-
duzierbay NotationL; < L., wenn es eine berechenbare Funktjon>* — ¥*
gibt, so dassifr alle z € X* gilt

r el @f([L’)GLQ .

Wie die Notation bereits andeutet, bedeutet< L,, dassL; unter dem Ge-
sichtspunkt der Berechenbarkeit nicht schwieriger/alsst. Dies wird formali-
siert durch das folgende Lemma:

Lemma 1.38 Falls L; < L, und L, rekursiv [rekursiv aufahlbar] ist, so ist auch
Ly rekursiv [rekursiv aufahlbary].

Beweis:Wir konstruieren eine TMV/1, die L, entscheidet [erkennt], durch Unter-
programmaufruf einer TM\/,, die L, entscheidet [erkennt]:

e Die TM M, berechneff(z) aus ihrer Eingabe.

e Dann simuliert); die TM M, mit der Eingabef(z) und Gibernimmt das
Akzeptanzverhalten.

Die TM M, arbeitet korrekt, denn

M, akzeptiert < M, akzeptiertf(x)
= f(l') & L2
& el .

Falls L, rekursiv ist, so ist die Terminierung vavl; auf jeder Eingabe gesichert.
Falls L, rekursiv aufzahlbar ist, so ist die Terminierung vih auf Eingaben aus
L, gesichert. O
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accept | accept

reject reject

Abbildung 1.7: Im Beweis von Lemma 1.38 konstruieren Wiy aus/,.

Der Beweis von Lemma 1.38 wird in Abbildung 1.7 visualisi®iese Abbil-
dung macht auch deutlich, dass das Akzeptanzverhaltenmesgdogramms un-
verandert ibernommen wird. Man kann erkennen, dass dlak®en eigentlich
nur eine spezielle Variante der Unterprogrammtechnibkatder nach dem Unter-
programmaufruf keine Manipulation der Ausgabe mehr nobgkt. Insbesondere
ist es nicht moglich nach dem Unterprogrammaufruf das ptaezverhalten zu
invertieren, also Ja- und Nein-Antworten zu vertauschees Bcheint aber beim
Unterprogrammaufruf einer rekursiv aufzahlbaren Speaghinehin wenig sinn-
voll zu sein, da das Unterprogramm fir Eingaben, die niahtSprache gehoren,
moglicherweise nicht terminiert, so dass nach dem Ireeti der Ausgabe, nicht
notwendigerweise alle Eingaben, die zur Sprache gehakazeptiert werden.

Wir demonstrieren das Konzept der Reduktion anhand decBera,,. Diese
Sprache ist definiert durch

Hy = {(M) | M halt auf allen Eingaben .

Die Sprachd{y, ist alsallgemeines Halteproblefrekannt. Sie ist ein Beispiel fur
eine Sprache, die nicht rekursiv aufzahlbar ist und deremplement ebenfalls
nicht rekursiv aufzahlbar ist. Wir werden diese Eigenfichat Hilfe von zwei
Reduktionen in Verbindung mit Lemma 1.38 nachweisen. Math, dass alle
Sprachen, die wir zuvor untersucht haben, die Eigenscladdem dass entwe-
der die Sprache selbst rekursiv aufzahlbar ist, oder &bétamplement rekursiv
aufzahlbar ist.

Satz 1.39 Die Sprachey, ist nicht rekursiv aufihlbar.

Beweis: Aufgrund von Lemma 1.38 reicht es, eine nicht rekursiv abfzare
Sprache aufiy, zu reduzieren. Zur Erinnerung: Das spezielle Halteprohktm
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definiert durch (vergleiche Abschnitt 1.3.3)
H. = {(M) | M halt auf Eingabe} .

Die SpracheH. ist nicht rekursiv (Satz 1.24), aber offensichtlich rekwsuf-
zahlbar. Mit Lemma 1.35 ergibt sich, daBs nicht rekursiv aufzahlbar ist. Daher
zeigen wirf, < Hy, bzw. die aquivalente Aussagé < Hy.

Gemal der Definition von Reduktionen konstruieren wir daegechenbare
Funktionf, die Ja-Instanzen voH, auf Ja-Instanzen voH,; und Nein-Instanzen
von H, auf Nein-Instanzen voi/,, abbildet. Die Funktiory ist folgendermal3en
definiert. Seiw die Eingabe furH..

e Wennw keine gultige Godelnummer ist, so &iw) = w.

e Fallsw = (M) fur eine TM M, so seif(w) die Godelnummer einer TM
M mit der folgenden EigenschaftZ ignoriert die Eingabe und simuliert
M mit der Eingabe.

Die Funktionf ist offensichtlich berechenbar.

Es bleibt zu zeigen, dagsGodelnummern korrekt transformiert. Fallkeine
Godelnummerist, so gitv ¢ H, und f(w) = w ¢ Hy, wie erforderlich. Sei nun
w = (M) fur eine TM M. In diesem Fall giltf (w) = (M?). Es folgt

w € H, = M halt auf der Eingabe
= M halt auf jeder Eingabe
= f(w)= (M) € Har ,

w ¢ H. = M halt nicht auf Eingabe
= M halt auf keiner Eingabe

= flw)= (M) & Ha .

Also giltw € H. < f(w) € Hy und somit ist die Funktiorf korrekt konstru-
iert. O

Satz 1.40Die Sprachefy ist nicht rekursiv aufahlbar.
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Beweis:Analog zum vorherigen Satz zeigen Wit < Hy.

Wir konstruieren eine berechenbare Funktigrdie Ja-Instanzen vof. auf
Ja-Instanzen voif, und Nein-Instanzen vot/, auf Nein-Instanzen vody,
abbildet. Seiv die Eingabe fur..

e Wennw keine gultige Godelnummer ist, liegtin H,. Daher bildetf un-
gultige Godelnummern auf irgendein festgelegtés H,, ab.

e Fallsw = (M) fur eine TM M gilt, so berechneff die Godelnummer
(M;,). Die TM M}, verhalt sich auf einer Eingabewie folgt: Falls|z| = i,
so simuliert)/}, die ersten Schritte von)/ auf Eingabe:. Wenn/ nach
i Schritten halt, dann geldt/;, in eine Endlosschleife, ansonsten hff, .

Die Funktionf ist offensichtlich berechenbar.
Es bleibt zu zeigen, dasg Godelnummern korrekt transformiert. Wemn
keine gultige Godelnummer ist die Korrektheit offendiic. Im Fallew = (M)

gilt

w € H, = M halt nicht auf der Eingabe
= —di: M haltinnerhalb vori Schritten aut
= Vi: M}, halt auf allen Eingaben der Lange
= f(w)=(M)) € Ha ,

w ¢ H, M halt auf der Eingabe

=
= it M halt innerhalb von Schritten auk
= 3i: M, halt nicht auf Eingaben der Lange
= f(w) = (My) & Har

f

Also giltw € H, < f(w) € Hy und somit ist die Funktiorf korrekt konstru-
iert. O

Ubungsaufgabe 1.417eige die Transitivdt der Reduktion, d.h. aus; < L,
und L, < Ljfolgt Ly < Lj fur beliebige Spracheh, Lo, Ls.
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1.7 Klassische Probleme aus der Rekursionstheorie

Bei allen nicht rekursiven Problemen, die wir bisher kemgeternt haben, ging
es darum, Aussagen uber ein gegebenes Programm (in Foem@gdelnum-
mer) zu machen. Unsere Analyse gipfelte im Satz von Ricebegagt, dass jede
nicht-triviale Aussage uber die durch ein Programm betetd Funktion unent-
scheidbar ist.

Aber wie sieht es aus mit der Entscheidbarkeit anderer Enod| die sich
nicht unmittelbar auf Turingmaschinen beziehen? Wir weritieden folgenden
beiden Abschnitten zwei Entscheidungsprobleme kennermerdie sich nicht
auf Turingmaschinen beziehen und die trotz ihrer einfadk@mulierung unent-
scheidbar sind. Das bedeutet, diese Probleme konnereinAligemeinheit nicht
durch einen Algorithmus gelost werden, egal wieviel Rede# und Speicher-
platz wir zur Verfugung stellen.

1.7.1 Hilberts zehntes Problem

Im Jahr 1900 prasentierte der Mathematiker David Hilb&uRgeloste mathe-
matische Probleme auf einem Mathematiker-Kongrel3 in Raitizert formulierte
das Problem (im Originalwortlaut) so:

Eine diophantische Gleichung mit irgendwelchen Unbekamoind mit gan-
zen rationalen Zahlenkoeffizienten sei vorgelegt: ManesnlVerfahren angeben,
nach welchem sich mittels einer endlichen Anzahl von Operamn entscheiden
lal3t, ob die Gleichung in den ganzen rationalen Zahtesbar ist.

Die ,ganzen rationalen Zahlen®, von denen in diesem Problem edeFst,
sind die ganzen Zahlen ais wie wir sie kennen,Diophantische Gleichungen®
bezeichnen Gleichungen mit Polynomen in mehreren Vamalle so definiert
sind:

Ein Termist ein Produkt aus Variablen mit einem konstanten Koefiiag,
z.B.ist

6-z-x-x-y-2-2 bzw. 62°y2?

ein Term Uber den Variablen y, z mit dem Koeffizienten 6. Eiffolynomist eine
Summe von Termen, z.B.

62%yz? + 3xy® — 2® — 10 .

Eine diophantische Gleichungetzt ein Polynom gleich Null. Die Losungen der
Gleichung entsprechen also den Nullstellen des Polynorbge® Polynom hat

43



beispielsweise die Nullstelle
(x,y,2) = (5,3,0) .

Definition 1.42 (Hilberts zehntes Problem (in unseren Worta)) Beschreibe
einen Algorithmus, der entscheidet, ob ein gegebenes é&olynit ganzzahligen
Koeffizienten eine ganzzahlige Nullstelle hat.

Die diesem Entscheidungsproblem zugrundeliegende Spisch
N = {p|pistein Polynom mit einer ganzzahligen Nullstélle

Wir machen uns zunachst klar, daSsrekursiv aufzahlbar ist: Gegeben sei
ein Polynomp mit ¢ Variablen. Der Wertebereich vgnentspricht der abzahlbar
unendlichen Meng#*. Der folgende Algorithmus erkeni¢:

e Zahle die/-Tupel ausZ’ nacheinander auf und wergefiir jedes dieser
Tupel aus.

e Akzeptiere, sobald eine der Auswertungen den \Meilt ergibt.

Falls wir eine obere Schranke fur die Absolutwerte der $tallen hatten, so
brauchten wir nur eine endliche Menge v6itupeln aufzahlen, und/ ware so-
mit entscheidbar. Fur Polynome Uber nur einer Variabieh es tatsachlich eine
derartige obere Schranke: Fur ein Polynom der Form

p(z) = apd® + ap_1d* 7t + -+ ayd + ag
mit ganzzahligen Koeffizienten gilt
p(x) =0,z € Z = xteilt ap. (Warum?)

Also gibt es keine Nullstelle mit Absolutwert groRer &is|. Eingeschrankt auf
Polynome mit nur einer Variable ist das Nullstellenprobamit entscheidbar.

Fur Polynome mit mehreren Variablen gibt es leider keineretschranke fur
die Absolutwerte der Nullstellen. Um das einzusehen, bbteabeispielsweise
das Polynomx + y. Dieses Polynom hat die Nullstellen

(0,0), (=1,1),(1,-1),(—2,2),(2,-2),... .

Die Menge der Nullstellen ist also unbeschrankt. Aberlgieht gibt es ja eine
obere Schranke fur diejenige Nullstelle mit den kleinsédasolutwerten? Oder
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vielleicht gibt es ganz andere Moglichkeiten, einem Polynanzusehen, ob es
eine ganzzahlige Nullstelle hat? Erst knapp siebzig Jataehdem Hilbert sein
Problem prasentiert hatte, konnte Yuri Matijasevic dilese Fragen beantworten,
und zwar negativ! Hilbert hatte die folgende Antwort nichwartet:

Satz 1.43 (Satz von Matijasevi (1970)) Das Problem, ob ein ganzzahliges Po
lynom eine ganzzahlige Nullstelle hat, ist unentscheidbar

Damit ist Hilberts zehntes Problem unlosbar. Der BewesSizes von Ma-
tijaseviC beruht auf einer Kette von Reduktionen, durahldiztendlich das Hal-
teproblemH auf das NullstellenproblenV reduziert wird. Yuri MatijaseviC hat
Llediglich* das letzte Glied dieser Kette geschlossen. Aadachtige Beitrage zu
diesem Ergebnis wurden zuvor von Martin Davis, Julia Radmngnd Hilary Put-
nam erbracht. Wir werden nicht genauer auf den Beweis destes eingehen,
da er zu aufwendig ist, um ihn in dieser Grundstudiumsvarigszu besprechen.

Wir wollen zumindest fur ein natirliches Problem, dashamcht direkt mit
Turingmaschinen beschatftigt, die Nichtberechenbanathweisen. Dazu unter-
suchen wir im folgenden Abschnitt ein scheinbar einfache=xR.

1.7.2 Das Postsche Korrespondenzproblem

Das Postsche Korrespondenzproblem ist eine Art von Puazgl®aminos. Jedes
Domino ist mit zwei Wortern Giber einem Alphak@beschrieben, ein Wort in der
oberen Halfte und eines in der unteren. Gegeben sei eingdf€éwvon Dominos,

o= ([ ) [ 1)

Die Aufgabe besteht darin, eine Folge von Dominos Augu ermitteln, so dass
sich oben und unten dasselbe Wort ergibt. Die Folge soll dndeatens einem
Domino bestehen. Wiederholungen von Dominos sind erldtibtBeispiel fur
eine derartig&orrespondierende Folgéber K ist

=[5 E]

Nicht fur jede MengeK ist dies moglich, z.B. gibt es keine korrespondierende

Folge fur die Menge
abe abca abe
K = — —
s = 5]
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weil fur jede Folge, die sich aus diesen Dominos bilden, s obere Wort langer
als das untere ist.

Definition 1.44 (Postsches Korrespondenzproblem (PKP)Eine Instanz des
PKP besteht aus einer Menge

e~ {2 )

wobeiz; undy; nichtleere Vidrter iiber einem endlichen Alphabgtsind. Es soll
entschieden werden, ob es eine korrespondierende Folgmndaesi,, .. ., i, €
{1,...,k},n > 1gibt, also eine Folge, so dass gilt, x;, . . . 5, = Yi,Yi, - - - Yi, -

Die Elemente der MengE bezeichnen wir intuitiv als Dominos. Wir werden
die Unentscheidbarkeit des PKP durch eine kurze Redulkattesnachweisen,
die einen Umweg uber eine Variante des PKP nimmt. Die Madtiitk liegt dar-
in, dass wir einen Startdomino bestimmen, mit dem die kpoedierende Folge
beginnen muss, namligh!].

Definition 1.45 (Modifiziertes PKP (MPKP)) Eine Instanz des MPKP besteht
aus einer geordneten Menge

<~ (B} )

wobeiz; undy; nichtleere Vdrter iber einem endlichen Alphab¥gtsind. Es soll
entschieden werden, ob es eine korrespondierende Folgldaesis,, .. ., i, €
{1, ceey k}, n > 1 g|bt, so dass gilt['l,l'iz L, = Y15 Yig - - Y,

Wir werden die folgenden zwei Aussagen beweisen.

Lemmal.46 MPKP < PKP.

Lemmal47 H < MPKP.

Aus der Transitivitat der Reduktion (vdilbungsaufgabe 1.41) folgt darif <
PK P. Das Halteproblem ist nicht rekursiv, aber rekursiv abfizar. Das Komple-

ment des Halteproblems ist nicht rekursiv aufzahlbarsRissammen mit Lemma
1.38 ergibt den folgenden Satz.
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Satz 1.48 Das PKP ist nicht rekursiv, aber rekursiv aéfdbar. Das Komplement
des PKP ist nicht rekursiv audhlbar.

Wir mussen,nur® noch die Lemmata 1.46 und 1.47 beweisen. Zunachseneig
wir Lemma 1.46:

Beweis:Wir beschreiben die Funktiofi: Seien# und$ zwei Symbole, die nicht
im Alphabet> des MPKP enthalten sind. Wir bilden

(] [2)
- (3] )

e z; ausz; (fur 1 < i < k) entsteht, indem wir hinter jedem Zeichen éjn
emfugenpc0 #a unda) = §.

ab auf

wobei

e y. ausy; (fur 1 < ¢ < k) entsteht, indem wir vor jedem Zeichen e
einfigeny) = y; undy, ., = #3.

Fur syntaktisch inkorrekte Eingaben gedie Identitat. Offensichtlich isf bere-
chenbar.
Wir geben zur Verdeutlichung ein Beispiel: Die MPKP-Ingtan

<= ([ ) )

wird abgebildet auf die PKP-Instanz

g0 = ([P [ ) [ G}

Losung des MPKP:

Losung des PKP:

el o )
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Zu zeigen'K € MPKP = f(K) € PKP. Sei(l,is,...,i,) eine MPKP-
Losung furk, d.h.

1%y - - T4, = Y1Yip - - - Yi,, = A1G2 .. .05

fur geeignet gewahlte Symbols, . .., a, ausX. Dann ist(0, iz, ..., i,k + 1)
eine PKP-Losung fuy (K), denn

Ty, Ty $ = HarHaH . FasHS = youi, - v #S

Gibt es also eine Losung filf bzgl. MPKP, so gibt es auch eine Losung fiiir()
bzgl. PKP. Somit haben wir gezeift ¢ MPKP = f(K) € PKP.

Zu zeigen;f(K) € PKP = K € MPKP. Seinun(iy,is,...,i,) eine PKP-
Losungminimaler Langefur f(K).

e Beobachtung 1Es gilti; = 0 undi, = k£ + 1, weil nur z{ und y{ mit
demselben Zeichen beginnen und njir, undy;_, , mitdemselben Zeichen
enden.

e Beobachtung 2Es gilti; # 0 fur 2 < j < n, weil sonst zwew#-Zeichen
im oberen Wort direkt aufeinander folgen wirden, was imetagrt \Wort
unmoglich ist.

e Beobachtung 3Es gilti; # k+1fur1 < j < n, denn wirde da$-Zeichen
vorher auftreten, kdnnten wir die vorliegende minimaler&spondierende
Folge nach dem ersten Vorkommen @e&eichens abschneiden und hatten
eine noch kirzere Losung gefunden.

Aus den Beobachtungen folgt, dass unsere PKP-Losungf fiy die Struktur
Toxh, . ..xp = HFarHaH . HaH#HS = Yoy, .Y

hat fir geeignet gewahlte Symbalg, . . ., a, ausX. Daraus ergibt sich die fol-
gende MPKP-Losung fuk:

1Ty oo Tjpy_y = Q1G2...05 = YYi5 -+ Yip_q -
Somit gilt f(K) € PKP = K € MPKP. O

Scheinbar haben Dominos wenig mit Turingmaschinen zu tunemma 1.47
wird dennoch behauptet, dass man mit Hilfe eines PuzzleBansnos das Hal-
teproblem fir Turingmaschinen entscheiden kann. Bevoirniden Beweis des

48



Lemmas einsteigen, mochten wir auf der Basis eines umdgigen Beispiels il-
lustrieren, wie die Rechnung einer Turingmaschine dunclfreizzle aus Dominos
»Ssimuliert’ werden kann. Betrachte die folgende TWt

Y= {07 1}7 I'= {07 ]-7 B}7 Q = {q07q17QQ7(j}7

wobeig, der Anfangszustand ist ugdier Endzustand. Digberfiihrungsfunktion
0 sei gegeben durch

o o | vt [ B |
q0 (QO707R) (QIalaR) (Cj?luN)
1

q1 ((1270,R) (CI1> aR) ((ZLN)
q2 (q270aR) (q271aR) (q2aB7R)

Die TM M erkennt, ob das Eingabewort von der Fobft’, i, 5 > 0, ist. Bei
Eingabe eines Wortes dieser Form terminigftim Zustandg und akzeptiert,
ansonsten lauft der Kopf im Zustagglweiter und weiter nach rechts. Die Rech-
nung der TM auf einer gegebenen Eingabe kann durch eine Kwafignsfolge
beschrieben werden. Auf der Eingabe= 0011 ist die Konfigurationsfolge bei-
spielsweise

00011 F 0gy011 = 00gpll F 001¢;1 = 0011¢y B = 0011q1 .

Wir mochten die Rechnung einer TM auf einer Eingabe duroiPeizzle aus
Dominos simulieren. Dieses Puzzle entspricht dem MPKP.SAéstdomino fur
das MPKP wahlen wir ein Domino bei dem das untere Wort au®d&ngskon-
figuration mit ein paar zusatzlichen Trennsymbolen besteh

[Fpaiors]
##4qo0011# |

Das Puzzle fur unsere Beispielrechnyid, w) enthalt unter anderem jeweils ein
Domino fur jedes Zeichen adsSU {#}:

o) i) ] 2

Wir erweitern diese ListerlaubterDominos um je ein Domino fur jeden Eintrag
in der Tabelle deUberfuhrungsfunktion, der den jeweiligetubergang inklusive
der Kopfbewegung beschreibt.

ol ) (1) o ) (57 ) (e
Ogo) " 1q1)” [@ 1] [0g2]” [1qa] [ G 1] [0g2)  |1g2| " [Bgo
Wir werden spater noch weitere Steine zur Liste erlaubtenidos hinzufuigen.
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Beobachtung 1.49Wenn wir das Startdomino mit einer Folge von Dominos aus
der Liste der erlaubten Dominos derart @mgen, dass der obere String eiréfix
des unteren Strings ist, so

e rekonstruieren wir im unteren String die Konfigurationg®lvonM aufw,
und

e der obere String folgt dem unteren mit einer KonfiguratiorRiackstand.

Die Rekonstruktion der Konfigurationsfolge in unserem Bigiksieht so aus:
Die ersten Dominos in der Losung des Puzzles sind

1

{L} #] —@} [9] F_ (1] [#]
##qo00117# [ # ] [0go] [O] [1)[1][#]
(4107 [0 [1][1] [#]
[#]10] _O_qo} {T_ 1] [#]
(110707 [gol] [1][#]
[ #1L0] (0] [1a ] [1] [ #]
T4 107107 [1] @] [#]
[#]10] |0 _ﬂ L—ql_ | #]
4107107 [1][1] aut
Il [ ) %)

Vielleicht ist es aufgefallen, dass wir im letzten Schritt enig gemogelt
haben. Wir haben ein Domino verwendet, das nicht in der zaperifizierten
Liste erlaubter Dominos enthalten ist. Tatsachlich eegé wir die Liste erlaubter
Dominos um die folgenden Elemente:

{%#} [ql#]
ql#] [q1#])

Die Aufgabe dieser Dominos ist eSlperfilhrungen zu realisieren, die auf ein
implizites Blank-Symbol am Ende der Konfiguration zuruekfen, das virtuell
zwischen dem Zeicheqy bzw. ¢; und demy# steht.

Wie konnen wir nun erreichen, dass der obere String seitiekd®and am En-
de der Rechnung aufholt? Zu diesem Zweck erganzen wir die lder erlaubten
Dominos um die folgenden Elemente:

LR

50




Desweiteren fugen wir noch efbschluR3domininzu.

{#q##}
i

Man beachte, dass diese Dominos nur dann zum Einsatz komonaek, wenn
der Endzustand erreicht ist, also nur wenn die Rechnung der TM terminiert.

Wir setzen die Rekonstruktion der Konfigurationsfolge irsenrem Beispiel
fort:

T 1

T 1

T 1

T 1

L 1

T 1

| IS |

1
»Q\Q

= 5%

| IS |

T 1
1L 1
1T 1
—_
Q'|>~Q|;l
| IS |
1
2
—

1T
KL

|'QI |
1

1
1
1

1
1
1

,Q‘|O OlO Ol Olo OoOlo
KL 1L 1L 1L 1

1

4 |3

1T
T
T

1

,Q‘|O OO OIlO OlO Olo OoOlo
KL 1L 1L 1L 1L 1

R Rt Rt R R i

BN
I L# # 1

Jetzt stimmt der obere mit dem unteren String Uberein. exprergleichen
jeweils den unteren String in einer Zeile mit dem oberem§tim der darunterlie-
genden Zeile.

Die Idee hinter der obigen Konstruktion ist es, eine Eingébéas Haltepro-
blem in ein MPKP-Puzzle zu transformieren, so dass das €geziau dann eine
Losung hat, wenn die im Halteproblem betrachtete TM augrilitingabe halt.
Unser Beispiel hat erlautert, wie eine derartige Trams#dron fur eine bestimm-
te Eingabe des Halteproblems aussehen kdonnte. Der fadgadeis fur Lemma
1.47 verallgemeinert und formalisiert das Vorgehen ausnams Beispiel.

Beweis:Wir beschreiben eine berechenbare Funkiipdie eine syntaktisch kor-
rekte Eingabe furH der Form((M),w) auf eine syntaktisch korrekte Instanz
K = f(((M),w)) fur das MPKP abbildet, so dass gilt

M haltaufw < K hat eine Losung
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Syntaktisch nicht korrekte Eingaben fiir werden auf syntaktisch nicht kor-
rekte Eingaben fur MPKP abgebildet. Das Alphabet, dasiwidie MPKP-Instanz
verwenden ist’' U Q U {#}, wobei gelte# ¢ I" U Q).

Konstruktion der Funktiorf: Gegeben sei das Tup@lM), w). Wir beschreiben,
welche Dominos die Meng&™ = f(((M),w)) enthalt. DasStartdomindst von
der Form

]

HAHQUH ]
Desweiteren enthalt® die folgenden Arten von Dominos:
Kopierdominos

B] fiirallea € T' U {#}

Uberfuhrungsdominos:

{g falls 6(q,a) = (¢, ¢, N),furqe Q\ {q},a €T
qc]

{ﬂ— falls 6(¢q,a) = (¢, ¢, R), furg e Q\ {q},a €T

cq' |
bga | , . _
[q’bc falls6(q,a) = (¢',c, L), furqg € Q\ {q},a,b €T
SpezielleUberfuhrungsdominagie implizite Blanks beriicksichtigen:
#qa | o iy )
[#q’Bc_ falls6(q,a) = (¢',¢c, L), furqg e Q\ {q},a €T
qa# | , ) _
fallsd(q, B) = (¢',c, N), furq €
[q,c#: (@.B) = (.. N) fir g € Q\ (g}
] s B = e R T e @\ (a)
cq'#
Y9\ falls 5(q, B) = (¢e, L), firg € Q\ {gh beT
q’bc#_ Y ) 7 1 1
#a# ] o y _
{#q/Bc#_ falls6(q, B) = (¢, ¢, L), furq € Q \ {q}

Loschdominos: B -
{a—_q} und [Q} fura c T
q q
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Abschluffdomino:

o

Dies sind alle Dominos in der MPKP-Instanz. Zur intuitiveadgutung der
unterschiedlichen Arten von Dominos verweisen wir auf daialb prasentierte
ausfuhrliche Beispiel. Die Beschreibung der Funktfoist somit abgeschlossen.

Wir beweisen nun die Korrektheit der Konstruktion. Offaxtndlich ist f bere-
chenbar. Wir miissen noch nachweisen, ddsgenau dann aub halt, wenn die
EingabeK zur Sprachel/ PK P gehort.

Zu zeigenM haltaufw = K € MPKP.
WennM aufw halt, so entspricht die Rechnung véhaufw einer endlichen
Konfigurationsfolge der Form

ko b=k b oo b ke E Ry

wobeik, die Startkonfiguration unél; die Endkonfiguration im Zustanglist.
In diesem Fall konnen wir, beginnend mit dem Startdomirem;rnund nach
Kopier- undUberfuhrungsdominos hinzulegen, so dass

e der untere String die vollstandige Konfigurationsfolgevd auf w in der
folgenden Form darstellt

HH# ko #4F kn ## - #H ki #HHF R #
e und der obere String ein Prafix des unteren Strings istJinAm
FH# ko #F K 77 - #HHF ke #

Durch Hinzufiigen von Loschdominos kann jetzt der Rimkdtdes oberen
Strings fast ausgeglichen werden. Danach sind beide Stidiegtisch bis auf ein
Suffix der Form

FIHF -
Dieses Suffix fehlt im oberen String. Nach Hinzufigen desdiulidominos
[#é##]
#
sind beide Strings somit identisch. Wefmhaufw halt, gilt somitK' € MPKP.

Zu zeigen:M halt nichtaufw = K ¢ MPKP.
Zum Zweck des Widerspruchs nehmen wir an, dasaicht aufw halt, aber
K e MPKP.
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Beobachtung 1.50Jede korrespondierende Folge ealttrumindest einendsch-
oder AbschluRdomino, denn sonsires der untere Stringdnger als der obere,
weil beim Startdomino der obere Stringrker als der untere ist, und bei den
Kopier- undUberfuhrungsdominos der obere String niemaisder als der untere
ist.

Seinunl,i,, ..., i, eine korrespondierende Folge fkir. Die Teilfolge
17i27 s aisfl

bestehe nur aus dem Startdomino sowie folgenden Kopier-Ubetfiihrungs-
dominos. Der Domina, sei der erste Losch- oder AbschluRdomino in der Folge.
Zunachst betrachten wir die Teilfolgei,, . .., s 1.

e Die Kopier- undUberfilhrungsdominos sind so definiert, dass bei Einhal-
tung derUbereinstimmung zwischen dem oberen und dem unteren String
die Konfigurationsfolge der Rechnung vah aufw entsteht.

e Der obere String folgt dabei dem unteren String mit Ruakdtainer Kon-
figuration.

¢ Da die Rechnung voi/ aufw nicht terminiert, kann in der Konfigurati-
onsfolge nicht der Zustangauftauchen.

Der Losch- oder AbschluRdoming enthalt jedoch im oberen Wort den Zustand
g. Das Hinzufiigen dieses Dominos verletzt somitldiEereinstimmung zwischen
den beiden Strings. Dies steht jedoch im Widerspruch zuraAnre, dass eine
korrespondierende Folge vorliegt. O

1.8 Machtigkeit von Programmiersprachen

Lasst sich die Machtigkeit einer TM mit der Machtigkener Programmierspra-
che wie z.B. Java vergleichen? — Ein Programm in Java kanrsgeiblercode
fur eine RAM Ubersetzt werden. Die Berechnungskraft edtegartigen Program-
miersprache kann also nicht gro3er als die einer RAM sethsamit auch nicht
grolRer als die einer TM, die ja eine RAM simulieren kann.gliéherweise nutzt
eine Programmiersprache jedoch nicht die volle Berechsknadf dieser Modelle
aus.
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Definition 1.51 Eine Programmiersprache wird alBuring-machtigbezeichnet,
wenn jede berechenbare Funktion auch durch ein Programnmeised Program-
miersprache berechnet werden kann.

Eine praktische Programmiersprache wie Java hat alle iofiyl Features.
Die meisten dieser Features dienen der Bequemlichkeit aegdmmierens. In
diesem Abschnitt untersuchen wir, welche Arten von Befelveklich benotigt
werden, um einduring-machtigeProgrammiersprache zu erhalten.

1.8.1 WHILE-Programme

Die Programmiersprache WHILE ist ein Beispiel fur eineifgrmachtige Pro-
grammiersprache, die auf das Wesentliche reduziert isttaBtisch besteht ein
WHILE-Programm aus

e einer konstanten Anzahl Variablen, z; ...
e den drei Konstanten-1 0 1
e denvier Symbolen ; = +#
e dendrei Schlusselwortern WHILE DO END
Die Syntax ist induktiv definiert: Fur jedess {—1,0, 1} ist die Zuweisung
T = x;+c
ein WHILE-Programm. Fall$’, und P, WHILE-Programme sind, dann ist auch
Py Py
ein WHILE-Programm. Fall$’ ein WHILE-Programm ist, dann ist auch
WHILE z; # 0 DO P END

ein WHILE-Programm.

Wir kommen nun zur Semantik dieser Programme: WHILE-Pnogna be-
rechnenk-stellige Funktionen der Forni : N* — IN. Da wir natiirliche Zahlen
in Bit-Strings transformieren konnen und umgekehrt, issdkein grundlegender
Unterschied zu den Funktionen, die von TMn berechnet werdenEingabe ei-
nes WHILE-Programmes ist in den Variablen . . ., z;, enthalten. Alle anderen
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Variablen werden mit O initialisiert. Programme der Farm= x; + c sind Zu-
weisungen des Wertes + c an die Variabler;. In einem WHILE-Programn#; ;
P, wird zunachst?; und dannP;, ausgefihrt. Das Programm WHILE # 0 DO
P END hat die Bedeutung, dagssolange ausgefuhrt wird bis den Wert O er-
reicht hat. Das Resultat eines WHILE-Programms ist die Zdiblsich am Ende
der Rechnung in der Variableg ergibt.

Satz 1.52 Die Programmiersprache WHILE ist Turing&ohtig.

Beweisin Ubungsaufgabe 1.15 haben wir gezeigt, dass jede TM duretReivi
simuliert werden kann, die nur eine konstante Anzahl vorifeq fur natirliche
Zahlen benutzt und mit dem eingeschrankten Befehlssatd), @LOAD, STO-
RE, CADD, CSUB, GOTO, IF(0) # 0 GOTO, END auskommt. Deshalb miissen
wir jetzt nur noch zeigen, wie eine beliebige Funktion, digath eine derartig
eingeschrankte RAM berechnet werden kann, durch ein WHRrL&ramms be-
rechnet werden kann.

Seill ein beliebiges RAM-Programm mit eingeschranktem Befdlils das
aus/ Zeilen besteht und Register fur naturliche Zahlen benutzt. Wir speichern
den Inhalt von Registet(:), fur 0 < i < k, in der Variabler; des WHILE-
Programms. In der Variable,,; speichern wir zudem den Befehlszahbeder
RAM ab, und die Variabler;,, verwenden wir, um eine Variable zu haben, die
immer den initial gesetzen Wert 0 enthalt. Die oben austeien RAM-Befehle
werden nun in Form von konstant vielen Zuweisungen der FQrma: z; + ¢ mit
c € {0,1} implementiert. Der RAM-Befehl LOAD i wird beispielsweise das
WHILE-Programm

o =X + 05 Tpg1 = g1 + 1

transformiert, wobei die zweite der beiden Zuweisungenididerung des Be-
fehlszahlers durchfuhrt. Der RAM-Befehl CLOAD i wird dog in das WHILE-
Programm

To := Tpao + 0; gozzonrl; ...;xozzxo—i-ll;xkﬂ =Ty + 1

~
7 mal

transformiert, d.h. wir weisen, zunachst den Wert 0 zu, addieréMal ei-
ne 1 hinzu und aktualisieren dann den Befehlszahler. DidMB%fehle STO-
RE, CADD, CSUB und GOTO lassen sich leicht auf ahnliche Adlisieren. Der
RAM-Befehl IF ¢(0) # 0 GOTO; wird durch das WHILE-Programm
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xk;+1 = xk;+1 —+ 1, (b = b + 1)

T3 i= 2o +0; (help:= ¢(0))
WHILE 243 # 0 DO (while help+ 0 do)
Tpt1 = Ty + 03 Tpgr 2= T + 15+ 1 (b:=7)
i gal
Tht3 1= Tprz + 0 (help:= 0)
END (end of while)

ersetzt, wobei die Variable,,; dem Befehlszahler entspricht und die Variable
x4 3 als Hilfsvariablehelpfungiert. Den RAM-Befehl END ersetzen wir durch
das WHILE-Programm;,; = 0, d.h. der Befehlszahlérwird auf O gesetzt.

Jede Zeile des RAM-Programms wird nun wie oben beschriebein WHILE-
Programm transformiert. Das WHILE-Programm flr Zeéikezeichnen wir mif;.
Das Programn®; soll nur ausgefiihrt werden, wenn der Befehlszahler, diso
Variablez;.,, den Wert; hat. Deshalb betten wi¥; in ein WHILE-Programm?/
mit der folgenden Semantik ein:

Fallsz,., = ¢« dann fuhreP; aus.

Ubungsaufgabe 1.53Beschreibe eine agliche Implementierung des WHILE-
ProgrammsP;.

Nun figen wir die WHILE-Programmég,, . . ., P, zu einem WHILE-Programm
P der Form

Zpt1 :=1; WHILE 24,1 # 0 DO P/;...; P, END

zusammen. Die aulRere Schleife stellt sicher, dass beitAusfig des WHILE-
Programms die Befehle in genau der Reihenfolge abgeatrbaitden, wie es die
RAM vorgibt. Somit berechneP dieselbe Funktion, wie das gegebene RAM-
Programmil. 0

Offensichtlich kann man mit Programmiersprachen wie C, Clava oder
auch Haskell alles implementieren, was man in WHILE-Progreen implemen-
tieren kann. Folglich sind alle diese Programmierspradhemg-machtig. Inte-
ressanterweise haben selbgKTund PostScript diese Eigenschaft. Im nachsten
Abschnitt sehen wir allerdings ein Beispiel fur eine Peogmiersprache, die
diese Eigenschatft nicht hat, obwohl diese Programmiechpraur eine kleine,
scheinbar harmlos&nderung zu WHILE-Programmen aufweist.
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1.8.2 LOOP-Programme

LOOP-Programme sind definiert wie WHILE-Programme bis aeffdlgende
Anderung. Wir ersetzen das WHILE-Konstrukt durch ein LOR$hstrukt der
folgenden Form:

LOOPz; DO P END

wobei die Variabler; nicht in P vorkommen darf. Die Semantik dieses Kon-
struktes besagt, dass das Programsooft ausgefuhrt wird, wie es der Wert der
Variablex; vorgibt.

Es ist leicht zu sehen, dass man jedes LOOP-Konstrukt dunclivellLE-
Konstrukt ersetzen kann. Jedoch kann nicht jedes WHILEsKakt durch ein
LOOP-Konstrukt ersetzt werden. Offensichtlich kann man NAEKonstrukte
konstruieren, die einer Endlosschleife entsprechen, @ildat terminieren. Mit
dem LOOP-Konstrukt ist dies nicht moglich, da die Anzaht Herationen der
LOOP-Schleife schon beim Betreten der Schleife bestimmting Gegensatz
zu WHILE-Programmen (und auch TM- oder RAM-Programmeniniaieren
LOOP-Programme immer. Dies ist naturlich eine gute Eigbat von LOOP-
Programmen. Allerdings stellt sich die Frage, ob durchedpssitive Eigenschatft
die Berechnungskraft eingeschrankt ist.

Wir bezeichnen die Klasse der durch LOOP-Programme benbeanen Funk-
tionen alsLOOP-berechenbare FunktionelMan kdnnte hoffen, dass alle bere-
chenbaren totalen Funktionen auch LOOP-berechenbar Aakgrmann hat je-
doch 1928 eine totale Funktion vorgestellt, die zwar bezabhar ist, nicht aber
durch LOOP-Programme berechnet werden Kamlie Ackermannfunktion :
IN? — NN ist folgendermafen definert:

A(0,n) = n+1 furn >0
A(m +1,0) = A(m,1) furm >0
Am+1,n+1) = A(m,A(m+1,n)) furm,n >0

Die Ackermannfunktion kann durch eine TM berechnet weradkmn die TM

IHistorisch wurde die Klasse der LOOP-berechenbaren Faméati nicht in Form von LOOP-
Programmen vorgestellt, sondern wie auch die berechemi§egkursiven) Funktionen in Form
einer Menge von Kompositionsregeln, wobei die Menge der positionsregeln im Vergleich
zu den rekursiven Funktionen nur um eine Regel eingeskhigin Deshalb werden die LOOP-
berechenbaren Funktionen auch@isitiv rekursiveFunktionen bezeichnet. Einige Zeit hat man
tatsachlich geglaubt, dass die Menge der primitiv rekersFunktionen mit der Menge der rekur-
siven totalen Funktionen Ubereinstimmt. Ackermann kemfann 1928 diese Vermutung widerle-
gen.
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kann rekursive Aufrufe in Form von dynamischen Unterpragreaufrufen reali-
sieren (vgl. Abschnitt 1.2.1).

Die Ackermannfunktion ist streng monoton wachsend in beidarametern.
Eine fur uns wichtige Eigenschaft der Ackermannfunkt&tndass sie sehr schnell
wachst. Durch einfache Induktion nagterhalt man beispielsweise

o A(l,n)=n+2,
o A(2,n)=2n+3,
o A(3,n)=28-2" -3,

2
o A(4,n)= 2 -3,

n+2 viele
Potenzen

Die Funktion A(5,n) wachst so gigantisch schnell, dass uns auf Anhieb keine
anschauliche Darstellung zur Beschreibung dieser Fumkiiafallt.

Um nachzuweisen, dass die Ackermannfunktion nicht LOORdtenbar ist,
werden wir zeigen, dass die Ackermannfunktion schnelbatwt als das maximal
mogliche Wachstum der Variableninhalte in einem beliebigOOP-Programm.
Dazu mussen wir zunachst eine Funktion definieren, did\dashstum der Varia-
bleninhalte eines LOOP-Programmdeschreibt. Seiengy, x4, . . ., x;, die Varia-
blen vonP. Wenn die Variablen initial die Werie = (ay, . . ., a;) € N1 haben,
dann seifp(a) das(k + 1)-Tupel der Variablenwerte nach Ausfuhrung vBrund
|fp(a)| die Summe dieser Werte. Wir definieren nun die Funkfign: N — IN
durch

k
a = (ag,...,ax) e INF+1 mit Zai Sn}

1=0

Fp(n) = max {pr(a)l

Intuitiv beschreibt die Funktio’> das maximale Wachstum der Variablenwerte
in einem LOOP-Programn®. Wir zeigen nun, dasgp(n) fur allen € IN echt
kleiner ist alsA(m,n), wenn der Parameten gentigend grol3 in Abhangigkeit
von P gewahlt wird. Beachte, fur ein festes Prograrmnst der Parameter eine
Konstante.

Lemma 1.54 Fur jedes LOOP-Programn® gibt es eine naitrliche Zahlm, so
dassiir alle n gilt: Fp(n) < A(m,n).
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Beweis:Betrachte ein beliebiges LOOP-PrograniinZum Beweis des Lemmas
inklusive der Bestimmung der Konstanteverwenden wir eine strukturelle In-
duktion Giber den Aufbau voR.

Falls P die Formz; := z; + cfurc € {—1,0, 1} hat, so giltFp(n) < 2n + 1,
da beim Aufruf des Programmes < n gilt. Es folgt F'»(n) < A(2,n). Damit ist
der Induktionsanfang gemacht.

Falls P von der FormP;; P, ist, dann konnen wir als Induktionsannahme
voraussetzen, dass es eine naturliche Zadibt, so dassp, (¢) < A(q,¢) und
Fp,(¢) < A(q,?) fur alle¢ € IN. Es folgt

FP(n) < FPZ(FPI(n)) < A(QaA(q’n)) :

Ubungsaufgabe 1.55Zeige durch eine Induktion nach, dass giltA(¢,n) <
Alg+1,n—1).

Wir konnen somitd (¢, n) durchA(q + 1,n — 1) substituieren und erhalten
Fp(n) < A(¢,Al¢+1,n—1)) = Alg+1,n) ,

wobei die letzte Gleichung unmittelbar aus der rekursivefirition von A folgt.
In diesem Fall kdnnen wir alsa = ¢ + 1 wahlen.

Wir untersuchen nun den Fall, dagsvon der Form LOOR:; DO Q END
ist. Die FunktionF'»(n) wird durch Maximumbildung uber initiale Variablenbe-
legungenay, . . ., a; mit der Eigenschafty + a; + ... + ar < n gebildet. Da
die Variablez; in Q nicht vorkommt, ist die Anzahl der Durchlaufe der LOOP-
Schleife gleichy;. Fur ein vorgegebenesc IN seia(n) € IN derjenige Wert fur
a;, der das Maximum voi’s(n) bildet. Zur Vereinfachung der Notation schreiben
wir « statta(n). Nun gilt

Fp(n) S FQ(FQ(FQ(FQ(H-O&))))—FO& s

wobei die FunktionF,(-) hier a-fach ineinander eingesetzt ist. Als Induktions-
annahme setzen wir voraus, dass es eine naturlicheZathil der Eigenschatft
Fo(l) < A(q,¢) fur alle¢ € IN gibt. Wegen der Ganzzahligkeit der betrachteten
Funktionen folgtF, (¢) < A(g,¢) — 1. Diese Ungleichung wenden wir zunachst
nur auf die aulRerste Schachtelufig(. . .) an und erhalten

Fp(n) < A(q, FQ( .. FQ(FQ(’/L — Oé)) .. )) +a—-1.
Wenn wir dasselbe Prinzip auf alle Verschachtelungen ademgrergibt sich

Fp(n) < A(q,A(q,... A(q,Alg,n —«a))...)) .
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Die Monotonie der Ackermannfunktion liefert nun
Fp(n) < A(q,Alg,..-Alg, Alg+Ln—a))...) .

Aus der Definition der Ackermannfunktion ergibt sidlig + 1,vy) = A(q, A(q +
1,y — 1)). Auf die innere Verschachtelung angewendet ergibt sichitsom
Fp(n) < A(q, Agq,...Alg+1,n—a+1)...)) ,

wobei die Funktiomd(q, -) jetzt nur nochla— 1)-fach ineinander verschachtelt ist.
Wenn wir diese Art der Substitution noch weitére — 2) mal anwenden, ergibt
sich

Fp(n) < A(g+1,n—1) < A(g+1,n) .

Also gentigt es auch in diesem Fall = ¢ + 1 zu wahlen. Damit haben wir
Lemma 1.54 durch strukturelle Induktion nachgewiesen. O

Satz 1.56 Die Ackermannfunktion ist nicht LOOP-berechenbar.

Beweis:Angenommen die Ackermannfunktion ist LOOP-berechenbamndst
die FunktionB(n) = A(n,n) ebenfalls LOOP-berechenbar. Seiein LOOP-
Programm furB. Es gilt B(n) < Fp(n). Zu P wahlen wir nun gemafl Lem-
ma 1.54 die naturliche Zahh, so dass fur alle: gilt Fp(n) < A(m,n). Fur
n = m ergibt sich nun

B(n) < Fp(n) < A(m,n) = A(n,n) = B(n) .

Dies ist offensichtlich ein Widerspruch, woraus folgt ddesAckermannfunktion
nicht LOOP-berechenbar ist. O
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Kapitel 2

Komplexitat

Die Komplexitatstheorie beschaftigt sich mit dé&omplexitat von Problemen®.
Die Komplexitat eines Problems ist ein Mal3 dafur, wie sienig es ist, das Pro-
blem zu losen. Sie wird beschrieben durch Angabe der Ressoudie man zur
Losung des Problems auf einem Rechner benotigt. Bei mliBgssourcen han-
delt es sich typischerweise um Rechenzeit und Speicherpladieser Vorlesung
vornehmlich um die Rechenzeit. Die in der Komplexitatstiewohl am inten-

sivsten untersuchte Fragestellung dreht sich darum, wétcbbleme durch einen
»effizienten Algorithmen* gelost werden konnen.

2.1 Die KomplexitatsklasseP

2.1.1 Motivation und Definition

Algorithmen werden haufig umgangssprachlich oder in efaePseudocodbe-
schrieben, der an eine Programmiersprache angelehntasdd® Analyse der
Algorithmen wird in der Praxis haufig auf das uniforme Kost®l3 der Regi-
stermaschine (Random Access Machine — RAM) zuruckgegrifDas unifor-
me Kostenmald der RAM erlaubt es aber Rechenoperationemstdder Zeit
durchzufuhren, die in der Praxis nicht in konstanter Zaigtich sind, z.B. die
Addition oder Multiplikation beliebig gro3er Zahlen. Ineken (aber nicht allen)
praktischen Anwendungen liegen haufig Zahlen mit eingéstttem Wertebe-
reich vor, die tatsachlich durch einen Rechner in einemigclerarbeitet werden
konnen. Deshalb kann die Verwendung des uniformen Kost@®esfur die prak-
tische Algorithmenentwicklung durchaus sinnvoll sein.iWes aber darum geht
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eine Theorie zu entwickeln, die die Komplexitat von Profdm im Allgemeinen
erfasst, mochten wir insbesondere auch die Komplex@&iREechnens mit grof3en
Zahlen beruicksichtigen. Wir greifen deshalb auf ein genesiKostenmald zurick.

Auch wir werden in dieser Vorlesung Algorithmen umgangasplich oder
in Pseudocode beschreiben. Die Algorithmenbeschreiboitig S0 gefasst sein,
dass implizit klar ist, wie der Algorithmus auf einer RAM aesiihrt werden
kann. Fur die Laufzeitanalyse legen wir das logarithmes€bstenmal? der RAM
zugrunde, bei dem die Laufzeitkosten eines Rechenschpittgportional zur An-
zahl der angesprochenen Bits sind. Solange nichts andesegelegt ist, werden
alle Zahlen, die in der Eingabe vorkommen oder wahrend @ehRung erzeugt
werden, als binar kodiert vorausgesetzt. Die Laufzeitdssan wir als Funktion
derEingabetinge die wir ebenfalls in Bits messen.

Definition 2.1 (worst case Laufzeit eines Algorithmus)Die worst case Laufzeit
ta(n), n € N, eines Algorithmusl! entspricht den maximalen Laufzeitkosten auf
Eingaben der Bngen beZiglich des logarithmischen Kostenmal3es der RAM.

Wenn wir in dieser Vorlesung die Laufzeit eines Algorithnauslysieren, un-
tersuchen wir immer die worst case Laufzeit, auch wenn vgiwbilen den Zusatz
worst caseaus Bequemlichkeit nicht explizit erwahnen.

Definition 2.2 (Polynomialzeitalgorithmus) Wir sagen, die worst case Laufzeit
ta(n) eines Algorithmusl ist polynomiell beschrankfalls gilt

Ja € N :ty(n) =0(n%) .

Einen Algorithmus mit polynomiell besémkter worst case Laufzeit bezeichnen
wir als Polynomialzeitalgorithmus

Bereits im ersten Teil der Vorlesung wurde gezeigt, dassmdaraschine (TM)
und RAM sich gegenseitig mit polynomiellem Zeitverlust siiaren kdnnen.
Wenn ein Problem also einen Algorithmus mit polynomiell ddle&nkter Lauf-
zeit auf der RAM hat, so kann es auch mit einer polynomiellezakhl Schrit-
ten auf einer TM gelost werden, und umgekehrt. Dies gilbtwar fur die RAM
und die TM, sondern auch fur zahlreiche andere sinnvollediismenmodelle, wie
z.B. die Mehrband-TM. Die Klasse der Probleme, die in polyiredler Zeit gelost
werden konnen, ist also in einem gewissen Sirueistgegeniber der Wahl des
Maschinenmodells.
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Definition 2.3 (KomplexitatsklasseP) P ist die Klasse der Problemdjifdie es
einen Polynomialzeitalgorithmus gibt.

Polynomialzeitalgorithmen werden haufig auch @ffiziente Algorithmen®
bezeichnet. Die Gleichsetzung von Effizienz mit polynoferdRechenzeit ist si-
cherlich stark vereinfachend, aber als erste Naherundgiia Begriff der Effizienz
ganz gut geeigneP ist in diesem Sinne die Klasse derjenigen Probleme, die effi-
zient gelost werden kdnnen.

2.1.2 Beispiele fur Probleme irP

Von den folgenden Problem wissen wir, dass sie 8ind, weil wir einen Polyno-
mialzeitalgorithmus fur sie kennen.

e Sortieren

e Kirzeste Wege

e Minimaler Spannbaum

e Graphzusammenhang

e Maximaler Fluss

e Maximum Matching

e Lineare Programmierung

e Grofter Gemeinsamer Teiler
e Primzahltest

Naturlich ist diese Liste nicht vollstandig. Zur Illuatron betrachten wir zwei
dieser Probleme etwas genauer.

Problem 2.4 (Sortieren)
Eingabe:N (binar kodierte) Zahleru, ...,ay € N

Ausgabe: aufsteigend sortierte Folge der Eingabezahlen

Satz 2.5 Sortierenc P.
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Beweis:Sein die Eingabelange, d.h. die Anzahl Bits die zur Kodierung e
Eingabezahlem,, . .., ay benotigt wird. Im uniformen Kostenmal3 kbnnen wir
in Zeit O(N log N) sortieren, z.B. durch Mergesort. Wir miissen zeigen, dess d
Laufzeit von Mergesort auch beziglich des logarithmiscKestenmalies poly-
nomiell beschrankt ist.

e Jeder uniforme Schritt von Mergesort kann in Z8it’) durchgefiihrt wer-
den, wobe¥ = maxi<;<nN log(a,)

e Die Laufzeit von Mergesort ist somi2(¢ - N log N).

e Aus/ <nundN < n,folgt/- Nlog N < n?logn < nd.

Damit ist die worst case Laufzeit von Mergesort polynonbelschrankt, namlich
durchO(n?). O

Wenn man genauer hinschaut, kann man auch eine Schranke (wdng n)
fur die Laufzeit von Mergesort im logarithmischen Kosteaf$rherleiten, aber das
ist fur uns hier unerheblich.

Das zweite Problem, dass wir genauer betrachten ist eircgittungspro-
blem.

Problem 2.6 (Graphzusammenhang)
Eingabe: Graphz = (V. E)
Frage: IstG zusammerdmgend?

Bei Graphproblemen gehen wir der Einfachheithalber grataish davon
aus, dass der Graph in Form einer Adjazenzmatrix eingegeivdn

Satz 2.7 GraphzusammenhargP.

Beweis: Die Eingabelange ist = |V|?* > |E|. Graphzusammenharigst man
beispielsweise mit Hilfe einer Tiefensuche.

¢ Die Tiefensuche bendtig?(|V'| + |E|) uniforme Rechenschritte.

¢ Die Kosten fur jeden Rechenschritt sind dutefiog |V|) (z.B. fur den Zu-
griff auf Knotenindizes) beschrankt.

e Die Gesamtlaufzeitist somi@((|V| + |E|) log |V]) = O(nlogn).

Somitist die worst case Laufzeit der Tiefensuche polyndiméschrankt, namlich
durchO(n?). O
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2.2 Die KomplexitatsklasseNP

2.2.1 Definition und Erlauterung

Um nachzuweisen, dass ein ProblenPirnthalten ist, gentigt es einen Polyno-
mialzeitalgorithmus fur das Problem anzugeben. Wie kaan aber nachweisen,
dass ein Problem nicht id enthalten ist? — Diese Frage wird uns noch ein wenig
beschaftigen. Dazu machen wir einen vielleicht zunaehsts obskur erschei-
nenden Umweg Uber nichtdeterministische Turingmaschine

Definition 2.8 (Nichtdeterministische Turingmaschine — N™M) Eine nichtde-
terministische Turingmaschine (NTM) ist definiert wie ailleéerministische Tu-
ringmaschine (TM), nur die Zustariglsertihrungsfunktion wird zu einer Relation

5C((Q\{a) xT) x (@ x T x {L, R, N})) .

Eine KonfigurationK’ ist direkter Nachfolger einer KonfiguratioR', ge-
schriebenk + K’, falls K’ durch einen der in beschriebeneblbergange aus
K hervorgeht. Das bedeutet zu einer Konfiguration kann esenelNachfolge-
konfigurationen geben. Jede mogliche Konfigurationsfalgemit der Startkon-
figuration beginnt und jeweils mit einer der direkten Nadipékonfigurationen
fortgesetzt wird bis sie eine Endkonfiguration im Zustaregreicht, wird als Re-
chenweg der NTM bezeichnet. Der Verlauf der Rechnung istmilsht eindeutig
bestimmt.

Definition 2.9 (Akzeptanzverhalten der NTM) Eine NTMM akzeptiert die Ein-
gabez € ¥, falls es mindestens einen RechenwegMogibt, der in eine akzep-
tierende Endkonfiguratiorithrt. Die von)M erkannte Spraché& (M) besteht aus
allen vonM akzeptierten \@frtern.

Bei der Festlegung der Laufzeitkosten der NTWI beruicksichtigen wir nur
die Eingaber: € L(M). Fur jedess € L(M) gibt es mindestens einen Rechen-
weg auf demV/ zu einem akzeptierenden Endzustand gelangt. Wir stellernam
M wahlt den kiirzesten dieser Rechenwege. In anderen WalieeNTM hat die
magische Fahigkeit immer den kiirzesten Rechenweg zo. raliernativ konnen
wir uns auch vorstellen, die NTM kann allen Rechenwegerchisgitig folgen
und stoppt, sobald einer der Wege erfolgreich ist.
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Definition 2.10 (Laufzeit der NTM) SeiM eine NTM. Die Laufzeit voM auf
einer Eingaber € L(M) ist definiert als

Ty (x) := Lange des tirzesten akzeptierenden RechenwegesWaufz .

Fur 2 ¢ L(M) definieren wirTy,(x) = 0. Die worst case Laufzeit, (n) fur M
auf Eingaben der &ngen € IN ist definiert durch

ta(n) == max{Ty(z) |z € X"} .

Wir behaupten nicht, dass man eine derartige Maschine bdearen Wir be-
nutzen die NTM nur als Modell fur die Klassifikation der Kolaxitat von Pro-
blemen.

Definition 2.11 (KomplexitatsklasseNP) NP ist die Klasse der Entscheidungs-
probleme, die durch eine NTM/ erkannt werden, deren worst case Laufzeit
tar(n) polynomiell besclinkt ist.

NP steht dabei funichtdeterministisch polynomiellVir geben ein erstes Bei-
spiel fur ein Problem ifNP.
Problem 2.12 (Cliquenproblem — CLIQUE)

EingabeGraphG = (V, E), k€ {1,...,|V|}

FrageGibt es eing:-Clique?

EineCliqueist dabei eine Knotenteilmenge C V/, die die Bedingung erfullt,
dass jeder Knoten ays mit jedem anderen Knoten adsdurch eine Kante ver-

bunden ist. Einé-Cliqueist eine Clique der Grol3g. Der GraphG = (V, E)
wird durch seine Adjazenzmatrix beschrieben.

Satz 2.13CLIQUE € NP.

Beweis:Wir beschreiben eine NTM/ mit L(AM) = CLIQUE. M arbeitet wie
folgt.

1. Falls die Eingabe nicht von der Fof(i, k) ist, so verwirftA/ die Eingabe.
Sonst fahrtV/ wie folgt fort.

2. SeiG = (V, E). SeiN die Anzahl der Knoten. O.B.d.A/ = {1,..., N}.
M schreibt hinter die Eingabe den Strigig’. Der Kopf bewegt sich unter
das erstet.
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3. M lauft von links nach rechts tber den Striglg" und ersetzt ihn nicht-
deterministisch durch einen String a{s 1}”. Diesen String nennen wir

y=(Y1,---,yn)-
4. SeiC ={i e V]y, =1} C V.M akzeptiert, falls"' einek-Clique ist.

Die Anweisungen 1, 2 und 4 sind deterministisch. Diese Aswagen konnen
offensichtlich auch von einer (deterministischen) TM imegi polynomiell be-
schrankten Anzahl von Schritten ausgefuhrt werden. Nder dritten Anweisung
greifen wir auf Nichtdeterminismus zurtickf ,rat‘ einen Stringy € {0, 1}V in
N nicht deterministischen Schritten.

Wir zeigenL (M) = CLIQUE. Zunachst nehmen wir an, die Eingabe ist von
der Form(G, k) und G enthalt einet-Clique. In diesem Fall gibt es mindestens
einen Stringy, der dazu fuhrt, dass die Eingabe in Anweisung 4 akzeptiec
Falls die Eingabe also in CLIQUE enthalten ist, so gibt eeriakzeptierenden
Rechenweg polynomiell beschrankter Lange. Falls digi&we hingegen nicht in
CLIQUE enthalten ist, so gibt es keinen akzeptierenden &aghg.

Fazit: M erkennt die Sprache CLIQUE (vgl. dazu Def 2.9) und hat eirg-po
nomiell beschrankte worst case Laufzeit (vgl. dazu De0R.Also ist CLIQUE
€ NP (vgl. dazu Def 2.11). O

Bei der Beschreibung der NTM fur das Cliquenproblem habiem@n Nicht-
determinismus nur dazu verwendet einen Sty raten, der eine Knotenteil-
mengeC' beschreibt, fur die man ohne weiteres Uberprifen kahrsi® einek-
Clique ist. Wir kdnneny als einZertifikatansehen, so dass wir mit diesem Zer-
tifikat die Zugehorigkeit zu CLIQUE in polynomieller Zeitoérprifen konnen.
Die Schwierigkeit des Cliguenproblems scheint also numdau liegen ein ge-
eignetes Zertifikat zu finden, dass die Zugehorigkeit zua8pe CLIQUE belegt.
Diese Erkenntnis verallgemeinern wir nun auf alle ProblemiéP.

2.2.2 Alternative Charakterisierung der KlasseNP

Die KlasseNP kann beschrieben werden, ohne auf nichtdeterministisahad-
maschinen zurickzugreifen: Eine Spradhgehort genau dann 2WP, wenn es
fur die Eingaben aus ein Zertifikat polynomieller Lange gibt, mit dem sich die
Zugehorigkeit zu_ in polynomieller Zeit verifizieren lasst. Diese umgangasp-
liche Charakterisierung voNP wird durch den folgenden Satz prazisiert. Dabei
tubernimmty die Rolle de<Zertifikats
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Satz 2.14Eine Sprachd. C Y>* ist genau dann ifNP, wenn es einen Polynomi-
alzeitalgorithmus/ (einen sogenanntevkrifizierer) und ein Polynonmp mit der
folgenden Eigenschatft gibt:

rel & Fye{0,1}" |y| < p(lz|): V akzeptierty#zx.

Beweis:Sei L € NP. SeiM eine NTM, dieL in polynomieller Zeit erkennt. Die
Laufzeit vonM sei nach oben beschrankt durch ein PolynoWir konstruieren
nun einen Verifizierefl/ mit den gewunschten Eigenschaften. Zunachst verein-
fachen wir, und nehmen an, dass tiberfilhrungsrelatio@ immer genau zwei
moglicheUbergange vorsieht, die wir mit 0 und 1 bezeichnen. Beireffirgabe

r € X", verwenden wir ein Zertifikag € {0, 1}9(", das den Weg durch die Rech-
nung vonM weist: Der Verifizieref/ erhalt als Eingabg+#x und simuliert einen
Rechenweg der NTMV fur die Eingaber, wobei er imi-ten Rechenschritt von

M denUbergangy; wahlt. Es gilt

r €L & M akzeptiert < 3y € {0, 1}‘7(”) : 'V akzeptierty#x.

Die Laufzeit des Verifizierer$ ist polynomiell beschrankt. Somit erfulit die
im Satz geforderten Eigenschaften.

Sollte dieUberfilhrungsrelation Verzweigungen mit einem groReren Grad als
zwei vorsehen, so fassen wir mehrere Bits zusammen um eisietieA Verzwei-
gung zu selektieren: Bei einem maximalen Verzweigungsygoadk verwenden
wir [log k| Bits fur jede Verzweigung. Falls ein nicht vorhandener #eiektiert
wurde, weil der Grad einzelner Verzweigungen Kleinerkaist, so wird die Ein-
gabe verworfen. Wir beobachten, dass der maximale Vernmgggradk nicht
groRer als3 - |Q] - |I'| sein kann. Somit ist eine Konstante. Deshalb sind weiter-
hin sowohl die Lange des Zertifikatgsals auch die Laufzeit voir polynomiell
beschrankt.

Nun zeigen wir die Umkehrrichtung. Dazu nehmen wir an, st keen Veri-
fiziererV fur L und ein Polynonp vor, wie sie im Satz beschrieben sind. Es ist
zu zeigen:L € NP. Wir konstruieren eine NTMV/, die L in polynomieller Zeit
erkennt.M arbeitet folgendermal3en:

e M rat ein Zertifikaty € {0, 1}*, |y| < p(n).

e M fuhrt V aufy#x aus und akzeptiert, fallg akzeptiert.
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Die Laufzeit von) ist polynomiell beschrankt, undl/ erkenntZ, denn
rel & Fye{0,1}" |yl <p(n):V akzeptierty#zx < M akzeptiertr,

weil M die Eingaber genau dann akzeptiert, wenn mindestens einer der mogliche
Rechenwege einen akzeptierenden Endzustand erreicht. O

2.2.3 Beispiele fur Probleme inlNP

Typische Vertreter fur Probleme aus der Klasdesind Entscheidungsvarianten
von Optimierungsproblemen. Wir beschreiben Optimierpngisieme indem wir
Eingaben zulassige bsungenund Zielfunktionangeben. Die Ausgabe, die bei
einem Optimierungsproblem berechnet werden soll, ist eulassige Losung,
die die Zielfunktion optimiert. Wenn es mehrere optimatesurigen gibt, so soll
genau eine von diesen Losungen ausgegeben werden.

Problem 2.15 (Rucksackproblem, Knapsack Problem — KP)Beim KP suchen
wir eine Teilmengé< von N gegebenen Objekten mit Gewichten. .., wx und
Nutzenwerten bzw. Profiten, . . ., py, SO dass die Objekte aus in einen Ruck-
sack mit Gewichtsschrankeassen und dabei der Nutzen maximiert wird.

Eingabe:b € N, wy,...,wy € {1,...,b},p1,...,py € N
zulassige bbsungenK C {1,...,N},sodass ,_, w; < b
Zielfunktion: Maximiere) ., p;

Zu einem Optimierungsproblem kdnnen wir grundsatzliobhaimmer eine
Entscheidungsvariante angegeben, in der wir eine Ziedmrgnachen und fra-
gen, ob diese Vorgabe erreicht werden kann. BeiEtgscheidungsvariante vom
K P ist zur oben beschriebenen Eingabe zusatzlich eineZahlN gegeben. Es
soll entschieden werden, ob es eine zulassige Teilmeng®laekte mit Nutzen
mindesten® gibt.

Problem 2.16 (Bin Packing Problem — BPP)Beim BPP suchen wir eine Vertei-
lung vonN Objekten mit Gewichten, . . . , wy auf eine ndglichst kleine Anzahl
von Belaltern mit Gewichtskapad#t jeweilsb. Die Anzahl der Befdter wird mit

k bezeichnet.

Eingabe:b € N, wy,...,wy € {1,...,b}
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zulassige bsungenk € IN und Funktionf : {1,.... N} — {1,...,k},

so dass
Vie{l,....k}: Y w;<b
JEFT1()
Zielfunktion: Minimierek

Bei derEntscheidungsvariante vom B £ € IN Teil der Eingabe. Es ist zu
entscheiden, ob es eine zulassige Verteilung der Objeittetehsteng Behalter
gibt.

Problem 2.17 (Traveling Salesperson Problem — TSPBeim TSP ist ein voll-
standiger Graph ausV Knoten (Orten) mit Kantengewichten gegeben. Gesucht
ist eine Rundreise (eiHamiltonkreis eineTour) mit kleinstndglichen Kosten.

Eingabe:c(i, ) € Nfuri,j € {1,..., N}, wobei giltc(j, i) = ¢(i, j)
zulassige bsungen: Permutationenauf{1,..., N}
N—-1
Zielfunktion: Minimiere ~ c(m(i), m(i + 1)) + c(x(N), 7(1))
=1
Bei derEntscheidungsvariante vom T&® zusatzlich eine Zatil € IN gege-
ben und es ist zu entscheiden, ob es eine Rundreise mit Kodtdistens gibt.

Satz 2.18 Die Entscheidungsvarianten von KP, BPP und TSP siridHn

Beweis:Wir verwenden zulassige Losungen dieser Probleme alsfikat. Da-
zu miussen wir nachweisen, dass diese Losungen eine poiglhhan der Einga-
belange beschrankte Kodierungslange haben und duneim éilgorithmus, des-
sen Laufzeit ebenfalls polynomiell in der Eingabelange Bmblems beschrankt
ist, verifiziert werden konnen.

o KP: Die TeilmengeK der ausgewahlten Objekte kann mitBits kodiert
werden, und es kann in polynomieller Zeit Uberprift werdeb die Ge-
wichtsschranké des Rucksacks eingehalten wird und zusatzlich der gefor-
derte Nutzenwerp erreicht wird.

e BPP: Die Abbildungf : {1,..., N} — {1,...,k}, die die Verteilung der
Objekte auf die Behalter beschreibt, kann m{tV log k) Bits kodiert wer-
den. Die Kodierungslange der Losungen ist somit polyrmdirnm der Einga-
belange beschrankt. Es kann in polynomieller Zeit tkigtpverden, ob die
vorgegebene Anzahl Behalter und die Gewichtsschrankelp@lBer einge-
halten werden.
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e TSP: Fur die Kodierung einer PermutatisrwerdenO(N log N) Bits be-
notigt, und es kann in polynomieller Zeit Giberprift wend ob die durchr
beschriebene Rundreise die vorgegebene Kostenschraikealt.

Somit sind die Entscheidungsvarianten von KP, BPP und TS®Rfalks in der
KlasseNP enthalten. O

Mit Hilfe eines Algorithmus, der ein Optimierungsprobledst, kann man
offensichtlich auch die Entscheidungsvariante [oseaufid funktioniert auch der
umgekehrte Weg: Aus einem Polynomialzeitalgorithmuslf@Entscheidungsva-
riante konnen wir einen Polynomialzeitalgorithmus fig @ptimierungsvariante
konstruieren. Optimierungs- und Entscheidungsvariaaleh also typischerwei-
se dieselbe Komplexitat modulo polynomieller Faktorernr. #¢monstrieren dies
fur das Rucksackproblem.

Satz 2.19Wenn die Entscheidungsvariante von KP in polynomiellet bsbar
ist, dann auch die Optimierungsvariante.

Beweis:Neben der Entscheidungs- und Optimierungsvariante bigaavir die
folgende ZwischenvarianteGesucht ist der Zielfunktionswert einer optimalen
Losung, ohne dass die optimale Losung selber ausgegedrelemmuss.

Aus einem AlgorithmusA fur die Entscheidungsvariante, konstruieren wir
zunachst einen AlgorithmuB fur die Zwischenvariante. Algorithmu8 berech-
net den maximal moglichen Profit indem er eine Binarsuche tiber dem Werte-
bereich{0, ..., P} ausfuhrt, wobeP = >_~  p; eine triviale obere Schranke fir
pist. In dieser Binarsuche werden die Entscheidungendibgrnige,Halfte" des
Wertebereichs auf der die Suche fortgesetzt wird mit Hithe slgorithmusA ge-
troffen. Die Binarsuche hat einen Wertebereich der GiBRel. FallsP + 1 eine
Zweierpotenz ist, so benotigt die Suche gehaP + 1) Iterationen, da sich der
Wertebereich von Iteration zu Iteration halbiert. Ist deartereich keine Zweier-
potenz, so gilt eine obere Schranke Voog (P + 1)] fur die Anzahl der Aufrufe
von AlgorithmusaA.

Diese Laufzeitschranke mussen wir in Beziehung zur Eiaffaige setzen.
Wir nehmen an, alle Eingabezahlen werden binar kodieg. Kadierungslange
einer naturlichen Zaht € IN bezeichnen wir mit:(a). Es giltx(a) = [log(a +
1)]. Die Binardarstellung der Summe zweier Zahlen ist kiiatedie Summe der
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Algorithmus C'
1) K:={1,...,N};
2) p* = B(K);
3) fori:=1to N do
if B(K\ {i}) = p*then K := K — {i};

4) AusgabeK.

Abbildung 2.1: Pseudocode fur einen Algorithmudir KP, der eine optimale
Rucksackbepackung berechnet und zwar mit Hilfe eines PragrammsB, das
lediglich den Wert einer optimalen Losung zurickgibt.rdeert p* = B(K)
entspricht dem optimalen Losungswert.

Langen ihrer Binardarstellungen, d.h. fum € IN gilt x(a + b) < k(a) + (b).
Die Eingabelange ist also mindestens

N N
Z"@(Pi) > K (ZM) = k(P) = [log(P+1)] ,
=1 =1

wobei wir beobachten, dass der letzte Term genau der obetaarie fur die
Anzahl Iterationen der Binarsuche entspricht. Die Anzél Aufrufe von Algo-
rithmus A ist somit linear in der Eingabelange beschrankt. Fafle die Laufzeit
von A polynomiell beschrankt ist, so ist au¢hein Polynomialzeitalgorithmus.

Als nachstes zeigen wir, wie aus einem Algorithnigisur die Zwischenva-
riante, ein Algorithmug” fur die Optimierungsvariante konstruiert werden kann.

AlgorithmusC wird durch Angabe des Pseudocodes in Abbildung 2.1 beschrie

ben. Der Algorithmus betrachtet die Objekte nacheinartelarjedes Objeki <
{1,..., N} testet er mit Hilfe von Algorithmus3, ob es auch eine optimale
Losung ohne Objeki gibt. Falls Objekt nicht fur die optimale Losung benotigt
wird, so wird es gestrichen. Auf diese Art und Weise bleibtEamade eine Menge
von Objekten ubrig, die zulassig ist, also die Gewichtisacke einhalt, und den
optimalen Zielfunktionswert erreicht.

Die Laufzeit von Algorithmug” wird im Wesentlichen durch di&/ + 1 Un-
terprogrammaufrufe von Algorithmus bestimmt. Falls also die Laufzeit va
polynomiell beschrankt ist, so ist auchein Polynomialzeitalgorithmus. [
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2.3 P versusNP

Das wohl bekannteste offene Problem in der Informatik istftage
P = NP?

Genau genommen macht die Frage in dieser Form wenig Sinn,wiemabenP

als Menge von Problemen (z.B. Sortieren) iNRlals Menge von Entscheidungs-
problemen (Sprachen) definiert. WehArdie Menge aller Entscheidungsprobleme
ist, so musste die Frage eigentlich lauten

PN E =NP?

Zur Verwirrung aller, die in die Komplexitatstheorie eiegen, wird aber die Be-
zeichnung® doppeldeutig verwendet, mal fur die Klasse aller Probletreeeinen
Polynomialzeitalgorithmus haben, und mal fur die KlasseEnhtscheidungspro-
bleme, die in polynomieller Zeit entschieden werden kimnhgir treffen die fol-
gende Vereinbarung: Immer wenn wWarmit NP oder anderen Klassen, die nur
fur Entscheidungsprobleme definiert sind, vergleichehranken wirP auf die
Klasse der Entscheidungsprobleme, die in polynomiell@retgschieden werden
konnen, ein.

Da eine deterministische TM auch als eine nichtdetermstise TM aufge-
fasst werden kann, die vom Nichtdeterminismus keinen Gelbrenacht, gilt (ein-
geschrankt auf Entscheidungsprobleme) offensichtlich

P C NP.

Die KlasseNP scheint wesentlich machtiger als die Klagseu sein, da die NTM

die,,magische“Fahigkeit hat, den richtigen Rechenweg aus ®ie&zahl von Re-

chenwegen zu raten. Satz 2.14 beschreibt die KIb$se Form eines Polyno-
mialzeitalgorithmus, der ein Zertifikat umsonst geschéekiommt und nur noch
die ,JA-Antworten” verifizieren muss. Naturlich kdbnnen wilteainoglichen Zerti-

fikate ausprobieren, um den Nichtdeterminismus zu sinenieDieses naive Vor-
gehen zeigt zunachst einmal, dass die Probleni¢Pirzumindest rekursiv sind.
Allerdings liefert dieser Ansatz nur eine exponentielletzzitschranke.

Satz 2.20Fur jedes Entscheidungsproblein € NP gibt es einen Algorithmus

A, der L entscheidet, und dessen worst case Laufzeit d2#¢&h nach oben be-
schrankt ist, wobey ein geeignetes Polynom ist.
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BeweisDer VerifiziererV und das Polynom seien definiert wie in Satz 2.14. Um
die Eingaber € {0,1}" zu entscheiden, generiert Algorithmusnacheinander
alle moglichen Zertifikatey € {0, 1}*™ und startet den Verifiziered” mit der
Eingabey#x. FallsV eines der generierten Zertifikate akzeptiert, so akzeptier
auchA. FallsV keines der Zertifikate akzeptiert, so verwidt

Die Korrektheit vonA folgt direkt aus Satz 2.14. Wir analysieren nun die
Laufzeit vonA. Seip’ eine polynomielle Laufzeitschranke fur den Verifizieréer
Wir definieren das Polynom(n) = p(n) + p'(p(n) + 1 + n). Die Laufzeit von
Algorithmus A ist nach oben beschrankt durch

op(n) -p’(p(n) +14n) < op(n) , gp'(p(n)+14n) _ 9q(n)
OJ

Mit der Charakterisierung aus Satz 2.14 im Hinterkopf l&mmvir die Fra-
ge P = NP? auch folgendermal3en interpretieren: Ist das HerleiteaseBe-
weises (Zertifikates) wesentlich schwieriger als das Nalthrehen eines gege-
benen Beweises? - Moglicherweise hat das Herleiten expietie Komplexitat
wahrend das Nachvollziehen in polynomieller Zeit moglist. Die Meisten, die
sich mit dieser Fragestellung auseinander gesetzt halaemean wohl daran, dass
es tatsachlich schwieriger ist einen Beweis herzuleiteiha nur nachzuvollzie-
hen, was zu der Hypothege# NP fuhrt. Solange keiner das Gegenteil beweist,
arbeiten wir mit dieser Hypothese. Die Bedeutung dieserdthgse fur die Al-
gorithmik kdnnen wir an dieser Stelle aber noch nicht watklermessen. Dazu
bendtigen wir noch mehr Hintergrundwissen, welches wg um Folgenden an-
eignen werden.

2.4 NP-Vollstandigkeit

Die KlasseNP enthalt viele Probleme, fur die es trotz intensivster Baongen
bis heute nicht gelungen ist, einen Polynomialzeitalganiis zu entwickeln. Ins-
besondere in der Optimierung treten immer wieder scheihbanlose Proble-
me mit Anwendungen zum Beispiel aus den Bereichen Produltiogistik und
Okonomie auf, die auch tatsachlich einfach zu ldsen maratten wir einen Rech-
ner, der mit so etwas wigdntuition" ausgestattet ware, um den richtigen Rechen-
weg aus einer Vielzahl von Rechenwegen,euaraten”. Leider gibt es aber der-
artige Rechner nur in theoretischen Modellen, wie etwa deoddé¥l der nicht
deterministischen Turingmaschine. Derartig verschreleoretische Modelle
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konnen uns bei der praktischen Arbeit aber wohl kaum bedtilfein, oder viel-
leicht doch?

TSP ist ein Beispiel fur eines derjenigen Probleme, diedmuf ersten Blick
recht harmlos erscheinen, tUber die sich aber schon viglertthmenentwickler
vergeblich den Kopf zerbrochen haben. Wie ist das moghahwir doch effizi-
ente Algorithmen fur scheinbar sehr ahnliche Problelustgen wie etwa dem
Kirrzeste-Wege-Problem oder dem Minimalen-Spannbawhi®m kennen? —
Wenn uns jemand den Auftrag erteilen wiirde, einen effierertigorithmus fur
TSP zu entwerfen, wirde er womoglich damit rechnen, dasgwm nach einer
Woche die fertige Implementierung vorlegen. Stattdessennken wir voraus-
sichtlich mit der enttauschenden Nachricht zuriick, dessdie Aufgabe nicht
erfullen konnten. Hoffentlich haben wir keinen Vertragenschrieben, der hohe
Konventionalstrafen fur den Fall unseres Versagens ebtsAllemal sehen wir
schlecht gegenuber unserem Mitbewerber aus, der die ingpigerung fur das
Kurzeste-Wege-Problem in Null-Kkomma-Nichts vorgelegt.tDas einzige was
uns jetzt noch retten kann, ist eine wirklich stichhaltigggBindung, warum die
Berechnung einer kiirzesten Rundreise tatsachlich wleseschwieriger ist als
etwa die Berechnung kirzester Wege.

Die NP-Vollstandigkeitstheorie liefert eine derartige Begdiing. Sie erlaubt
es uns Probleme beziglich ihrer Schwierigkeit miteinarzdevergleichen. Wir
werden zeigen, dass beispielsweise TSP zu den schwierigstdlemen ilNP
gehort. Unter der Hypothese# NP hat TSP deshalb beweisbar keinen Polyno-
mialzeitalgorithmus. Wir werden sehen, dass TSP keine &use ist, sondern
diese Eigenschaft mit zahlreichen anderen ProblemeNRBusilt, den sogenann-
ten, NP-vollstandigen® Problemen.

Wir beginnen nun mit den grundlegenden Definitionen zu di€keorie.

2.4.1 Polynomielle Reduktionen

Wir vergleichen die Schwierigkeit von Entscheidungspeoi¢n mittels polyno-
mieller Reduktion.

Definition 2.21 (Polynomielle Reduktion) L,; und L, seien zwei Spracheiber
Y1 bzw.X,. Ly istpolynomiell reduzierbaauf Ly, wenn es eine Reduktion vén
nachL, gibt, die in polynomieller Zeit berechenbar ist. Wir schwenl, <, L.

Zur Erinnerung: Eine Reduktioh; < L, ist definiert durch eine berechen-
bare Funktionf : ¥; — X3 mit der Eigenschaft, dass fur alle € >3 gilt
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r € L1 & f(x) € L,. Bei der Polynomialzeitreduktiof; <, L, verlangen
wir also lediglich zusatzlich, dagsin polynomieller Zeit berechnet werden kann.
Falls es fur das Problem, einen Polynomialzeitalgorithmus$ gibt und fer-
ner eine Funktiorf existiert, mit der das Probleif, polynomiell aufL, reduziert
werden kann, so konnen wir aus diesen Komponenten auch aigerithmusB
fur L, konstruieren:B berechnet aus der Eingabdur L, die Eingabef(x) fur
L,, startetd auf f (z) und Ubernimmt das Akzeptanzverhalten vbrVir behaup-
ten, dass auch ein Polynomialzeitalgorithmus ist. Diese Behauptung imeit

das folgende Lemma.

Lemma?2.22 L, <, Ly, Ly € P= L, € P.

Beweis:Die Korrektheit des oben beschriebenen Algorithmuflgt direkt aus
der Eigenschaft € L; < f(x) € Ly. Wir miissen nur noch die polynomielle
Laufzeit von AlgorithmusB nachweisen.

Seip ein Polynom, dass die Laufzeit fur die Berechnung yobeschrankt.
Beachte, es giltf(z)| < p(|z|) + |z|, da das Schreiben jedes Ausgabebits, das
nicht blind aus der Eingabe ibernommen wird, mindesteres£eiteinheit kostet.
Die Laufzeit vonA ist durch ein Polynom in der Lange vof{z) beschrankt.
Dieses Polynom bezeichnen wir mitO.B.d.A. seien alle Koeffizienten vgrund
g nicht negativ. Wir erhalten somit die folgende Laufzeitsetke fur Algorithmus
B:

plal) + (1 f @) < pllal) +ap(al) +|a]) -

Die Laufzeit vonB ist also polynomiell in die Eingabelange beschrankt. []

Intuitiv bedeutetl, <, L,, dassL, ,nicht schwieriger als’L, ist — modulo
einer polynomiellen Eingabetransformation.

2.4.2 Beispiel einer polynomiellen Reduktion

Die eigentliche Starke des Reduktionsprinzips ist ess da@n Probleme unter-
schiedlichster Art aufeinander reduzieren kann. Wir gnéieren ein Beispiel in
dem ein Graphproblem auf ein Problem der Aussagenlogikzredwvird.

Problem 2.23 (Knotenfirbung (COLORING))
EingabeGraphG = (V, E), Zahlk € {1,...,|V|}
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Frage:Gibt es eine Brbungc : V' — {1,...,k} der Knoten voni mit k&
Farben, so dass benachbarte Knoten verschiedene Farbesnhdth.v{u, v} €
E :c(u) # c(v)?

Problem 2.24 (Erfullbarkeitsproblem (Satisfiability — SAT))
EingabeAussagenlogische Formelin KNF
FrageGibt es eine eiillende Belegungif ¢?

Eine aussagenlogische Formekionjunktiver Normalform (KNFpesteht aus
A-verknupften Klauseln, die wiederum ausverknuipften Literalen bestehen. Ein
Literal entspricht dabei einer Variablenoder ihrer Negierung,. Wir geben ein
Beispiel fur eine derartige Formel mit vier Klauseln.

.1'1/\(.f'l\/.fg\/l'g)/\(i’lvxz\/fg\/iq)/\(l'g\/xg\/le)

EineBelegungveist jeder Variablen einen Wert zu, entweder Iviiahroder O fur
falsch Ein unnegiertes Literal ist etfllt, wenn die zugehorige Variable den Wert
1 hat, und eimegiertes Literal ist eifllt, wenn die zugehorige Variable den Wert
0 hat. EineKlausel ist erdillt, wenn sie mindestens ein erfulltes Literal enthalt.
Die Formel ist erfillt, wenn alle ihre Klauseln erfullt sind. Gefragt ist nach der
Existenz einer Belegung, die die Formel erfullt, eineresmnntererfullenden
Belegung Beispielsweise ist; = 1,25 = 0,23 = 1,24 = 0 eine erfullende
Belegung fur die obige Formel.

Satz 2.25COLORING<,, SAT.

Beweis:Wir beschreiben eine polynomiell berechenbare Funkfiatie eine Ein-
gabe(G, k) fur das COLORING-Problem auf eine Formelur das SAT-Problem
abbildet. Diese Abbildung soll die Eigenschatft

G hat einek-Farbung< ¢ ist erfullbar

haben. Wir definieren die Abbildung folgendermal3en: Die@) hat fur jede
Knoten-Farb-Kombinatioifv, i) mitv € V undi € {1,...,k} eine Variabler!.
Die Formel fur(G, k) lautet

6= N@vav..vah)y A N N\ @va)

veV {uv}eF ie{l,...,

Knotenbedingung k} Kantenbedingung
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Die A\-Quantoren sind dabei nur Akkiirzungen, die wir im Beweiswanden um
eine kompakte Darstellung der Formel zu haben. Der erstatQuA, ., steht
beispielsweise dafir, dass die Formetlie Knotenbedingung fur jeden Knoten
enthalt. Die Anzahl der Literale in der Formel ist somitk - |V| + k - |E|) =
O(|V']). Die Lange der Formel ist deshalb polynomiell in der GrdBeEingabe
des COLORING-Problems beschrankt und die Formel kannlynpmieller Zeit
konstruiert werden.

Zum Nachweis der Korrektheit missen wir zum einen zeigass @jilt

G hat einek-Farbung=- ¢ ist erfullbar .

Seic einek-Farbung furG. Fur jeden Knoten mit ¢(v) = i setzen wirz!, = 1
und alle anderen Variablen auf 0. Dadurch ist die Knotenimpdig offensichtlich
erfullt. Die Kantenbedingung ist ebenfalls erfillt, dees gilt: Fur jede Farbé
und jede Kantdu, v} gilt 7% v z, denn sonst hattem und v beide die Farbe.
Also erfullt diese Belegung die Formel

Zum anderen missen wir zeigen, es gilt

¢ ist erfullbar = G hat einek-Farbung.

Dazu fixiere eine beliebige erfullende Belegung fiilWegen der Knotenbedin-
gung gibt es fur jeden Knotem mindestens eine Farbe mif = 1. Fir jeden

Knoten wahle eine beliebige derartige Farbe aus{&ei} € E. Wir behaupten

c(u) # c(v). Zum Widerspruch nehmen wir anu) = ¢(v) = i. Dann ware

r! = 2! =1 und die Kantenbedingungj, v z¢ ware verletzt. O

Die polynomielle Reduktion von COLORING auf SAT impliziette folgen-
den beiden aquivalenten Aussagen.

Korollar 2.26

a) Wenn SAT einen Polynomialzeitalgorithmus hat, so hah &OLORING
einen Polynomialzeitalgorithmus.

b) Wenn COLORING keinen Polynomialzeitalgorithmus hahacauch SAT
keinen Polynomialzeitalgorithmus.

In dieser Vorlesung werden wir die polynomielle Reduktiorder Regel im
Sinne von Aussage b) anwenden, d.h. wir verwenden polyrienfiReduktionen
um zu belegen, dass ein Probletrkeinen Polynomialzeitalgorithmus hat, wenn
ein anderes Proble ebenfalls keinen Polynomialzeitalgorithmus hat.
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2.4.3 Definitionen vonNP-Harte und NP-Vollstandigkeit
Definition 2.27 (NP-Harte) Ein ProblemL heil3tNP-hart falls gilt

VI eNP: L' <, L .
Satz 2.28 L. NP-hart, L ¢ P = P = NP.

Beweis:SeiL’ ein beliebiges Problem ad&. Da L NP-hart ist, giltL’ <, L. Aus
L € P folgt somit gemal} Lemma 2.22, daEse P gilt. Also ist jedes Problem
ausNP auch inP enthalten, so dass gt = NP. O

Unter der Hypothes® # NP gibt es furNP-harte Probleme deshalb keinen
Polynomialzeitalgorithmus.

Definition 2.29 (NP-Vollstandigkeit) Ein ProblemL heil3tNP-vollstandig falls
gilt

1. L € NP und

2. List NP-hart.

Intuitiv sind NP-vollstandige Probleme somit die schwierigsten unterfien
blemen inNP.

Definition 2.30 NPC bezeichnet die Klasse dBiP-vollstandigen Probleme.

Alle Probleme inNPC kdnnen als gleich schwierig — modulo polynomieller
Eingabetransformationen — angesehen werden, da alledameihNPC gegen-
seitig aufeinander polynomiell reduziert werden konnen.

2.5 Der Satz von Cook und Levin

Der ersteNP-\ollstandigkeitsbeweis wurde unabhangig von Stepheok(1971)
und Leonid Levin (in einer Veroffentlichung von 1973) gkft. Cook und Levin
zeigten durch eine sogenanmtaster-Reduktiondass alle Probleme ald in
polynomieller Zeit auf das Erfullbarkeitsproblem (SAGIvAbschnitt 2.4.2) re-
duziert werden konnen.

Satz 2.31 SAT istNP-vollstandig.
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Beweis:Eine aussagenlogische Forngekann bezuglich einer gegebenen Bele-
gung in polynomieller Zeit ausgewertet werden. Somit lgmwir eine erfullende
Belegung als Zertifikat einsetzen, so dass gilt SANP. Der schwierige Teil des
Beweises liegt im Nachweis dé&P-Harte. Dazu mussen wir in einer Master-
Reduktion jedes Problem ati$ polynomiell auf SAT reduzieren.

Sei L C ¥* ein beliebiges Problem aw$P. Fur jedesr € ¥* mussen wir
in polynomieller Zeit eine Formeb konstruieren, die die folgende Eigenschaft
erfullt.

reL & ¢eSAT

Uber L haben wir dabei leider nur wenig Informationen zur VerfilgLEs handelt
sich um ein Entscheidungsproblem, fir das es eine NITIgibt, die das Problem
in polynomieller Zeit erkennt. Die Laufzeitschranke vbhwerde dabei durch ein
Polynomp in der Eingabelange beschrieben. Basierend auf diesermationen
beschreiben wir nun einen Polynomialzeitalgorithmus fdejedesx € >* eine
aussagenlogische Formgmit der folgenden Eigenschaft konstruiert.

M akzeptiertr < ¢ ist erfullbar

Die Zustandsmenge der NTM bezeichnen wir wie tblich @idas Bandalpha-
bet mitI" und die Uberfiihrungsrelation mif. Um unsere Argumentation ein
wenig zu vereinfachen, treffen wir 0.B.d.A. die folgendesr&inbarungen. Die
NTM M bewege den Kopf niemals an eine Position links der Statiposvgl.
Ubungsaufgabe 1.10). Die Zustandsme@geon M enthalte genau einen akzep-
tierenden Zustand, den wir mjlccep bezZeichnen. Wenn dieser Zustand erreicht
wird, so terminiert)M nicht, sondern verbleibt in einer Endlosschleife im Zudtan
(accept

Seiz € ¥* eine beliebige Eingabe und= |z|. Sei K, = gz die Startkonfi-
guration von)M. Unsere Aufgabe ist die Konstruktion einer Formelie genau
dann erfullbar ist, wenn es eine mogliche Konfiguratioiggss

Ko Kb b Ky

fur M auf der Eingabe gibt, bei derk,,,) eine Konfiguration im Zustanghccept
ist. Zu diesem Zweck definieren wir zunachst eine geeightetiege von boole-
schen Variablen, die es uns ermoglicht, einzelne Konfigaman und Konfigura-
tionsubergange in einer aussagenlogischen Formel zerderd

Definition der Variablen: Wir unterscheiden drei Arten von Variablen, die den
Zustand, die Kopfposition, und die Bandinschrift zu jedegit@unkt innerhalb
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der Laufzeitschranke beschreiben sollen. Beachte, dadsadifzeitschranke fur
M auch eine Schranke fiir die maximal erreichbare Kopfpwsiiarstellt, da sich
der Kopf nur um eine Position je Schritt bewegen kann. Déshalssen wir nur
Kopfpositionen und Bandinschriften von Index O bis Inggx) betrachten. Im
Einzelnen verwenden wir die folgenden Variablen.

o Q(t,k)furt e {0,...,p(n)}undk € Q
o H(t,j)furt,j €{0,...,p(n)}
e S(t,j,a)furt,j€{0,...,p(n)}unda € T

Die Belegung?(t, k) = 1 soll besagen, dass sich die Rechnung zum Zeitptinkt
im Zustandk befindet;H (¢, j) = 1 steht dafuir, dass sich der Kopf zum Zeitpuhkt
an Bandpositiory befindet; und die Belegun§(t, j,«) = 1 bedeutet, dass zum
Zeitpunktt an Bandpositiory das Zeicheru geschrieben steht. Aufgrund der
Tatsache, dass wir nur an polynomiell vielen Rechensehritind deshalb auch
nur an polynomiell vielen Bandpositionen interessierdsinenotigen wir auch
nur eine polynomiell beschrankte Anzahl an Variablen.

Kodierung einzelner Konfigurationen: Fur jedes € {0, ...,p(n)} beschrei-
ben wir nun eine Formeb;, die nur dann erfullt ist, wenn die Belegung der auf
den Zeitpunkt eingeschrankten Variablenmen@ét, k), H(t, ), S(t, j,a) eine
korrekte Konfiguration beschreibt, d.h.

e es gibt genau einen Zustahds @ mit Q(t, k) = 1,
¢ es gibt genau eine Bandpositigre {0, ...,p(n)} mit H(¢,j) = 1, und

e fur jedes; € {0,...,p(n)} gibt es jeweils genau ein Zeichenc I' mit
S(t,j,a) = 1.

Fur eine beliebige Variablenmengg,, . . ., ., } besagt das Pradikat

WV Vm) A N Vo)
i#]
dass genau eine der Variablgnden Wert 1 annimmt und alle anderen Variablen
den Wert 0. Die Lange dieses Pradikates]stn?), wobei wir mit derLangedie
Anzahl der Literale im Pradikat meinen. Auf diese Art kadie wir die obigen
Anforderungen fur den Zeitpunkt Es ergibt sich eine Teilformel in KNF der
LangeO(p(n)?), die wir mit ¢, bezeichnen.
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Kodierung von Konfigurationstibergangen: Wir betrachten nun nur noch Be-
legungen, die die Formel, . . ., ¢, erfillen und somit Konfigurationef,

K, beschreiben, die allerdings nicht notwendigerweise eméglichen
Konfigurationsfolge der NTMV/ entsprechen. Als nachstes konstruieren wir eine
Formelg, fur 1 < ¢ < p(n), die nur durch solche Belegungen erfullt wird, bei
denenk; eine direkte Nachfolgekonfiguration vdt_ ist.

Zunachst beschreiben wir lediglich eine Teilformel, ieddestlegt, dass die
Bandinschrift vonk; an allen Positionen auf3er der Kopfposition (zum Zeitpunkt
t — 1) mit der Inschrift vonK;_; Ubereinstimmt, da sich beim Konfigurations-
ubergang die Bandinschrift ja nur an der Kopfpositiorewetérn darf.

p(n)

/\/\ — 1,4, 2) N\=H(t — 1,7)) = S(t,14,2))

=0 zel'

Diese Teilformel erklart sich von selbst, wenn man sie \okd nach rechts liest:
»Fur alle Bandpositionen und alle Zeicherx gelte, falls zum Zeitpunki — 1
das Band an Positiondas Zeichenr enthalt und die Kopfposition niclitist, so
enthalte das Band auch zum Zeitpunkdn Positioni das Zeicher:." Nur der
besseren Lesbarkeit wegen verwenden wir in der Formel dpikation ,=".
Der Ausdruck,A = B“ kann durch den aquivalenten AusdruckA Vv B“ ersetzt
werden. AnschlieBend wenden wir die De Morganschen Regeldia besagen,
dass ein Ausdruck der Forgm(C' A D)* aquivalent zu,—C' v = D" ist. Dadurch
ergibt sich die folgende KNF-Teilformel

p(n)

N N\ESE=10.2) v H(t—1,i) v S(t,i, 2))

=0 zel'

Die Lange dieser Formel i2(p(n)).

Die Uberfiihrungsrelation beschreibt die Veranderungen, die beim Konfigu-
rationstibergang erlaubt sind. Unter anderem wird ddrbbeschrieben, wie sich
der Kopf bewegt. Die Kopfbewegung implementieren wir, imdeir eine Zahl
k € {—1,0,1} auf die Kopfposition aufaddieren, d.h. wir identifizierénmit
—1, R mit 1 und N mit 0. Die folgende Teilformel beschreibt die Verandereng
die beimUbergang vornk;_; nach K, erlaubt sind, falls sich die Rechnung zum
Zeitpunktt — 1 im Zustandk befindet und der Kopf an Positigndas Zeichem
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liest.
(Qt—1,E)ANH(t—1,j)AS(t—1,j,a)) =
\V  (QUK)NH(t )+ k) AS(tja)

(k,a,k’,a’ ,k)ES

Diese Teilformel ist ebenfalls selbst erklarep@enn zum Zeitpunkt — 1 die
Rechnung im Zustankl, der Kopf an Position ist und an dieser Position das Zei-
chena geschrieben steht, so filhre in Schrigine der mogliched-Uberfiihrungen
bezuglich Zustand, Kopfposition und geschriebenem fZidturch.” Die Lange
dieser Teilformel hangt nur vom Verzweigungsgrad déergangsrelatiod ab
und ist somiO(1). Fur jede aussagenlogische Formel der Lange gibt es auch
eine aquivalente Formel in KNF der Lan@g1). Wir konnen somit die erlaubten
Bandveranderungen an der Kopfposition durch eine KNHorenel konstanter
Lange beschreiben.

Wir fassen diese Teilformeln zur Teilforme] in KNF zusammen, die einen
korrekten Konfigurationsiibergang véfy_; nach K; sicherstellt. Diese Teilfor-
mel hat die Lang® (p(n)).

Zusammensetzen der Formel. Zu den oben beschriebenen Teilformelund
¢, fugen wir noch weitere einfache Teilformeln hinzu, dietliegen, dass die
Rechnung in der Startkonfiguratiggx startet und sich nach(n) Schritten im
Zustandgacceptbefindet. Die so entstehende Forraeh KNF lautet

n p(n)
Q(0,q0) A H(0,0) A NS0 i,2:) A /\ S(0,i,B)
=0

i=n+1
p(n) p(n)
A /\ o N /\ ¢; A Q(p(n)aQaccepr) .
=0 =1

Diese Formel hat die Lange(p(n)?). Aus unserer Beschreibung ergibt sich, dass
die Formel in polynomiell beschrankter Zeit konstruiedgrden kann.

Wir haben die Formeb derart konstruiert, dass jede akzeptierende Konfigu-
rationsfolge vonl/ genau einer erfullenden Belegung vwentspricht. Somit ist
¢ genau dann erfullbar, wenn eine akzeptierende Konfigansfolge von)/ auf
x existiert, also im Fallec € L. Wir haben bereits argumentiert, dassn po-
lynomieller Zeit ause konstruiert werden kann. Damit ist die Master-Reduktion
abgeschlossen. O
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2.6 NP-Vollstandigkeit einiger Graphprobleme

Nachdem Cook sein Ergebnis tiber dl@-\Vollstandigkeit von SAT vorgestellt
hatte, war die Bedeutung dieses Ergebnisses fur die Algoik noch weitge-
hend unklar. Ein Jahr spater, also 1972, hat Richard Kampodstriert, dass man
die NP-Harte von SAT dazu verwenden kann, um auch fur anderelé&rebre-
lativ leicht nachzuweisen, dass $i-hart sind. Karps Ansatz ist bis heute die
wichtigste Methode geblieben um zu zeigen, dass ein Problenmindest un-
ter der Hypothes® # NP — keinen Polynomialzeitalgorithmus zulasst. In seiner
bahnbrechenden Arbeit hat Karp die Anwendbarkeit diesehdtie an 21 funda-
mentalen Problemen aus verschiedensten Bereichen detadnsbn denen wir
hier auch einige prasentieren werden. Inzwischen gibtedérte (wahrscheinlich
auch tausende) von Problemen, delién\Vollstandigkeit nach demselben Muster
nachgewiesen wurde. Eine Standardreferenz fur die wgstanNP-vollstandigen
Probleme ist bis heute das Bu€omputers and Intractability: A Guide to the
Theory of NP-Completenesen Garey und Johnson aus dem Jahre 1979. Mit
uber 3300 inCiteseergelisteten Zitationen ist dieses Buch tatsachlich dasimei
zitierte Dokument der Informatik.

Die von Karp gefuhrterNP-Vollstandigkeitsbeweise verwenden das folgen-
de Prinzip. Um zu zeigen, dass ein Entscheidungsprolléwr-vollstandig ist,
muss zum einen gezeigt werden, dass NP ist und zum anderen, dagsNP-
hart ist, also dass giVL’ € NP : L' <, L. Die Zugehorigkeit zuNP kann
dabei meist leicht durch Angabe eines geeigneten Zergfskadchgewiesen wer-
den. Die Schwierigkeit liegt in der Regel darin di€-Harte zu beweisen. Dazu
mussen wir jedoch nicht jedesmal eine neue Master-Remtukihren, sondern es
genugt ein bekanntd¢P-hartes Problend* (wie etwa SAT) aufl. zu reduzieren.

Lemma 2.32 L* NP-hart, L* <, L = L NP-hart.

Beweis:GemalR Voraussetzung gL’ € NP : L' <, L* undL* <, L. Aufgrund
der Transitivitat der polynomiellen Reduktion folgt samiL’ € NP : L' <, L. [

SAT kann uns also als Ausgangspunkt fur weitere Hartelsaadienen.

2.6.1 NP-\Volistandigkeit des Cliquenproblems

Da wir schon wissen, dass das Cliquenproblerifhist, missen wir zum Nach-
weis deNP-Vollstandigkeit nur noch di&lP-Harte nachweisen. Dazu fiihren wir
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eine Polynomialzeitreduktion von SAT auf CLIQUE durch.
Satz 2.33 CLIQUE istNP-vollstandig.

Beweis:Gegeben sei eine KNF-Formel Wir beschreiben eine Transformation
von ¢ in einen Grapherts = (V, E) und eine Zahlk € IN mit der folgenden
Eigenschaft.

¢ ist erfullbar < G hat einek-Clique

SeienCy, ..., (), die Klauseln vorp und?; 1, ¢; o, . . ., {; i, die Literale in Klausel
C;. Wir identifizieren die Knoten des Graphen mit den Literaden Formel, d.h.
wir setzen

Die Kantenmengd~ definieren wir wie folgt. Ein Knotenpaar wird durch eine
Kante verbunden, es sei denn

1) die mit den Knoten assoziierten Literale gehoren zweseKlausel oder

2) eines der beiden Literale ist die Negierung des anderenals.

Den Parametek des Cliquenproblems setzen wir gleieh also gleich der An-
zahl der Klauseln i. Diese einfache Eingabetransformation kann offensiintli
in polynomieller Zeit berechnet werden. Wir miissen nocthmgisen, dass der
GraphG genau dann eink-Clique hat, wenn die Formel erfullbar ist.

e Zunachst nehmen wir ap hat eine erfullende Belegung. Diese Belegung
erfullt in jeder Klausel mindestens ein Literal. Pro Klauw/ahlen wir ei-
nes dieser erfullten Literale beliebig aus. Wir behauptka zugehorigen
k = m Knoten bilden eine Clique itv. Begrindung:Alle selektierten Lite-
rale gehoren zu verschiedenen Klauseln. Es kann also Keimie aufgrund
von Ausnahmeregel 1 fehlen. Alle selektierten Literale deer gleichzei-
tig erfullt. Somit kann kein Paar von sich widersprechandigeralen dabei
sein. Ausnahmeregel 2 findet also ebenfalls keine AnwendAlsg sind al-
le selektierten Knoten miteinander verbunden, Ghenthalt eing:-Clique.

e Jetzt nehmen wir ad’ enthalt einek-Clique. Aufgrund von Ausnahme-
regel 1 mussen die Knoten in dieser Clique zu verschiedé&iaaseln
gehoren. Aus: = m folgt somit, dass dié&-Clique genau ein Literal pro
Klausel selektiert. Diese Literale konnen alle gleichigearfillt werden, da
sie sich wegen Ausnahmeregel 2 nicht widersprechen. Alspasfullbar.

O
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2.6.2 NP-\Vollstandigkeit von Hamiltonkreisproblemen

Ein Hamiltonkreisist ein Kreis in einem Graphen, der jeden Knoten genau einmal
besucht. Wenn man einen Startknoten und eine Richtungedgsthtlang derer
man dem Kreis folgt, erhalt man die Spezifizierung elRendreisen Form einer
Permutation der Knoten des Graphen.

Problem 2.34 (Hamiltonkreis (Hamiltonian Circuit — HC))
EingabeGraphG = (V, E)
FrageGibt es einen Hamiltonkreis i&'?

Spricht man von einengerichteten Hamiltonkreiso meint man eigentlich
einenHamiltonkreis in einem gerichteten Grapheso einen Kreis im gerichte-
ten Graphen, der alle Knoten genau einmal besucht.

Problem 2.35 (Gerichteter Hamiltonkreis (Directed HC — DHQ))
Eingabegerichteter GraphZ = (V, E)
FrageGibt es einen Hamiltonkreis i&'?

Diese beiden Probleme sind aufeinander polynomialzditzierbar. Die eine
Richtung ist dabei trivial. Wenn ein ungerichteter Gr@ptiorliegt, so kbnnen wir
ihn in einen gerichteten GraphéH transformieren, indem wir jede ungerichtete
Kante durch zwei entgegengesetzte gerichtete Kanterzersét hat offensicht-
lich genau dann einen Hamiltonkreis, wenn atg£teinen Hamiltonkreis hat.

Die Umkehrrichtung ist interessanter. Gegeben sei nuna@iiclgeter Graph
G = (V, E). Wir konstruieren einen ungerichteten Grapkien= (V’, E’), der
genau dann einen Hamiltonkreis hat, wenn afiagsinen Hamiltonkreis hat. Dazu
ersetzen wir jeden Knotene V' mit seinen Eingangs- und Ausgangskanten durch
einen Pfad von drei Knotery, —v—uvqy, Wobei wir die Eingangskanten des Knoten
mit v, und die Ausgangskanten mig,; verbinden und die Richtung der Kanten
ansonsten ignorieren. Diese lokale Ersetzung wird in Alrify 2.2 illustriert.
Wir fassen den Knoten alsZimmermit zwei Turen auf. Die Knotem;, unduvgy:
bezeichnen wir algingangs-bzw. Ausgangsir zum Zimmery.

Eine Rundreise iz’ betritt ein Zimmerv moglicherweise durch seine Aus-
gangstir,,. Dann muss diese Rundreise das Zimmer jedoch durch seire Ein
gangstum;, wieder verlassen, weil sons§,; zweimal besucht wirde. Da, je-
doch nur mit Ausgangstiren anderer Zimmer verbunden isésrdas nachste von
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Abbildung 2.2: Lokale Ersetzung bei der Reduktion von DHCHG
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der Rundreise besuchte Zimmer ebenfalls durch die Ausgiangstreten und die
Eingangstir verlassen werden. Per Induktion lasst sesed Argument auf alle
Zimmer verallgemeinern. Wenn wir eine derartige Rundraige in entgegenge-
setzter Richtung durchlaufen, so erhalten wir eine Rusdrdiei der alle Zimmer
durch Eingangsturen betreten und Ausgangsturen veriagsrden. Went also
einen Hamiltonkreis hat, so gibt es auch immer eine Richinmnter dieser Kreis
durchlaufen werden kann, so dass eine Rundreise entsetlateiballe Turen im
Sinne ihrer Bezeichnung verwendet werden. Eine derartiggdRise im unge-
richteten Graphen’ gibt es nun offensichtlich genau dann, wenn der gerichtete
GraphG einen Hamiltonkreis hat. Somit wurde das folgende Lemmaédsan.

Lemma 2.36 HC <, DHC und DHC<,, HC. O

Wir zeigen nun, dass diese beiden Probleme keinen Polyhaetiagorith-
mus haben, es sei deRn= NP.

Satz 2.37HC und DHC sind\P-vollstandig.

Beweis:Beide Probleme sind offensichtlich MP, da man die Kodierung eines
Hamiltonkreises in polynomieller Zeit auf ihre Korrekthéberprifen kann. Da
HC und DHC beidseitig aufeinander polynomiell reduzierkiad, genigt es die
NP-Harte eines der beiden Probleme nachzuweisen. Wir zeligdtP-Harte von
DHC, durch eine polynomielle Reduktion von SAT. Dazu besitden wir eine
polynomiell berechenbare Funktion, die eine KNF-Formel einen gerichteten
GrapherG = (V, F) transformiert, der genau dann einen Hamiltonkreis hatpwen
¢ erfullbar ist.

Seienzq, ..., xy die Variablen der Formel und, . . ., ¢y, die Klauseln. Fur
jede Variabler; enthalt der Grapld- eine Struktur;, wie sie in Abbildung 2.3
dargestellt ist. Diese Struktur nennen \Biramantengadgét Diese N Gadgets

1Gadget(engl.) bedeutefpparatur, Dingsbumssl.), Gerat, oder Vorrichtungund wird im
Zusammenhang von Reduktionen auf Graphprobleme im Sirm@&raphstruktur, die eine Entit
des Ausgangsproblems réysentiert verwendet.
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Abbildung 2.3: Diamantengadgét; fur Variablexz;

werden miteinander verbunden, indem wir die Knatamds; . ; (1 <i < N—1)
sowiet unds; miteinander identifizieren. In dem so entstehenden Grapken
sucht jede Rundreise, die beim Knotenstartet, die Gadgets in der Reihenfolge
G41,Gs,...,Gy. Die Rundreise hat dabei fur jedes Gadggtdie Freiheit das
Gadgetvon links nach rechtsalso voni; nachr;, odervon rechts nach linksalso
vonr; nachl;, zu durchlaufen. Die erste Variante interpretieren wingsablen-
belegungr; = 1, die zweite als Variablenbelegung= 0.

Wir konnen somit Belegungen der Variablen . .., zy reprasentieren, aber
die Zusammensetzung der Formeist bisher bei der Konstruktion des Graphen
unberiicksichtigt geblieben. Jetzt figen wir einen weiteénoten fur jede Klau-
sel ¢; ein. DiesenKlauselknoterbezeichnen wir wie die Klausel selbst it
Falls die Variabler; negiert oder unnegiert als Literal in Klausglenthalten ist,
so fugen wir Kanten hinzu, die das Gadgétauf geeignete Art und Weise mit
dem Klauselknoten; verbinden. Das Gadgét; enthalte zu diesem Zweck in der
doppelt verketteten Liste zwischérundr; ein benachbartes Knotenpaar fur jede
Klauselc; in der die Variabler; enthalten ist. Den linken Knoten in diesem Paar
bezeichnen wir mit;;, den rechten mib;;. Die Knotenpaare fur verschiedene
Klauseln sind jeweils durch einen Zwischenknoten (hieugrearkiert) getrennt.
Auch die beiden Paare, die in der Kette am weitesten linkgeciuts stehen, tren-
nen wir durch einen Zwischenknoten vhrbzw. r;. Ist die Variabler; unnegiert
in ¢; enthalten, so fligen wir die Kant¢a;;, ¢;) und(c;, b;;) hinzu, wie in Abbil-
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Abbildung 2.4: Einbindung von Klauselknotenin das Gadget; fur den Fall,
dass die Klausel; das Literalz; enthalt. Bei den grauen Knoten handelt es sich
um die Zwischenknoten, die zwischen den Knotenpaarendigchiedene Klau-
seln eingefugt werden.

dung 2.4 beschrieben. Ist die Variablehingegen negiert in; enthalten, so fiigen
wir die Kanten(b;;, ¢;) und(c;, a;;) hinzu, wie in Abbildung 2.5 beschrieben. Da-
mit ist die Beschreibung des Graph@rabgeschlosseld: kann offensichtlich in
polynomieller Zeit aug konstruiert werden.

Durch die Hinzunahme der Knotenist leider nicht mehr sofort klar, dass die
Rundreise die Gadgets tatsachlich nacheinander bessiadd.vielleicht moglich,
dass die Tour aus dem Gadggtzum Knoterc; geht und dann von dort zu einem
anderen Gadgét, miti’ # i wechselt? — Wir behaupten, dass dieses nicht passie-
ren kann. Zum Widerspruch nehmen wir an, die Rundreise vedioahrend des
Besuchs von Gadgét; zu c; und kehrt dann nicht direkt zum Gaddet zuriick.
O.B.d.A. istz; in unnegierter Form in der Klause} enthalten, wie in Abbil-
dung 2.4 beschrieben. Den Zwischenknoten links ¥grbezeichnen wir mit
und den Zwischenknoten rechts vin mit v. Wir unterscheiden zwei Falle: Im
ersten Fall wird der Knoten; tiber einen Weg. . u, a;;, ¢;, w . . . besucht, wobei
w zu einem anderem Gadget gehort. Dann muss die Tour denikhtéber den
Knotenu besuchen. An dieser Stelle steckt die Tour jedoch fest, danrhatb;;
keinen Nachbarn mehr, der noch nicht besucht wurde. Im ewdéiall wird der
Knotenc; Uber den Weg. . v, b;;, a;;, c;,w . .. besucht. In diesem Fall gibt es aus
gleichen Grunden keine Moglichkeit den Knoterzu durchlaufen. Also werden
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Abbildung 2.5: Einbindung von Klauselknotenin das Gadget; fur den Fall,
dass die Klausel; das Literalz; enthalt.

die Gadgets tatsachlich in der Reihenfolge G-, ..., G abgearbeitet. Somit
konnen wir an unserer Interpretation fur die Belegung \dmiablen — entspre-
chend der Richtung in der die Gadgets durchlaufen werdesthdken.

Wir mussen zeigen, dags genau dann einen Hamiltonkreis enthalt, wenn
eine erfullenden Belegung hat.

e Eine Rundreise fu¢: besucht auch alle Klauselknoten. Wird ein Klausel-
knotenc; aus einem Gadget; heraus von links nach rechts durchlaufen,
so muss gemal unserer Konstruktion, die Klaugelas Literalz; enthal-
ten. Also wird diese Klausel durch die mit der Laufrichturanvinks nach
rechts assoziierten Belegung = 1 erfllt. Bei einer Laufrichtung von
rechts nach links, die mit der Belegumg= 0 assoziiert ist, wird die Klau-
sel ebenso erflllt, weil sie in diesem Fall das Literaénthalt. Also erfullt
die mit der Rundreise assoziierte Belegung alle Klauseln.

e Eine Belegung beschreibt in welcher Richtung die Gad@ets. ., Gy je-
weils durchlaufen werden. Die Klauselknoten konnen widig Rundreise
einbauen, indem wir fur jeden Klauselknoten(l1 < j < M) eine Varia-
ble z; auswahlen, die die zugehorige Klausel erfullt, und bB@esuch des
Gadgetsty; einen Umweg uber den Klauselknotennehmen. Sollte die
Klausel furz; = 1 erfullt sein, so ist; unnegiert inc; enthalten, und so-
mit ist ein Besuch vowr; beim Durchlaufen des Gadgets von links nach
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rechts moglich. Sollte die Klausel hingegen fijr= 0 erfullt sein, so ist die
Variable negiert in der Klausel enthalten, und der Besucheyd&ann beim
Durchlaufen des Gadgets von rechts nach links erfolgero Rdgnen alle
Klauselknoten in die Rundreise eingebunden werden. 0

HC konnen wir nun auf die Entscheidungsvariante von TSBzieden, wobei
wir nur auf zwei verschiedene Distanzwerte zwischen deerOzuriickgreifen
mussen, namlich Distanzen mit Wert 1 oder 2. Diese eirlgas&te TSP-Variante
bezeichnen wir mi{1, 2}-TSP. Gegeben sei ein ungerichteter Graphk= (V, F)
fur HC. Wir definieren eine symmetrische Distanzmatrix TP, bei der wir fur
Knotenpaare zwischen denen eine Kanté&-iworliegt, die Distanz 1 eintragen,
und fur alle anderen Paare die DistanZ-Z2nthalt nun einen Hamiltonkreis genau
dann, wenn die Eingabe f{rl, 2}-TSP eine Rundreise der Lang| enthalt.
Durch diese Polynomialzeitreduktion ergibt sich unmigiseldie Harte vor{1, 2}-
TSP und somit auch die Harte des allgemeinen TSP.

Korollar 2.38 Die Entscheidungsvariante vdn, 2}-TSP istNP-hart. O

2.7 NP-Vollstandigkeit einiger Zahlprobleme

Wir fuhren zunachst zwei elementare arithmetische Rrablein: SUBSET-SUM
und PARTITION. Wir reduzieren 3SAT polynomiell auf SUBSISDM und dann
SUBSET-SUM auf PARTITION. Aus deNP-Harte von SUBSET-SUM folgt
dann fast direkt die Harte des Rucksackproblems und ausRi¢tarte von PAR-
TITION ebenso leicht die Harte des Bin-Packing-Problems.

2.7.1 NP-Vollstandigkeit von SUBSET-SUM

Problem 2.39 (SUBSET-SUM)
Eingabeu,,...,ay € N,b € N
FrageGibtesK C {1,..., N} mit)_,_ . a; = b?

Satz 2.40 SUBSET-SUM idiP-vollstandig.

Beweis:Da die TeilmengeX als Zertifikat verwendet werden kann, ist SUBSET-
SUM offensichtlich inNP enthalten. Um di&lP-Harte des Problems nachzuwei-
sen, beschreiben wir eine Polynomialzeitreduktion vonBS2egeben sei eine
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Formel ¢ in 3KNF. Diese Formel bestehe alg Klauselne,, ..., ¢y, Uber N
Variablenxy, ..., zy. Furi € {1,..., N} sei

Si) = {je{l,...,M} | Klauselc; enthalt Literalr;} ,
S'(1) = {jed{l,....,M}|Klauselc; enthalt Literalz; } .

Aus der Formed erzeugen wir eine SUBSET-SUM-Eingabe. Wir beschreiben die
Eingabe von SUBSET-SUM in Form von Dezimalzahlen, dieus M Ziffern
bestehen. Did-te Ziffer einer Zahla bezeichnen wir dabei mit(k). Fur jede
boolesche Variable;, i € {1,..., N}, enthalt die SUBSET-SUM-Eingabe zwei
Zahlena; unda;, deren Ziffern wie folgt definiert sind.

a;(1))=1 und Vje S():a;(N+j)=1,
a;(i)=1 und Vj € S'(i):aj(N+j)=1.

Alle anderen Ziffern setzen wir auf den Wert 0. Neben den jnmvei Zahlen

pro Variable generieren wir zwei weitere Zahlepund 4, pro Klausel, die wir
alsFullzahlenbezeichnen. Fur < j < M gelteh; = h};, wobei nur die Ziffern

an PositionN + j den Wert 1 haben, alle anderen Ziffern erhalten den Wert 0.
Wir miussen noch den zur SUBSET-SUM-Eingabe gehodrendemn&unwertb
spezifizieren: Wir setzeb(k) = 1fur1 <k < Nundb(k) =3fur N +1 <k <

N + M.

Die Reihenfolge bzw. Wertigkeit der einzelnen Ziffern dpie unserer Kon-
struktion keine Rolle. Wichtig ist lediglich, dass es ber éeldition einer be-
liebigen Teilmenge der Zahlemn, a;, h;, h; keinen Additionsubertrag von Ziffer
zu Ziffer geben kann. Dies wird dadurch gewahrleistetsda® Ziffernposition
hochsten funf dieser Zahlen eine 1 enthalten. Alle amd&@hlen enthalten an
dieser Position eine 0. (Es wirde deshalb tatsachlicheaen, ein Zahlensy-
stem zur Basis 6 statt des Dezimalsystems zu verwendenbeageren Intuition
konnen wir uns vorstellen alle Zahlen der SUBSET-SUM-Eingin einer Tabel-
le abzutragen, in der fur jede Ziffernposition eine Spattegesehen ist. Abbil-
dung 2.6 zeigt beispielsweise die Tabelle fur die folgeBidBIF-Formel.

(.1'1\/.i'g\/l'g)/\(l’g\/l’g\/[i’]\[)/\...

Die Zahlen in unserer Konstruktionsbeschreibung sindrgigeh grof3. Sie
bestehen aud/ + M Ziffern. Ihre Kodierungslange ist dennoch polynomiell in
der Eingabelange der Formgbeschrankt, deren Kodierustf N + M) Zeichen
bendtigt. Insbesondere kann die SUBSET-SUM-Eingabe Ignpmieller Zeit
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| 1 2 3 N|N+1 N+2 --- N+M]|
a; [1 0 0 0] 1 o - -
aj |1 0 0 0| 0 0

az [0 1 0 0| 0 1

ay [0 1 0 0 1 0

az [0 0 1 0 1 1

ay [0 0 1 0| O 0

ay [0 0 0 11 0 0

ay [0 0 0 1| 0 1
hi [0 0 O 0] 1 0 0
hy |0 0 0 0 1 0 0
hy [0 0 O 0| 0 1 0
hy |0 0 0 0| O 1 0
hy [0 O O 0| 0 0 1
hy |0 00 --- 0] O 0 1
b1 11 - 1] 3 3 3 ]

Abbildung 2.6: Illustration zur Reduktion von 3SAT auf SUBESUM

aus der 3SAT-Eingabe konstruiert werden. Wir missen neggegibt genau dann
eine Teilmenge der Zahlen, a;, h;, b, mit Summenwerb, falls die Formebl eine
erfullende Belegung hat.

¢ Falls es eine erfullende Belegumtgibt, so nehmen wir diejenigen Zahlen
a; in unsere Teilmeng& auf, fur die giltz} = 1, ansonsten nehmen wif
auf. SeiA die Summe der ausgewahlten Zahigmunda;. Da fur jedes €
{1,..., N} entwedemw; odera, aufgenommen wird, gilti(i) = 1. Da jede
Klausel mindestens ein erfillltes Literal enthalt, giidemA(N + j) > 1
furl1 < j < M. Falls A(N + j) < 3 so konnen wir eine oder beide
der Fullzahlem:; und h’; verwenden um exakt den geforderten Wedn
Ziffernposition N + j der Summe zu erhalten. Also gibt es eine zulassige
Losung fur SUBSET-SUM.

e Falls es nun eine TeilmengE der Zahlena;, a’, h;, h, mit Summenwert

(2 K3

b gibt, so enthaltk fur jedesi € {1,..., N} entweder die Zaht; oder
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die Zahla!, denn sonst wirde sich in Ziffernpositiarkeine 1 ergeben.
Setzex; = 1, fallsa; € K, undz} = 0, fallsa; € K. Wir zeigen,z* ist
eine erfullende Belegung: Sdidie Summe der Zahlemy unda;, die in K
enthalten sind. Es gilt(N + j) > 1fur 1 < j < M, weil nur so die Ziffer

an PositionV+j in der SUBSET-SUM-Losung den Wert 3 annehmen kann,
da nur zwei Fullzahlen fur diese Position zur Verfugutehen. Dadurch ist
sichergestellt, dass jede Klausel mindestens ein LiteraWart 1 enthalt,

so dass* eine erfiullende Belegung ist.

O

2.7.2 NP-Vollstandigkeit von PARTITION

Problem 2.41 (PARTITION)
Eingabeu,,...,ay € N
FrageGibtesK C {1,..., N} mitY, o a; = Yy vy 02

.....

PARTITION ist ein Spezialfall von SUBSET-SUM, da die gekeelFrage
aquivalent zur Frage ist, ob es eine Teilmerigemit Summenwert% Zf;l a;
gibt. Wir zeigen, dass diese Spezialisierung des SUBSEW®Htbblems nicht
einfacher zu losen ist, als das allgemeine SUBSET-SUMJEo.

Satz 2.42 PARTITION istNP-Vollstandig.

BeweisPARTITION ist offensichtliche NP, weil es ein Spezialfall von SUBSET-
SUM ist. Um zu zeigen, dass PARTITIONP-hart ist, zeigen wir SUBSET-SUM
<, PARTITION. Die Eingabe von SUBSET-SUM s@ij, . ..,ay € Nundb € IN.

Es seid = Y.V, a;. Wir bilden diese Eingabe fur SUBSET-SUM auf eine Ein-
gabe fur PARTITION ab, die aus de¥ + 2 Zahlenad!, . .., d)y, bestehe. Dazu
setzen wir

° agzalfurlgng,
® ay, =2A—b,und

° a?VJrQZA—{—b.
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In der Summe ergeben diedé+ 2 Zahlen den Wertt A. PARTITION fragt also
danach, ob es eine Aufteilung der Zahten. .., ay_, in zwei Teilmengen gibt,
die in der Summe jeweil3A ergeben oder aquivalent, ob es eine Teilmenge der
Zahlen mit SummenwegtA gibt.

Diese einfache Eingabetransformation ist in polynomielleit berechenbar.
Wir miissen zeigen, dass die Eingabe fur SUBSET-SUM geaan dine Losung
hat, wenn auch die Eingabe fur PARTITION eine Losung hat.

¢ \Wenn es eine geeignete Aufteilung der Eingabezahlen fRTPAON gibt,
so kdnnenay_, unda’y,, dabei nicht in derselben Teilmenge sein, denn
a4, +aly,., = 3A. Deshalb ergibt sich auch eine Losung fur SUBSET-
SUM, denn diejenigen Zahlen aug, ..., da\y bzw. ay,..., ay, die sich
in derselben Teilmenge wi€,,, befinden, summieren sich auf 2ul —

A
Ay = D.

¢ Die Umkehrrichtung gilt ebenfalls, denn wenn es eine Teilgeeder Zahlen
ay,...,ay bzw.a, ..., ay mit Summenwert gibt, so konnen wir die Zahl
a’y,, zu dieser Teilmenge hinzufiigen, und erhalten dadurchTai@enge
der Zahler!, ..., a’y,, deren SummenwentA ist.

O

2.7.3 Konsequenzen fur KP und BPP

Das folgende Korollar zeigt, dass das Rucksackproblem @&gdas Bin-Packing-
Problem (BPP) keinen Polynomialzeitalgorithmus zulasesrsei den® = NP.
Diese Ergebnisse folgen unmittelbar aus NéxVollstandigkeit von SUBSET-
SUM und PARTITION.

Korollar 2.43 Die Entscheidungsvarianten von KP und BPP dilidvollstndig.

Beweis:Wir reduzieren SUBSET-SUM auf die Entscheidungsvariame KP.

Bei der Entscheidungsvariante von KP siNdObjekte mit Gewichtoy, ..., wy

und Nutzenwerp, . . ., py gegeben. Gefragt ist nach einer Teilmenge der Objekte
mit Gewicht hochsten® und Nutzenwert mindesten?. Wir setzenw; = p; =

a; fur 1 < i < NundB = P = b. Eine Teilmenge der Zahlem, ... ay

mit Summenwerb existiert genau dann, wenn es eine Rucksackbepackung mit
Gewicht hochsten® = b und Profit mindesten® = b gibt.
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Wir reduzieren PARTITION auf die Entscheidungsvarianta B#P. Bei der
Entscheidungsvariante von BPP siNdObjekte mit Gewichtw,, ..., wy gege-
ben. Die Frage lautet, ob diese ObjektekiBehalter mit Gewichtsschranke je-
weils b passen. Wir setzew; = a; fur1 < ¢ < N,k = 2undb = %Zf\il a;.

Die Zahlena,, . .., ay kdnnen genau dann in zwei gleich grof3e Teilsummen auf-
geteilt werden, wenn die Objekte mit den Gewichigen . ., ay in zwei Behalter
mit Gewichtsschranke = 7 SV a; passen.

Beide Reduktion konnen in polynomieller Zeit berechnetdea. O

2.8 Ubersicht iber die Komplexitatslandschaft

Wir fassen zusammen und geben efigersicht iiber Komplexitatsklassen, die
wir kennen gelernt haben. Wir beschranken uns dabei aigcBatdungsproble-
me. P enthalt die Probleme, die wir effizient l6sen konnengafs polynomiel-

ler Zeit in Rechenmodellen, die den existierenden Computahe kommen\P
enthalt diejenigen Probleme, die wir in polynomiellertZaif nicht deterministi-
schen Maschinen losen konnen. Unter der Hypotlirese NP kdnnen wir nicht
alle Probleme au8IP effizient losen, insbesondere die schwierigsten unter den
Problemen audlP, die NP-vollstandigen Probleme, haben keinen Polynomial-
zeitalgorithmus. Diese fasst man in der KlaB$&zusammen.

Sei PSPACE die Klasse derjenigen Probleme, die wir mit einem polynomi-
ell beschrankten Band auf einer Turingmaschine losem&i. Im Gegensatz zur
Zeitkomplexitat kann man nachweise®afz von Savitghdass diese Klasse sich
nicht verandert, wenn wir zwischen deterministischenniott deterministischen
Turingmaschinen wechseln. Alternativ kaRBPACE auch uber Registermaschi-
nen definiert werden, ohne die Bedeutung der Klasse zugeranim Beweis des
Satzes von Cook und Levin haben wir nebenbei beobachtet wlaslie Proble-
me in NP mit polynomiell gro3em Speicherplatz 16sen konnen, dh der Kopf
einer Turingmaschine pro Zeitschritt nur eine Position &gen kann. Also gilt
NP C PSPACE.

Die Klasse der Probleme mit einer Laufzeitschragk®) fir ein Polynom
p bezeichnen wir al€XPTIME. In Korollar 2.20 haben wir gezeigt, dass gilt
NP C EXPTIME. In Ubungsaufgabe 1.9 haben wir gezeigt, dass es bei einer
Speicherplatzbeschrankung der GraRe) nur2°¢() viele verschiedenen Kon-
figurationen fir eine Turingmaschine gibt, so dass im Failtler solchen Spei-
cherplatzbeschrankung auch die Rechenzeit dffeli) beschrankt ist. Die Pro-
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NPC

Abbildung 2.7:Uberblick iiber die Komplexitatslandschaft unter der biypese
P C NP C PSPACE C EXPTIME.
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bleme inPSPACE konnen deshalb in Ze(™) gelost werden, so dass tatsachlich
gilt PSPACE C EXPTIME. Wir fassen zusammen.

P C NP C PSPACE C EXPTIME

Es ist bekannt, dass Probleme existieren, dieX®TIME aber nicht inP ent-
halten sind Hierarchiesitzg. Somit giltP C EXPTIME. In allen anderen Fallen
ist unklar, ob die angegebenen Inklusionen echt oder urstctit ob also etwa
die KlasserP undNP oder sogar die Klassehund PSPACE nicht doch zusam-
menfallen. Abbildung 2.7 beschreibt die Situation unter kxbreiteten Hypo-
these, dass diese Inklusionen alle echt sind. In der VareKomplexittstheorie
im Hauptstudium wird dieses Bild weiter verfeinert. ZwisaP und PSPACE
wird beispielsweise die Komplexitatslandschaft durah shgenanntpolynomi-
elle Hierarchiegegliedert, deren unterste Stufe durch die Klag¢emund CoNP
gebildet wird, wobei CANP die Komplemente der Sprachen &R enthalt, also
diejenigen Entscheidungsprobleme bei denenMEIN-Antworten* polynomiell
verifizierbar sind.

Wir verlassen an dieser Stelle die klassische Komplesthiabrie und kiim-
mern uns im verbleibenden Rest der Veranstaltung um eiemativen Ansatz
um mit schwierigen Optimierungsproblemen wie KP, BPP un@ T8zugehen,
fir deren Entscheidungsvarianten wir éN€-Vollstandigkeit nachgewiesen ha-
ben.

2.9 Approximationsalgorithmen fiir NP-harte Pro-
bleme

Wir nennen ein OptimierungsprobleNP-hart, wenn die Entscheidungsvariante
des Problem8IP-hart ist. Unter der Hypothege # NP gibt es furNP-harte Op-
timierungsprobleme wie das Rucksackproblem (KP), dasHzicking-Problem
(BPP) und das Traveling-Salesperson-Problem (TSP) kétngmomialzeitalgo-
rithmus, der eine optimale Losung berechnet. In der Prigkiss haufig jedoch
ausreichend eine Losung zu berechnen, deren Zielfurgitiert vielleicht nicht
optimal ist, aber das Optimum annahernd erreicht.

Sei Il ein Optimierungsproblem. Fur eine Instahzon IT bezeichnen wir
den optimalen Zielfunktionswert miipt(7). Wir unterscheideMinimierungs-
und Maximerungsproblemdanach, ob der Zielfunktionswert wie etwa bei TSP
minimiert oder wie beim Rucksackproblem maximiert werdelh s
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e Ein a-Approximationsalgorithmysy > 1, fur ein Minimierungsproblenhl
berechnet fiir jede Instanzvon II eine zulassige Losung mit Zielfunkti-
onswert hochstens - opt(I).

e Ein a-Approximationsalgorithmysy < 1, fur ein Maximierungsproblem
IT berechnet fur jede InstardzvonII eine zulassige Losung mit Zielfunkti-
onswert mindestens - opt(1).

Der Terma wird auch alsApproximationsfaktooder Approximationsgte be-
zeichnet. Ein 2-Approximationsalgorithmus fur TSP wailgkispielsweise fur je-
de TSP-Instanz eine Rundreise berechnen, die hochstppsltlso teuer ist, wie
eine optimale Rundreise. Ein99-Approximationsalgorithmus fur das Rucksack-
problem wiirde fur jede Rucksackinstanz eine zulassigekBackbepackung be-
rechnen, die mindestens 99% des optimalen Nutzenwertislatr

Nicht alle NP-harten Optimierungsprobleme haben einen Approximadibns
gorithmus mit polynomiell beschrankter Laufzeit. EingenigeNP-harte Opti-
mierungsprobleme lassen sich allerdings beliebig gutaymieren. Diese Pro-
bleme haben ein sogenanntes Approximationsschema. Zuchliss der Vorle-
sung demonstrieren wir dieses Prinzip anhand des Rucksdaskms.

2.9.1 Ein Approximationsschema flur das Rucksackproblem

Ein Approximationsschema fur ein Optimierungsprobleml ist ein Algorith-
mus, der es ermoglicht, in polynomieller Zeit eine zuigsd osung furll mit
beliebiger Approximationsgiite zu berechnen. Der gewfitesApproximations-
faktor ist dabei ein Parameter des Algorithmus: Bei Eingaber Probleminstanz
I und einer Zahk > 0, berechnetd eine zulassige Losung mit Approximati-
onsfaktorl + e, falls IT ein Minimierungsproblem ist, bzwl. — ¢, falls II ein
Maximierungsproblem ist. Die Laufzeit eines Approximasschemas hangt ty-
pischerweise von der Eingabelangand dem Parameterab. Wir unterscheiden
zwei Varianten von Approximationsschemata bezuglickrituaufzeitschranken.

e Ein Approximationschemd wird alsFPTAS (fully polynomial time appro-
ximation schemd)ezeichnet, falls die Laufzeit vaaA polynomiell sowohl
in n als auch in: beschrankt ist.

¢ Ein Approximationschema wird alsPTAS (polynomial time approximati-
on schemepezeichnet, falls die Laufzeit voA fur jedes konstante > 0
polynomiell inn beschrankt ist.
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Typische Laufzeitschranken fir ein FPTAS sind etWa?/¢) oderO(n® +1/¢2).
Wir werden zeigen, dass das Rucksackproblem ein FPTAS matforderun-
gen an ein PTAS sind schwacher, denn die Laufzeit muss patomiell voni
abhangen. Statt dessen wirdls Konstante aufgefasst. Fur ein PTAS sind Lauf-
zeitschranken der Forr®(2'/n?) oder auchO(n'/<logn) erlaubt, die fur ein
FPTAS nicht zulassig waren.

Das FPTAS fur das Rucksackproblem basiert auf einem dyscdman Pro-
gramm. SeiP = max;<,;<y p; der maximale Nutzenwert tiber dié gegebenen
Objekte. Der Algorithmus findet eine optimale Rucksacklokpag inO(N?P)
uniformen Rechenschritten, von denen jeder einzelne ipnpohieller Zeit be-
rechnet werden kann, wie wir in Lemma 2.44 zeigen werdencleadie Lauf-
zeitschrankeD(N?P) ist nicht polynomiell in der Eingabelange beschrankt.
Zwar gilt N < n aber P kann exponentiell im sein. Eine derartige Laufzeit-
schranke, die polynomiell lediglich in der GroRRe (statt edierungslange) der
Eingabezahlen beschrankt ist, wird pieeudopolynomieblezeichnet.

Lemma 2.44 Fur das Rucksackproblem gibt es einen Algorithmus, der gitie o
male Losung inO(N?P) uniformen Rechenschritten berechnet.

Beweis:Der optimale Nutzenwert liegt offensichtlich zwischen @uw - P. Fur
ie{0,...,N}tundp € {0,...,N - P}, seiA,, das kleinstmogliche Gewicht,
mit dem man den Nutzenwertexakt erreichen kann, wenn man nur Objekte aus
der Menge{1,...,i} verwenden darf. Wir setzeA,, = oo, falls der Nutzen

p nicht durch eine Teilmenge vofi, ..., :} erreicht werden kann. Fur allec
{1,...,N}gilt A;y = 0. AuBerdem gilt4,, = oo furallep > O und 4;, = o
furallep < 0. Furi € {1,...,N}undp € {1,..., N - P} gilt nun die folgende
Rekursionsgleichung:

Ai+1,p = min(Ai,zm Ai,pfpiﬂ + wi+1) :
Wir verwenden den Ansatz der dynamischen Programmierud@erechnen Zei-

jeden Tabelleneintrag benotigen wir dabei eine konstamzahl von Rechen-
schritten. Die Laufzeit entspricht somit der GroRRe dereliaO(N2P). Der ge-

suchte, maximal erreichbare Nutzenwert ist
max{p | An, < b} .

Die zugehorige Rucksackbepackung lasst sich durch Atdspen geeigneter Zu-
satzinformationen zu den einzelnen Tabelleneintragkeonsruieren, so dass die
optimale Rucksackbepackung in Z&l{ N? P) berechnet werden kann. U
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Die Laufzeitschranke hangt linear von der Grol3e der Nwtegte ab. Zu be-
achten ist, dass der Algorithmus davon ausgeht, dass deehuerte — wie in der
Problemspezifikation festgelegt — naturliche Zahlen sia konnen die GroRRe
der Eingabezahlen verringern, indem wir alle Nutzenweitealemselben Skalie-
rungsfaktorae multiplizieren (z.B.a« = 0.01) und die dabei entstehenden Nach-
kommastellen streichen. Was passiert nun, wenn wir dasnaigeae Programm
mit derart skalierten und gerundeten Nutzenwerten auifufe

e Einerseits verbessert sich die Laufzeit des AlgorithmuslamSkalierungs-
faktor o, da die Laufzeitschranke linear vom grof3ten Nutzenwdntalt,
und sich dieser Wert um den Faktowverringert hat.

e Andererseits konnen wir nicht mehr garantieren, dass tigsraAhmus eine
optimale Losung berechnet, da er mit gerundeten Nutzéewarbeitet.

Wenn wir uns nun allerdings vorstellen, dass wir den Skatigsfaktor derart
wahlen, dass die Nutzenwerte durch die Rundung nur legtiélscht werden, so
sollte die vom Algorithmus berechnete Losung doch einetzéhuwert haben, der
,hahe" am optimalen Nutzenwert liegt. Wir zeigen im Folgenakass dieser ein-
fache Skalierungstrick tatsachlich funktioniert und zween FPTAS flhrt, wenn
wir den Skalierungsfaktor auf geeignete Art und Weise in &ixigkeit von den
ParameternV, P unde wahlen.

Satz 2.45Das Rucksackproblem hat ein FPTAS.

Beweis:Das FPTAS arbeitet folgendermalien:

1. Skaliere die Nutzenwerte mit dem Faktor= eﬂp und runde ab, d.h. for
ie{l,...,N} setzep, = |ap;].

2. Berechne eine optimale Rucksackbepacking {1, ..., N} fur die Nut-
zenwertey, . . ., py mit dem dynamischen Programm aus Lemma 2.44.

Durch die Skalierung sind die Nutzenwerte nach oben basg&hdurchP’ =
laP] = [¥]. Aus Lemma 2.44 ergibt sich somit unmittelbar eine Laufzitan-
ke vonO(N?P’") = O(N?/e¢) uniformen Rechenschritten. Im logarithmischen
Kostenmal3 ist noch die Zeit zu berticksichtigen, die figr @inzelnen Rechen-
schritte benotigt wird. Diese Zeit ist jedoch offensiattilpolynomiell in der Ein-
gabelange beschrankt, da es sich bei den Rechenschmitterm einfache Addi-
tionen und Vergleiche handelt. Um zu zeigen, dass der Algors ein FPTAS
ist, missen wir also nun nur noch den Approximationsfakémhweisen.
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SeiK* C {1,..., N} eine optimale Rucksackbepackung. Die durch den Al-
gorithmus berechnete Rucksackbepackung bezeichnen wik nits gilt zu zei-
gen

p(K) = (1 =€) p(K7) .
Fur den Beweis skalieren wir die gerundeten Nutzenwertaell wieder herauf,
allerdings ohne dabei den Rundungsfehler riickgangig achen, d.h. wir set-
zenp! = p,/a. Die Rucksackbepackung ist optimal fur die Nutzenwertg;
und somit auch optimal fur die Nutzenweyie Bezogen auf die urspriinglichen
Nutzenwertep; macht der Algorithmus allerdings moglicherweise furgedb-
jekt einen Rundungsfehler: Objekte sehen weniger profitakseals sie eigentlich
sind. Der Rundungsfehler fur Objekiasst sich abschatzen durch

ap; ap; — 1 1
pi—p; = pi—u <pi——— = —.

« « «
Fir eine Teilmenge C {1,..., N} seip(S) = > .copi undp”(S) = >, o1y
Der Rundungsfehler fur eine optimale Losukig lasst sich entsprechend abschat-
zen durch

1 N
pE) = p"(K7) < Y~ < — =P < ep(K)
iEK*

wobei die Ungleichung(K™*) > P daraus folgt, dass der optimale Nutz€iik *)
mindestens so grol} ist wie der Nutzen des Objektes mit denmmaden Nutzen-
wert P. Aus der obigen Ungleichung folgt' (K*) > (1 — ¢) p(K*). Nun ergibt
sich

p(K) > p'(K) > p"(K*) > (1—e)p(K") .

O

Eine wichtige Grundlage fur das FPTAS des Rucksackproblistndas dy-
namische Programm mit Laufz&t( N2 P). Ein anderes dynamisches Programm,
das vielleicht aus der Vorlesumatenstrukturen und Algorithmeésekannt ist, hat
LaufzeitO(N?W), wobei ¥ das maximale Gewicht ist. Dieser Algorithmus ist
also pseudopolynomiell in den Gewichten statt in den Nwagten. Um aus die-
sem Algorithmus ein FPTAS zu gewinnen, misste man die Géw/itinden. Das
ist aber problematisch, denn

e rundet man die Gewichte ab, so berechnet der Algorithmugintierweise
ein unzulassige Losung;
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e rundet man die Gewichte hingegen auf, so ignoriert der Aligmrus mog-
licherweise einige sehr gute zulassige Losungen.

Der Skalierungstrick, den wir fur das Rucksackproblengediihrt haben, funk-
tioniert auch fur einige andere Optimierungsprobleme,alhnen pseudopolyno-
miellen Algorithmus haben. Um ein FPTAS zu erhalten, sallteLaufzeit, wie
erlautert, pseudopolynomiell in der Zielfunktion und tmign den Nebenbedin-
gungen sein. Ist dies gegeben, so ist im Einzelfall zu tlaéep, ob und wie man
durch geschicktes Runden zu einem FPTAS gelangen kann.

2.9.2 Stark und schwach\P-harte Probleme

Bisher sind wir durchgangig davon ausgegangen, dass Zahler Eingabe ei-
nes Problems binar kodiert werden. Die Spezifikation dag&beformats ist Teil
der Problembeschreibung. Wenn wir das Eingabeformatrande erhalten wir
ein neues Problem. Das Rucksackproblem mit binarer Kodgehaben wir mit
KP bezeichnet. Sei u-KP die Variante des Rucksackproblbeigler wir anneh-
men, dass die Eingabezahlen unar kodiert vorliegen, drtkadieren eine Zahl
k € IN durchk aufeinander folgende Einsen. Die Eingabelange /@8t dannk
und nicht mehrflog(k + 1)] wie bei der binaren Kodierung. Wir wissen KP ist
NP-hart, hat aber einen Algorithmus mit pseudopolynomidliaufzeitschranke.
Die Laufzeit dieses Algorithmus ist polynomiell in der Geder Eingabezahlen
beschrankt, was nichts anderes bedeutet, als dass dieclitgublynomiell in der
unaren Eingabelange ist. Der pseudopolynomielle Atgorus fur KP ist also aus
Sicht von u-KP ein Polynomialzeitalgorithmus.

Somit ist das Rucksackproblem bei unarer Kodierung’ jrobwonhl
es in der ublichen binaren Kodieruhidp-hart ist.

Wie lal3t sich dieses scheinbare Paradoxon erklaren? m Béchsel von der
binaren zur unaren Kodierung vergrof3ert sich die Eietfaige exponentiell. Da
wir die Komplexitat eines Problems relativ zur Eingalngj@ beschreiben, hat sich
durch das Aufblasen der Eingabe die Komplexitat des Pnobleerringert, ob-
wohl eine gegebene Instanz natirlich nicht dadurch ev@iazu losen ist, dass
wir die Eingabezahlen unar hinschreiben. Wir untersaeigun zwei Arten von
NP-harten Problemen, namlich einerseits Probleme, die @eclinarer Kodie-
rung nochNP-hart sind, und andererseits Probleme, wie das Rucksatuligono
die lediglich in binarer KodierunyP-hart sind.
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Definition 2.46 Ein NP-hartes Problem, das bei @rer Kodierung einen poly-
nomiellen Algorithmus hat, wird alschwachNP-hartbezeichnet. Ein Problem,
das auch bei uarer Kodierung der EingabezahlétP-hart bleibt, wird alsstark
NP-hartbezeichnet.

Das Rucksackproblem ist schwahl?-hart, da es einen pseudopolynomiel-
len Algorithmus hat. Die Probleme SUBSET-SUM und PARTITIGINd eben-
falls schwach NP-hart, da sie mit einer einfachen Variaetedynamischen Pro-
gramms fur das Rucksackproblem ebenfalls in pseudopoligiter Zeit gelost
werden konnen.

Bemerkung 2.47 KP, SUBSET-SUM und PARTITION sind schwach NP-hart.

Das Cliqguenproblem ist ein Beispiel fur ein Problem, wekhrivialer Wei-
se starkNP-hart ist, weil sich die Eingabelange nur um einen konstafaktor
verandert, wenn wir die einzige in der Eingabe vorkommenale, namlich die
CliquengroRRet € {1,...,|V|}, unar statt binar kodieren. Korollar 2.38 belegt
die NP-Harte von{1, 2}-TSP und zeigt somit, dass TSP auch dann rdRetart
ist, wenn alle Eingabezahlen klein sind. TSP ist somit eddenstarkNP-hart,
obwohl sich bei diesem Problem die Eingabelange expaogienéirgrof3ern kann,
wenn Zahlen unar statt binar kodiert werden. Auch vom Batking-Problem
(BPP) weiss man, dass es stéiR-hart ist.

Bemerkung 2.48 CLIQUE, TSP und BPP sind stark NP-hart.

Unter der Hypothese = NP haben diese Probleme somit keinen Algorithmus
mit einer Laufzeitschranke, die polynomiell in der unak&rdierungslange ist,
also keinen pseudopolynomiellen Algorithmus.

Wir zeigen nun, dass statkP-harte Optimierungsprobleme nicht nur keinen
pseudopolynomiellen Algorithmus sondern auch kein FPTABeh kdnnen, es
sei dennP = NP. Der folgende Satz macht einige kompliziert klingende {ech
nische Annahmen, die aber fur typische Optimierungsgrokl ohne weiteres
erfullt sind. Als Faustformel sollten wir uns merken, urder Hypothes® = NP
haben starlP-harte Probleme kein FPTAS.

Satz 2.49 Seill ein Optimierungsproblem mit ganzzahliger, nicht-negatiiel-
funktion. Sep ein geeignetes PolynomuFeine Eingabd bezeichnept(I) € N
den Wert einer optimalendsung undn, (/) die urare Eingabeinge. Es gelte
opt(I) < p(n,(I)) fur jede Eingabd . Falls IT stark NP-hart ist, so hatll kein
FPTAS, es sei derfh = NP.
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Beweis:Zum Zwecke des Widerspruchs nehmen wir Hnist starkNP-hart und
hat ein FPTAS. Aus dem FPTAS werden wir einen pseudopolyelbeni Algo-
rithmus furIl konstruieren. Einen derartigen Algorithmus kann es uneerty-
pothese® # NP nicht geben. Also hdil kein FPTAS odeP = NP.

Wir nehmen der Einfachheit halber dn,ist ein Minimierungsproblem. Der
Beweis fur Maximierungsprobleme funktioniert analogi 8esin FPTAS furll.
Bei Eingabel mit unarere Lange:,(I) setzen wire = 1/p(n,(I)). Die von A
berechnete Losung hat damit den Wert hochstens

(14+¢€)opt(I) < opt(I) +ep(ny(l)) = opt(I)+1 .

Somit berechnet! eine Losung mit Zielfunktionswert € [opt(1), opt(I) + 1).
Aus der Ganzzahligkeit der Zielfunktion folgt,= opt(/). A berechnet also eine
optimale Losung. Die Laufzeit voA ist polynomiellin = p(n, (1)) beschrankt,
also polynomiell im,, (), und somit istd ein pseudopolynomieller Algorithmus.
Damit ist der gewiinschte Widerspruch gezeigt. O

Aus dem obigen Satz folgt beispielsweise, dass TSP kein BHI#&, da es
starkNP-hart ist. Die Umkehrung von Satz 2.49 gilt nicht. Es gibtliteoe mit
pseudopolynomiellen Algorithmen, fur die es unter der btyeseP # NP be-
weisbar kein FPTAS gibt.

In der Vorlesungeffiziente Algorithmenvird das Thema Approximationsal-
gorithmen intensiver vorgestellt. Es wird z.B. gezeigts<ldSP in seiner allge-
meinen Form Uberhaupt keinen Approximationsalgorithmitspolynomiell be-
schrankter Laufzeit hat, es sei deAn= NP. Nur wenn man bestimmte Forde-
rungen an die Distanzmatrix stellt, also die Eingabe eirgsttt, kann man das
TSP-Problem bis auf einen konstanten Faktor approximieren
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