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Kapitel 1

Transitionssysteme, endliche
Automaten

1.1 Nichtdeterministische endliche Automaten

Ausgangspunkt ist die Modellierung von Systemen durch (endlich viele) Zusténde
und Zustandsiiberginge (Transitionen), die durch Aktionennamen beschriftet sind.
Das Verhalten eines Systems ist gegeben durch die Folgen von Aktionen, die von
,Anfangszustdnden® in ,Endzustéinde“ fiihren.

Definition: Ein Transitionssystem hat die Form A = (Q, X, I, A, F'), wobei folgen-
de Dinge gelten:

e () Zustandsmenge, X3 disjunkt dazu endliches Alphabet
e [, F C () Mengen der Anfangs- bzw. Endzustinde

e A CQ xX xQ Transitionsrelation

A heifit endlich, falls @) endlich ist.

Ein endliches Transitionssystem heif8t nichtdeterministischer endlicher Automat (NEA),
falls I = {qo} fiir ein ¢y € Q. Notation: A = (Q, 3, g0, A, F).

Sei A ein Transitionssystem wie oben. Ein Pfad durch A ist eine Folge m = pyaiprasps - . - anpp
mit (p;, a;v1,piv1) € A fiir i < n.

Die Beschriftung 3(r) sei ay .. .ay,, die Linge von 7 sei n. A: p — ¢ fiir w € ¥*
besage: Es existiert ein Pfad durch A von p nach ¢ mit Beschriftung w.

Ein Transitionssystem A = (Q, %, I, A, F) akzeptiert w € ¥*, falls A : p - ¢ fiir
ein p € I,q € F. Fiir einen NEA wird analog verlangt: A : ¢ — ¢ fiir ein ¢ € F.
Fiir einen NEA A sei L(A) := {w € Y*|A akzeptiert w} die durch A erkannte
Sprache.

Zwei Automaten A, B sind dquivalent, wenn L(A) = L(B).
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Beispiel:
1. ¥={0,...,9}, L =Menge der w € ¥*, so da} die durch w in Dezimaldarstel-
lung bestimmte Zahl durch 3 teilbar ist. Gesucht: NEA A mit L(A) = L.

Angabe durch Graphen: Zustéinde reprisentiert durch Knoten e, Transitionen
durch beschriftete Pfeile. Der Anfangszustand wird durch —»e gekennzeich-

net, der Endzustand durch @

Der Automat realisiert die Bildung der Quersumme modulo 3 mit den drei
Zusténden fiir ,Rest= 0%, ,Rest= 1, ,Rest= 2“:

0

O\ SR

O :

8

P Te)
[a\|
O
) 0
~ 5
©

Dieser Automat A ist deterministisch, d.h. fiir jeden Zustand p und jeden
Buchstaben a existiert genau eine Transition der Form (p, a, q).

2. L = (, erkennbar durch NEA ° @

L = {¢}, erkennbar durch NEA O,

a a a a,
—>e—ro"po—"p .. —p(e)
L ={w} mit w = ay ...a, erkennbar durch: B G % G .

3. Alphabet ¥ = {a, b}
a b a,b
Ly = {w € ¥*|w hat Prafiz ab}, NEA: * * ®©
[ ¥¥e)

a b
Ly = {w € ¥*|w hat Suffiz ab}, NEA: e (9
2.0

a b a,b
L3 = {'U} & E*|w hat ]nﬁx ab}, NEA H.H.H@O

4. {w € {a,b}*|w hat Infix ab und ungeradzahlig viele b}
Die 1. Eigenschaft wird erkannt durch:

QQO a b a,b
—&re—(e)y
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2. Eigenschaft:

~ »ey ) "geradzahlig viele b gelesen’

o

@{a) "ungeradzahlig viele b gelesen"

Kartesisches Produkt mit induzierten Transitionen gestattet simultanen Test
auf beide Eigenschaften:

NEA A mit Test auf beide Eigenschaften: L(A) = L.

Definition: Gegeben seien zwei Automaten
Al = (Q1, 2, q1, AL Fr) und Ay = (Q2, %, g2, Dy, F).
Der Produktautomat von Ay, A, ist definiert durch
Ai x Ay = (Q1 X Qa, %, (1, 42), A, F)
mit
((p,r),a, (P, 1) € A (pya,p) € Ay, (r,a,1") € Ay,

sowie I' := F| x F.
Bemerkung: L(A; x Ay) = L(A;) N L(Ay)

Beweis: Fiir w =a,...a, gilt

ap...a, € L(A; X Ay) < ex. Pfad (po,ro)ar(p1,7m1)az ... an(Pn, ™n), (Pn,mn) € F

(po,70) = (q1,92), ((Ps, ), Qig1, (Pig1,Tig1)) € A

< (nach Def. von A, F) ex. Pfade poaip; . ..a,p,
mit po = q1, (ps, Aiy1,Pis1) € A1, pn € FY
und roairy ... a,r, mit 7o = qo, (74, Gip1, Tig1) € Ao
und r, € F,

& A, akzeptiert ay .. .a,, und A, akzeptiert a; ...a,

& ay...a, € L(A) N L(A).
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Wir betrachten nun Verallgemeinerungen des NEA und zeigen, daf sich der Bereich
der erkannten Sprachen dadurch nicht erweitert.

Definition: Ein NEA mit Worttransitionen hat die Form A = (Q, %, ¢, A, F)
analog wie NEA, aber mit A C Q) x ¥* x @ endlich.
Sonderfall: e-NEA mit A C Q x (X U {e}) x Q.

Pfade haben nun die Form pouip; . .. patnppe1 mit (pi, wiv1, piv1) € A; die entspre-
chende Beschriftung ist u;...u,. A : p — ¢ werde analog zum Fall der NEA’s
definiert. A akzeptiert w < A :py — F (d.h. ex. ¢ € F mit A : py — q).

Beispiel: L = {abb,bba}. Mogliche NEA’s mit Worttransitionen, die L erkennen:

® .ab
e e O,
%@

Lemma: Zu jedem NEA mit Worttransitionen kann man einen dquivalenten e-
NEA konstruieren.

Beweis: Ersetze in gegebenem e-NEA A jede Transition (p,b;...b,,q), n > 2,
durch Transitionen (p, b1, p1), ..., (Pn_1,bn, q) mit den jeweils neuen Hilfszusténden
D1y ..., Pn—1. lllustration zum letzten Beispiel:

b

o#o;n%@
=

—>e

\A
{ ] 4“) L ] 4“) { ] 4’3 @

O

Bevor wir die Reduktion von e-NEA’s auf NEA’s durchfiihren, einige Bemerkungen
zur Motivation und Anwendungen von e-NEA’s:

1. Strukturierung von endlichen Automaten:

(a) Reduktion auf einen Endzustand:

A

1. @ 1. E

i
O,
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(b) Zusammensetzen von Automaten besser moglich.

Sind A1 = (Q1,%,q1,A1, F1), Ay = (Q2, %, g2, A9, Fy) gegeben. Dann
akzeptiert folgender e-NEA die Sprache L(A;) U L(A3) mit der Endzu-

standsmenge F) U Fy:
g, &7 D A
0

“laeg, D A

2. Syntaxdiagramme sind direkt als e-NEA lesbar:

Beispiel:
decimal number

— > gD

entsprechender e-NEA:

€

€

3. Modellierung paralleler Prozesse: Hier wird nach ,sichtbaren® (fiir die Kom-
munikation wesentlichen) und ,unsichtbaren® (prozef-internen) Aktionen un-
terschieden. In Milner’s CCS (Calculus of Communicating Systems) verwendet
man einen festen Namen 7 fiir die ,unsichtbare Aktion“, den e-Transitionen
entsprechend.

Lemma: Zu jedem e-NEA A kann man einen dquivalenten NEA A’ konstruieren.

Voriiberlegung am Beispiel:
a
< /®
()
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1. Idee: Zusammenziehen e-verbundener Zustinde: Es ergibt sich A’

a

)

4’.4’81) @

[}
nicht dquivalent zu A, denn abba wird durch A’, nicht jedoch durch A akzeptiert.

2. Idee: Eliminiere e-Transitionen und kompensiere dies durch Einfiigen von

o2 pe

fiir jeden Pfad

et pe-0otpe-peCpe--0o-Lpe

Falls A : ¢ — F, muB in A ¢y auch als Endzustand deklariert sein. Ergebnis im
Beispiel:

Beweis: Sei e-NEA A = (Q, X%, qo, A, F') gegeben. Definiere A' = (Q, X, qo, A', F”)
mit (p,a,q) € A’ :& A:p -2 ¢ (iiber e-Pfad!).

, [ F falls nicht A : ¢y — F
| Fu{g) fallsA:qy — F

Zeige: A:qp — F & A : g9 — F.

,=" 1. Fall: w # ¢, etwa w = by ... b, (n > 0). Wihle py,...,p, € Q mit py = qq,

A p; biry Pit1, Pn € F. Dann ist pobip; ... b,p, Pfad durch A’, A" akzeptiert w.
2. Fall: w = . Der zweite Fall in Definition von F” trifft zu, also A’ akzeptiert .

L= Gelte A : qp — F', w=by...b, (n > 0). Wihle Pfad pobyp; . .. b,pp, pn € F'

durch A’. Nach Definition von A’ gilt: A : p; by pir1- Falls p, € F, akzeptiert A das
Wort w, und wir sind fertig. Falls p, ¢ F', dann gilt nach Definition von F’ : p, = ¢
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und zweiter Fall von Definition F’ trifft zu. Also A : gy — pg = qo — F, d.h. A
akzeptiert w. O

Es fehlt noch ein Verfahren zur Entscheidung, ob A : p == ¢ (bei Definition von
A'). Hierzu geniigt ein Verfahren zur Entscheidung, ob A : p’ — ¢ fiir p', ¢ € Q
durch einen e-Pfad.

Bestimmung der ¢-Pfad-verbundenen Zustandspaare in einem ¢-NEA:

Gegeben: e-NEA A = (Q,%,qp, A, F) mit Q = qq,...,¢,
Sei (g4;) die (n x n)-Matrix mit

1 falls (g5,,q5) € A
%=\ 0 sonst

Gesucht: (n x n)-Matrix (¢;;) mit

S 1 falls A: g — g
Y1 0 sonst

Modifikation:

C

 _ | 1 falls ex. Pfad von ¢; nach ¢; der Linge <r
@ 71 0 sonst

Vereinfachte Schreibweise fiir Elemente ¢, d € {0, 1}:
e ¢ ® d statt max(c,d) (,oder*)
e ¢ ® d statt min(c, d) (,und“)
o (cij) @ (dyj) fiir (c;; ® dyj)
o (cij) ® (dig) fiir (e;;) mit ej; = (cn @ d;) B ... @ (Cin @ dnj) =2 (= Cir @ diy)

n—

Behauptung: c;; = ¢} ! fiir n = |Q|, d.h. es existiert ein e-Pfad von ¢; nach ¢; &
es existiert ein e-Pfad von ¢; nach ¢; der Lange < n — 1.

Beweis: Dazu geniigt ,=“: Sei 7 ein e-Pfad von ¢; nach ¢; minimaler Lénge.
Zeige: Liange von 7 ist < n — 1. Wire m = (¢; =)poepi£ - . . €pm(= ¢;) mit m > n, so
existierte eine Zustandswiederholung, etwa py = py mit k& < k'.

Dann ist (¢; =)poepi€ - - . PkEPR+1€ - - - €Pm(= ¢;) kiirzerer e-Pfad von ¢; nach ¢; als
7, im Widerspruch zur minimalen Wahl von 7. U

Behauptung:

(a) (c}))) =Einheitsmatrix E,(= (e;;))

(b) () = B, @ ((c)) ® ().

ij
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Beweis:

(a) Ein e-Pfad von ¢; nach ¢; der Lénge 0 existiert genau fiir ¢ = j.

(b) cl(;ﬂ) =1 <& 1 = j, oder es existiert g, und e-Pfad von ¢; nach ¢, der Linge
< r und e-Kante von ¢; nach ¢; & ¢ = j oder es existiert ein £ mit cz(,? =1

und ej =1 e @ 4 Cz(';;) ®ep =1

O

Behauptung 1 und 2 liefern ein Verfahren zur Berechnung von (¢;;): Falls n = |Q),
(n-1)

mufl man nur ¢;; * bestimmen.
Beispiel:
q784>q208
e
Ge—g 0,
0100 1100
@=L oo 00| @=|o010
0010 0011
1111
)= =105 1 0
0011

Zeitaufwand fiir das Berechnungsverfahren (grobe Abschitzung nach oben):

e fiir den Ubergang von (cg-)

n — 1 Additionen +1 Addition.

) zu (7Y

ii ) pro Matrizeneintrag: n Multiplikationen,

e fiir n? Eintriige insgesamt 2n® boolesche Operationen.

Insgesamt (n — 1) - 2n® boolesche Operationen, also Zeitaufwand O(n*). Dies ist
mit ein wenig mehr Denkarbeit verbesserbar auf O(n?). Die Idee hierbei ist, nicht
nach wachsender Pfadldnge vorzugehen, sondern die Verbindbarkeit von Zusténden
mit Zwischenzustinden in den Mengen {q1},{q1,¢},...,{q1,- .., ¢} sukzessiv zu
betrachten (Algorithmus zur Bestimmung der transitiven Hiille eines Graphen).

Auch die Bestimmung der durch NEA’s erkannten Sprachen kann man in einem
Matrizenkalkiil durchfithren. Dann stellt man einen NEA durch eine Matrix mit
Eintragen d;; = {w|(¢;, w,q;) € A} dar.
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Andere Matrizen treten bei der Darstellung stochastischer Systeme auf, mit Zu-
standsraum @ = {qi,...,q,} und Transitionswahrscheinlichkeiten pi,,...,pi, je-
weils fiir den Ubergang von ¢; nach qi,...,q,. Eine so bestimmte Matrix P = (p;;)
definiert (endlich-dimensionale) Markoff-Kette. Man nimmt hierbei > 77, p;; = 1 an.
Ist (ai,...,a,) Vektor der Wahrscheinlichkeiten fiir ¢,...,q, am Anfang, so ist
(ay,...,a,)-P™ der Vektor der Wahrscheinlichkeiten fiir ¢y, . . ., ¢, nach m Schritten.

Ubungen
Aufgabe (1.1): (Produktautomat) Geben Sie einen NEA fiir die Sprache

{w € {a,b}"||w]|, ungerade und |w|, gerade}

all.

Aufgabe (1.2): (Endzustinde)

1. Zeigen Sie: Jeder NEA ist dquivalent zu einem NEA mit hochstens zwei End-
zustédnden. (Warum reicht nicht einer?)

2. Sei L C ¥* durch einen NEA erkennbar. Zeigen Sie, da} auch die Sprache
LN {w € ¥*||w| gerade} durch einen NEA erkennbar ist.

Aufgabe (1.3): (Produktautomat) Zeigen Sie mit Hilfe der Produktautomaten-
konstruktion, daf} fiir je zwei Sprachen, die von NEA’s erkannt werden, auch ihre
Vereinigung von einem NEA erkannt wird.

Aufgabe (1.4): (Préfixabschlufl) Ist u ein Préfix von v, so schreiben wir u C v.
Zu jeder Sprache L ist der Prifixabschlu8 Prf(L) durch

Prf(L) :={u|Fv(ve LAuC v)}

definiert. Der Wiederholungsabschluf8 Wdh(L) enthilt alle Worter, die aus Wortern
aus L durch Vermehrung vorkommender Buchstaben entstehen. D.h., ein Wort u
gehort zu Wdh(L) genau dann, wenn es ein Wort by ... b, in L und positive natiirli-
che Zahlen n; gibt, so dal uw = b7* ... 0% gilt. (Die b, Buchstaben des Alphabets.)
Zeigen Sie: Wird L durch einen NEA erkannt, dann auch Prf(L) und Wdh(L).

Aufgabe (1.5): (NEA-Beispiele) Im folgenden sind drei natiirlichsprachige Be-
dingungen angegeben, die jeweils die Zugehorigkeit eines Wortes zu einer formalen
Sprache iiber dem Alphabet {a,b} bestimmen. Konstruieren Sie nichtdeterministi-
sche endliche Automaten, die diese Sprache erkennen.

(a) Das Wort endet auf baa.
(b) Weder aa noch bb ist Infix des Wortes.

(c) Wenn an drei verschiedenen Stellen ein a auftritt, dann ist aa ein Infix des
Wortes.
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Zusatz: Versuchen Sie, fiir (a) einen deterministischen endlichen Automaten (DEA)
zu konstruieren.

Aufgabe (1.6): (Mischprodukt oder Shuffle-Produkt) Das Mischprodukt (Shuffle
Produkt) zweier Sprachen L, Ly C ¥* ist definiert durch

{w € T |w =wuvy ... upVp, Uty . .. Uy € Ly, 010y ... 0, € Lo, u;v; € (1 < i < n)}.

Konstruieren Sie zu gegebenen NEA’s A;, Ay einen NEA A, der das Mischprodukt
der Sprachen L(A;) und L(.A;) erkennt.

Aufgabe (1.7): (s-Transitionen) Eliminieren Sie in dem folgenden e-NEA die -
Transitionen.

a
4

)
"

a
N
a € b
—» 00— —r2—>»3 a

€

1.2 Deterministische endliche Automaten

Definition: Ein NEA A = (Q, X, ¢, A, F) heifit deterministischer endlicher Au-
tomat (DEA), falls zu jedem Paar (¢,a) € @) X ¥ genau ein ¢’ mit (¢,a,¢') € A
existiert. Dann ist A beschreibbar durch eine Funktion

0:Qx X — Qmitd(p,a) =q& (pa,q) €A

Notation: A = (Q, %, qo, 0, F).

Definition: Die Fortsetzung von § : Q x ¥ — Q) zu 0" : QQ X ¥* — () wird definiert
durch 6*(q,¢) = ¢,0%(q, wa) = §(6* (¢, w), a) fir w € ¥*,a € X.

Bemerkung: §*(p,w) =q¢& A:p — q.
Beweis: durch Induktion iiber den Aufbau der Worter iiber Y.

w=¢c:6(pc)=qgep=qgA:p—q.
w = va (Induktionsschritt):

0" (p,va) =q & (8" (p,v),a) =¢
& (0" (p,v) =p ANd(p,a) = q)
IV) & FA:p-SpAAp 9
s A:p2g.
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Damit 148t sich die durch einen DEA A erkannte Sprache so darstellen:
L(A) = {w € X*|6"(qp,w) € F}.
Wir schreiben in Zukunft einfach §(g, w) statt 6*(g, w).

Satz: (Myhill, Rabin / Scott, Potenzmengenkonstruktion) Zu jedem NEA
kann man einen dquivalenten DEA konstruieren.

Idee anhand des folgenden Beispiels:

a
a,b

O ke
b

Bestimme léngs aller > -Worter die Mengen der so erreichbaren Zusténde:

ogt

b b

a,b

P ™

Beweis: Definiere zu jedem NEA A : (Q, X, ¢y, A, F) den DEA A’ : (Q', %, ¢, ¢, F')

s0:
Q" = P(Q) (Potenzmenge von Q)
% = {a}
o'(Pa) == {¢e€@QFp e P:(pa,q) €A}
F' = {PCQIPNF #0}.

Behauptung: ¢ € §'({p},w) & A:p > q.
Beweis induktiv iiber|w]:
jw|=0:qged({p}e) &p=qgoA:p—q.
w = va:

q € '(6'({p},v), a)

Ir € d'({p},v), : (r,a,q) €A
Ir:A:p -1 (ra,q) €A
A:p g

q € §'({p},va)
(Def. von §')

&

&
(LV.) <
&



20 KAPITEL 1. TRANSITIONSSYSTEME, ENDLICHE AUTOMATEN

Daraus folgt Korrektheit der Potenzmengenkonstruktion:

A akzeptiert w < JgeF:A:q —¢q
dg € F:qed(q,w)
Fno'(q,w)#0

8 (qo,w) € F'

A’ akzeptiert w.

(Def. von F")

Tt o0

Bemerkung: Ist L C X* DEA-erkennbar, so auch ¥* \ L.

Beweis: A = (Q,%,qo, 0, F) erkenne L. Dann: w € ¥* \ L < §(q,w) € Q \ F.
Also: A" = (Q,%,q0,0,Q \ F) erkennt X* \ L. O

Folgerung: Die durch NEA’s (bzw. DEA’s) erkennbaren Sprachen iber X bilden
eine boolesche Algebra.

Von nun an verwenden wir auch die Redeweise: ,, L reguldr® statt ,, L von NEA (bzw.
DEA) erkennbar*.

Die Potenzmengenkonstruktion enthilt einen Groensprung bei den Automaten (von
n auf 2", vgl. Aufgabe 1.16). Daher stellen wir eine Methode zur Minimierung von
DEA’s vor.

Wir fiithren zwei Schritte durch:
1. Bei der Potenzmengenkonstruktion Einschrinkung auf erreichbare Zusténde.

2. Zusammenfassen “dquivalenter Zustdnde“.

Beispiel: gegeben A:
e
Q a b b .9
—> 1 h2— 3Dy )
P-Automat:

a

a
a b b
—» 1—=» 1,2 =—P» 13 —>»

b a a
A e
b

Wegen Beschrinkung auf erreichbare Zusténde ergeben sich 6 statt 16 Zustidnde. Da
man von einem der drei Endzustéinde nur zu einem weiteren Endzustand kommt,
lassen sich diese zusammenfassen. Ergebnis gemifl 2:
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b a

B IV S I-INA
X O

a

also ergeben sich nur 4 Zustinde.

Allgemeine Fassung von Schritt 2 des Minimierungsverfahrens:
Definition: Fiir einen DEA A = (Q, X, qo, 9, F') gelte

prgqeYweX: (d(p,w) € F&d(qg,w) €F).

Bemerkung:

~

1. ~4 ist Aquivalenzrelation auf Q, ¢~ ist Aquivalenzklasse von q.

2. a€X,p~aq=0(pa)~ 40(q,a).
Fiir 2 geniigt die Kontraposition:
=6(p,a) ~4 0(g,a) = —p ~4q.
Nach Voraussetzung wéhle w mit
§(6(p,a), w) € F, §(6(q,a),w) ¢ F.

Dann
o(p,aw) € F,  d(q,aw) ¢ F,

also p ~4 q.

Definition: Nenne p, g trennbar iiber Linge [, falls fiir ein w mit |lw| = 1 die
Aquivalenz §(p,w) € F < 0(q,w) € F nicht zutrifft.

Wir halten nach dem Beweis von 2 fest:
(%) Sind §(p, a), (g, a) trennbar iiber Linge [, so p, ¢ iiber Lange [ + 1.

Definition: Der reduzierte DEA A zu Asei A = (Q, %, 4o, 5, F)mit Q = {{lq € Q},

0(¢,a) = 6(g,a) (wohldefiniert nach Bemerkung 2), F = {g|q € F}.

Es gilt:

(a) 0(¢,w) = 0(q, w) (mit Induktion iiber |w]).
(b) A dquivalent zu A, denn:

A akzeptiert w < 0(qo,w) € F

e ~——

& (g, w) € F
& (jo,w) € F
& A akzeptiert w.
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Um den Ubergang A — A algorithmisch durchfiihren zu kénnen, brauchen wir ein
Verfahren zum Test, ob p ~ 4 q.
Idee: Bestimme fiir [ = 0, 1,2,... die (p, q), die iiber Lénge [ trennbar sind.

Ausfiihrung: Markierungsalgorithmus

(0) Markiere alle Paare (p, q), die iiber Liange 0 trennbar sind
(d.h. ~(pe F & g€ F)).
(1) Solange im letzten Schritt ein zusétzliches Paar markiert wurde: Markiere alle

noch nicht markierten Paare (p,q), fiir die mit geeignetem a € ¥ das Paar
(0(p,a),d0(q,a)) schon markiert ist.

Korrektheitsbehauptung: Der Markierungsalgorithmus terminiert, und genau
dann sind die trennbaren Paare markiert.

Beispiel:
Tabelle der Paare:
R K N
Xin (0) markiert
A 9 * *in (1) markiert
9| * *
9% X | X | X X

Qo q; 9, a3

Ergebnis: ¢y ~4 q2,q1 ~4 g3 Es ergibt sich der Automat A:

b
a6
G »qa,— @k )

b

Beweis: (der Korrektheitsbehauptung)
1. Es werden nur trennbare Paare markiert
2. Termination gilt

3. Bei Termination sind alle trennbaren Paare markiert

zu 1: klar nach Bemerkung 2 (siehe oben (x))

zu 2: klar, da nur endlich viele Paare markierbar, und jede Durchfiihrung von (1)
ein neues Paar markiert
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zu 3: Mit folgenden Punkten (a) und (b) sind wir offensichtlich fertig:

(a) nach [ Schritten (1) sind alle Paare markiert, die iiber Lénge [ trennbar sind
(der Beweis ist einfach, mit Induktion iiber [).

(b) Die Termination erfolge nach m Markierungsschritten (1). Dann sind alle iiber-
haupt trennbaren Paare schon iiber Linge < m trennbar (d.h. nach < m
Schritten (1)).

Beweis:

(A) GeméiB Terminationsbedingung liegt vor dem (m+1)-ten Schritt (1) kein Paar
vor, das iiber Lénge m + 1 trennbar ist und noch nicht iiber Linge m. (Sonst
gibe es namlich noch ein zu markierendes Paar.)

(B) Wir schlieen noch die Trennbarkeit von Paaren iiber Léngen [ > m + 1 aus.
Annahme: Es gibt (p,q), iiber Lénge [ > m + 1 trennbar, aber nicht iiber
kleinere Lidngen. In einem trennbaren Wort sei v das Suffix der letzten m + 1
Buchstaben:

u ;) v
-{p_”’_”p o] = L, [o] = m + 1.

g 4q¢d -2¢F

Dann ist (p/,¢') iiber Lange m + 1 trennbar, aber nicht {iber kleinere Léinge (sonst
wére (p,q) liber Linge < [ trennbar). Widerspruch zu (A). O

Abschlielend geben wir eine Charakterisierung der requldren Sprachen an, mit der
man auch nachweisen kann, dafl gewisse Sprachen nicht DEA-erkennbar sind. Schliis-
sel ist folgende Definition:

Definition: Sei L C ¥* (beliebig!) und u,v € ¥*. Wir definieren

u~pveVYw e X (uw € L vw € L).

~p, ist Aquivalenzrelation, [u];, sei die ~-Klasse von u.

Beispiel: L = {w € {a,b}*|w hat abb als Infix}. Wir erhalten folgende ~-Bezieh-
ungen:

—e ~ a, denn €bb ¢ L, aber abb € L.

e ~p b, denn ew € L & w hat Infix abb & bw € L.

a ~p, aa, denn aw € L < w hat Infix abb oder beginnt mit bb < aaw € L.

—a ~p, ab, denn ab ¢ L, aber abb € L.

—ab ~p, abb, denn abe ¢ L, aber abbe € L.

Nach genauerer Analyse ergeben sich insgesamt vier ~-Klassen:

€]z, [a)r, [ab]r,, [abb]L.
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Definition: Es sei Index (~p):=Anzahl der ~-Klassen.
Satz: (Nerode) L C ¥* regulir < Index (~r) endlich.

Beweis: ,=“ Sei A= (Q,%,q,0, F) ein DEA, der L erkennt. Zeige: Verschiedene
~-Klassen der ¥* bestimmen verschiedene ~ 4-Klassen in Q.

Dann |@Q] > Index (~4) > Index (~p), und die Behauptung ist gezeigt, da () end-
lich.

Gilt ~u ~p, v, d.h. [u]; # [v]L, so bilde 6(qo, 1), (qo, v), zeige =0(qo, u) ~.4 0(qo, V).
Wiire 0(qo, u) ~4 6(qo,v), SO

Vw € ¥ :5(5(qo,u),q) € F < 06(5(qo,v),q) € F,
—_———— ————

uweL vweL

also uw € L < vw € L, d.h. u ~7, v. Widerspruch.

»<=" (nur Idee) Sei Index (~,) endlich. Bilde DEA Ay, der L erkennt mit ~-Klassen
als Zustédnden (endlich viele).

Anfangszustand: [¢]g,

Transitionsfunktion: 6 ([u]z, a) := [ua]y,

Endzustinde: [u|, € F < u € L.

Zusatz (ohne Beweis): Dieser ,kanonische DEA“ A} ist isomorph zu jedem DEA A,
der geméfl Minimierungsverfahren aus einem beliebigen DEA A nur mit erreichbaren
Zustidnden, der L erkennt, entsteht. 0]

Im oben genannten Beispiel der Sprache L = {w € {a,b}*|w hat abb als Infix|}
erhalten wir den folgenden Automaten Aj,

> [e], 2 »[a] <> [ab], D rlabb),

b a ab
€
Angabe nichtregulirer Sprachen: Aus dem Satz von Nerode (Richtung =) folgt:

L ist nicht regulér, falls Index (~,) unendlich ist, d.h. falls es Worter ug, uy, . . . gibt,
so daf fiir ¢ # j jeweils ein w existiert mit u,w € L, u;w ¢ L.

Beispiel: L; = {a'b'|i > 0}. Wihle u; := a’. Fiir 7 # j gilt mit
w = b, u;w = a'b’ € Ly, ujw = ad’b" ¢ L.

Ly =die Menge der voll geklammerten arithmetischen Terme mit +, x iiber Dezimal-
zahlen und Variablen zD, wobei D eine Dezimalzahl sei. ¥ = {(,), +, *,z,0,...,9}.
Wihle u; := (. Fiir ¢ # j setze

wi=1+1)+1)+...+1),
ﬂ;;ﬂ
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dann ist

N~ . ~ /

i—mal i—mal

Die Sprachen Lq, L, sind also nicht regulér.

Ubungen

Aufgabe (1.8): (Automatenreduktion) Fiihren Sie per Hand eine Reduktion der
folgenden DEA’s durch, indem Sie alle Zustandspaare auf Aquivalenz priifen. Bele-
gen Sie die Nichtdquivalenz jeweils durch Angabe eines geeigneten Wortes.

b b b a
C b [y
—0— 2 »f 2] —> 0y A L ¥
b
o [ | L
b
@ D72 5v. ADe—5—3

Aufgabe (1.9): (Potenzmengenkonstruktion, Minimierung) Fiihren Sie die Eli-
minierung der e-Transitionen, die Potenzmengenkonstruktion und die Minimierung
fiir den folgenden Automaten durch. Es geniigt die graphische Darstellung aller
Zwischenergebnisse.

a
4

)
®
a
AN
a € b
—» 00— —r2—>»3 a

€

Aufgabe (1.10): (Linksquotient und Rechtsquotient) Sei L eine Sprache, die von
einem DEA A = (Q, %, 0, qo, F) erkannt wird. Geben Sie, ausgehend von A, fiir fest
vorgegebenes w € ¥*.

1. einen DEA an, der w 'L = {v € ¥*|wv € L}, d.h. den Linksquotienten von L
beziiglich w erkennt.

2. einen DEA an, der Lw™! = {v € ¥*|vw € L}, d.h. den Rechtsquotienten von
L beziiglich w erkennt.

Aufgabe (1.11): (Automaten mit Zusatzgedéichtnis) Die Transitionsfunktion ei-
nes DEA bestimmt in Abhéngigkeit eines Zustandes und eines Eingabesymbols den
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Folgezustand. Wir verallgemeinern das Modell zu einem Automaten A™ mit Zusatz-
gedéchtnis der Grofle n (n eine positive natiirliche Zahl), bei dem der Folgezustand
von den letzten n Zustdnden, die der Automat durchlaufen hat und dem Einga-
besymbol abhiingig ist, d.h., die Transitionsfunktion § des Automaten A™ =
(Q,%,0M™ qo, F) ist eine Abbildung von Q" x ¥ in Q. Ein Wort w = a, ...a; € ¥*
wird genau dann akzeptiert, wenn eine Zustandsfolge pi, ..., p,1x existiert, so daf3
Pl Pn =G0, Pi = 0™ (Dizny - - ., Pic1, Gi—p) fiir i > n + 1 und ppyp € F ist.

Zeigen Sie, daf} jede Sprache, die von einem Automaten mit Zusatzgedéchtnis der
Grofle n erkannt wird, bereits von einem DEA mit Zusatzgeddchtnis der Grofle 1
erkannt wird.

Aufgabe (1.12): (Stochastische Automaten) Sei P = (p;;)i<ij<n die Transiti-
onsmatrix eines stochastischen Automaten mit den n Zusténden q,...,¢,; p;; ist
die Wahrscheinlichkeit, da} der Automat nach einem Schritt vom Zustand ¢; in den

Zustand g¢; iibergeht. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit pgt]), dafl der Automat
vom Zustand ¢; in ¢ Schritten in den Zustand g; iibergeht. Beweisen Sie, daf die

Matrix (pg]).)lgingn mit der Matrix P! {ibereinstimmt.

Aufgabe (1.13): (Stochastische Akzeptoren) A = (Q, %, P(a),cg, T, f) heiit sto-
chastischer Akzeptor (stochastischer Automat) genau dann, wenn folgendes gilt:

e P(a) ist fiir jedes a € X eine stochastische n x n-Matrix {n = |Q|}
e 7 ist ein stochastischer (Zeilen-)Vektor, (Anfangsverteilung)

e f ist ein Spaltenvektor mit n Komponenten, die den Wert 0 oder 1 haben.

Die Sprache L(A) = {w € ¥*|7 - P(w) - f > A} ist die von A akzeptierte stochasti-
sche Sprache zum Schnittpunkt A\, wobei A\ eine nicht-negative reelle Zahl < 1 ist.
Beweisen Sie, dafl jede stochastische Sprache zum Schnittpunkt 0 von einem DEA
erkannt wird.

Aufgabe (1.14): (Nicht-erkennbare Sprachen) Weisen Sie mit Hilfe des Satzes von
Nerode nach, daf} folgende Sprachen nicht erkennbar sind.

1. ¥ ={a}, L = {a™|m ist Potenz von 2}

2. ¥ ={a,b}, L = {wl||w|, = |w|p}

3. ¥ ={a,b,c}, L ={w||lw|=n!,n=*N}
Aufgabe (1.15): (Pattern Matching) Zeigen Sie die folgende Behauptung: Zu
jedem Wort w der Linge n gibt es einen DEA mit n + 1 Zustédnden, der genau
die Worter akzeptiert, die w als Infix haben. Hinweis: Als Zustinde kann man die

Préfixe von w wéhlen, dazu sind dann geeignete Transitionen zu wéhlen. Gibt es
einen kleineren DEA, der dieselbe Sprache erkennt?

Aufgabe (1.16): (Optimalitit der Potenzmengenkonstruktion) Sei ¥ = {0,1}.
Fiir n > 1 sei A, der folgende NEA mit der Zustandsmenge {0, ...,n}:
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1

1
U

1

1. Beschreiben Sie umgangssprachlich die durch A,, akzeptierten Worter.
2. Zeigen Sie, dafl die Potenzmengenkonstruktion fiir A, einen minimalen (!)
Automaten mit 2" Zustéinden liefert.

Hinweis: Zeigen Sie zuerst, da§ jede Menge P C {0,...,n} im Potenzmen-
genautomaten durch ein Wort w erreichbar ist. Zeigen Sie dann, dafl je zwei
Mengen P und () im Potenzmengenautomaten nicht dquivalent sind.

1.3 Regulidre Ausdriicke

Idee: Die durch A

a

(J

b

0 a,c

3
erkannte Sprache wird kompakter durch den Ausdruck
(a*bb*(a + c)c)*a*
beschrieben.

Definition: Die Menge der reguldren Ausdriicke iiber einem Alphabet 3 (0,1 ¢ X),
ist induktiv definiert durch:

- 0,1, alle a € ¥ sind regulidre Ausdriicke

- sind 7, s reguliire Ausdriicke, so auch (r + s), (r e s),r*

%

Konventionen: Auflenklammern fallen weg, e bindet stéirker als +, ™ stéirker als

o, o darf wegfallen.
Also: Statt ((a @ b*) + b) schreiben wir auch ab® +b

Definition: Die durch den reguliren Ausdruck r definierte Sprache L(r) wird
induktiv festgelegt durch:

- L(0) =0, L(1) = {e}, L(a) = {a}
- L(r+s)=L(r)UL(s), L(res) = L(r) - L(s), L(r*) = L(r)*
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Hiufig schreiben wir r statt L(r) und machen keine Unterscheidung zwischen & und
*

-7 und *.
Satz: (Kleene) Fine Sprache L C ¥* ist durch einen NEA erkennbar < L ist
durch einen requldren Ausdruck definierbar.

Beweis: < durch Induktion {iber den Aufbau der reguliren Ausdriicke. Finde
fiir jeden reguliren Ausdruck r einen e-NEA A, mit nur einem Endzustand, so daf
L(r) = L(A,).

Induktionsanfang: Die Fille r = 0,1, a € X sind trivial: Entsprechende e-NEA’s:

e (&), »(e) e (e

Induktionsschritt: I.V. Zu r, s mogen e-NEA’s mit A,., A, mit nur einem Endzustand
existieren, so da8 L(r) = L(A,), L(s) = L(Ay).

Induktionsbehauptung: Zu (r + s), (r - s),r* existieren e-NEA’s A, A., A, mit nur
einem Endzustand, so dafl L(r +s) = L(Ay), L(r - s) = L(A.), L(r*) = L(A,). Wir

wéahlen

A o A @

Vorbereitung fiir ,=“: Reguldre Ausdriicke (mit ihrer Standardbedeutung) geniigen
folgenden Gleichungen:

(1) X+Y =Y +X
(2) XY +2)=XY+XZ

3) (X+Y)Z=XZ+YZ
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4 X4+0=0+X =X
5) X 1=1-X=X
Wir geben den Beweis zu (2):

weK-(LUM) & ex.u,v:u€ KveLUMuv=uw
S ex.u,v:u€e K (veLVveM),uv=w
& ex.u,v: (ue€ K,ve€ Luv=w)

oder (u € K,v € M,uv = w)

ex. u,v: (u € K,v € Lyuv = w)

i3

oder ex. u,v: (u € K,v € M,uv = w)
& weK-Loderwe K-M
& we KLUKM

Idee zum Satz von Kleene (Richtung ,,=):
Jeder NEA A = (q1,--,Gn, 2, q1, A, F) bestimmt Gleichungen fiir die Sprachen
Ll;---;Ln; wobei LZ':L(ql,...,qn,E,qi,A,F). l

Beispiel:

Fiir Ly, Lo, L3 gelten die Gleichungen

Ly = {a}-Liu{b} - LyU{e}
L2 = {b} . L2 U {CL, C} . L3
Ly = {c}-L,

A induziert also Gleichungssystem G'S(A) mit reguléren Ausdriicken auf den rechten
Seiten und Variablen X; fiir Sprachen:

(1) X1 == CI,Xl + bX2 +1
(2) X2 == bX2 + (0, + C)X3

(3) X3 = CX1

Allgemein: Zu A = (q1, ..+, Gn, 2, 1, A, F') sei GS(A) das Gleichungssystem

J=1
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mit
_ o _J0 g¢F
Ay = (dlog) e ) E={ | BE

Lemma: (Resolutionslemma): Die Gleichung X = AX + B mit A, B C ¥* wird
geldst durch X = A*B.

Beweis: A"B = A*BUB = (AA*)BU B = A(A*B) U B. 0

Anwendung im Beispiel: Einsetzen von (3) in (2) liefert Xy = bXy + (a + ¢)cX;.
Resolutionslemma liefert: Xy = b*(a + ¢)cX;

Einsetzen in (1) liefert: X; = aX; + bb*(a + ¢)cX; +1 = (a + bb*(a + ¢)c) X} + 1
Resolutionslemma liefert: Xy = (a+bb*(a+c)c)* als reguldren Ausdruck fiir Ly, d.h.
fir L(A).

Allgmeines Verfahren der Auflésung von GS(A):
e fiir eine einzige Gleichung in GS(A) wende das Resolutionslemma an.

e fiir m 4+ 1 Gleichungen in < m + 1 Variablen nehme Reduktion auf m Glei-
chungen in < m Variablen vor: Betrachte

X1 = A ime1 Xng1 + Em:Aerl,ij + Epia.
j=1
Resolutionslemma liefert
X1 = Afit s (i Apy1 ;X5 + Em+1> .
j=1
Einsetzen in die ersten m Gleichungen liefert die gewiinschte Reduktion.
e [terierte Anwendung liefert reguldren Ausdruck fiir X;.

Zusatz Ist (wie bei NEA’s) in keinem A;; das leere Wort enthalten, sind die Losun-
gen eindeutig.

Ubungen

Aufgabe (1.17): (Regulidre Ausdriicke) Es seien L und M formale Sprachen.
Beweisen Sie die Giiltigkeit der folgenden Gleichung bzw. Ungleichung:

(LUM)* = (L* - M*)*

(LUM)* = (L* - M)*U (M*- L)(L*- M - L*)* C (L*- M)* - L*

Geben Sie konkrete reguldre Sprachen L und M an, so daf} in der Ungleichung die
echte Inklusion eintritt.
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Aufgabe (1.18): (Resolutionslemma) Es seien L, M und R formale Sprachen, M
enthalte nicht das leere Wort. Beweisen Sie, dafl L = (M - L) U R genau dann gilt,
wenn L = M*R ist.

Aufgabe (1.19): (Konstruktion reguldrer Ausdriicke) Berechnen Sie fiir die durch
den folgenden Automaten erkannte Sprache einen reguldren Ausdruck nach dem
obigen Verfahren.

1\/

a

a
—> 0 )
A b

1.4 Sequentielle Maschinen

Idee: Wir verwenden verallgemeinerte Transitionen ¢ M ¢': mit Fingabebuchstabe
a, Ausgabewort v.

Definition: Eine verallgemeinerte sequentielle Maschine (kurz GSM: generalized
sequential machine) hat die Form A = (Q, X3, T', qo, §, A) mit @ endlich, ¥, T’ Eingabe-
bzw. Ausgabealphabet, gy € Q, 0 : QXX — @, A : @xX — ['*. Variante: Sequentielle
Maschine oder Mealy-Automat, falls A : @ x ¥ — T

Erweitere 6 auf ) x ¥X* wie zuvor, entsprechend definiere A\* : () x ¥* — '™ wie
folgt: A*(q,2) = &, \*(q, wa) = A*(q, w)A(6(q, w), a). Dann sei f4 : ¥* — ['* definiert
durch f4(w) := A\*(qq, w)

fa(w) ist also das durch A bei Lesen von w gelieferte Ausgabewort.

Beispiel: Addition gespiegelter Bindrzahlen mit wenigstens einer fithrenden 0. Bei-
spiel (fiihrende Nullen stehen rechts!):

101100
100010
011110

Ein- und Ausgabealphabet sind ¥ = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)},I' = {0,1}. Die
entsprechende Funktion f, : ¥* — I'* wird berechnet durch:
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Zustand ¢ reprisentiert Ubertrag 0, ¢; Ubertrag 1.

Eigenschaften verallgemeinerter sequentieller Funktionen:
f X% — T'* sei verallgemeinert sequentiell, d.h. es existiert eine verallgemeinerte
sequentielle Maschine A mit f = f 4. Dann gilt:

1. fist prdfiztreu, d.h. f(uv) hat jeweils f(u) als Préfix.

2. f ist langenbeschrankt, d.h. es existiert £ > 0 mit |f(w)| < k - |w| fiir alle
w e X",

3. L C X* reguldr = f(L) regulér.

Der Beweis von 1., 2. ist einfach. Behauptung 3. beweise der Leser als Ubung.

Anwendung: Die Multiplikation gespiegelter Bindrzahlen liefert eine nicht verall-
gemeinert sequentielle Funktion f. : ¥* — I'* mit ¥, " wie vorher.

Wegen 3. geniigt Angabe von L C ¥* regulidr mit f.(L) nicht regulér.

Betrachte die reguldre Sprache L = {(0,1)"(1,0)|n > 0}. Fiir n = 3 ergeben sich die
Eingabeworter 1000 und 0111. Anhand der Beispielmultiplikation

1000-0111
1000
1000
1000
111000

sehen wir: f.(L) = {0"1™|n > 0} U {0}, also ist f.(L) nicht regulér.



Kapitel 2

Grammatiken, kontextfreie
Sprachen

2.1 Grammatiken: Beispiele und Klassifikation

Automaten sind Akzeptoren gegebener Worter.
Grammatiken sind Regelsysteme zur Erzeugung von Wortern.

Beispiel: BNF-Regeln:
(Term) ::= 01| ((Term) + (Term)) | ((Term) % (Term))
Beispielableitung:

(Term)

((Term) * (Term)))
(1 % (Term)))
(

Definition: Eine Chomsky-Grammatik hat die Form G = (N, X, P, S) mit:

N: endliche Menge von Nichtterminalsymbolen [z.B. (Term)]

¥: endliches zu N disjunktes Alphabet von Terminalsymbolen [z.B. (,), +, %]

P: endliche Menge von Regeln oder Produktionen, P C (NUX)*N(NUX)* x (NUX)*
S € N: Startsymbol

Schreibweise ,a — € P statt ,(a, ) € P (BNF: a ::= f3)
Beispiel: (Term) — ((Term) + (Term))
Symbole in N: A, B,...,S

Symbole in ¥: a, b, c, ...
Worter iiber N U X: «, 3,7, ... (Satzformen)

33
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Worter iiber : u, v, w, ...
a ¢ B besage: ex. 7,9, ay, /1 mit o = yay6,a0 — 1 € P, =310

Beispiel: ( (Term) +(Term)) - ( _0 +(Term))
~ —— e N N e —
0% al 0 0% B [
Weitere Schreibweisen:

a B2 B fiir ex. ag, ..., o, mit ag = @, ; Fg @1 (i < n),a, =0
a g B firex. n >0 mit a F3 3

Definition: Die durch G = (N, X, P, S) erzeugte Sprache sei
L(G) = {w e X*|S F* w}.

Beispiel: Grammatiken (in Kurznotation, wobei rechte Regelseiten bei gleicher
linker Regelseite durch | getrennt werden, wie bei BNF):

G,: S abc|aAbe

— G,:S — aBJ|bA
Ab — bA A — a|aS[bAA
Ac — Bbce B — b|bS|aBB
bB — Bb
aB — aaA|aa G3:S — aAla,
A — aAla|bB,
Gy: S — O]L|(S+9)|(S*9) B — aB|bAb

Beispiel: Ableitungen:

G : St aAbct abAct abBbee F aBbbee F aabbee

G : St aBt abS t abbA t= abbaS F abbaaB +- abbaab
Gz :StHaAlF aaAF aabB F aabbA F aabba

Behauptung: iiber die erzeugten Sprachen:

L(G,y) = {a™b"c"|n > 0}

L(Gy) = T, wobei T'=Kkleinste Menge M, die 0,1 enthélt und die mit t1,t, € M
jeweils auch (t; + t3), (t1 * t2) enthélt (Menge der +/x -Terme iiber 0,1).

L(G5) = {w € {a,b}"||w|a = Jw|p}

L(G3) = {w € {a,b}*|w beginnt mit a und hat geradzahlig viele b}

Wir geben die (etwas miihseligen) Beweise. Von rechts nach links gilt es nur, Ablei-
tungen mit bekannten Zielen zu finden; von links nach rechts mufl man alle Ablei-
tungsmoglichkeiten in den gegebenen Grammatiken verfolgen.

Beweis: zu Gy, ,,0%: Es gilt S F abe (mit erster Regel). Wir zeigen:
SH a’BY et Vi > 1.
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Dann S F* a'b’c® fiir i > 2 mit letzter Regel.

Beweis durch Induktion iiber ¢ > 1:

i = 1, klar nach Definition von GG; (siehe obige Beispiel-Ableitung bis zum vorletzten
Wort).

Induktionsschritt: Gelte S F* a’Bbitlc*! zeige S H* a't!Bb*2ci*2. klar, wegen
a'Bb ettt = gL B T2¢t2 mit den Regelanwendungen:

aB — aaA (a" TP AT Y
(i+1)mal Ab — bA  (a"THTTACTY

Ac — Bbce (a5 Bbc't?)
(i+1)mal bB — Bb  (a"™BbcT?)

zu Gy, ,C“: Gelte S F* w. Falls S - w, dann w = abc, fertig.
Sonst S F aAbc F ... aBbbee eindeutig. Von a'Bbit!'¢t! Ubergang direkt zu

a1 ettt mpglich oder Ubergang zu a'T!Ab* ¢! und dann weiter eindeutig bis
4t BYiT2 2

Also Terminalworter nur aus Satzformen a"Bb" ¢! direkt herstellbar, somit von
gewiinschter Form a" 1ottt

u G, ,,0“: YVt € T ist S F* t zu zeigen. Nachweis durch Induktion iiber Aufbau von
T:t=0bzw. 1: SF0,5F 1 Kklar.

Induktionsschritt: ¢ = (t; 4+ /*ts), nach L.V. gelte S +* t1, S F* t,. Wir zeigen die 1.B.
S +* (t; + / = t3) Dies ergibt sich mit der Ableitung S = (S+/*S) F* (t;+/*S) F*
(t1 + / * o)

zu Gy, ,C“: Zeige: (Vn:SH"w) = weT.

n=1:w=0oderw=1,alsow € T.

Induktionsschritt: Gelte S ! w, zeige w € T. Die gegebene Ableitung hat die
Form St (S+/*S)F...F (w +/*wy) = w mit S =" wy, S 5" w,y. LV, liefert
wy € Tywy € T. Also w = (wy + / *ws) € T.

zu G Zeige durch Induktion iiber |w| > 1
(1) SHF w & |Jwl, = |wly
(2) AF w & |wl, = |w|y+ 1
(3) BFw < |wl,+1=|w|

Dann ergibt sich aus (1) die Behauptung.
lw| = 1:

(1) gilt, da beide Seiten falsch
(2) gilt, da w = a, beide Seiten gelten

(3) analog



36 KAPITEL 2. GRAMMATIKEN, KONTEXTFREIE SPRACHEN

Induktionsschritt: (1),(2),(3) mogen gelten fiir Wortldnge & (L.V.). Sei |w| = k + 1.
Zeige hier (1): Fiir ,=* gelte S F* w, z.B. mit Ableitung S - aB F ... F av = w,
dann auch B F* v. Also wegen L.V. (3) gilt |v], = |v|s + 1, also |w|, = |w].

Fir ,<* gelte lw| = k + 1,|w|, = |w|s, zB. w = av (analog fir bv). Es gilt
lv| = k,|vly = |v]s + 1. LV. (3) liefert B F* v, folglich S F aB F* av = w, also
S H w.

(2) und (3) zeigt man analog.

Auf G3 gehen wir weiter unten ein. O

Definition: Eine Grammatik G = (N, %, P, S) heift

vom Typ 0 im allgemeinen Fall.

vom Typ 1 (oder konteztsensitiv), falls fiir jede Regel o — (5 gilt: |a| < |f].

vom Typ 2 (oder konteztfrei), falls jede Regel die Form A — « hat.

vom Typ 3 (oder rechtslinear), falls jede Regel die Form A — w oder A — wB
hat, w # ¢.

In den Fillen Typ 1-3 verlangen wir die e-Bedingung: ¢ ist auf rechter Seite nur in
der Regel S — ¢ erlaubt, und dann darf S in keiner rechten Regelseite auftauchen.
(Also ist das € nur mit einer Ableitung S - € direkt aus S herstellbar.)

Die Beispielgrammatik G ist vom Typ 1, G, und GY, vom Typ 2 und G5 vom Typ
3.

Definition: Eine Sprache L C ¥* heifit vom Typ 0 (rekursiv aufzdhlbar), 1 (kontext-
sensitiv), 2 (kontextfrei), 3 (rechtslinear), falls es eine Grammatik G entsprechenden
Typs gibt mit L = L(G).

Bemerkung: Fs gilt offensichtlich nach Definition: L rechtslinear = L kontextfrei
= L kontextsensitiv = L rekursiv aufzihlbar (Chomsky-Hierarchie)

Satz: L rechtslinear & L requldr

Beweis: durch effektive Transformation von rechtslinearen Grammatiken in NEA’s
und umgekehrt. ,=*“: Sei L rechtslinear, L = L(G) fiir G = (N, X, P, S) rechtslinear.

Dann gilt w € L(G) < ex. G-Ableitung
S=ByFwBiFwwyBsbk...Fw...wy_1Bp_1F wy...wy,
wobei
w=wy...w,, B;j—w1Biy1 €Pli<n—1), B, Fw,¢€ P(x)
Definiere A := (NUQ, %, S, A, Q) mit
(A,w,Bye Ar: & A—-wBeP, (Aw,QeANsA—-weP
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Dies ist ein NEA mit Worttransitionen. Dann gilt
(¥) < ex. Pfad S = Bouy By ... w, 1B, qw,2

durch A mit w = w; ... w, < A akzeptiert w, wie gewiinscht.

,<=“ Sei NEA A = (Q,%,qo, A, F) gegeben, oBdA ohne Transitionen nach go.
(Andernfalls gehe zunéchst von

iiber zu

.) Definiere Grammatik G = (N, X, P, S) durch
N:=Q,5S:=¢q,A—aBeP:& (A a,B)e A,A—acP:&(AaqB)eA

fiir ein B € F. Falls ¢y € F, nehme auch S — ¢ hinzu. Nach der oBdA-Annahme
gilt die e-Bedingung.

Dann gilt fiir nichtleeres w = a; ... a,: A akzeptiert w < JPfad qpa1q; ... a,q, € F
in A < ex. G-Ableitung

S:Bol—alBll—alaQBQl—...l—al...an,an,ll—al...an

Fir w = ¢ gilt A akzeptiert e & g€ F& S —c € P& Sk, e O

Beispiel: fiir den Ubergang von G (5.0.) zu einem NEA:

a

() b
Hsa%A,(E)B.Qa
a
a b

vereinfacht
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Also werden die Worter erkannt, die mit @ beginnen und geradzahlig viele b haben.

Zusatz: Jede rechtslineare Grammatik ist dquivalent zu einer rechtslinearen Gram-
matik nur mit Regeln A — a, A — aB (evtl. S — ¢).

Beweis: durch folgende Uberginge von gegebener Grammatik G aus: G — NEA
mit Worttransitionen — NEA — rechtslineare Grammatik G’ (nach obigem Beweis).
O

Grundséitzliche Fragen zu Grammatiken
1. Vergleich der Ausdrucksstirke der verschiedenen Typen
2. Zusammenhénge Grammatiken - Automaten
3. Reduktion auf einfache Regelformen (Normalformen)
4. Entscheidungsprobleme, z.B.

o Wortproblem: Gegeben G, w, teste, ob w in G ableitbar
e Leerheitsproblem: Gegeben G, teste, ob L(G) =0
o Aquivalenzproblem: Gegeben G, Gy, teste, ob L(G1) = L(G5)

Wir diskutieren hier nur einige elementare Ergebnisse, Ndheres wird in der Vorlesung
,Automaten und formale Sprachen“ gezeigt.

Ubungen

Aufgabe (2.1): (kontextfreie Grammatiken) Geben Sie kontextfreie Grammatiken
G, G, fiir die Sprachen Ly = {a'b/c’|i,j > 0}, Ly = {a'b’c*|i = j+k,i > 0} an und
zeigen Sie L1 == L(Gl), L2 == L(Gg)

Aufgabe (2.2): (linkslineare Grammatiken) Eine Grammatik G = (N, X, P, S)
heifit vom Typ 3 (linkslinear), falls jede Regel die Form A — w oder A — Bw hat
(w € ¥*, B € N). Regeln dieser Form nennen wir ebenfalls linkslinear (analog fiir
rechtslinear):

1. Zeigen Sie: Eine Sprache ist genau dann linkslinear, wenn sie rechtslinear ist.

2. Beweisen Sie oder widerlegen Sie die folgende Behauptung: Jede Sprache, die
von einer Grammatik erzeugt wird, so daf} jede Regel die Form A — a, A — aB
oder A — Ba hat, ist regulér.

2.2 Chomsky-Normalform
Satz: (Chomsky-Normalform) Zu jeder kontextfreien Grammatik G kann man

effektiv eine kontextfreie Grammatik G’ herstellen nur mit Regeln A — a, A — BC
(evtl. auferdem S — €).
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Beweis: 1. Etappe: Reduktion der Terminalsymbole auf Regeln A — a. Fiihre
fiir a € ¥ jeweils Nichtterminalsymbol X, ein, ersetze in Regeln a durch X, (Dann
Stgar...an & S Fpeue Gr. Xa, - - - X, ) Fiige Regeln X, — a hinzu, erhalte so
Gl. Dann L(G) = L(Gl)

Beispiel: G : S — aSblab, L(G) = {a™b"|n > 0} (eine kontextfreie, nicht regulire
Sprache) Wir erhalten Gy : S — X, SX| X X3, Xy — a, X — b.
2. Etappe: Elimination von Regeln A — B

(1) Bestimme alle Ableitungen A; - As ...+ A F o« ¢ N ohne Nichtterminal-
Wiederholungen (effektiv bestimmbar).

(2) Streiche alle Regeln A — B

(3) Fiige fiir « ¢ N Regel A} — « hinzu, falls Ableitung A; ... F Ay F o mit
gewissen Ay, ..., Ay existiert.

Erhalte so Gy. Beh: L(G1) = L(G5)

,C“ Gelte S ¢, ... Fg, w. Transformiere diese Gj-Ableitung schrittweise in Go-
Ableitung durch Elimination der Regelanwendungen A — B von links nach rechts.
Betrachte erstes Vorkommen einer solchen Regelanwendung:

S '_*G1 A1y Fa, BAag "*G1 Blay/ '_*G1 w, a¢ N
mit
AR A FAFa bR YF& Y-
Erhalte neue Ableitung
Stg, BAY Fa, Bay Fg, Blay' B, w

mit Go-Anfangsstiick geméafl Definition von G5. Sukzessives Anwenden dieser Erset-
zung liefert S ¢, w.

,2“: Ersetze neue Regel A; — a durch Anwendungen A, ¢, ... Fg, Ax Fg, ain
Gy.

3. Etappe: Elimination von Regeln A — B ... B, (n > 3). Ersatz durch Regeln
A— Blcl, Cl — BQCZ, Cn,Q — anan

mit jeweils neuen Hilfs-Nichtterminalsymbolen C1, ..., C,_s. Erhalte so G5 := G'.

Beispiel: Aus
S — XS Xp| Xo X, X, — a, X, — b

ergibt sich
S — X, C| X, Xy, X, — a, X, — b, C = SX,.
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Ubungen

Aufgabe (2.3): (Chomsky-Normalform) Bestimmen Sie eine Chomsky-Normal-
form fiir die folgende Grammatik: S — aAB, A — AAB|BA|aba, B — a|aBa.

Aufgabe (2.4): (Beweisdetail) Zeigen Sie ausfiihrlich, da$ fiir die in der 3. Etap-
pe des Beweises des Chomsky-Normalform-Theorems angegebene Grammatik G

2.3 Wort- und Leerheitsproblem fiir kontextfreie
Grammatiken

Wir beginnen mit einem Riickblick auf endliche Automaten (NEA’s) und zeigen,
da Wort-, Leerheits- und Aquivalenzproblem entscheidbar sind.

Wortproblem: Von NEA A gehe zu DEA A’ iiber, berechne den Zustand, der
durch das Eingabewort w bestimmt wird und teste, ob Endzustand vorliegt.

Leerheitsproblem: Zu gegebenem NEA ist zu testen, ob ein Pfad vom Anfangszu-
stand zu einem Endzustand existiert. Vorgehen analog zur Bestimmung der e-Pfade
in Abschnitt 1.1. Gegeben sei eine Transitionsmatrix (¢;;) mit

b 1 falls ex. Transition (g¢;,a,q;) € A
“ 1 0 sonst

Berechne hieraus (¢;;) wie in Abschnitt 1.1:

] 1 falls ex. Pfad von ¢; nach g;
“% =1 0 sonst

Priife in (¢;;) fiir Zeile des Anfangszustandes (z.B. ¢ = 1), ob eine 1 in einer Endzu-
standsspalte existiert.

Aquivalenzproblem: Zu gegebenen NEA’s A, B konstruiere NEA C, der die sym-
metrische Differenz (L(A) \ L(B)) U (L(B) \ L(A)) erkennt. (Beachte: diese ist leer
& L(A) = L(B)). Geniigt also Leerheitstest fiir C.

Zur Konstruktion von C iiber X: L(A) \ L(B) = L(A) N (X*\ L(B)). Konstruktion
klar wegen Abschlufleigenschaften von DEA’s unter U, N und Komplement.

Wir betrachten nun das Wort- und das Leerheitsproblem fiir kontextfreie Gramma-
tiken:

Satz: (Entscheidbarkeit des Wortproblems) Sei G eine kontextfreie Gram-
matik dber X in Chomsky-Normalform. Dann entscheidet der sogenannte Cocke-
Younger-Kasami-Algorithmus (CYK-Algorithmus) zu w € ¥* mit dem Zeitaufwand

O(|w]?), ob w € L(G).
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Beweis: Sei G = (N,%,P,S). w = a;...a, gegeben. Idee: Bestimme fiir 4, j
(1 <i < j < n)jeweils die Nichtterminalmenge N;; := {A € N|A F{; a;...a;}.
Dann

weLG) & SH w=ay...a, & S € Ny

Die Berechnung der N;; nach wachsenden Differenzen d = j — 1.
Es gilt: A € N;; & A — a; in P, da G in Chomsky-Normalform.
Fiir ¢+ < :

AeN;j & AtF'a;...q;
< ex. A= BCin P, ex. k(i < k < j)
mit BF"a;...a,, CF agyr...q
d.h. mit B € Ny, C € Ny

Beachte k — i, j — (k+ 1) sind < j — . Also stehen Ny, Ni41; bei der Bestimmung
von NN;; zur Verfiigung.

Es ergibt sich der CYK-Algorithmus:
{Gegeben G = (N,X,P,S) in CNF, w =a; ...qa, € ¥*}

fiir i = 1 bis n setze Ny := {A|A — a; € P}
fird=1bisn—1
firi=1bisn—d {baue N;;q4 auf}

Nij = @
fiir k=i bis j — 1
Nij = Nij U {A|3A — BCin P:Be€ le,c S Nk—l—l,j}
{Nij == {A|A F* a; .. .CL]’}}

Zeitaufwand:

fiir innerste Schleife iiber k: < n - const

fiir Schleife iiber i: < (n —d) - n - const

fiir Schleife iiber d: < 30! (n—d)-n-const <n-n-n-const
Initalisierung: < n - const’

insgesamt O(n?)

Beispiel: G gegeben durch S — SA|a,A — BS,B — BB|BS|blc, w = abaaba
(notiert unter der Diagonalen im folgenden Diagramm).

Li/jil1]2] 3 [ 4 [5] 6 |
1L [STO0] S S 0] S
2 |“|B|AB|AB|B|AB
3 b1 S O |10 0
4 a S 0| S
5 « | B|AB
6 NS
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Es ist S € Ny, also gilt S F w.

Satz: (zur Entscheidbarkeit des Leerheitsproblems) Es gibt einen Algorithmus, der
zu gegebener kontextfreier Grammatik G jeweils entscheidet, ob L(G) = ().

Beweis: Nur Idee: Berechnung der Menge 7" C N der terminierenden Variablen:
T={A€ Nlexz.w € ¥* mit A+* w}. Dann L(G) # (0 gdw. S € T.
Folgender Markierungsalgorithmus bestimmt 7"

(0) Markiere (z.B. durch Unterstreichen) auf den rechten Regelseiten alle Termi-
nalsymbole.

(1) Solange Regel mit unmarkierter linker Seite A existiert, so dafl eine rechte
Seite voll markiert ist, markiere A iiberall in der Grammatik.

{T =Menge der markierten Variablen}

Korrektheit:

e Termination des Algorithmus: klar, da N endlich und in jeder Schleife eine
Variable markiert wird.

e Es werden nur terminierende Variablen markiert (klar mit Induktion iiber
Anzahl n > 1 von Schleifendurchléufen)

e Es werden alle terminierenden Variablen markiert.

Zeige durch Induktion iiber n > 1: A F<" w fiir ein w = A wird markiert:
n=1Argw:A— win G, A wird markiert.
n+ 1: Gelte A F<"*1 y fiir ein w. Dann

AF ugBiuy ... Byt FS" uguity . . Uy, = W

mit B; F<" v;. LV. besagt: By, ..., B,, werden markiert, also wird auch A markiert,
da Regel A — ugByuy ... Byu, in G vorhanden.

Zeitaufwand in Grofle der Grammatik (Linge des Wortes aus allen Regeln, u.a.
mit den Zeichen — [;): Bei Wortlidnge n zur Darstellung der Grammatik geniigt
Zeitaufwand O(n?). O

Der CYK-Algorithmus und der Markierungsalgorithmus sind typische Beispiele fiir
zwei wichtige Ansétze des Algorithmenentwurfs. Im CYK-Algorithmus werden ,,al-
le Teilprobleme nach wachsender Grofle gelost und Losungen fiir Teilprobleme zu
Losungen fiir grofiere Teilprobleme zusammengesetzt (,, dynamisches Programmie-
ren), im Markierungsalgorithmus erfolgt der induktive Aufbau einer Menge, die
unter gewissen Operationen abgeschlossen ist (hier: Operation (1)).

In der Vorlesung ,,Automaten und formale Sprachen wird gezeigt, da$ das Aquiva-
lenzproblem fiir kontextfreie Grammatiken nicht entscheidbar ist.
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Ubungen

Aufgabe (2.5): (CYK-Algorithmus) Wenden Sie den CYK-Algorithmus auf die
Grammatik mit den Regeln S — AB|BC, A — BAl|a,B — CC|b,C — ABJa und
das Wort w = baaba an.

Aufgabe (2.6): (Kodierung kontextfreier Grammatiken) Geben Sie iiber einem ge-
eignet gewihlten (festen!) Alphabet eine Kodierung der kontextfreien Grammatiken
tiber dem Terminalalphabet ¥ = {a, b} an. Die Menge der Kodierungen kontextfreier
Grammatiken sollte eine regulére Sprache bilden. Weisen Sie dies fiir [hre Kodierung
nach.

2.4 Kellerautomaten

Ziel: Wir suchen ein Modell von Automaten A, die zu kontextfreien Grammatiken
G in folgender Korrespondenz stehen:

A akzeptiert w < G erzeugt w

Eine Reduktion von w durch A entspricht dann dem Aufbau von w durch G.

Die Idee erldutert folgendes Beispiel iiber dem Alphabet Dy = {(, ), [,]}: Die Dyck-
Sprache Dy bestehe aus den korrekten Klammerwortern iiber Dy. (Der Index 2 deutet
an, da} zwei Klammertypen benutzt werden.) D, werde formal definiert durch die
Grammatik

S = OINS)ISIISS

Beispielworter: ()(())[], ([O)(O)[I])
Beispielableitung: S =SS+ ()S+H ()SSE ()(S)SEO(())SH O(O)[]

Ein entsprechendes Reduktionsverfahren geht von ()(())[] aus und benutzt einen
Hilfsspeicher fiir passende Satzformen, die wie das Inputwort beginnen und aus S
herleitbar sind. Die Abarbeitung des Inputwortes schreitet bei Herstellung entspre-
chender Terminalsymbole im Hilfsspeicher fort, bis das Eingabewort verarbeitet ist
und der Hilfsspeicher leer.

Restwort | Hilfsspeicher fiir Regelanwendungen (Kellerspeicher)

SS
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Dies motiviert folgendes Automatenmodell (Kellerautomat):

Lesekopf
—>

Eingabe

Schreib- / Lesekopf

Keller

endliche >

Kontrolle

Kellerspitze

Definition: Ein Kellerautomat (Pushdown-Automat, PDA) hat die Form
A= (Qa Ea Fa qo, Z07 A)

mit () endlicher Zustandsmenge, ¥ Eingabealphabet, I' Kelleralphabet, ¢y Anfangs-
zustand, Zy € T' Kellerstartsymbol, Transitionsrelation A C @ x (X U¢e)} x Q.
(¢,a/e,Z,g,¢") € A erlaubt den Ubergang von ¢ zu ¢ bei Einlesen von a/e von
Eingabe und Ersatz von Z durch v auf der Kellerspitze, Transition im Fall v = ¢
heifit pop-Schritt, im Fall v # ¢ push-Schritt.

Formaler: Eine Konfiguration hat die Form (¢, w, o) € Q X ¥* X I'* mit ¢ Zustand,
w Restinput, o Kellerinhalt. Es gelte:

(q,aw, Za) 4 (¢ w,ya), falls (¢,a,Z,7v,¢) € A,
(q,w, Za) 4 (¢ w,ya), falls (¢,,Z,7,¢') € A

Fiir Konfigurationen r, &' gelte x F% &', falls ex. kq,..., Kk, mit kg = K, K; F4 Kiy1,
Kn = K.

A akzeptiert w mit leerem Keller 1< (qo, w, Zp) 4 (q,¢,¢) fiir ein g € Q.

Variante: Akzeptieren mit Endzustand durch Konfigurationen (¢, ¢, «) mit Endzu-
stand ¢ und « beliebig.

N(A) :={w € ¥*|A akzeptiert w mit leerem Keller}

A hei3t deterministisch (DPDA), falls fiir (¢, a/e, Z) ex. jeweils hchstens eine Tran-
sition (¢, a/e, Z,-,-) in A, und es ex. nicht zwei Transitionen (¢, a, Z, -,-), (¢,£, Z, -, *).

Beispiel: Das eingangs genannte Beispiel fiihrt auf den PDA
Ap, = ({q0}, D2, D2 U S, o, S, A)

mit folgenden Transitionen in A:
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(QOagasa()aqO) (q07(7 (767(]0) (QO75JSJ[]7QO)
(90,),):6:90)  (q0,¢,5,(5), %) (90, [; [: €, 90)
(QU75757 [SLQO) (QUa]aLgaq{)) (QO,E,S,SS,QU)

Es gilt N(Ap,) = D,. (Diese Gleichheit ergibt sich aus dem Hauptsatz dieses Ab-
schnitts; der Aufbau von Ap, ist ein Beispiel fiir die dort angegebene Konstruktion.)

Beispiel: L, = {a™b"|n > 0}, betrachte Ay := ({qo, 1}, {a, b}, {Z, Zov}, qv, Zo, A)
mit folgenden Transitionen in A:

(1) (g0, a, Zo, ZZy, qo)
(2) (qo0,0,7,Z7Z,q)
(3) (90,0, Z,2,q1)

(4) (q1,0,Z,2,q1)

(5) (QIa g, Z[]a g, (h)
Es gilt dann N(Ay) = Lo

)
)
)
)

Beweis: |, D¢ ist klar mit den Transitionen

(1), (n —1) mal (2) [liefert Konfiguration (go, b™, Z"Z)]

(3), (n —1) mal (4) [liefert Konfiguration (qi, ¢, Zp)]

(5), liefert (qq,¢,¢)

»C“: Gelte w € N(Az), d.h. (g, w, Z) F, (qo,1,¢,¢). Es miissen dann (in dieser
Reihenfolge) die Transitionen (1), --mal (2) mit, i > 0, (3), j-mal (4) mit, j > 0 (5)
angewendet werden. Da vor Anwendung von (5) Z, auf Kellerspitze ist, muf i = j
sein, d.h. w = a"'b"*! und somit w € Ls. O

Als Vorbereitung fiir den Ubergang Grammatik — PDA ben6tigen wir einen weite-
ren Begriff:

Definition: Eine Ableitung ayq Fear b ... kg ay, (G kontextfreie Grammatik)
heifit Linksableitung, falls beim Ubergang von a;zucq;.; jeweils das am weitesten
links stehende Nichtterminalsymbol in «; ersetzt wird.

Lemma: Gilt S {, w, dann existiert eine Linksableitung S F ... w.

Beweis: Betrachte Ableitung S F ... F w und hierbei die erste Stelle, wo Links-
ableitung verletzt (sonst fertig). Wir isolieren diese Stelle bei |-

SHE ugBiuy ... BuuntugBy ... Bpug . .. By, B ugviug L 0y, = w
mit By — Bk, B F* vk, B; F* v;, (i # k). Gehe iiber zu Ableitung

S ugBiuy ... Bpun Fugviui By ... Bruy, . .. By, EF uguy .. Uy = w
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mit B; F* v;; hier ist die Eigenschaft der Linksableitung erst spéiter verletzt. Fahrt
man so fort, erhdlt man schliellich eine Linksableitung von w. UJ

Satz: Zu jeder kontextfreien Grammatik G kann man einen PDA A konstruieren

mit L(G) = N(A).

Beweis: G = (N,X, P, S) gegeben. Konstruiere A = (Q, %, T, qo, Zp, A) iiber der
einelementigen (!) Zustandsmenge @@ = {g} mit ' = YU N, Z;, = S, A mit
Transitionen (qo, ¢, 4,7, q) fir A — v € P und (¢, a,a,¢,q) fiir a € X.

Notation: S I « fiir Existenz einer Linksableitung.

Behauptung: (¢o,w,S) F* (qo, &, @) & S *F ua (wobei fiir <= vorausgesetzt sei, dafl
a = ¢ oder a beginnt mit Nichtterminal).

Fiir a = ¢ ist dann der Satz gezeigt.

Nachweis von ,,=* durch Induktion iiber Schrittzahl [ > 0 von A:
[ = 0: Voraussetzung liefert v = ¢, « = 5, wegen S * S ist die Behauptung klar.
[+ 1: Gelte (go,u, S) Fi* (qo, 2, ).
1. Fall: letzte A-Transition ein A — v Schritt. Also
(Q7 u, S) l_%A (q[)) g, AO/) - (qOJ g, gOZI)

mit yo' = . LV, liefert S *+ uAd' F uya' - ua.

2. Fall: letzte A-Transition Reduktion eines Eingabebuchstaben
(qm ulaa S) l_iél (q[]a a, aa) l_A (q[]a g, O!)

mit u = u'a, (qo, v, S) Fy (qo, €, ac). LV. liefert S *+ v'ac = ua.

Nachweis von ,,<=* durch Induktion {iber Linge [ > 0 von Linksableitungen:

[ = 0: Voraussetzung besagt u = ¢, « = S. Dann gilt auch linke Seite.

[ +1: Gelte S " uqy, im letzten Schritt etwa A — . Dann S = vAB - vy83 = ua
(x). Beachte, daf8 links von A nur Terminalsymbole stehen kénnen, also v € ¥*.
Nach I.V. gilt:

(QO,U;S) l_:kél (q0767A/8) - (qO,S,’Yﬁ) (**)

Da a = ¢ oder mit Nichtterminal beginnt, folgt nun aus (x): |u| > |v|. Definiere w
durch vw = u, also wa = v, da ua = vyf. Aus (xx) folgt nun
(q[]a rw, S) l_fél (q[]a w, wa/) = (q07 w, ’Yﬁ)

und nun weiter mit Reduktionsschritten (Loschen von w auf Eingabe und Keller)
4 (qo, €, @). O

Es gilt auch die Umkehrung des Satzes. Dies wird hier nicht gezeigt. Ansatz: Zu
A= (Q,%,T,q, Zy,A) definiere Nichtterminalsymbole fiir G: [pZq] mit p,q € Q
und Z =T, Regeln so, dal [pZq] -, w < A kann iiber w von p zu ¢ gelangen bei
Loschen der Kellerspitze Z.

Riickblick auf Zusammenhang Grammatik < PDA:

Wir betrachten dies anhand des Beispiels von
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AAP=Menge der aussagenlogischen Ausdriicke in Prifix-Notation
(hier nur mit Aussagevariablen al, ..., a9). Das Alphabet ist

E:{/\,\/,—',a,l,...,9,#},

wobei # zur Endmarkierung dient. Ein Beispielausdruck ist AV Aala2—a3 A a2a3+#;
in Infix-Notation wiirde man (((al A a2) V =a3) A (a2 A a3)) schreiben.
AAP wird durch folgende Grammatik erzeugt:

S — A#, A— aB|~A|VAA|AAA, B—1]...]9

Die Grammatik entspricht unmittelbar einem rekursiven Parsing-Programm, welches
Eingabeworter auf Mitgliedschaft in AAP testet.

Und zwar entspricht allgemein eine Regel A — ugBju; ... B,u,, einer Prozedur
»A“ zum Akzeptieren der aus A ableitbaren Worter: lese ug ein, fithre Prozedur
,B1“ aus, lese u; ein, fithre Prozedur ,B,“ aus,. .., lese u,, ein und akzeptiere dann.
Alternativen zwischen den A-Regeln fiihren zu nichtdeterministischen Programmen.
Im Beispiel bestimmt das erste Symbol auf rechten Regelseiten die Regelauswahl;
in einem solchen Fall ergibt sich Determinismus.

Beispiel:

program recursive parser fiir AAP
(ES jeweils lokale Variable fiir Eingabesymbol)
procedure S
A; read (ES); if ES=# then write accept else write reject;
procedure A
read (ES); if ES=a then B
else if ES=- then A
else if ES=A oder V then A; A;
else write reject;
procedure B
read (ES); if ESe {1...9} then no-op else write reject;
(* Hauptprogramm x)
begin S end;

Aufrufe der Prozeduren (mit Angabe der Lebensdauer) iiber dem Beispiel-Eingabe-
wort AV Aala2-a3 A a2a3+#:

AV A a 1 a 2 = a 3 A a 2 a 3 #
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So wie G einem rekursiven Programm entspricht, so kann man einen zugehorigen
PDA als iteratives Programm (ohne rekursive Prozeduren) auffassen, in dem die
Kellerinhalte die rekursiven Aufrufe nachbilden.

program PDA-Parser fiir AAP
var Keller: Folge von Buchstaben, KS: Buchstabe (fiir Kellerspitze)
begin Keller:=leer; S auf Keller; read (KS); A auf Keller;
(x* Wir beriicksichtigen die einmalige Regelanwendung S — A#
getrennt vor und nach der while-Schleife x)
while Keller nicht leer do
read (KS);
if KS=A then read (ES);
if ES=a then B auf Keller
else if ES=- then A auf Keller
else if ES=A oder V then AA auf Keller
else reject;
if KS=B then read (ES);
if ESe {1...9} then no-op else reject;
od;
read (ES); if ES=+# then accept else reject;
end.

Ubungen

Aufgabe (2.7): (DPDA) Geben Sie einen deterministischen PDA (mit Erkldrung)
an, der die Dyck-Sprache D, mit Endzustinden erkennt.

Aufgabe (2.8): (DEA vs. DPDA)

1. Zeigen Sie, daf} eine regulire Sprache L C ¥* - {#} (mit Endsymbol # ¢ ),
die von einem DEA mit n Zustdnden erkannt wird, von einem DPDA mit

(a) n Zustdnden und einem Kellersymbol

(b) einem Zustand und n Kellersymbolen
jeweils mit leerem Keller erkannt wird.

2. Zeigen Sie, daf} 1. im allgemeinen nicht gilt, wenn L C ¥* vorausgesetzt wird.

Aufgabe (2.9): (Auswertung aussagenlogischer Ausdriicke) Aussagenlogische Aus-
driicke mit Konstanten (in Priifix-Notation) seien definiert wie aussagenlogische Aus-
driicke, jedoch mit 0 und 1 an Stelle von Aussagenvariablen. Fiir einen solchen Aus-
druck « sei || der Wahrheitswert (0 oder 1), der sich in {iblicher Weise aus o durch
Auswertung ergibt. Geben Sie (mit Erlduterung) einen DPDA an, der die Sprache

{a|a ist aussagenlogischer Ausdruck mit Konstanten, |a| = 1}

erkennt.
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Aufgabe (2.10): (Durchschnitt mit reguldren Sprachen) Sei L eine Sprache, die
von einem PDA mit Endzustinden erkannt wird und R eine regulire Sprache. Be-
weisen Sie, dafl L N R durch einen PDA mit Endzustinden erkannt wird.

2.5 Ableitungsbdume und Iterationssatz

Ziel dieses Abschnitts ist der Nachweis konkreter Beispiele von Sprachen, die nicht
kontextfrei sind. Dazu zeigen wir das ,,Pumping Lemma“, das gewisse Periodizitéts-
eigenschaften von kontextfreien Sprachen garantiert. Als Vorbereitung fiihren wir
Ableitungsbdume ein.

Ableitungsbidume: Als Beispiel betrachten wir kontextfreie Grammatik mit der
Regelmenge S — SbS|a und die Ableitungen

1) SESbSF abS F abSbS = ababS + ababa

2) S+ SbS = SbSHS = SbSba = Sbaba - ababa

3) SE SbSF SbSbS F abSbS + ababS + ababa

4

(
(
(
(4) S SbS I Sba - SbSba + Sbaba = ababa

)
)
)
)

(1),(2) und (3),(4) fithren auf jeweils gleiche Ableitungsbdume:

S S
/’\ /’\
S b S S b S
| RN N |
a ‘SbS‘ ‘SDS‘ a

a a a a

Wir halten fest:

e (1) und (3) sind Linksableitungen, d.h. bei jedem Ableitungsschritt wird die
am weitesten links stehende Variable € N ersetzt, (2) und (4) sind Rechts-
ableitungen.

e Jede Ableitung induziert einen Ableitungsbaum.
e Einem Ableitungsbaum entsprechen im allgemeinen mehrere Ableitungen.
Definition:

(1) Ein unbewerteter, hochstens k-verzweigter Baum ist eine Teilmenge von
{1,...,k}*, die

(a) unter Préfixbildung abgeschlossen ist

(b) jeweils fiir zj auch alle zi mit 1 < i < j enthilt.
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Beispiel: (fiir £ = 3)

€
/’\
1 2 3
] ]
11 12 21 31

| |
111 211 311

Sprechweisen: ¢ ist die Wurzel des Baumes, der Knoten xt ist Nachfolger
von x, Bldtter sind Knoten ohne Nachfolger, die Front eines Baumes ist die
Folge der Blitter in lexikographischer Reihenfolge, ein Pfad (der Lénge n) ist
eine Folge uy, ..., u,, wobei uy die Wurzel des Baumes ist, u,, ist ein Blatt und
u;+1 ist Nachfolger von u; (0 < i < n).

(2) Ein X-bewerteter, hochstens k-verzweigter Baum ist eine Abbildung
t:dom(t) — X,

wobei dom(t) ein unbewerteter, hochstens k-verzweigter Baum ist.

t(x) ist die Beschriftung des Knotens x, Yield(¢) ist die Folge der Beschriftun-
gen der Knoten in der Front.

(3) Ein Ableitungsbaum t zur kontextfreien Grammatik G = (N, X, P, S) ist ein
(N U X)-bewerteter Baum mit

(i) die Wurzel ist mit S beschriftet (¢(c) = S)
(ii) hat = die Nachfolger x1,...,zm, so ist t(x) — t(z1)...t(xm) in P.

Bemerkung: Sei G eine kontextfreie Grammatik, A eine Variable von G. Dann
gilt: ARG w & ex. ein Ableitungsbaum t fiir G, dessen Wurzel mit A beschriftet ist,
(d.h. t(e) = A) und fir den Yield(t) = w gilt.

Definition: Sei t: dom(t) — X ein bewerteter Baum und x € dom(t¢). Der Unter-
baum t|, ist gegeben durch:

e dom(t|,) = {y|ry € dom(t)}

o (tl)(y) = t(vy)

Iterationssatz: (Pumping Lemma, uvwxy-Theorem)) Sei G = (N, %, P, S)
eine kontextfreie Grammatik, die keine Regel der Form A — B(A, B € N) enthilt,
|N| = m, k die maximale Linge einer rechten Regelseite, n := k™!, Es gilt fiir alle
z € L(G) mit |z| > n: es gibt eine Zerlegung z = wvwzy mit v # ¢, [vwz| < n und
fiir alle ¢ € Ny gilt uwv'wz'y € L(G).
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Vorbemerkung zum Beweis: Sei ¢ ein hichstens k-verzweigter Baum, |Yield(t)| > k™.
Dann ex. ein Pfad der Linge > m in t. Anders ausgedriickt: Haben alle Pfade in ¢
eine Liange < m, dann ist |Yield(¢)| < k™.

Der Beweis ist einfach mit Induktion iiber m: Fiir m = 0 ist |Yield(¢)| = 1 < &°.
Fiir m + 1 gilt |Yield(¢)| < &' - k™ (nach LV., mit k' < k) < k- k™ = k™1,

Beweis: Sei z € L(G), |z| > n = k™!, Nach Vorbemerkung ex. ein Pfad der Linge
> m + 1 im Ableitungsbaum t von z, folglich mit Wiederholung einer Variablen.
Wiihle eine “letzte” Wiederholung, d.h. zwei Knoten a, b mit ¢(a) = t(b) = A, so daf
in t|, keine weitere Variablenwiederholung auftritt. Dann gilt Yield(t) = z = uwvwzy,
wobei wir u, v, w,z,y so bestimmen, daf Yield(t|,) = w, Yield(¢|,) = vwz. Dann
gilt [vwz| < n und es sind nicht v, x beide leer (keine Regeln A — B auf dem Pfad
von a nach b!). Ferner S H§, uAy, A% vAz, A} w, und es folgt wv'wz'y € L(G)
fiir e > 0.

Folgerung: L = {a'b'c'|i > 0} ist nicht kontextfres.

Wire L kontextfrei, etwa erzeugt durch G kontextfrei, so konnte man n geméf
Pumping Lemma wé&hlen und z = a"0"c¢” € L betrachten. Nach dem Pumping
Lemma existiert eine Zerlegung z = uwvwxy mit vz # ¢, jvwz| < n und wwiwa'y € L
fiir alle ¢ > 0. Wegen |vwz| < n gilt vwz € a*b* oder vwz € b*c*. Wir betrachten
nun wwy, das (fiir i = 0) gemdB dem Pumping Lemma zu L gehort.

Im ersten Fall vwz € a*b* gilt wegen vz # ¢, daB |uwy|, < n oder |uwy|, < n (oder
beides). Andererseits |uwy|. = n. Also uvwy ¢ L, Widerspruch.

Im zweiten Fall vwz € b*c* schliefit man analog.

Ubungen

Aufgabe (2.11): (Nicht-kontextfreie Sprachen) Zeigen Sie mit Hilfe des Pumping
Lemmas, daf3 die folgenden Sprachen nicht kontextfrei sind:

1. L, = {a']i ist Primzahl}
2. Ly ={ww|w € {a,b}*}
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Kapitel 3

Berechenbarkeit, Komplexitit

3.1 Turing-Maschinen

In einer fiir die Entwicklung der Informatik fundamentalen Arbeit hat Alan Tu-
ring 1936 (damals 24 Jahre alt) ein abstraktes Automatenmodell vorgeschlagen mit
dem Ziel, die Durchfiihrung beliebiger Algorithmen zur Symbolmanipulation in ei-
nem prézisen Rahmen zu erfassen. Turing analysierte hierzu die elementaren Ein-
zelschritte, die ein Mensch bei der Realisierung eines Algorithmus (beim Rechnen
auf dem Papier) durchfiihrt. Er begriindete einige wesentliche Grundannahmen: Der
,Computer” (in Turings Sinne der menschliche Rechner) hat nur eine feste endliche
Anzahl interner Zusténde, er arbeitet auf einem (ohne Beschrinkung der Allgemein-
heit) eindimensionalen Rechenpapier (,Rechenband“), das in Felder geteilt ist und
auf jedem Feld ein Symbol aus einem festen endlichen Zeichenvorrat aufnehmen
kann. In jedem Augenblick iibersieht der ,,Computer nur ein Segment gewisser fe-
ster Liange auf dem Rechenband, kann in Abhéngigkeit von dessen Inschrift und
seinem eigenen internen Zustand Anderungen in diesem Segment vornehmen und
dann die Aufmerksamkeit auf benachbarte Felder des Rechenbandes verlegen. Auf
kleinste Schritte reduziert, kann man sogar annehmen, dafl das kritische Segment
nur aus einem einzigen ,, Arbeitsfeld“ auf dem Rechenband besteht. In einem Schritt
kann dann jeweils in Abhéngigkeit vom internen Zustand und von der Inschrift des
Arbeitsfeldes dort ein neues Symbol eingetragen werden, worauf das Arbeitsfeld
dann eventuell um ein Feld nach rechts oder links verlegt wird.

Da die Rechnungen nicht an mangelndem Platz scheitern sollen, wird das Rechen-
band als beidseitig unendlich vorausgesetzt. Allerdings sind in jedem Augenblick nur
endlich viele Felder davon beschrieben, denn anfangs ist das Band leer, abgesehen
von den endlich vielen Feldern, auf denen die Eingabe steht, und in einem Schritt
kann jeweils hochstens ein weiteres Feld beschrieben werden. Formal reprisentiert
man die ,leere Beschriftung® eines Feldes durch ein besonderes Leerzeichen, das
,blank®, welches immer zum Zeichenvorrat dazugehort. Dies fiihrt auf das Algorith-
menmodell der ,, Turing-Maschine®, mit folgender Struktur:

23
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Turing-Maschine:
Lese- und Schreibkopf

«> Rechenband

[ 1| lalblbiplblb | |-
Inschrift
Arbeitsfeld (AF)

\ end|. Kontrolle\

& blank

Drei Unterschiede zum endlichen Automaten:
e Lesen und Schreiben sind moglich
e Berechnungsrichtung <+, nicht nur —

e Der Speicher (Rechenband) ist nicht beschrinkt (ebenso wie bei PDA’s).

Definition: Eine Turing-Maschine (TM) hat die Form A = (Q,%,T, g, d) mit
endlicher Zustandsmenge (), Eingabealphabet X, Arbeitsalphabet I' O ¥ disjunkt
zu @), wobei fiir das Zeichen & (blank) gilt b € '\ ¥, Anfangszustand ¢o, Transitions-
funktion 0 : Q@ x '—= — ' x {l,r} x @ (partielle Funktion, d.h., nicht jedes Element
aus @ x I' besitzt einen Funktionswert).

d(q,a) = (a',1/r,q") besagt: Im Zustand ¢ mit a auf dem Arbeitsfeld drucke o’ auf
das Arbeitsfeld, bewege den Kopf ein Feld nach links/rechts und gehe auf Zustand
¢’ iiber. Wir nennen dann das Quintupel (¢, a,d’,l/r,q") auch eine Turingzeile von
A.

Eine Turing-Maschinen-Konfiguration ist ein Wort aus I'"QT'™* (wobei ugv fiir die
Bandinschrift ...56uvb ... stehe, Zustand ¢ mit erstem Buchstaben von v auf dem
Arbeitsfeld, bzw. 5 auf dem Arbeitsfeld, falls v = ¢).

Fiir u = ugb, v = avy sei die Folgekonfiguration von uqu definiert durch:

upq'ba'vy  im Falle §(q,a) = (d',1,q")
{ upba'q'vy  im Falle §(q,a) = (d',7,¢")
Falls u = ¢,v = ¢, gelte dies mit ug =¢,b =b bzw. vg =¢,a = 0.
Notation: k 4 &’ fiir k" Folgekonfiguration von x,
k% K fiir ex. n > 0, Ko, ..., Kk, Mit Ko = K, Ky, = K, K; B ki fiir © < n.
k heiflt Stopkonfiguration, falls keine Folgekonfiguration von x existiert.

Beispiel: A sei eine Turing-Maschine mit @ = {qo, 1,2}, X = {|}, [ = Z U {6},
und 9 sei definiert durch folgende Quintupel:

(q07|7|7raq0)7 (QO757|;Z,‘]1)7 (q17|7|7l7q1) (qlababaran)

graphisch:

IQF I IQ/

qub" Q7ﬁ 4,
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Eine Konfigurationsfolge:
bao|l[bd =7 b[|q0bd = bllqu|lb +* qibb|[l|b - bas|ll[b

Allgemein: go|™ F* Stopkonfiguration ¢, |**'.
Wir sagen in diesem Fall: A berechnet die Nachfolgerfunktion in unérer Darstellung.

Definition: Sei f: (¥*)"— — ¥*, und sei A eine Turing-Maschine. A berechnet f,
falls fiir alle

(wi,...,w,) € Def(f): quibwsy ... w,b Fy ugf(wy,..., w,)bv
fiir Stopkonfiguration mit geeigneten wu, v existiert und fiir alle

(wr, ..., wy) € (X5)"\ Def(f)

A von qywibws ... w, aus keine Stopkonfiguration erreicht.
f heillt Turing-berechenbar, falls eine Turing-Maschine existiert, die f berechnet.

Ein Vergleich mit endlichen Automaten:

Beispiel: Jede sequentielle Funktion f : ¥* — ¥* ist Turing-berechenbar.

Beweis: Ansatz: Gegeben sei eine sequentielle Maschine A = (Q, %, %, qo, 9, A),
A QxX — Y. Die gesuchte Turing-Maschine B arbeitet wie A, iiberdruckt Eingabe-
buchstaben durch Ausgabebuchstaben und geht an den Anfang des Ausgabewortes
zuriick. Gilt in A : d4(q,a) = ¢, Aalgq,a) = d', so setzen wir fest 05(q,a) = (a',r,q")
erginzt durch d5(q,0) = (0,1, q),058(q,a) = (a,l,q) fir a € ¥,05(q,b) = (b,7,q5)
mit ¢ Stopzustand. Formal ist Qp = Q U {q, ¢s}- O

Beispiel: Die Funktion

. . " falls n Primzahl
Forim {1} = {1}* mit Fyram( >={ |

€ sonst

ist Turing-berechenbar.

Beweis: Ansatz: Wihle als Arbeitsalphabet I' = {|,,8, *, |, b, x}. Zu gegebenem
| priife fiir i = 2,...,n — 1 Teilbarkeit von n durch i (hier n > 3, Priifung auf
n = 0,1, 2 erfolge vorweg). Stelle fiir i = 2,...,n—1 jeweils folgende Inschriften her:

(0) unterstreiche das i-te |.
(1) stelle i-Block her: $...$% an Stelle der ersten i Zeichen |.

(2) Verschiebe so lange wie moglich innerhalb | den i-Block von Beginn=Position
1 auf Beginn=Position £ -i + 1 (fiir £ = 1,2,...) und teste jeweils, ob dann
nach x ein  folgt. Dann stop, denn ¢ wiirde n teilen. Falls beim Verschieben
ein % {iberdruckt wird, Ubergang zum nichsten i, weiter bei (1).
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Zur Tragweite des Turing-Maschinen-Modells:

f heiBBt im intuitiven Sinne berechenbar, falls es einen (eventuell umgangssprachlich
beschriebenen) Algorithmus gibt, der f berechnet, also im Falle f : (¥*)"— — ¥* zu
Wi, ..., w, € Def(f) jeweils f(ws,...,w,) liefert und ansonsten nicht terminiert.

Churchsche These (oder: Church-Turing-These) 1936:
f im intuitiven Sinne berechenbar < f Turing-berechenbar

< ist klar
= ist nicht beweisbar, sondern nur begriindbar

Argumente dafiir:
1. Turings Analyse des Rechenprozesses
2. Erfahrung mit komplexen Beispielen seit iiber 50 Jahren

3. andere Prézisierungen von ,berechenbar® sind formal dquivalent zu Turing-
Maschinen.

4. erweiterte Turing-Maschinen-Modelle sind reduzierbar auf Turing-Maschinen
im eigentlichen Sinne.

Beispiel: Zweidimensionales Rechenpapier reduzierbar auf eindimensionales Band.
[llustration: Multiplikation von Dezimalzahlen entspricht

f:({0,...,9})? = {0,...,9}".
Die Multiplikation

10925 - 85
87400
54625
928625

ist auch auf dem Turingband durchfiihrbar. Bandinschriften einer entsprechenden
Turing-Maschine:
109256850
87400610925b6850
$109256856874000
546250109256850874000
1$109256856874000654625
92862568740000654625
mit zusétzlichen Marken (etwa Unterstreichungen, représentiert durch entsprechen-
de Hilfsbuchstaben im Arbeitsalphabet).
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Unwesentlicher Gebrauch der Churchschen These:

Nachweis, daf} eine Funktion Turing-berechenbar ist, durch Angabe eines intuitiven
Algorithmus (Churchsche These ist durch Fleif, ndmlich durch Konstruktion einer
Turing-Maschine, letztlich eliminierbar).

Wesentlicher Gebrauch:
Nachweis, daf} eine Funktion nicht berechenbar (im intuitiven Sinne) ist, durch Nach-
weis, daf} sie nicht Turing-berechenbar ist.

Ubungen

Aufgabe (3.1): (Turing-Maschinen und Dezimalzahlen) Geben Sie eine Turing-
Maschine an, die zu jeder Dezimalzahl (Folge von Dezimalziffern) die nichste Dezi-
malzahl ausrechnet und danach anhélt.

Aufgabe (3.2): (linksbeschrinkte Turing-Maschinen) Zeigen Sie, daf} es zu jeder
Turing-Maschine A eine dquivalente Turing-Maschine A" (d.h. eine Turing-Maschine,
die dieselbe Sprache akzeptiert) gibt, die das Rechenband links von der Anfangs-
bandinschrift nicht bearbeitet (Modell einer Turing-Maschine mit nach links be-
grenztem Rechenband).

Aufgabe (3.3): (Invertierung von Wortern) Zu w = ay . .. a,, sei w” das gespiegelte
Wort ay, ...a;. Sei ¥ = {a,b}. Zeigen Sie, daf die Funktion f : ¥* — X* mit
f(w) = w" Turing-berechenbar ist.

Aufgabe (3.4): (Zwei-Keller-Automaten) Ein Zwei-Keller-Automat geht aus einem
PDA durch Hinzufiigen eines weiteren Kellers hervor; das Kelleralphabet und das
Kellerstartsymbol werde fiir beide Keller benutzt. Eine Transition hat also die Form:
(q,a/e,Y,Z, X\, 0,q"); sie besagt, dal der Automat im Zustand ¢ nach dem Lesen von
a oder € in den Zustand ¢’ iibergeht und die beiden oberen Kellerbandinschriften Y
und Z durch A bzw. 0§ ersetzt.

Das Akzeptieren von Wértern wird wie bei PDA’s definiert: Ein Wort w wird genau
dann akzeptiert, wenn (qo, w, Zy, Zy) F* (¢, ¢,¢,¢) fiir ein ¢ € Q gilt.

Zeigen Sie: Wird eine Sprache L von einer Turing-Maschine erkannt, so auch von
einem Zwei-Keller-Automaten.

3.2 Entscheidbarkeit, Aufzihlbarkeit, Berechen-
barkeit

Entscheidbarkeit von Sprachen:

Definition: Sei ¥ = {ay,...,a,}. Zu L C ¥* definiere x, : ¥* — ¥* durch die
charakteristische Funktion von L

XL(U’):{a1 el

e w¢l
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Beispiel: Zu L = {|™ | n Primzahl} ist x, = fyrim (s.0.).

Definition: Die Turing-Maschine A entscheidet L, falls A berechnet x; (d.h., A
stoppt fiir jede Eingabe w € ¥*, und zwar mit a; auf dem Arbeitsfeld, falls w € L,
und mit b auf dem Arbeitsfeld sonst).

L ist Turing-entscheidbar, falls eine Turing-Maschine existiert, die L entscheidet. Ein
Entscheidungsalgorithmus im intuitiven Sinne fir L C ¥* stoppt fiir jede Eingabe
w € ¥*, und zwar mit Ausgabe ja fiir w € L, nein sonst. L ist entscheidbar im
intuitiven Sinne, wenn es einen Entscheidungsalgorithmus im intuitiven Sinne fiir
L gibt. Einige derartige Algorithmen haben wir schon kennengelernt, so den CYK-
Algorithmus oder den Markierungsalgorithmus zum Leerheitstest fiir kontextfreie
Grammatiken.

Beispiel:
1. {|™ | n prim} ist (Turing-)entscheidbar.

2. Sei G = (N, X, P, S) eine Typ-0-Grammatik.

LY ={at Bla,f € (NU)*, atq B}, wobei ¢ N UG, ist (Turing-)ent-
scheidbar

LS ={agb ...Fayn>0,0; € (NUY)* ; b iy, < n}, die Sprache der
Ableitungen zu G, ist (Turing-)entscheidbar

Zum Test w € LY priife, ob genau ein - in w auftritt, priife dann alle Infixe
des Priifixes vor - (= «) auf Anwendbarkeit einer G-Regel und in diesem Falle,
ob Suffix nach F (= ) aus « durch diese Regel hervorgeht.

L§-Test analog durch sukzessives Anwenden als L&-Tests.

[ Hier ist die Churchsche These unwesentlich; man koénnte auch direkt Turing-
Maschinen angeben |

Eine kleine Modifikation macht aus Entscheidungsverfahren die sogenannten Ak-
zeptieralgorithmen oder Semi-Entscheidungsverfahren: Sie terminieren genau fiir die
Eingaben aus L (und stoppen sonst nicht). Auf formaler Ebene entspricht dies fol-
gender Definition:

Definition: Eine Turing-Maschine A akzeptiert L :< A stoppt genau fiir diejenigen
Eingabeworter w € ¥*, die zu L gehoren. L Turing-akzeptierbar < ex. Turing-
Maschine, die L akzeptiert.

Bemerkung: L Turing-entscheidbar = L Turing-akzeptierbar.
Beweis: A entscheide L. Fiihre neuen Zustand ¢, ein und ergénze fiir alle Paare

(q,0), fiir die eine Befehlszeile in A fehlt, durch ¢bbrq.,, sowie fiir jedes a aus dem
Arbeitsalphabet die Zeile ¢ aarqgs. Erhalte so B, B akzeptiert dann L. O
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Aufzihlbarkeit:

Definition: Eine Turing-Maschine A heifit Aufzihlungs- Turing-Maschine, falls ih-
re Zustandsmenge einen ausgezeichneten Zustand ¢! enthélt; und die durch A auf-
gezéhlte Sprache L enthalte alle Worter w € X* mit 6ggb Hy uqlwbv. (A liefert die
Worter, die jeweils bei Erreichen von ¢! vom Arbeitsfeld bis zum néichsten b stehen.)
L heit Turing-aufzihlbar < ex. Turing-Maschine, die L aufzéhlt.

Beispiel:
1. 0 ist Turing-aufzéhlbar: klar durch Turing-Maschine, die ¢! nie erreicht.

2. ¥* ist Turing-aufzéhlbar, mit ¥ = {a4, ..., a,} Benutze die kanonische Reihen-
folge der Worter iiber X: €, ay,..., 0y, @101, G102, ..., Q10p, ...\ Qplpy, Q14101 . . .
Worter sind sukzessiv durch eine Turing-Maschine herstellbar (analog zur Her-
stellung der Dezimalzahlen).

3. SeiG = (N, %, P, S) eine Typ-0-Grammatik. Dann ist L(G) Turing-aufzihlbar.

Dies ergibt sich so: Sei G = (N, X, P, S). Gesuchte Aufzihlungs-Turing-Ma-
schine A arbeitet wie folgt: A stellt iiber NUXU{F} alle Wérter in kanonischer
Reihenfolge her, testet jeweils (gemifl Turing-Maschine zu LY, s.0.), ob Ablei-
tung vorliegt, in diesem Fall, ob vor erstem ~ nur S und nach letztem F ein
Terminalwort steht. In diesem Fall geht sie auf dessen ersten Buchstaben in
q!, bevor sie fortfihrt..

Ein Aufzdhlungsalgorithmus im intuitiven Sinne liefert ohne Eingabe die Wérter
einer Sprache sukzessiv, in irgendeiner Reihenfolge, evtl. mit Wiederholungen.

Wir formulieren und zeigen nun fundamentale Zusammenhinge zwischen diesen Be-
griffen. Die Beweise fiihren wir auf intuitiver Ebene (die Ubertragung auf Turing-
Maschinen ist technisch etwas miihsamer).

Satz: (iiber Entscheidbarkeit, Aufzihlbarkeit, Berechenbarkeit)
(a) L (Turing-) entscheidbar = L (Turing-) akzeptierbar
(b) L (Turing-) akzeptierbar < L (Turing-) aufzihlbar

(¢) L CX* (Turing-) entscheidbar < L (Turing-) aufzihlbar und ¥*\ L (Turing-)
aufzdihlbar

(d) L (Turing-) aufzihlbar < L Definitionsbereich einer (Turing-) berechenbaren
Funktion

(e) Zu f: X* — ¥* sei Gy = {u#v|f(u) = v} der ,Graph von f*, (# ¢ ). Gy
ist (Turing-) aufzihlbar < f (Turing-) berechenbar
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Beweis:

(a)
(b)

(e)

schon mit obiger Bemerkung gezeigt

,= A zihle L auf, oBdA ohne Termination. Folgender Algorithmus B stoppt
dann genau fiir die Eingaben aus L: Zur Eingabe w starte A und priife dessen

Ausgaben jeweils auf Gleichheit mit w. Ist dies irgendwann der Fall, terminiere
B.

,= A akzeptiere L C ¥*. Der gesuchte Aufzihlungsalgorithmus B benutzt
die Liste wy, wy, we, ... der Worter iiber ¥* in kanonischer Reihenfolge. B be-
arbeite jeweils w; j Schritte lang geméfl A und gebe w; aus, falls A dabei w;
akzeptiert. Die Kombinationen 7 und j werden nach dem folgendem Diagonal-
schema (Dovetailing) abgearbeitet:

A akzeptiert (etwa w;) < ex. j: A stoppt auf w; in j Schritten < B gibt w;
aus.

»,=" Aus L entscheidbar folgt L akzeptierbar wegen (a). Auch ¥* \ L ist ent-
scheidbar (im Entscheidungsalgorithmus fiir L vertausche jaund nein). Wegen
(a) ist auch ¥* \ L akzeptierbar. Wegen (b) sind wir fertig.

»= GemiB (b) nehmen wir an, da§ A;, Ay Akzeptieralgorithmen zu L, ¥*\ L
seien. Gesuchter Entscheidungsalgorithmus 148t zu Eingabe w jeweils A, Ao
abwechselnd einen weiteren Schritt (ebenfalls zu Eingabe w) machen, bis A,
oder A, stoppt. (Dies gilt irgendwann, da w € L oder w € (¥* \ L).) Stoppt
Ay, ist die Ausgabe ja, stoppt As, ist die Ausgabe nein.

,= A akzeptiere L C ¥*. Sei f die Funktion, die A berechnet. Definitions-
bereich dieser Funktion ist L.

»,= A berechne die Funktion f : ¥*— — ¥* A akzeptiert dann Def(f).
Wegen (b) ist Def(f) aufzihlbar.

vergleiche die Ubungen.
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Ubungen

Aufgabe (3.5): (monotone Aufzihlbarkeit) Eine Sprache L heifie monoton auf-
zahlbar, wenn ihre Worter durch einen Aufzéhlungsalgorithmus in kanonischer Rei-
henfolge erzeugt werden.

Zeigen Sie (auf intuitiver Ebene): Ist L monoton aufzihlbar, so ist L entscheidbar.
Hinweis: Beachten Sie auch den Fall, daf} die betrachtete Sprache endlich ist.

Aufgabe (3.6): (Berechenbarkeit und Aufzéhlbarkeit I) Der Graph einer einstel-
ligen (partiellen) Funktion f : ¥*— — X* sei die Relation Gy = {(z,y)|f(z) = y}.
Zeigen Sie auf intuitiver Ebene: f ist berechenbar < G ist aufzéhlbar.

Aufgabe (3.7): (Berechenbarkeit und Aufzéhlbarkeit II) Zeigen Sie: Eine nicht-
leere Sprache L C Y* ist aufzéhlbar genau dann, wenn sie das Bild einer totalen
berechenbaren Funktion f : ¥* — ¥* ist.

Aufgabe (3.8): (kontextsensitive Sprachen) Zeigen Sie, daff das Wortproblem fiir
kontextsensitive Grammatiken entscheidbar ist.

3.3 Unentscheidbarkeit

Unser Ziel ist der Nachweis, dafl es unentscheidbare Probleme gibt. Es wird sich
um Probleme iiber Turing-Maschinen handeln. Wir fixieren dazu ¥ = {a,b} als
Eingabealphabet von Turing-Maschinen. Zur Vorbereitung stellen wir jede Turing-
Maschine iiber ¥ durch ein Wort iiber ¥ dar.

Zum Ubergang A — code(A) € ¥*: Ist das Arbeitsalphabet I' = {a1, az, as, . . ., ax},
die Zustandsmenge () = {q1, . .., ¢, }, so werde die Turingzeile Z = (¢;, a;, a;, /7, qir)
kodiert durch code(Z) = a’ba’ba’ b(a/aa)ba’ bb. Die Turing-Maschine A mit den
Zeilen Zy, ..., Z; werde kodiert durch code(A) = code(Z,) ... code(Z))b.

Bemerkung:
(a) In einem Wort code(A)w beginnt w nach dem ersten Block aus 3 b’s.

(b) C = {code(A)|A Turing-Maschine iiber¥} ist Turing-entscheidbar.

Es sei
Univ := {code(A)w € a,b"|A akzeptiert w}

die universelle Sprache, die fiir alle Turing-Maschinen die zugehorigen Wortprobleme
kodiert.

Satz: (von Turing)
(a) Univ ist nicht Turing-entscheidbar.

(b) Univ ist Turing-akzeptierbar.
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Beweis:

(a)

Annahme: Die Turing-Maschine A, entscheide Univ. Vertauschung der Aus-
gaben ja/nein liefert Ajf, die ¥* \ Univ entscheidet. Betrachte die Sprache
D = {code(A)|code(A)code(A) ¢ Univ}. Folgende Turing-Maschine Ap ak-
zeptiert dann D:

1. GeméfB der Bemerkung (a) Test der Eingabe auf Form code(A). Wenn
nein, dann keine Termination, sonst:

2. Kopie von code(A) zu code(A)code(A).
3. Aufruf von Aj, Stop bei ja, Nichttermination bei nein.
Fiir alle A gilt dann: A akzeptiert code(A) < code(A)code(A) ¢ Univ < A
akzeptiert code(A) nicht.
Fiir A = Ap folgt ein Widerspruch, also ist (a) gezeigt.
Die Beweismethode heifit Diagonalschlufs:

Eingaben
code(A)code(A)
7] Z,code(A )w

Turing-Maschinen
A, in Kodierung

|
|
|
|
|
|

Konstruktion einer Menge (hier D) benutzt ,Abdnderung der Diagonalen®.
Erstmals angewandt durch Cantor: Zu jeder angenommenen Abzihlung der
reellen Zahlen in [0, 1] gibt es eine reelle Zahl, die fehlt.

Intuitive Formulierung von ,,Univ nicht Turing-entscheidbar®: Es gibt keinen
Algorithmus, der zu einer Turing-Maschine A und einem Eingabewort w ent-
scheidet, ob A das Wort w akzeptiert. Das allgemeine Wortproblem fiir Turing-
Maschinen ist also unentscheidbar.

Univ = {code(A)w|A akzeptiert w} Turing-akzeptierbar. Wir geben hier die
grobe Idee eines Algorithmus A, der Univ akzeptiert.

Algorithmus A:

1. Test, ob die Eingabe die Form code(A)w hat. Bei nein Nichttermination,
sonst:

2. Simulation von A (in code(.A) kodiert) auf Eingabe w. Termination, falls
A schliefilich stoppt, sonst keine Termination.

Bei Formulierung von A durch eine Turing-Maschine (technisch aufwendig)
spricht man von einer universellen Turing-Maschine. Eine Universelle Turing-
Maschine reprisentiert einen , Turing-Interpreter fiir Turing-Maschinen“ auf
gegebenen Eingabeworten.
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Bevor wir weitere unentscheidbare Probleme angeben, brauchen wir eine prizisere
Festlegung von ,,Entscheidungsproblem®:

Definition: Ein Entscheidungsproblem ist gegeben durch ein Paar P = (Ep, P) mit
einer Menge Ep von effektiv gegebenen Eingaben (reprisentierbar durch endliche
Worter) und P C Ep (die Menge der Eingaben, die die Antwort ja verlangen).

P ist entscheidbar, falls ein Algorithmus existiert, der zu jeder Eingabe z € Ep
terminiert mit der Antwort, ob x € P gilt oder nicht.

Beispiel: Allgemeines Wortproblem fiir Turing-Maschinen:

1. Darstellung: W = (Ew, W) mit Ey =Menge der Paare (Turing-Maschine
A iiber {a,b}, Eingabewort w), W =Menge der Paare (Turing-Maschine A
tiber{a, b}, Eingabewort w), so daf} die Turing-Maschine A w akzeptiert.

2. Darstellung: Eyy=Menge der Paare (code(A), w)

W=Menge der Paare (code(A), w) mit A akzeptiert w.

Beispiel: Halteproblem fiir Turing-Maschinen: H = (Ey, H) mit

Ey = {A|Aist Turing-Maschine iiber ¥}
H = {A]A ist Turing-Maschine iiber X, die, gestartet auf dem leeren Band, hlt}

Aquivalenzproblem fiir Turing-Maschinen: A = (Ej, A) mit

E; = {(A,B)|A,B sind Turing-Maschinen iiber ¥}
A = {(A, B)|A, B sind Turing-Maschinen iiber ¥, L(A) = L(B)}

Die Ubertragung der Unentscheidbarkeit von einem Problem auf ein anderes beruht
auf folgender Definition:

Definition: Seien P = (Ep, P) und Q = (Eq, Q) Entscheidungsprobleme. P heif}t
reduzierbar auf @, formal: P < @ :< es ex. eine totale berechenbare Funktion
f:Ep—EgmitVx € Ep:x € P& f(x) €Q.

Intuitiv bedeutet P < (): @ ist mindestens so schwer wie P.

Dies spiegelt sich im folgenden Lemma wieder:

Reduktionslemma: Seien P und @ Entscheidungsprobleme. Ist P unentscheidbar
und P < @, dann ist @ unentscheidbar.

Beweis: Gelte P < Q). Zeige: () entscheidbar = P entscheidbar.

Der Algorithmus A entscheide Q. Wegen P < (Q gibt es eine totale berechenbare
Funktion f mit v € P < f(z) € Q. Ay sei ein Algorithmus, der f berechnet. Dann
entscheidet der folgende Algorithmus A’ das Problem P:
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1. Zu x € Ep berechne mit A; den Wert f(z) € Eq.
2. Wende A auf f(z) an und gebe Antwort aus.
Dies ist korrekt wegen x € P < f(z) € (). Also ist P entscheidbar. O

Anwendung des Reduktionslemmas:

Satz: Das Halteproblem und das Aquivalenzproblem fir Turing-Maschinen sind
unentscheidbar.

Beweis: Es geniigt zu zeigen (wegen des Reduktionslemmas), dal W < H und
H<A

(1) W < H: Gesucht ist eine Funktion f : Ey — FEy total, berechenbar mit
(A, w) e W & f(A,w) € H, dh. A akzeptiert w < f(A, w) hilt beim Start

mit €.
Konstruiere die Turing-Maschine f(A, w) fiir beliebige (A, w) wie folgt:

f(A,w) schreibt auf das leere Band w, und arbeitet dann wie A, d.h. stoppt
genau dann, wenn A stoppt. Mit dieser Konstruktionvorschrift ist f total und
berechenbar mit

(A,w) e W & A stoppt auf w(akzeptiert w)
< f(A,w) stoppt auf leerem Band
& f(A,w) € H.

(2) H < A: Gesucht ist eine Funktion f : Ey — FEj; total, berechenbar mit
r € H<& f(x) € A Zu Aist also ein entsprechendes Paar (B4, C4) anzugeben.
Konstruiere B4 als Turing-Maschine, die

(a) ihren Input 16scht, dann

(b) arbeitet wie A, d.h., wenn A stoppt auf leerem Band, dann akzeptiert
B, ihren Input.

Konstruiere C4 durch die Vorschrift: C4 stoppt bei jedem Input. Mit dieser
Konstruktionsvorschrift ist f : A+ (B4,C4) total und berechenbar. Es gilt:
A stoppt auf dem leeren Band < By akzeptiert jeden Input < B4 und C4
sind dquivalent, d.h. H < A.

O

Zum Schluf} zeigen wir, dafl diese Unentscheidbarkeitsresultate Beispiele eines allge-
meinen Satzes sind: Alle Eigenschaften von Turing-Maschine sind unentscheidbar,
sofern sie nur das Eingabe-Ausgabe-Verhalten betreffen (,semantisch“ sind) und
nicht-trivial sind.

Definition: Eine Turing-Maschinen-Eigenschaft E heifit semantisch, falls fiir be-
liebige Turing-Maschinen A, B gilt: berechnen A und B dieselbe Funktion, so hat 4
die Eigenschaft E' genau dann, wenn B die Eigenschaft £ hat.
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Beispiel: ,stoppt bei leerem Wort Eingabe“ ist semantisch.
,hat < 10 Befehlszeilen® ist nicht semantisch.

Definition: Eine Turing-Maschinen-Eigenschaft heiflt nicht-trivial, falls es Turing-
Maschinen mit £ und Turing-Maschinen ohne E gibt.

Satz: (von Rice) Jede nicht-triviale semantische Eigenschaft E von Turing-
Maschinen ist unentscheidbar.

Beweis: Sei E eine nicht-triviale semantische Eigenschaft von Turing-Maschinen.
Sei f, : ¥X*— — ¥* die Funktion, die nirgends definiert ist.

1. Fall: Die Turing-Maschinen, die f, berechnen, haben alle nicht die Eigenschaft
E.7Z7.: H= (Eg,H) < P = (FEy,P), wobei Ey alle Turing-Maschinen iiber ¥
und P diejenigen mit der Eigenschaft E enthélt. Wir benotigen eine berechenbare
Funktion g : Ey — Ey mit A € H & ¢(A) € P, d.h., A hilt auf leerem Band <
g(A) hat die Eigenschaft E.

Da FE nicht-trivial ist, existiert eine Turing-Maschine, die die Eigenschaft E hat
und somit eine Funktion A # f, berechnet. Sei A eine solche Turing-Maschine.
Konstruiere g(.A) fiir A € Ey wie folgt: Bei Eingabe w

1. arbeitet g(A) wie A auf leerem Band.
2. Falls A auf leerem Band stoppt, arbeitet g(A) sodann wie A, auf w.

g ist total, berechenbar, und es gilt: Falls A € H (d.h. A stoppt auf ¢), dann
berechnet g(.A) die Funktion h, d.h. g(A) € P. Falls A ¢ H (d.h., A stoppt nicht auf
¢), dann hilt g(A) fiir alle Eingaben nicht, d.h., g(A) berechnet f,, d.h. g(A) ¢ P.
Somit A€ H & g(A) € P.

2. Fall analog: Die Turing-Maschinen, die f; berechnen, haben alle die Eigenschaft
E. Hier benutzen wir das gleiche g und wéhlen A so, dafl die h berechnenden Turing-
Maschinen, also auch ein geeignetes A, die Eigenschaft E nicht haben. O

Ubungen

Aufgabe (3.9): (Unentscheidbarkeit) Sei 7" Menge der Turing-Maschinen mit dem
Eingabealphabet {a,b}. Betrachte die Entscheidungsprobleme P, = (7, P;) und
P, = (T, P,) mit:

e P, =Menge der Turing-Maschinen, die fiir alle Eingaben aus {a, b}* stoppen
e P, =Menge der Turing-Maschinen, die bei Eingabe a'7 stoppen

Zeigen Sie durch geeignete Reduktionen (ohne Riickgriff auf den Satz von Rice), daf
Py und P, unentscheidbar sind.

Aufgabe (3.10): (Diagonalschlufl) Wir betrachten Turing-Maschinen iiber dem
Eingabealphabet {a}. Diese Turing-Maschinen seien wie in der Vorlesung durch
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Worter iiber {a,b} kodiert, und A; sei die in der kanonischen Reihenfolge der Ko-
deworter i-te Turing-Maschine, welche eine totale Funktion f : a* — a* berechnet.
Die Funktion F : {a}* x {a}* — {a}* sei nun definiert durch F(a‘,a’) =Ausgabe
von A; bei Eingabe a’.

Zeigen Sie durch Anwendung eines Diagonalschlusses, dal F' nicht Turing-berechen-
bar ist.

3.4 Komplexitiatsklassen

In diesem Abschnitt betrachten wir entscheidbare Probleme. (Dies ist ist der Nor-
malfall im Alltag des Informatikers“.) Der Einfachheit halber beschrinken wir uns
auf Probleme der Form (X*, L) mit L C ¥*. Wir wollen die entscheidbaren Pro-
bleme nach , Schwierigkeit“ unterscheiden. Die Meflatte wird definiert durch den
Zeitaufwand bis zur Entscheidung, als Funktion der Linge des Eingabewortes.

Beispiel:
e 7' Menge der arithmetischen Terme iiber 0,1 mit +, *,

e KFNL, die Menge der Worter, die kontextfreie Grammatiken mit nichtleerer
Sprache darstellen,

e SAT die Menge der erfiillbaren aussagenlogischen Ausdriicke (aufgebaut aus
Variablen D, D Dualzahl, mit =, A, V, (,)).

Erlduterung zu SAT: Ein aussagenlogischer Ausdruck /3 heifit erfiillbar, wenn es eine
Belegung seiner Variablen durch true, false gibt, so da} 8 mit dieser Belegung den
Wert true ergibt: 0 A —x0 ist nicht erfiillbar, (z0 A z1) V =zl ist erfiillbar, z.B. mit
20 — false, x1 — false.

Bemerkung: 7', KFNL und SAT sind entscheidbar

Beweis:

e T ist entscheidbar mit dem CYK-Algorithmus in bezug auf eine 7' erzeugen-
de kontextfreie Grammatik (vergleiche Abschnitt 2.3). Zeitaufwand O(n?) fiir
Wortlénge n.

e KFNL ist entscheidbar mit Markierungsalgorithmus aus Abschnitt 2.3, Zeit-
aufwand O(n?) bei Linge n der Darstellung der Grammatik.

o SAT ist entscheidbar mit ,,Probieralgorithmus®: Auswertung eines gegebenen
(B mit n Variablen fiir alle 2" Belegungen dieser Variablen mit true und false.

O
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Den algorithmischen Zeitaufwand kénnen wir mit dem Modell der Turing-Maschine
prizise (und wie sich zeigt) sogar addquat erfassen. Wir messen den Zeitaufwand
durch die Schrittzahl von Turing-Maschinen.

Definition: Fiir f : N — N, heifle die Turing-Maschine A f(n)-zeitbeschrdnkt
[f(n)-platzbeschrinkt], falls fiir alle w iiber dem Eingabealphabet stoppt .4 nach
< f(Jw|) Schritten [bzw. benutzt hochstens < f(|w|) viele Felder des Bandes].

(n)) = {L|L durch f(n)-zeitbeschrinkte TM entscheidbar}
(n)) = {L|L durch f(n)-platzbeschréinkte TM entscheidbar}

P = U DTIME(p(n)),

p(n) Polynom von N nach Ny

DTIME(

f
DSPACE(f

Klasse der durch Turing-Maschinen in Polynomzeit

entscheidbaren Sprachen.
PSPACE := U DSPACE(p(n)).

p(n) Polynom von N nach Ny

Durch Implementierung des CYK-Algorithmus und des Markierungsalgorithmus mit
Turing-Maschinen erhalten wir, dafl die Sprachen 7" und KNFL zu P gehoren.

Arbeitshypothese von Edmonds, Cobham 1964:
Eine Sprache L ist im praktischen Sinne (oder: effizient) entscheidbar genau dann,
wenn L € P.

Pro-Argument 1: Der Bezug auf Turing-Maschinen ist unwesentlich: Ist RM ein an-
deres Standard-Rechnermodell (z.B. RAM ohne Multiplikation), so ex. ein Polynom
q, so dafl auf Eingaben der Linge n ein RM-Schritt durch ¢(n) Turing-Maschinen-
Schritte simuliert wird.

Somit liefert die polynomiale Laufzeitschranke p(n) fiir RM eine ebenfalls polyno-
miale Schranke p(g(n)) fir Turing-Maschinen.

Pro-Argument 2: Zwischen polynomialen und exponentiellem Rechenzeitwachstum
besteht ein Qualitdtssprung. Illustration bei Annahme der Rechenzeit 1usec fiir
Eingabegrofie n = 1:

| [ 0 | 3 [ 6 | 100 |
n? || 0,1 msec | 1 msec | 3,6 msec | 10 msec
n® || 1 msec |27 msec | 0,2 sec 1 sec

2" 1 sec 1,7 min | 36.000 a | 4-10'° a

Kontra-Argument 1: Die Hardware ist heute schnell genug.
Falsch: Beschleunigung um den Faktor 1000 erlaubt bei fester Rechenzeitschranke

e bei polynomialem Wachstum n? eine 30-fache Vergrofierung der behandelbaren
Eingaben.

e bei Wachstum 2" lediglich eine Vergroflerung um 10 Einheiten.
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Kontra-Argument 2: Es gibt praktikable Algorithmen mit exponentiellem Zeitauf-
wand und auch unpraktikable Algorithmen mit polynomialem Zeitaufwand. Dies
trifft zuweilen zu, doch ist die Edmonds-Cobham-These in der Regel angemessen.

SAT und das P— N P-Problem: Wie ist der Status von SAT? Die Frage SATe P
ist offen. Wir skizzieren einige Teilergebnisse, die man erzielt hat.

Definition: Eine nichtdeterministische Turing-Maschine (NTM) A ist definiert
wie eine Turing-Maschine, jedoch sind fiir (¢,a) € @ x I'" auch mehrere Quintupel
(q,a,-,,-) erlaubt.

A akzeptiert w < ex. Konfigurationsfolge, die A auf w zum Terminieren bringt.
Eine NTM A akzeptiert L < L enthilt genau die durch A akzeptierten Worter.

Definition: Zu f : N — N, heifle die nichtdeterministische Turing-Maschine A
f(n)-zeitbeschrankt | f (n)-platzbeschrinkt], falls fiir alle durch A akzeptierten Worter
w gilt: ex. akzeptierende Konfigurationsfolge der Linge < f(|w|) [bzw. mit < f(|w])
benutzten Feldern].

Definition:
NTIME(f(n)) = {L|ex. f(n)-zeitbeschrinkte NTM, die L akzeptiert}
NSPACE(f(n)) = {Ll|ex. f(n)-platzbeschrinkte NTM, die L akzeptiert}
NP := | JNTIME(p(n))
p(n)

Die folgenden Beziehungen sind einfach zu verifizieren:
Bemerkung:

(a) DTIME(f(n)) € DSPACE(f(n)) € NSPACE(f(n))
DTIME(f(n)) € NTIME(f(n))

(b) P C NP C PSPACE.

FEs ist offen, ob ,C“ gilt. Die Frage, ob P C NP, ist das P-NP-Problem.

Diese Frage héingt eng mit dem Status von SAT zusammen. Zunichst stellen wir
fest:

Bemerkung: SATe NP

Beweis: (Skizze) Folgende nichtdeterministische Turing-Maschine akzeptiert SAT:

1. Test, ob die Eingabe w € {x,0,1,A,V,—, (,)}* ein aussagenlogischer Ausdruck
ist. (deterministisch in Polynomzeit moglich, unter Bezug auf entsprechende
kontextfreie Grammatik, mit Umsetzung des CYK-Algorithmus. Wenn nein,
Nichttermination; sonst:
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2. Erzeugung einer Wahrheitswertbelegung (durch nichtdeterministisches Erset-
zen jedes x in w durch true oder false und anschlieBenden deterministischen
Test, ob gleiche Variablen gleich belegt wurden). Moglich in Polynomzeit.

3. Auswertung zum Wert true oder false, Stop bei Erreichen des Wertes true
(wieder in Polynomzeit).

A akzeptiert SAT in Polynomzeit gemafl Definition fiir nichtdeterministische Turing-
Maschinen. 0

Wir skizzieren, dafl das allgemeine Problem P C NP dquivalent zur speziellen Frage
ist, ob SAT bereits zu P gehort oder nicht.

Hierfiir sind Probleme in NP mit SAT zu vergleichen. Dies geschieht mit einer
Anpassung der Reduktionsverfahren aus 3.3:

Definition:

(a) f : ¥* — ¥* heiit polynomzeitberechenbar, falls ex. polynomzeitbeschrinkte
Turing-Maschine, die f berechnet.

(b) Fiir L, L’ C ¥* gelte, L <, L' :& ex. polynomzeitberechenbares f : £* — ¥*
mit w € L & f(w) € L.

(¢) Ly ist NP-vollstindig < Ly € NP,YL € NP : L <, Ly.

Ein fundamentales Ergebnis, hier ohne Beweis, ist der

Satz: (von Cook)
(a) SAT ist NP-vollstindig
(b) Ly ist NP-vollstindig, Ly € P = P = NP.

Hieraus erhalten wir, dal SAT€ P die Gleichung P = NP impliziert. Die Umkeh-
rung ist trivial. Also gilt: P = NP < SATe P.

Ubungen

Aufgabe (3.11): (Platzbeschrinkung und Entscheidbarkeit) Sei f : N — N, bere-
chenbar und die Sprache L durch eine f(n)-platzbeschrénkte nichtdeterministische
Turing-Maschine akzeptierbar. Zeigen Sie (auf intuitiver Ebene), dafi L entscheidbar
ist.

Aufgabe (3.12): (KFNL) Die Sprache KFNL enthalte alle Worter, die geméf
Aufgabe 2.6 eine kontextfreie Grammatik mit nichtleerer Sprache kodieren. Zeigen
Sie (durch Umsetzung des entsprechenden Markierungs-Algorithmus), dal KFNL
durch eine polynomzeitbeschrinkte Turing-Maschine entschieden wird. Geben Sie
hierzu typische Konfigurationen an und rechtfertigen Sie eine Abschétzung durch
eine Funktion in O(nF) fiir geeignetes k.
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Aufgabe (3.13): (Hornklauseln) Wir betrachten eine spezielle Version des Pro-
blems SAT, die in der Logik-Programmierung eine zentrale Rolle spielt: das Erfiill-
barkeitsproblem fiir ,, Konjunktionen von Hornklauseln“. Eine Hornklausel ist eine
aussagenlogische Formel der Form

—ylV...V-oynVz
(bzw. unter Verwendung der Implikation
yLA...Ayn = 2)

mit aussagenlogischen Variablen y1, ... yn, z. Es darf n = 0 sein, und z darf fehlen.
Sei HSAT die Menge der erfiillbaren Konjunktionen von Hornklauseln. Zeigen Sie:
HSATe P, d.h. HSAT ist in Polynomzeit entscheidbar.

Hinweis: Modifizieren Sie den Markierungsalgorithmus fiir das Leerheitsproblem
kontextfreier Grammatiken geeignet.



Kapitel 4

WHILE-Programme

In diesem Kapitel 16sen wir uns von der Inputverarbeitung Bit fiir Bit (Buchstabe
fiir Buchstabe) und untersuchen globale Strukturen von Algorithmen, etwa Schleifen
in Algorithmen und ihre Verschachtelungen sowie Methoden der Programmentwick-
lung. Als Datenbereich dient die Menge N der natiirlichen Zahlen.

Wir betrachten zahlentheoretische Funktionen f : N* — N, z.B. + %, —, mit der

Konvention
m—-n m>n
m-—n=

0 sonst

und div (Division ohne Rest), mod (Restbildung). Hier vereinbaren wir den Wert 0
bei Division durch 0 (wir wollen das Problem der Undefiniertheit bei den Grund-
funktionen vermeiden).

4.1 Syntax und Semantik von WHILE

Syntax: Festlegung der Gestalt der Programme als Zeichenreihen.
Semantik: Festlegung der Wirkung (Bedeutung) der Programme iiber dem Bereich
der natiirlichen Zahlen.

Zur Syntax: Ywuie = {a,...,2,0,...,9,X,:,=,;,>,+,%, —}

Ein Wort iiber Xy g heilt WHILE-Programm, falls es durch die folgende kontext-
freie Grammatik (in BNF-Form) erzeugt wird:

<Programm>: : =<Wertzuweisung> | <Programm>; <Programm> |
loop <Variable> begin <Programm> end|
(+) while <Variable> > 0 do begin <Programm> end|
if <Variable> > 0 then begin <Programm> end
else begin <Programm> end
<Wertzuweisung>::=<Variable>:=0|<Variable>:=<Variable>+1|
<Variable>:=<Variable>-1|
<Variable>:=<Variable> |
<Variable>:=<Variable>+<Variable>|

71
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<Variable>:=<Variable>*<Variable>|
<Variable>:=<Variable>-<Variable>|
<Variable>:=<Variable> div <Variable>|
<Variable>:=<Variable> mod <Variable>
<Variable>::=X<pos. Zahl>
<pos. Zahl>::=<pos. Ziffer>|<pos. Zahl><Ziffer>
<Ziffer>::=0|<pos. Ziffer>
<pos. Ziffer>::=1|2/34|516/71819

Entsteht ein WHILE-Programm ohne die Regel (+), so nennen wir es auch LOOP-
Programm.

Beispiel:

X3:=X1;

while X3>0 do begin
X2:=X2+X1;
X3:=X3-X1

end;

X1:=X2

loop X1 begin
X2:=X2+X1

end;

X1:=X2

Um eine Behauptung: Alle WHILE-Programme haben die Eigenschaft E nachzu-
weisen, fiihrt man einen Beweis durch Induktion tber den Aufbau der WHILE-
Programme. Hierzu zeigt man:

1. Alle Wertzuweisungen haben die Eigenschaft E.

2. Haben die WHILE-Programme P und Q die Eigenschaft F, so auch folgende
Programme:

P;Q

if Xi then do begin P end else begin Q end
loop Xi begin P end

while Xi>0 do begin P end

Zur Semantik der WHILE-Programme zunichst die Idee: Ein Programm trans-
formiert ein Tupel (k1, ko, .. .) von Werten der Variablen X1,X2, . .. in ein neues Tupel
(bzw. liefert bei Nicht-Termination kein Tupel).

Als Zustandsraum wihlen wir die Menge N+ der Folgen (ky, ko, ...) mit k; € N,

Konventionen: Fiir (ki, ky,...) € N'+ sei die i-te Projektion pri(ki, ks, ...) = k;.
Wir betrachten Funktionen f : N+ — — N+ Allgemein definieren wir:



4.1. SYNTAX UND SEMANTIK VON WHILE 73

1. Fiir partielle Funktionen f : A— — B,g : A— — B ist f(a) = g(a), falls
beide Seiten undefiniert sind oder beide Seiten definiert und gleich. Schreibe
»f(a) = L“ statt , f(a) ist undefiniert®.

2. Fir g1,...,9m : A— — B, f : B"— — C sei f(¢i1(a),...,gm(a)) undefiniert,
falls ein ¢;(a) undefiniert ist oder falls alle g;(a) definiert sind (etwa =b;) und
f (b, ..., by) undefiniert ist.

3. Fiir f: A— — Asei f*: A— — A definiert durch f° :=id,, f(’f;)rl = f(f"(a)).

Definition: Zu einem WHILE-Programm P wird die semantische Funktion [P] :
N+ — — N+ induktiv iiber den Aufbau der WHILE-Programme wie folgt definiert.

1. Fiir eine Wertzuweisung:

P:xi=0 sei [P|(ky,ks,...)= (kuy...,0,kis,...)
P:Xi:=Xj+1 sei [Pl(ki ko) = (ky,oo kj+1,kis1,.. )
Pixi=Xj—1 sei [Pl(kvko...)= (ky.oo kj— 1 Kisn,...)
P:xi=xj sei [Pl(kvko...) = (k.o by kin,...)
P:Xi:=Xj+Xk sei [P(ky,k,...) = (kis... ki + ki Kis1s...)
PiXi=Xj—Xk sei [Pl(kvko,...) = (kuy... kj— ki kie,...)
P:Xi:=XjxXk sei [P|(kr,ka,...) = (i, .. k;* ke kics,...)

2. Falls P = Pl, Pg, sei I[P](kl, kg, .. ) = I[PQ]I(I[Pll(kl, kg, .. ))
3. Falls P = loop Xi begin P; end, sei [P|(ky, ko, ...) = [P (ky, ko, . ..)

4. Falls P = while Xi>0 do begin P; end, sei
[P]" (K1, ko,...) fiir das kleinste n mit
o p?"i(l[Pl]ln(kl,kQ,...)) :0
[Pl(kr, ke, o) = falls solch ein n existiert
1 sonst

5. Falls P = if Xi > 0 then begin P; end else begin P, end, so

| [Pk, ko, ..) falls k; >0
Pl ) = { [Po)(k, ko, ...) falls k; =0

Ein Eingabe-n-Tupel wird in den Variablen X1,... Xn angenommen; die Ausgabe
soll der Wert von X1 sein. Diese Konvention zeigt sich in folgender Definition:

Definition: in™ : N* — NV+ gei erkliirt durch
in™ (ky, ... ky) = (k1, ..., kn, 0,0,...).

Zu jedem WHILE-Programm P und zu n > 0 wird die durch P berechnete n-stellige
Funktion fl(gn) : N — — N definiert durch

O Ky, k) = pr((PIin™ (ke - k))).
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Ist f:N'— — N, P WHILE-Programm, sagen wir: P berechnet f, falls f = fl(gn).
[ heiBt WHILE-berechenbar (bzw. LOOP-berechenbar), falls ex. ein WHILE- (bzw.
LOOP-) Programm, das f berechnet.

Beispiel:
Q: loop X1 begin
X2:=X2+X1 }P, »P,
end;
X1:=X2 }P,
Wir erhalten:

[QI(%,0,...) = [BI[~](0,...))
= |[P2](|[P0]k(k,0,...))
= [P)(k,k%,0,...)
= (K%, k%,0,..))

Zur vorletzten Gleichung: |[P]|i(k, 0,...) = (k,i-k,0,...) zeigen wir durch Induktion
iiber ¢, setze dann i = k.

1 = 0 ist klar

1+ 1:

[P (k,0,...) = [P](PJ(k,0,...)
= [P)(k,i-k,0,..)[nach 1.V]
= (kyi-k+k0,..)
(k,(i +1)-k,0,...)

Also £ (k) = k2.

Beispiel:
P: while X1 > 0 do begin

loop X2 begin

X1:=X1—1 }P; »P,
end
end
Behauptung tiber Py: [Po](ki, kg, ...) = (k1 — ko, ko, . . .).
Hierzu zeigt man zunichst [P]'(ky, ko, ...) = (k1 — 4, ko, ...) per Induktion iiber i.
Dann
[Pol(ky, k.. ) = [P (K, kg, ) = (K1 — Koy Koo, ).

Also
I[P()]n(k'l, k'g, .. ) = (k’l —n: k'g, k'g, .. )
mit Induktion iiber n: Somit
(k1 —n - ko, ko, ...) fiir das kleinste n mit ky — n - ko = 0,

[P)(ky, ko, ...) = falls solches n existiert
1 sonst
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Also
(0, k9, ks,...) ke >0
I[P]I(kl,kg,kg,...): (0,0,kg,...: k2:0,k1:0
kQ = 0, kl =0
Ferner:
=0
(1) B 0 k=0
ww = {9 120
(2) . 0 k2>0,]€2:0/\]€1:0
Jp (ki ka) = { 1 sonst

Abschlielend notieren wir eine spezielle Eigenschaft von LOOP-Programmen und
zeigen, wie man loop durch while ersetzen kann.

Bemerkung: Jede LOOP-berechenbare Funktion ist total

Beweis: Zeige, fiir jedes LOOP-Programm P ist [P] total, induktiv iiber den Aufbau
der LOOP-Programme.

[.A.: P Wertzuweisung, [P] total nach Definition.

[.S.: Sei P : Py; P, bzw. P : if Xi > 0 then P, else P, bzw. P : loop Xi begin P; end
mit den LOOP-Programmen Py, P,. LV.: [Py], [P] total.

Dann ist in allen Féllen nach Definition von [P] auch [P] total. O

Folgerung: Fs gibt WHILE-berechenbare nicht LOOP-berechenbare Funktion (etwa
nichttotale Funktionen, z.B. f}(jl)).

Definition: i(P):=maximaler Index der in P vorkommenden Variablen.

Lemma: Ist P ein LOOP-Programm und gilt m > i(P), dann ex. ein WHILE-
Programm P ohne loop, so daf [P)(ki, ks, ..., kmn,0,...) =[P](k1, kay ..., km,0,...).

Beweis: induktiv {iber den Aufbau der LOOP-Programme. Fiir P Wertzuweisung
setze P = P. Seien P = Py; P, und m > i(P) gegeben; dann m > i(Py), m > i(FPs).
LV. liefert P,, P,. Setze P = Py;P.. Dann gilt die Induktionsbehauptung:

[Pl(k1,- .. ks 0,..) = [PJ(P:l(Fkrs- .. K, 0,...))
AP (K1, - o ks 0,..))
= [P)([P)(kr, - s O, )
= [Pl(k1,- .., km,0,...).
P:if Xi > 0 then P; else P, analog zu Py;Ps.

P:loop Xi begin Py end, m > i(P) gegeben. Dann ist m > i(P;). Wihle P,
gemif I.V. Setze j := maxm,i(P,) + 1 und

(2
(2

P:Xj:=Xi; while Xj >0 do begin Py; Xj:=Xj—1 end
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Dann hat P kein loop, und [P](ky,..., kmn,0,...) =[P](k1,. .., km,0,...). O

Satz: Jede LOOP-berechenbare Funktion ist auch durch ein WHILE-Programm
ohne loop berechenbar.

Beweis: Sei f: N* — N LOOP-berechenbar, etwa f = f}(,n) mit LOOP-Programm
P. Setze m := maxn, i(P). Dann ist m > i(P) und gemifl Lemma existiert P mit:
CNPY( k1, kay - -y ki, 0, . .) = [P)(k1,y k2, - ooy komy 0,20,

Somit
Fr ™k, k) = pri(Plin™ (k... Kn)))
= pn (|[B]|(k17 B kna 07 ))
= pri([P)(k1,..., ks, 0,...)) (wegen (*) und m > n)
= [k, k) = R k)
P ohne loop berechnet also f. O
Ubungen

Aufgabe (4.1): (Reduktion der WHILE-Programme auf WHILE;-Programme)
Die Sprache der WHILEy-Programme entstehe aus WHILE durch Streichen al-
ler Wertzuweisungen aufler den Anweisungen Xi:=Xi+1, Xi:=Xi-1. Eine durch ein
WHILE(-Programm berechenbare Funktion heifit WHILEy-berechenbar.

Zeigen Sie durch Angabe geeigneter Programménderungen, daf§ eine n-stellige Funk-
tion f, die durch ein WHILE-Programm berechnet wird, auch WHILE(-berechenbar
ist.

Aufgabe (4.2): (Semantik eines LOOP-Programms) Zeigen Sie durch Riickgriff
auf die Semantik der WHILE-Programme fiir das Programm P:

loop X1 begin
X1:=X1-1

end;

loop X2 begin
loop X3 begin

X1:=X1+1

end

end

daf3 gllt I[P](kl, k'g, k'g, .. ) = (kg . k3, kQ, k3, .. )

4.2 Vergleich zu Turing-Maschinen und GOTO-
Programmen

Wir identifizieren f : N*— — N mit der Funktion f’ : ({|}*)"— — {|}*, gegeben
durch f'(|,...,[") = [fGv+=) In diesem Sinne berechnet eine Turing-Maschine
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iber ¥ = {|} eine Funktion f : N*— — N, und wir kénnen WHILE-Programme mit
Turing-Maschinen vergleichen. Als Zwischenetappe sind ,,GOTO-Programme* von
Nutzen. Sie bilden eine Kern-,Maschinensprache“ mit Sprungbefehlen.

Definition:

(a)

Drei
Py

B W N =

Syntax: Ein GOTO-Programm hat die Form P : lay;...;ma,, mit o =
stop, wobei fiir 1 < ¢ < m: o = Xj:=Xj+1 oder Xj:=Xj—1 oder
if Xj =0 goto 1 mit 1 < [ < m und j,[ jeweils positive natiirliche Zah-
len in Dezimaldarstellung.

Semantik: Eine GOTO-Programm-Konfiguration (zu P wie oben) hat die Form
(I, k1, ko, ...) mit 1 <[ < m. Die Folgekonfiguration hierzu ist:
I+ 1k, ke + 1, k4, ., falls oy =Xj:=Xj+1
(I+1, k1, ..k — 1, kjyq,...), falls oy =Xj:=X%Xj—1
(I' k1, ka,...), falls o =1if Xj=0 goto 1 und k; =0
(I 41,k ko,...), falls o =1if Xj =0 goto 1'und k; #0

P berechnet die n-stellige Funktion f : N*— — N, falls gilt: P erreicht von der
Konfiguration (1, k1, . . ., ky, 0, . ..) schliellich eine Stopkonfiguration (m, k, .. .)
mit k = f(ky,...,k,) falls f(ky,..., k,) definiert ist, und stoppt andernfalls
nicht.

Beispielprogramme:

if X1 =0 goto 4; P, 1 if X1 =0 goto 1; P, 1 stop
X1:=X1-1; 2 stop;

if X2 =0 goto 1;

stop;

Andere Bezeichnungen: URM-Programme (,,universelle Register-Maschine“), RAM-
Programme (,,Random-Access-Maschine*)

F% stehe fiir die durch P berechnete Funktion.

Wir sagen: f 1st GOTO berechenbar <& ex. GOTO-Programm P, das f berechnet,
d.h. falls f = fP .

Beispiel:

[=0
k=0,01#0
1 k¢m1¢o

- woo

=0
f}()21)(k7l) = {
k
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Der Aquivalenzbeweis zwischen WHILE-Programmen und Turing-Maschinen erfolgt
durch folgende Kette von Schritten:

WHILE—-WHILE;—-GOTO—-TM—WHILE

Hierbei seien WHILEy-Programme WHILE-Programme nur mit Wertzuweisungen
Xj:=Xj+1,Xj:=Xj — 1 und ohne Vorkommen von loop.

Satz: Jede WHILE-berechenbare Funktion ist WHILE,-berechenbar.

Beweis: Ubungsaufgabe 4.1 zusammen mit dem Satz iiber Elimination von loop.
O

Satz: Jede WHILE,-berechenbare Funktion ist GOTO-berechenbar.

Beweis: Zeige durch Induktion iiber den Aufbau der WHILE(-Programme:

Zu einem WHILE(-Programm P und m > i(P) kann man ein GOTO-Programm
P’ konstruieren, so daf} fiir alle (ki,...,kny,0,...) : [P](k1,...,kmn,0,...) definiert
und gleich (I1,...,1;,0,...) ist & P’ stoppt angesetzt auf (kq,...,kp,0,...) und
liefert (ly,...,0m,0,...), sowie [P](k1,...,km,0,...) undefiniert < P’ stoppt auf
(ks ooy km, 0,...).

Dann sind wir fertig: Wird f : N*— — N durch P berechnet, dann wihle m :=
max{n,i(P)}, also m > i(P) und finde P’ wie oben. Es gilt fo = f&. Weil
f= fl(gn), wird f durch P’ berechnet.

LA.: Fiir P: Xi:=Xi+1, setze P’: 1 Xi:=Xi+1; 2 stop. Fiir ,-“ analog.

I.S.: Fiir P : Py; Py, wihle Pj, Py gemdfl [.V. P| habe [ Zeilen. Setze P’ := P ohne
stop, gefolgt von P, mit um [ — 1 erhohten Zeilennummern.

Fiir P: if Xi > 0 then Py else P, liefert die I.V.P], P; mit [, [, Zeilen. Setze P’:

1 if Xi =0 goto 1; + 2;

2 P! (ohne stop mit um 1 erhdhten Zeilennummern);
1, +1 if X(m+1) =0 goto 1; + 1, + 1;

1, +2 P, (ohne stop mit um /; + 1 erh. Zeilennummern);

11 + 12 +1 StOp
Fiir P: while Xi > 0 do Py, wéhle P| gemdfl I.V. mit [; Zeilen. Setze P’:

1 if Xi =0 goto 1; + 2;

2 P! (ohne stop mit um 1 erhShten Zeilennummern);
1;+1 if X(m+1) =0 goto 1;

1, +2 stop

Satz: Jede GOTO-berechenbare Funktion ist Turing-berechenbar.
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Beweis: Das GOTO-Programm P berechne f : N*— — N, es sei m := max{n, i(P)}.
Idee: P-Konfiguration (k,r1,...,7m,0,...) entspricht der Turing-Maschinen-Konfi-
guration g #|$...$|"$, wobei g ein spezieller Zustand zum Index k sei. Hat
P [ Zeilen, so habe die Turing-Maschine unter anderem die Zusténde q(yy, ..., qu-
Konstruiere Turing-Maschine A zu P und m durch Turing-Zeilenblocke By, ..., By,
wobei die erste Zeile in B; (i > 0) mit ¢ beginne. Fiir £ = 1,...,1 — 1 soll By
folgendes leisten: Fiihrt P von der Konfiguration

(kyriy. oy, 0,.0) zu (K, .o ) 0,.0),

y Tmo

so soll durch By die Turing-Maschinen-Konfiguration
qm#"$ .. 8™ in qun#"S .. 8™ S

iibergehen und umgekehrt.
Arbeitsweise von B; (wir verzichten auf Programmierung durch Turingzeilen):

(a) falls in P Zeile i: Xj := Xj + 1: Gehe auf das j-te $, verschiebe die Inschrift
von j-tem $ bis m-tem $ um ein Feld nach rechts. Fiille die Liicke durch | und
gehe zuriick zu # und in den Zustand qg41).

(b) fallsin P Zeile i: Xj := Xj — 1: Gehe auf das Feld vor dem j-ten $. Falls dort $
oder #, gehe zuriick zu # in Zustand g(;1); sonst verschiebe die Inschrift von
j-tem $ bis zum m-ten $ um ein Feld nach links, dann zuriick zu # in g(11).

(c) fallsin P Zeile i: if Xj =0 goto k. Gehe auf das Feld vor dem j-ten $. Falls
dort $ oder #, zuriick zu # in ¢, andernfalls zuriick zu # in g 1).

By iiberfithre Konfiguration go|™%...5|"% in Konfiguration gy#|"$...$|"$, B,
tiberfiihre g)#[™$...$|™$ in ¢,|"'b mit einem Stopzustand g;. O

Die Hauptschwierigkeit des Aquivalenzsatzes liegt in der folgenden Behauptung:
Satz: Jede Turing-berechenbare Funktion ist WHILE-berechenbar.

Beweis: Idee: Sei A Turing-Maschine mit der Zustandsmenge @ = {q1, ..., ¢m, ¢}
und Arbeitsalphabet I' = {ag,a1,...,a, 1} mit ay = b, a; = |; es sei {|} das
Eingabealphabet und ¢; Startzustand und ¢, Stopzustand.

OBdA gelte: Vi € {1,...,m} Vj € {0,...,n — 1} ex. eine Zeile g;a;.... Eine
Turing-Maschinen-Konfiguration « ...apapa;, ... aiq,aj, - . . aj,a0a0 . .. wird kodiert
durch das Zahlentripel Zy, Ly, Rj mit

Zk:’I“,Lk:ZO—FZITL—l-+ank,Rk:j0—|—j1n—|—+]lnl

Beachte: Wegen der Eindeutigkeit der n-adischen Zahlendarstellung sind die i, js
durch Ly, R eindeutig bestimmt.
Bsp: Im Fall ' = {ag,a,} = {0,|}, n =2, k = ... 06|||6|q17[0|[6D ergibt sich

Zp =17, Ly = 29, R = 13.

Im gesuchten WHILE-Programm werden die Variablen X1, X2, X3 die Werte Z,
Ly, R; aufnehmen. Berechnet A etwa f : N*— — N, so hat das gesuchte WHILE-
Programm P4 folgende Grobstruktur (3 Blocke):
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1. Uberfithrung der Variablenwerte k1, . .., k, (in X1,... Xn) in die Kodierung der
entsprechenden A-Anfangskonfiguration ¢|¥'b ... 5 [*b, gebracht nach X1, X2,
X3.

2. TM-Simulation:
while X1 > 0 Fall ¢; mit ¢ > 0, d.h. Turing-Maschine macht weiter

falls X1=i und X3 mod n=j
{TM-Zeile g;a; ... zu simulieren}
passe Werte von X1,X2,X3 geméfl Turing-Zeile ¢;a; ... an.

3. Extrahiere aus X3 (Kodierung der rechten Bandinschrift) den Ausgabewert
und bringe diesen nach X1.

Insgesamt entsteht ein , WHILE-Interpreter fiir Turingmaschinen®. Prézisierung zu
L. (hier fiir 2-stellige Funktion):
Halbformal:
(a) X3:=1+1-n4+...+1-n"140- 2% +1- ¥ 4 4 1. 82
Beachte: Dies kodiert die Buchstabenfolge |15 |*2.

(b) X2:=0;X1:=1

Zu (a) geben wir — wieder fiir eine zweistellige Funktion, d.h. fiir Eingabevariablen
X1,X2 — noch eine genaue Formulierung: Benutze X4 fiir den Wert n, X5 fir n-
Potenzen, X6 fiir Teilsummen.

X4:=0;
X4:=X4+1; ... ; X4:=X4+1;(n-mal)
X5:=1; X6:=0;

(* Aufbau von 1+ ...+ nX'=1 )

loop X1 begin X6:=X6+X5; X5:=X5%X4 end;

(* Aufbau von 1+ ...+ nXi7l 4 pXIHl g pXIEX2 )

loop X2 begin X5:=Xb*X4; X6:=X6+X5 end;

X3:=X6; X5:=0; X6:=0 O

Zur Simulation der Turing-Maschinen-Schritte:

[lustration eines Linksschritts (der Einfachheit halber fiir den FallT' = {ay., ,,.a9} =
{0,...,9}, also n = 10): Auf die Turing-Maschinen-Konfiguration x = 1085¢,77702
werde die TM-Zeile (¢17,7,6,[, ¢15) angewandt.

Der Kode R (in iiblicher Dezimaldarstellung) veréndert sich so:

*10

2077 —5% 2070 =55 2076 2% 20760 -2 20765

1. Loschen des Arbeitsfeld-Buchstaben

2. Drucken des neuen Buchstaben
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3. Platz fiir Buchstaben gemifl Linksschritt

4. Besetzung des Platzes mit letztem Buchstaben der linken Inschrift

Der Kode L der linken Bandinschrift geht {iber in L div 10. Es ergeben sich die Kodes
L' =108, R = 20765 der neuen Turing-Maschinen-Konfiguration ' : 108¢4;556702.

Allgemein (I' = {ao,...,a,}) induziert ein Linksschritt ga;a;lgy die folgenden
Wertzuweisungen (in Kurznotation):

X3:=(X3-j+j’)*n+(X2 mod n);
X2:=X2 div n;
X1=1i’;

Analog induziert ein Turing-Maschinen-Rechtsschritt ¢;a;a;rqy die Wertzuweisun-
gen

X2:=X2*n+j’;
X3:=X3 div n;
X1:=17;

Folgendes WHILE-Programm (in Kurznotation) simuliert also die sukzessive Schritt-
simulation (beachte, dafl n in X4 gespeichert wird):

while X1 >0 do
begin Liste von Anweisungen und zwar
fiir jede Turingzeile g;a;ja;lg;
if X1 =1 and X3 mod X4 = j then
begin X3 := (X3 — j + j') * X4 + (X2 mod X4);
X2 :=X2 div X4; X1:=1i'
end
fiir jede Turingzeile ¢;a;a;rq
if X1 =1 and X3 mod X4 = j then
begin X2 := X2 * X4 + j';
X3 :=X3 div X4; X1:=1i'
end
end

Hierbei steht z.B.

e if < Bedingung > then < Anweisung > fiir
if < Bedingung > then < Anweisung > else X1:=1X1

e if X1 =1 and X3 mod X4 = j then < Anweisung > fiir
X6:=1—[(X1 — 1) + (i — X1) + ((X3 mod X4) — j) + (j — (X3 mod X4))];
if X5 > 0 then begin X5:=0; < Anweisung >

Nachzutragen sind noch:

(a) LOOP-Programme fiir div, mod
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(b) Punkt 3: Extraktion des Ergebniswerts der Turing-Maschinen-Stopkonfigura-
tion

zu (a)

:rdivy::{ EJ y>0

0 y=20

Rest von x bei Division durch y y > 0
xr mod y := 0 Y =0

Idee: Stelle fiir i = 0,1,2,... die Werte 2’ =2 — (i+1)-yund r=xz—i-y
her. Verwende den Zéhler Z fiir die i-Werte, solange 2’ > 0 bzw. 2’ = 0 und
r = y. In diesem Fall ist z mod y = r bzw. = 0.

Fiir Variablen X,Y,Z und ein neues X’ simuliert folgendes WHILE-Programm
die Anweisungen Z:=X div Y; R:=X mod Y:

if Y=0 then begin Z:=0; R:=0 end else
X’ :=X; R:=X; Z:=0; {R=X-ZxY}
loop X begin

X2 :=X’-Y; {X’=X-(Z+1)*Y}

if X’>0 or R=Y then begin

Z:=7+1; R:=R-Y

end {else: Z=X div Y und R=X mod Y}

end

zu (b) Wir betrachten nur den Fall des Einfabealphabets {|}. Benutze den Zihler X1
fiir die Anzahl der Divisionen von X3 durch X4 (Wert n) mit Rest 1.

X1:=0;

loop X3 begin
if X3 mod X4=1 then X1:=X1+1 else X3:=0;
X3:=X3 div X4

end

Ubungen

Aufgabe (4.3): (Test auf positive Zahlen) GOTO’-Programme seien wie GOTO-
Programme definiert, jedoch mit der Sprunganweisung if Xj>0 goto 1 und der
entsprechend abgeénderten Semantik. Zeigen Sie: Eine Funktion f : N*— — N ist
GOTO-berechenbar, genau dann wenn sie GOTO’-berechenbar ist.

Aufgabe (4.4): (,Minimalitidt“ der Sprache der GOTO-Programme) Zeigen Sie,
da man in GOTO-Programmen nicht auf einen der drei Anweisungstypen verzich-
ten kann, ohne die Berechenbarkeit gewisser Funktionen zu verlieren. Seien GOTO1-
Programme GOTO-Programme ohne Inkrement, GOTOy-Programme GOTO-Pro-
gramme ohne Dekrement und GOTO3-Programme GOTO-Programme ohne Sprun-
ganweisung. Geben Sie fiir ¢ = 1,...,3 jeweils eine Funktion f; an, die GOTO-
berechenbar, jedoch nicht GOTO;-berechenbar ist.
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Aufgabe (4.5): (Semantik der GOTO-Programme) Bestimmen Sie die Funktionen
flg), fl(f), fl(f) und f1(34) fiir das folgende Programm P:

1 X1:=X1+1

2 if X2=0 goto 6
3 X2:=X2-1

4 X1:=X1+1

5 if X4=0 goto 2
6 if X3=0 goto 10
7 if X1=0 goto 10
8 X1:=X1-1

9 if X4=0 goto 7
10 stop

4.3 Zur Stirke von WHILE und LOOP

Riickblick: Der in 4.2 konstruierte WHILE-Interpreter fiir Turing-Maschinen zur
Berechnung einer n-stelligen Funktion hat die Gestalt

1. LOOP-Program mit X1,...,Xn und < 5 Hilfsvariablen

2. while X1>0 do LOOP-Programm zur Turing-Maschinen-Simulation mit X1,
X2, X3 und < 5 Hilfsvariablen

3. LOOP-Programm zur Herstellung des Ergebnisswertes in X1 ebenfalls mit < 5
Hilfsvariablen

Durch den Transfer WHILE—-WHILE;—GOTO— Turing-Maschine—WHILE folgt
der

WHILE-Normalformensatz: Ist f : N'— — N WHILE-berechenbar oder GOTO-
berechenbar, so auch durch ein WHILE-Programm mit nur

(a) einer while-Anweisung
(b) einer festen Schachtelungstiefe der Loop-Anweisungen
(c) hochstens mit den Variablen X1,...,Xn und < 5 Hilfsvariablen.

(Bei der Berechnung einstelliger Funktionen kann man mit mehr technischem Auf-
wand die Anzahl der Variablen auf 2 reduzieren.)

Die while-Anweisung unter (a) ist nicht verzichtbar; sie ist zur Berechnung nicht-
totaler Funktionen notig. Kann man auf sie bei der Berechnung totaler Funktionen
verzichten? Wir zeigen, dafl LOOP-Programme nicht ausreichen. Der Beweis geht
(in anderer Terminologie) auf Ackermann 1928, zurtick.
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Definition: Die Ackermann-Funktion o : N x N — N ist definiert durch
(1) a(0,y) =y +1
(2) a(z+1,0) = a(z, 1)

3) alz+1,y+1) =a(z,a(z+1,y))

Beispiel: zur Auswertung gemif (1),(2),(3):

a(1,3) = «

I
Q

I
Q

I
Q

I
Q

I
AAA/&AA/‘\
oo O O o o O

e 2 2 L2 2 ©

I
Q

Wir zeigen mit dem néchsten Lemma, dafl o total und berechenbar ist:

Lemma: Fir alle z,y fihrt die Anwendung von (1),(2),(3) nach endlich vielen
Schritten auf eine Zahl, kurz: ,o(x,y) ist definiert*.

Beweis: durch Induktion iiber z (im Induktionsschritt mit Induktion iiber y):

x = 0: Zu zeigen: Vy : (0, y) ist definiert. Dies gilt nach (1)

LV. Vy : a(z,y) ist definiert, I.B. Yy : a(z + 1,y) ist definiert zeige I.B. induktiv
iiber y:

y=0:alx+1,0)=a(r,1), nach L.V. definiert. Nach i.v. sei a(z + 1,y) definiert.
i.b.: a(z+1,y+1)ist definiert. a(z +1,y+1) = a(zr,a(xr +1,y)) ist definiert nach
i.v. und LV. U

Wir zeigen nun, dafl « stirker als jede LOOP-berechenbare Funktion wichst. Die
Auswertungen fiir kleine x deuten dies schon an:

Bemerkung: FEs gilt:
o(0,) >y a(ly) >y+1 a(2,y) > 2y
. —mal
a3,y) > 2V a(d,y) > 2’ }y a(5,4) > 1010000

Satz von Ackermann: Die Ackermann-Funktion « ist nicht LOOP-berechenbar.

Als Vorbereitung fiir den Satz von Ackermann dient folgendes Abschétzungslem-
ma:
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a(z,y) (Monotonie im 2. Argument)

)
alr+1,y) > a(z,y) (Monotonie im 1. Argument)
)

Beweis:
(a) Induktion iiber x: Vy : a(x,y) >y
r=0:a(0,y)=y+1>y, LV.Vy:alz,y) >y, LB. Vy:a(z+1,y) > v.
Beweis durch Induktion iiber y:

y =0: a(r+1,0) = a(z,1) > 1 (wegen (a)) > 0, i.v. a(x + 1,y) > y, i.b.
alz+1,y+1)>y+1, alz+1,y+1) =a(z,a(z+1,y)) >a(z+1,y) > y+1
nach I.V. und i.v.

sieche Ubungen
sieche Ubungen
alz+1,y) > alz,y + 1) > a(z,y) mit (c),(b).

Induktion iiber y:
y=0:a(r+1,0) > a(z,0) = a(z,2-0) (mit (d))

y+1la(z+1,y+1) = a(z+1, a(z+2,v)) > alz+1, a(x, 2y)) > a(z, oz, 2y)+
1) > a(x,2y+2) = a(r,2(y+ 1)) (Beim ersten < geht I.V. und (b) ein, dann
(c), dann (a) und (b).)

O

Notationen:

1. Fiir ein LOOP-Programm P, m > i(P), fassen wir [P] als Funktion [P] : N —
N™ auf. Schreibe [P](Z) fiir entsprechenden Wert in N™.

2. Zu = (x1,...,2Ty) Sl MaXT = Maxxy,..., Iy

Ackermann-Lemma: Sei m > 1. Zu jedem LOOP-Programm P mit i(P) < m ex.
kp € N mit max([P](z)) < a(kp, max ).

Beweis des Satzes von Ackermann mit dem Lemma:
Annahme: « sei durch das LOOP-Programm P berechnet, etwa mit Variablen
X1,....Xm. Wéhle kp zu P geméfl dem Lemma. Dann:

a(z,y) = fl(f)(x,y) < max[P](z,y,0,...,0) < a(kp,maxxz,y,0,...,0).
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Fiir x = y = kp folgt ein Widerspruch.

Beweis des Ackermann-Lemmas:
induktiv {iber den Aufbau der LOOP-Programme P: Wir arbeiten oBdA ohne
x-Wertzuweisung. (Ersatz von Xi:=Xj*Xk moglich durch Xi:=0; loop Xk begin
Xi:=Xi+Xj end.) Sei P eine Wertzuweisung. Wéhle kp := 3. Beachte: Ist T gege-
ben, so ist

€T; + Z;

Also ist (unter Verwendung des Abschitzungslemmas):

} <2maxZT + 1.

max [P](Z) < 2maxZ + 1 < a(0,2maxz + 1) < a(1,2maxz) < «(3, max ).

P =Py; Py LV. liefert ky, ke mit max([P](Z)) < a(k, maxZ). Wir setzen k :=
max(ky, ko), kp := k + 2. Dann:

max [Py; P))(Z)

max [P(P](®))
a(ko, max [P](Z))
a(ko, a(ky, max ))
(k,a(k + 1, maxT))
(

(

VANVANRVAN

«

a(k+1,maxz + 1)

a(k + 2, max T)

IN

a(kp, max )

P=if Xi > 0 then P; else P, L.V.liefert ki, ko, wie oben; setze kp = max(ky, k»).

max [P](z) = {

P = loop Xi begin P; end. V. liefert k; mit max[P](Z) < a(k;, max z). Wir set-
zen kp = k1 + 3 und zeigen die Hilfsbehauptung

fir z; > 0: max[P](Z) < a(a(kp, max )
fiir z; = 0 : max [P)(Z) < a(a(kp, max T)

Vy : max [P (Z) < a(ky + 1, max Z + ).

Beweis induktiv: y = 0: max [P’ (z) = maxz < a(k, maxz + 0)
y+1:

max [P () = max[P](P] (7))
a(ky, max[P1)’(Z)) (nach i.v.)
a(ky, a(ky + 1, maxz + y)) (nach L.V.)

a(ki + 1, maxz + (y + 1)) (nach (3)).

IN AN A

Beweis der Induktionsbehauptung:

max [P](z) max [P ]" ()
a(ky + 1, max T + x;) (nach Hilfsbehauptung)
(k1 +1,2max7)
(k1 + 3, max )
(

a(kp, max ).

AN CIN A

(0%
«
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Zum Schluf} geben wir eine Funktion an, die noch wesentlich schneller wichst als
die Ackermann-Funktion: ndmlich eine Funktion, die stirker wdchst als jede (streng
monotone) berechenbare Funktion. Es handelt sich um die , busy beaver“-Funktion.

Definition: Ein Biber ist eine Turing-Maschine iiber ¥ = ' = {3, |}, die, auf das
leere Band angesetzt, stoppt. Konvention: ¢ a b stop ist eine erlaubte Turingzeile.
Eine Turing-Maschine heifit fleifiger Biber (busy beaver), wenn sie Biber ist und
unter den Bibern gleicher Zustandszahl bei Termination die maximale Strichzahl auf
dem Band liefert. Die busy beaver-Funktion BB ist definiert durch BB(z)=Anzahl
der gelieferten Striche eines fleifligen Bibers mit z Zustdnden.

Bemerkung: FEs gilt BB(x) < BB(xz + 1), denn ist A ein fleif$iger Biber mit
x Zustinden, so druckt folgende Turing-Maschine mit einem Zustand mehr als A
mehr als BB(z) Striche: Arbeite wie A und gehe bei ,stop“ in den Zusatzzustand,
nach rechts bis zum ersten't, dort drucke | und stoppe.

Satz: (Rado) Ist f : N — N eine (Turing-) berechenbare Funktion mit f(z) <
flx+1), so gilt f(x) < BB(x) fir hinreichend grofles x.

Beweis: Sei f wie oben gegeben. Betrachte g(x) := f(2x + 2). Mit f ist auch ¢
Turing-berechenbar, etwa durch A mit k& Zusténden.

Zu x > 0 betrachte die Turing-Maschine B,, die auf dem leeren Band zunéchst |*
druckt und dann arbeitet wie A.

Arbeitsweise von B, : o — |¢1 — ... — |“"'¢,_1, dann Drucken von | und Riickkehr
vor die Striche mit ¢q. B, hat x + 1 + k Zusténde.

Fir x > k gilt: f(2z + 1) < f(22 4+ 2) = g(z) <Anzahl der Striche von B, bei
Termination angesetzt auf das leere Band< BB(z+1+k) < BB(2x+1) < BB(2z+

2).
Fiir y > 2k + 1 gilt also f(y) < BB(y) (fiir gerade y mit dem letzten ,<*, fiir
ungerade y mit dem ersten ,<“ der obigen Abschitzung). O

Folgerung: BB ist nicht berechenbar.

Einige Werte:

BB(1) = 2
BB(2) = 4
BB(3) = 6
BB(4) = 13
BB(5) > 1915 [> 63 - 10" Turing-Maschinen]

4096 \ 4
4096° } 164mal

Ubungen

Aufgabe (4.6): (Ackermann-Funktion) Geben Sie ein WHILE-Programm an, das
die Ackermann-Funktion berechnet.
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Aufgabe (4.7): (Abschitzungen zur Ackermann-Funktion): Beweisen Sie die die
folgenden Behauptungen des Abschitzungslemmas:

(b) a(z,y+1) > a(z,y)

(c) a(z+1,y) > a(z,y+1)

Aufgabe (4.8): Zeigen Sie, dafi «(3,y) > 2¥ ist.

4.4 Programmkorrektheit und Hoare-Kalkiil

Wir nutzen nun einen entscheidenden Vorteil der WHILE-Programmiersprache aus:
Man kann dem Aufbau der Programme folgend deren Korrektheit zeigen. Dariiber
hinaus ergibt sich so eine michtige Methodik der systematischen Programment-
wicklung. Dies geschieht durch Eintragen von ,Zusicherungen®“ (Kommentaren) an
geeigneten Stellen im Programm. Ein einfiihrendes Beispiel betrifft ein Programm
zur Berechnung des ggT (nach der Idee des euklidischen Algorithmus):

Peer: X1>0 A X2>0

Y =X1; Z:=X2;

Y>0 A Z>0 A ggT(X1,X2) =ggT(Y,2)

while Y # Z do begin
if Y<Z then Z:=7Z—-Y else Y:=Y—-1Z
Y>0 A Z>0 A ggT(X1,X2) =ggT(Y,2)

end

Y=12, ggT(X1,X2) = ggT(Y,Z)

Y = ggT(X1,X2)

Basis des Korrektheitsbeweises ist eine elementare (rein zahlentheoretische) Bemer-
kung iiber die Funktion ggT:

ggT-Lemma:
(a) ggT(y,y) =y fiiry >0
(b) fiiry >z > 0:ggT(y,2) = geT(y — 2, 2)

(c) fiir 2 >y > 0:geT(y,2) =geT(y, 2 —y)

Hiermit erweist sich, daf} die Zusicherungen im ggT-Programm , zutreffen* und die
Schlu8zusicherung (Nachbedingung) erfiillt ist. Getrennt weisen wir die Termination
nach:

Die Laufzeitschranke ¢ : N> — N sei definiert durch t(y, z) = max(y, z). Es gilt:
1. t(y,2z) >0 firy,ze N

2. y # z = t(y, 2) wird im while-Schleifenkorper echt vermindert
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Somit ist eine nichtabbrechende Folge von Ausfiihrungen des Schleifenkérpers aus-
geschlossen. Also terminiert Py,r.
In der Programmkorrektheit spielen drei Sprachen eine Rolle:

1.

2.

3.

Programmiersprache
Zusicherungssprache

Korrektheitssprache

Wir legen folgende Sprachen fest:

zu 1.

zu 2.

zu 3.

Wir betrachten sogenannte while-Programme, die aufgebaut seien aus den
WHILE-Wertzuweisungen mit der Verkettung (;), if-then-else, if-then, while-
do, wobei die Bedingungen nach if, while die Form t; op t; haben mit
op € {=,#,<,>,>,<}; hierbei seien die Terme t;,t5 aus Variablen X1,X2,...,
den Konstanten 0,1 mit 4, —, x aufgebaut.

Der Lesbarkeit halber lassen wir Variablen Y,Y’, Z, Z', ... zu. In Definitionen
und Sétzen ziehen wir uns auf X1,X2,... zuriick.

P, sei die Menge der while-Programme mit héchstens den Variablen X1,. .. Xn.
Die Zusicherungssprache ist die Sprache der Pridikatenlogik erster Stufe mit
folgender Signatur:

e Gleichheit =

e Konstanten 0,1, 2, ... fiir die natiirlichen Zahlen

e Funktionssymbole +, —, %, gg'T, kgV, letc.

e Relationssymbole #, <, >, >, < even, odd,etc.
jeweils mit ihrer natiirlichen Interpretation iiber N (formal in der Struktur
M= (N0 1N .. N N )

Terme seien aus den Konstanten und Variablen X1,X2,... mit Funktionssym-
bolen aufgebaut. Formeln der Zusicherungssprache entstehen aus atomaren
Formeln (Gleichungen ¢; = t9, Relationsausdriicken R ti,...,t, mit Termen
L1, ty) mit =, AV, — <>V, 3.

Formeln geben wir durch ¢, v, x, ... wieder. ¢(X1,...,Xn) bedeutet, da§ htch-
stens X1,...,Xn in ¢ frei vorkommen. In iiblicher Weise wird die Giiltigkeits-
beziehung (M, ky, ..., k,) = ¢(X1,...,Xn) definiert.

Die Korrektheitssprache besteht aus sogenannten Hoare-Formeln der Form
{¢}P{1} mit Zusicherungen ¢ und ¢ und dem while-Programm P.

Dabei ist ¢ die Vorbedingung und ¢ die Nachbedingung.

{o(X1,..., Xn) Y P{((X1,. .., Xn)}

deutet an, daf} X1,...,Xn hochstens frei in ¢, sind und P € P,.
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Semantik der Hoare-Formeln: Eine Hoare-Formel {p(X1 )}P{( ( ..,Xn)}
gilt (oder trifft zu), falls folgendes zutrifft: Fiir k& = ( Loy k), l (ll, ceyln):
Wenn (M, ky,...,k,) E ¢X1,...,Xn) und [P](ky,...,k ) (ll,...,ln), dann gilt
M1, ... 1) E¢¥(XL,. .., Xn).

Kurz: ,,Gilt ¢ vor Ausfiihrung von P und terminiert P, so gilt ¢» nach Ausfiihrung
von P.“

Beispiel:

{X1 > 0 A X2 > 0}Pgr{y = ggT(X1,X2)} gilt

{X1 =7}X1 := X1 + 1{X1 = 8} gilt

{X1 < 7}X1:= X1+ 1{X1 = 8} gilt nicht

{X1 =7}X1 := X1+ 1{X1 < 8} gilt

{X1 < X1}X1 := X1 + 1{X1 = 8} gilt

{X1 =1}while X1 >0 do X1:=X1+ 1{X1 =0} gilt

Hoare-Formeln behaupten die sogenannte partielle Korrektheit, ndmlich unter der
Annahme der Termination. Totale Korrektheit behauptet Termination (neben der
Giiltigkeit der Nachbedingung zu gegebener Vorbedingung).

Der Nachweis der Korrektheit eines Programms bedeutet: Beweis einer Hoare-Formel
{@}P{¢}, gegebenfalls mit gesondertem Terminationsbeweis. Dies sind die Aufga-
ben der Programmuverifikation.

Die Beweis-Methode folgt dem Programmaufbau: Fiihre den Nachweis passender
Hoare-Formeln fiir Teilprogramme () von P, ausgehend von den Wertzuweisungen
bis hin zum Gesamtprogramm P.

Definition: FEin while-Programm P heifit korrekt kommentiert, wenn es durch
Vorbedingung, Nachbedingung und weitere Zusicherungen so erginzt ist, dafi:

1. Jede darin auftretende Hoare-Formel {¢}Q{¢} gilt, wenn @ Teilprogramm
von P und ¢ bzw. 1 Zusicherungen direkt davor bzw. danach sind.

2. Treten ¢(X1,...,Xn),t(X1,...,Xn) direkt hintereinander auf, so gilt M |=
VX1,...,Xn(e(X1,...,Xn) — ¥(X1,...,Xn)).

Beispiel: P, ist korrekt kommentiert.
Wir konnen die Verifikationsaufgabe auch auf rein syntaktische Regeln stiitzen. Ein

solcher formaler Aufbau der Korrektheitsbeweise ist moéglich mit den sogenannten
Hoare-Regeln. Eine Hoare-Regel hat die Form

mit Hoare-Formel H und Hoare-Formeln bzw. Zusicherungen Hy, ..., Hy (k > 0).
Die Regel heifit korrekt, falls sie von giiltigen (Hoare-) Formeln immer zu einer
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giiltigen Hoare-Formel fiihrt. (Eine Formel ¢(X1,...,Xn) der Zusicherungssprache
heifle giiltig, falls M = VX1,...,Xn: (X1,...,Xn))

Beispiel:
{otP{y ), {v>{x}
{o} P Pa{x}

Korrektheit: Betrachte ¢ = ¢(X1,...,Xn), ¢ = ¢ (X1,...,Xn), P, P, € P,.

B glte: (0 V(R F) = iR o 30 [RJE) =1 = (L) (Koo ) und
2) VE (OB 0ixi, ), PR == (0,1) F x(X1,..., Xn)).

Zeige: Yk, I((M, k) | @(X1,...,Xn),[P; P](k) = = (M, 1) ): X(Xl ., Xn))
Angenommen, die Voraussetzung gilt. Dann gilt [P](k) = & fiir geelgnetes k' mit
[P](K') = I. Nach ( ) gilt (9%, k") = (X1,...,Xn), nach (2) gilt folglich (mit &’ fiir
k): (M) | x(XL,..., Xn).

Kompositionsregel

Die Regeln des Hoare-Kalkiils:
p = Y(z/t)
{o}X:=t{y}
{o} Pu{v}, {1 P{x}
{0} P P {x}
{onpiP{v}, {eABiP{Y}
{¢}if [ then P, else Pr{¢}
{onBtP{d} oA B =4
{o}if B then Pi{¢}
{o A BIP{p}
{¢}while (B do P{p A -5}
{p}P{vh v = x 2 {IP{x}
{o3P{x} {erP{x}

Der Korrektheitsnachweis ist in allen Fillen einfach (wie im obigen Beispiel). Wie
kann man den Terminationsbeweis, der jeweils hinzukommen muf3, formal abstiitzen?
Die Standardmethode benutzt den Begriff der Wohlordnung;:

Wertzuweisungsregel:

Kompositionsregel:

if-then-else-Regel:

if-then-Regel:

while-Regel:

Konsequenzregeln:

Definition: Eine lineare Ordnung (A, <) heifit Wohlordnung, wenn es keine abstei-
gende Kette unendlicher Lange in A gibt.

Beispiel:
(a) (N, <) ist Wohlordnung
(b) (N2, <) mit (i,7) < (',7") & i < oder (i = i'undj < j') ist Wohlordnung

(c) (Z, <) ist keine Wohlordnung

Terminationslemma fiir while-Schleifen:

(1) P € P, terminiere fiir alle K € N* mit (9%, k) = (¢ A 3)(Z) und



92 KAPITEL 4. WHILE-PROGRAMME

(2) es gebe eine Wohlordnung (A, <) und eine Funktion ¢ : N* — A, die sogenannte
Laufzeitschranke, mit {¢ A B A t(k) = a} P{o N t([P](k)) < a}.

Dann gilt: while 3 do P terminiert fiir alle & € N* mit (0, k) | o(z).

Beweis: Es gelte (0, k) = o(z) fiir ein £ € N*. Falls (M, k) | —3(z), dann termi-
niert while 4 do P sofort. Sei also (M, k) = B(z). Annahme: [while § do P](k)
ist undefiniert. Dann ist wegen (1) fiir alle i > 0 [P]'(k) definiert, d.h. [P]'(k) = k;
fiir geeignetes k; und (M, k;) = (o A 3)(Z). Wegen (2) gibt es eine unendlich abstei-

gende Kette t(k) = t(k;) > t(kz) > ..., im Widerspruch zur Annahme, dafl (A, <)
Wohlordnung ist. O

Aus der while-Regel und dem Terminationslemma folgt, wie man while-Schleifen
verifizieren oder auch aufbauen kann, d.h. geeignete Zwischenzusicherungen finden
kann. Basis ist folgendes Schema der korrekten Kommentierung einer while-Schleife:

Vorbedingung — {¢o}
Initialisierung
{1}
Invariante {¢}
[Laufzeitschranke t : NF — N]
while 3 do begin
{o 1B}
50
{#}
end

{o A =B}
Nachbedingung {v}

Check-Liste zum Schema fiir die while-Schleife (mit Bedingung 3 und Schlei-
fenkorper Py):

1

(1) Zeige, daBl die Invariante ¢ vor Erreichen der while-Schleife erfiillt ist.
(2) Zeige, daBl {¢o A B} Py{p} gilt.
(3)
(4)

3) Zeige, daBl ¢ A =3 — 1) gilt.

4) Zeige, dafl im Falle ¢ A 3 der t-Wert durch P, echt verkleinert wird.

Beispiel: Ein uniibliches Multiplikationsprogramm

Vorbedingung  {X1>0A X2 >0}

Initialisierung U:=X1; V:=X2; W:=0;

Invariante {VO0ANW4+U*V =X1x X2}
t=V]
while V>0 do begin
{W+UxV=X1xX2AV>0AV >0}
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if odd(V) then begin V:=V-1; W:=W+U end
else begin V:=V div 2; U:=U+U end
end
{V=0AV>0ANW4+UV =X1%X2}
Nachbedingung {WW = X1« X2}

Ubungen

Aufgabe (4.9): Entwickeln Sie nach dem Schema der Vorlesung ein korrekt kom-

mentiertes und terminierendes while-Programm, das folgender Spezifikation geniigt:
{X1>X2}P{Z = (X1 - X2)X'}

Aufgabe (4.10): Fiir die Funktion bin, gegeben durch bin(N,K) = (}), gilt
bin(N, K) = (bin(N,K + 1) x (K + 1)) div (N — K), falls 0 < K < N. Ergénzen
Sie folgendes while-Programm (hier mit einer div-Anweisung) zu einem korrekt
kommentierten Programm gemé&f Vorlesung.

{0 <K <N}

X:=N; Y:=1; B:=1;
while X #K do begin
= (BxX) div Y;
X—1;

Y+1

B:
X:
Y:

end
{B = bin(N, K)}
4.5 Programmentwicklung

Der methodische Rahmen bei der Programmentwicklung weist Analogien zur Ma-
thematik auf:

Mathematik ‘ Programmierung

Problem Spezifikation
Satz Programm
Beweis Verifikation (z.B. im Hoare-Kalkiil)

So wie zu jedem Satz ein Beweis gehort, so auf zu jedem Programm ein Korrekt-
heitsbeweis. Wie in der Mathematik sind auch in der Informatik Beweismethoden
der Schliissel fiir die Programmentwicklung (entsprechend der Formulierung von
Sétzen). Folgende Teilschritte bei der Programmentwicklung wollen wir untersu-
chen:

(a)

A

:S”pezifikation — Zusicherungen — Invari anten — Schlei fenveri fikation

~”

(b)

Zunichst zum Ubergang (b) von einer Invarianten zur entsprechenden while-Schleife:
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Spezifikation: {u > 0}Q {s = Y ,i*}
J 2'2

Invariante o: 0 < j<nAs=) 7,

Methode zum Aufbau einer while-Schleife:

(1) Initialisiere so, daf§ die Invariante ¢ gilt, und finde eine Laufzeitschranke.

(2) Finde booleschen Ausdruck f, so da ¢ A =3 die Nachbedingung der while-
Schleife ist (oder impliziert).

(3) Entwickele den Schleifenkorper P, so dal P den Laufzeitschrankenwert ver-
kleinert und die Invariante (wieder) herstellt.

Anwendung im Beispiel: {n > 0}

j:=0; s:=0; (* Initialisierung )
{o<i<nrs=%L,2}

{t = n — j} Laufzeitschranke
while j #n do begin
{ogjgnAs:Zgzoz’?/\j;én}
ji=j+1; (x Verkleinerung von ¢ x)
S:=s+j*j; (x+ Wiederherstellung der Invarianten )

end '
{ogjgnAs:zg:0¢2Aj:n}

{s =210}
Nun zum entscheidenden Ubergang (a) von einer Nachbedingung zur Invarianten:

Die Invariante kann man durch geeignete Abschwichungen der Nachbedingung ge-
winnen. Wir kldren zunéchst den Begriff ,, Abschwéichung®.

Definition: Sei ¢(X1,...,Xn) eine Formel erster Stufe mit den Variablen X1, ..., Xn.

o Rp={k e N'|(M, k) = ()} ist die zu ¢ gehdrende Relation (arithmetische
Relation zu )

e Fiir Ry, Ry C N" heifle Ry stdarker als Ry, falls Ry C Ry

e Fiir 1, o Formeln erster Stufe heiflt o stirker als ¢, falls Ry ist stérker
als Ryp;.

Bemerkung:

@y ist stirker als 1 < Vk € N' 1 (DL k) = ¢a() = (M k) = ¢1(T)
Also: ,,ist stéirker als“ entspricht ,,impliziert®.
Beispiel:

@1 @ zist durch 5 teilbar

@9 & xist durch 15 teilbar } = (o st starker als ¢y
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Sind P und die Nachbedingung gegeben, miissen Vorbedingungen mindestens so
stark wie die ,;schwéchste Vorbedingung® sein.

Definition: Sei P € P, Formel erster Stufe. Die Relation
wp(P, ) = {k|wenn [P](k) = [, dann (N,1) |= ()}

heiit schwichste Vorbedingung zu P und ¢ (weakest precondition).
(wp(P, 1)) ist eine abstrakte Relation, zunéchst nicht definiert durch eine Formel der
Zusicherungssprache!)

Bemerkung: (trivial) {@}P{y} ist genau dann giltig, wenn Ry stirker ist als
wp(P, ).

Daher kann man die Programmverifikation auch auf den wp-Operator griinden.

Nun zur Strategie fiir das Auffinden von Zwischenzusicherungen (insbesonere von
Invarianten) durch geeignete Abschwichung der Nachbedingungen von while-Schlei-
fen.

Methoden:

(A) Weglassen eines Konjunktionsgliedes oder Hinzufiigen eines Disjunktionsglie-
des.

(B) Ersatz von Konstanten durch Variablen mit geeignetem Wertebereich oder
Aufspalten von zwei Vorkommen einer Variablen in zwei Variablen. Z.B. Uber-
gang von

n J
s:ZiQZuOSjgn/\s:ZiQ.
i=0 1=0

(C) VergroBerung des Wertebereichs einer Variablen, z.B. Ubergang von 1 < i < 10
zu 0 <7 < 20.

Wir diskutieren Beispiele zu (A) und (B).

zu (1) {x > 0}P{y = [/z]} sei die Spezifikation.
Formaler: {z > 0} P{0 <y? <z < (y +1)%}
Mogliche Abschwiichung: Streichen des Konjunktionsgliedes z < (y + 1)2.
Dies ergibt ¢ : 0 < 3? < x als Kandidat fiir die Invariante. Natiirliche Ansitze
fiir Initialisierung und Laufzeitschranke sind:
1. Initialisierung: y:=0

2. Laufzeitfunktion: ¢t ;= x — y
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3. Suche 3, so daf p : 0 < y? < x A —f impliziert x < (y + 1)2. Also setze
Bily+1)?<a

Damit ist das while-Programm fertig:

{z >0}

y:=0;

{0<y?<a}

[t =2 —y

while (y+ 1)®> <x do begin
{0<y*<azA(y+1)2<z}
y:=y+1
{0<y?<a}

end

{0<y*<z<(y+1)%}

Der Schleifenkorper Py wurde so bestimmt, daf3 die Laufzeitschranke erniedrigt
wird und die Invariante am Ende wieder gilt.

Einfiihrung einer neuen Variablen (mit Angabe eines Wertebereichs) z.B. durch
Ubergang von Konstanten zu Variablen oder Aufspalten zweier Vorkommen
einer Variablen in zwei Variablen.

Spezifikation: {z > 0}P{y?’ <z < (y + 1)*}
Wihle neue Variable z fiir y + 1, Wertebereich y < z < x+ 1. Dann wird z das

niichste Quadrat nach z, also hichstens 22 < (z+1)2. Ansatz fiir Wertebereich
von z: z < x + 1.

Invariante: y? <z < 22A0<y<z<z+1
Initialisierung: y:=0; z:=x+1;
Laufzeitschranke: t = z — y

InvarianteA—( soll die Nachbedingung liefern. Ansatz: =3 : z = y + 1, also
B:z#y+1
Damit ergibt sich bereits das (korrekt kommentierte) Programm:
{z =20}
y:=0; z:=x+1;
{P<z<22AN0<y<z<z+1}
t=z-y
while z#y+1 do begin
d:=(y+z) div 2;
if d*d<x then y:=d else z:=d
end
{y* <o <(y+1)%}

Historische Stationen:

A. Turing 1950: ,,Checking a large routine*

R. Floyd 1966: ,,Assigning meanings to programs* Zusicherungen an Kontrollpunkten
in GOTO-Programmen (Flufidiagramme)
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C.A.R. Hoare 1969: ,An axiomatic basis for computer programming*
Dijkstra u.a. in den 70er Jahren: Programmiermethodik
D. Gries: ,, The Science of Programming.“ (Lehrbuch).

Zur Tragweite des Hoare-Kalkiils:

Definition: Eine Hoare-Formel heifit herleitbar relativ zur Arithmetik, wenn man
sie ausgehend von geltenden Formeln der Zusicherungssprache (Arithmetik erster
Stufe) mit den Hoare-Regeln herleiten kann.

Ad&quatheitssatz fiir den Hoare-Kalkiil: (ohne Beweis)

Fiir die Zusicherungssprache der Arithmetik erster Stufe und fiir while-Programme
gilt: Eine Hoare-Formel {p}P{1} gilt genau dann, wenn sie relativ zur Arithmetik
im Hoare-Kalkiil herleitbar ist.

Wir sprechen bei ,<*“ von der Korrektheit des Hoare-Kalkiils, bei ,=* von der
Vollstindigkeit des Hoare-Kalkiils.

In die formalen Beweise mit dem Hoare-Kalkiil gehen geltende Formeln der Arith-
metik als unbewiesene Voraussetzungen ein (Wertzuweisungs- und Konsequenz-Re-
geln).

Kann man genau die geltenden Aussagen der Arithmetik ihrerseits durch einen
Kalkiil herleiten?

Die negative Antwort folgt aus dem ,, Godelschen Unvollstédndigkeitssatz“; wir geben
einen Beweis unter Benutzung des Hoare-Kalkiils und des Halteproblems.

Satz: Die Menge der geltenden Hoare-Formeln ist nicht aufzdhlbar.

Beweis: Ist P € P,,, so stellen wir zunéchst fest:
{X1=0A...AXm=0}P{0=1} gilt & fiir Eingabe 0 stoppt P nicht.

Nun nehmen wir an, die Menge der geltenden Hoare-Formeln sei aufzihlbar. Dann
ist auch die Menge der Hoare-Formeln der obigen Form, somit die Menge der while-
Programme P, die bei Eingabe 0 nicht stoppen, aufzihlbar. Da die Menge der P, die
bei Eingabe 0 stoppen, ebenfalls aufzihlbar ist (einfache Ubung), ist entscheidbar,
ob ein gegebenes P auf Eingabe 0 stoppt. Dies steht im Widerspruch zur Unent-
scheidbarkeit des Halteproblems. 0]

Godelscher Unvollstidndigkeitssatz:
Es gibt keinen Beweiskalkiil, der genau die geltenden Formeln der Arithmetik erster
Stufe herzuleiten gestattet.

Beweis: Wir nehmen an, es gébe einen Beweiskalkiil dafiir. Dieser zusammen mit
dem Hoare-Kalkiil ergéibe nach dem Ad#quatheitssatz einen Gesamtkalkiil zur Her-
leitung genau der geltenden Hoare-Formeln. Dies liefert einen Aufzihlungsalgorith-
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mus fiir die geltenden Hoare-Formeln, im Widerspruch zum vorangehenden Satz. [

Ubungen
Aufgabe (4.11): Bestimmen Sie fiir das while-Programm

{X1> 0 A X2> 0}
X:=X1; Y:=X2; Z:=0;
while X# 0 do {¢ } begin
T:=0;
while Y# T do {¢ } begin
Z:=7+1;
T:=T+1
end;
X:=X-1
end
{7 = f(X1,X2))

geeignete Schleifeninvarianten ¢ und ¢ (mit Begriindung) und geben Sie eine pas-
sende Funktion f in der letzten Zusicherung an. Zeigen Sie auflerdem, daf} das Pro-
gramm terminiert.



Kapitel 5

Rekursive Programme

In diesem Abschnitt fiihren wir mit den ,,rekursiven Programmen® eine Kernsprache
der funktionalen Programmierung ein, so wie die WHILE-Programme eine Kernspra-
che des imperativen Stils bilden.

5.1 Definition, operationale Semantik, primitive
Rekursion

Grundidee ist: Berechnungen sind nicht Transformationen von Speicherinhalten, son-
dern Auswertungen von Termen.

Einige Beispiele rekursiver Programme:

(1) F(x) =if x =0 then 1 else z x F(x — 1)

(2) F(x) =if x =0 then 1 else F(z + 1)

(3) F(x)=if x > 100 then x — 10 else F(F(xz + 11))

(4) F(z,y) =if x = y then x else if z < y then F(z,y — x) else F(z — y,y)
(5) F(z,y) =if x =0 then y + 1 else

if y =0 then F(x —1,1) else F(x — 1, F(z,y — 1))
Man kann diese Gleichungen als Auswertungs- oder Reduktionsvorschriften (von
links nach rechts) lesen. Wir geben jeweils eine Beispielauswertung:
1 4) —4-F3)—12-F(2) »24-F(1) - 24-F(0) — 24
2 4) - F(5) — F(6) —

4

(1) F(
(2) F(
(3) F(99) — F(F(110)) — F(100) — F(F(111)) — F(101) — 91
(4) F(21,35) — F(21,14) —» F(7,14) —» F(7,7) > 7

(5) FO

5) F(1,3) = F(0,F(1,2)) = ... =5

99
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Wir sehen:

1) definiert die Fakultiatsfunktion

2) die (bis auf = 0 mit Wert 1) iiberall undefinierte Funktion

4) den ggT

5) die Ackermann-Funktion

(1)
(2)
(4)
(5)

Auf das Programm (3) kommen wir am Ende des Kapitels zuriick.

In (5) ist das if-then-else geschachtelt. Wir erreichen eine Entschachtelung des if-
then-else durch Einfiihrung neuer Funktionssymbole:
(4) steht dann als Abkiirzung fiir:

F(z,y) =if z = y then z else Fy(z,y)
Fi(z,y) =if © <y then F(z,y — x) else F(x — y,y)

Eine solche Folge von Gleichungen ist die allgemeine Form eines rekursiven Pro-
gramms:

Definition: FEin rekursives Programm P hat die Form

F1 (ZUl, e ,lCnl) = Zf b1 then 81(F1 e Fm,.if'l) else tl(Fl C Fm,a_fl)
__/_/
Fo(z1,...,2,,,) = if by then $u(Fy...Fn, Ty) else t,(Fy ... Fp, Zy)
—_——
mit Funktionsvariablen F; (jeweils der Stelligkeit n;) und Variablen w1, x,, ... fir

natiirliche Zahlen; die b; seien Bedingungen wie in while-Programmen, und die
s;, t; seien Terme, die aus den 7;, Konstanten fiir natiirliche Zahlen mit +, —, x und
den Symbolen F; aufgebaut sind.

Kurznotation: Wir lassen auch Gleichungen F;(z;) = s(F, z;) zu, als Kiirzel fiir

if 0 =0 then s(F,z;) else s(F,z;).

Definition: Fiir ein Programm P : F;(%;) = 7:(F,z;),(i = 1,...,m) und fiir
k = (ki,...ky,) ist die zugehorige Berechnung als Termfolge o9, 0y, ... wie folgt
definiert:

oo = Fi(ki,..., kn,)

o;r1=Auswertungsergebnis nach Substitution aller am weitesten innen stehenden
Funktionsvariablen F}; in o; jeweils durch 7; von P, falls o; noch ein Fj enthélt;
sonst terminiert die Berechnung mit o;.

(Wir identifizieren hier die Zahlen k; mit den entsprechenden Konstanten.)

Beispiel:

F(4) — if 4=0 then 1 else 4-F(4 —1) — 4-F(3)
~~~ SN——

g0 o1
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Der Ubergang von o; nach o;,1 zerfillt also in zwei Etappen: die Einsetzung (Ex-
pansion) und die moglichst weitgehende Auswertung (Reduktion).

Definition: (operationale Semantik der rekursiven Programme) Die durch ein re-
kursives Programm P wie oben berechnete Funktion f7’: N*' — — N wird definiert
durch

Pk ) = k  falls die Berechnung zu P, k terminiert mit &
pAth o ) T gonst

Beispiel: [ (k) =k!, fp (k1) = ggT(k,1)

Dieser Formalismus der rekursiven Programme ist gleichwertig zur Programmier-
sprache der WHILE-Programme, also universell:

Satz: Fine Funktion f ist durch ein rekursives Programm berechenbar < f ist

WHILE- oder GOTO-berechenbar.

Beweis: ,,=“ klar mit einer unwesentlichen Anwendung der Churchschen These
(intuitiv berechenbare Funktionen sind WHILE-berechenbar).

»,<="“ Als Ausgangspunkt betrachten wir GOTO-Programm P. Die Idee klért ein
Beispiel:

1 if X1=0 goto 4;
2 X1=X1-1;

3 if X2=0 goto 1;
4 stop

fl(}) wird berechnet durch folgendes rekursive Programm Q:

F(z) = Gi(z,0)
G1(z1,29) = if 1 =0 then G4(xq,x2) else Go(x1, x2)
Go(z1,29) = Gz — 1, 29)
Gs(z1,29) = if x5 =0 then Gy(x1,x2) else Gy(x1, x2)
G4(l’1,l‘2) = I

Die Korrespondenz zwischen P und @) sehen wir anhand der P-Konfigurationsfolge:
(1;2,0) — (2;2,0) — (3;1,0) = (1;1,0) —» ... — (4;0,0)
Die entsprechende )-Auswertung lautet:
F(2) — G1(2,0) = G2(2,0) — G3(1,0) = ... — G4(0,0) - 0

Die Konfiguration (7; ji, j2) entspricht also dem Term G;(j1, j2) Allgemeiner Fall: Zu
P:lay,..., kag, etwa mit X1,...,Xm, so da3 P berechnet f : N* — N, oBdA m > n,
bilde rekursives Programm ) wie folgt:
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F(zy,...,2,) = Gy(xy,...,2,,0,...,0), sowie fiir i = 1,...,k: Gi(x1,...,2,) = 17,
wobei firt=1,...,k—1:

Gi+1(ZL‘1,...,ZL'j+]_,...,.'Em) a; =Xj:=Xj+1;
T, = Gi+1($1,...,$j—1,...,$m) a; =Xj:=Xj — 1
if z; = 0 then Gi(z1,...,2,) else Giyi(21,...,2,) o; =if Xj=0 goto 1;

und 7, = ;.

Dann folgt mit einer einfachen Induktion iiber die Schrittzahl r: Von der Konfigurati-
on (1; ky,..., ky,0,...,0) erreicht P nach r Schritten die Konfiguration (I;1y, ..., ;)
< @ liefert ausgehend von F'(ky,. .., k) nach r+1 Schritten den Term Gy(ly, ..., 1,).
Damit ergibt sich (nach Definition von 74) die Behauptung. U

Eine besondere Form der rekursiven Programme entspricht dem Schema, mit dem
hiufig zahlentheoretische Funktionen definiert werden, z.B. die Multiplikation durch
F(z,y) =if y = 0 then 0 else F'(z,y—1)+x. Diese Form der , primitiven Rekursion*
ist Ausgangspunkt der sogenannten primitiv rekursiven Programme.

Definition: Primitiv rekursive Programme sind induktiv definiert durch folgende
Bedingungen:

(1) F(xq,...xp) = x; + 1,
F(xy,...,x,) = 3,
F(a:l,...,xn) =k
sind primitiv rekursiv.

(2) aus einem primitiv rekursiven Programm P entsteht jeweils ein neues primitiv
rekursives Programm durch Voranstellen einer der folgenden Gleichungen:
(a) F(z1,...7,) = z; + 1 oder z; oder k (wie bei (1)).
(b) F(x1,...,xp) = Go(Gi(z1y...,20), .., Gul(T1, ..., Ty))
(¢) F(xy,...,zn,y) =if y =0 then G(xq,...,z,)
else Hly — 1, 21,...,xn, F(x1,..., 25,y — 1))

wobei Gy, ...,G,,, G, H von passender Stellenzahl seien und in P vorkommen.
Im 2. Fall spricht man von Einsetzung, im 3. Fall von primitiver Rekursion.

f heift primitiv rekursiv, falls f = f7¥ fiir ein primitiv rekursives Programm P.

Beispiel: Die Potenzfunktion ist primitiv rekursiv. Ein primitiv rekursives Pro-
gramm konstruiert man ausgehend von drei Zeilen fiir die konstanten Funktionen 0,1
und fiir eine dreistellige Nachfolgerfunktion (siehe Zeilen [4],[5],[6], gebildet gem&f
Teil (1) und (2a) der obigen Definition). Nun werden sukzessiv drei Zeilen gemésf
(2¢) der Definition vorangestellt; sie legen die Summe Hy(z,z,y) = z +y (Zeile [3]),
das Produkt H(z,z,y) = = -y (Zeile [2]) und schlieBlich die Potenz (Zeile [1]) fest.

1] F(z,y) =if y = 0 then G{(x) else H(y — 1, z, F(z,y — 1))
2] H(z,z,y) =if y = 0 then Gy(x) else Hy(y — 1,z, H(z,y — 1))
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3] Hi(z,z,y) =if y =0 then = else Hy(y — 1, z, Hy(z,y — 1))
[4] Go(z) =0

5] Gi(z) = 1

(6] Hao(z,2,y) =y +1

Aus der Form der primitiv rekursirven Programme geht hervor, dafy ihre Auswertung
immer terminiert. Ohne Beweis notieren wir folgenden Aquivalenzsatz:

Satz: f:N' — N st primitiv rekursiv & f st LOOP-berechenbar

5.2 Fixpunktsemantik

Wir ordnen nun einem rekursiven Programm

PIFl(fl) = Tl(F,Zi'l)

Fou(Zp) = mu(F,Z,)

eine Semantik zu, die nicht auf einen Auswertungsprozefl zuriickgreift. Schliissel
hierzu ist eine Halbordnung auf Argumenten und Funktionen (durch die Beziehung
C, mit der intuitiven Bedeutung ,,ist hochstens so definiert wie).

N, :=NU{L}. L steht fiir ,undefiniert“.
Fiir z,y € N gelte x C y, fallsz = L (und y € N beliebig) oder x € N und = = y.
(1, s T0) E (Y1, Yn) & Ty, fliri=1,...,n.

Beispiel: (n=3):(L,1,1)C (1,1,1) C (1,1,5), aber nicht (1,1, L) C (2,1, 1).

Definition: f: N} — N heifit monoton, falls

(xla"'axn) E (yla"'ayn) jf(xla"'axn) Ef(ylaayn)

Zu fo: N* — N, sei die strikte Erweiterung f : NI — N, definiert durch:

N fg(f) reN
f(x)_{J_ zeN \ N

(Nichtdefiniertheit von Argumenten fiihrt zu Nichtdefiniertheit des Wertes.)
Bemerkung: Strikte Erweiterungen sind monoton.

[NT — N, | sei die Menge der monotonen Funktionen von N7 nach N .



104 KAPITEL 5. REKURSIVE PROGRAMME

Bemerkung: Sei P ein rekursives Programm wie oben und 7;(Fy, ..., Fy,, T;) die
rechte Seite der j-ten Gleichung (j =1,...,m). Dann definiert 7; ein Funktional

7] [N - Ny x...x [Nj™ - N; ] = [N/ - N_],
gegeben durch: |1;|(f1, ..., fm) ist die Funktion mit
1T (fry ooy f)(B) = 75 (fry - ooy fny ).

Entsprechend definiert T = (11,...,Tm), das Tupel der rechten Seiten von P, ein
Funktional

7| : [N]" = N ] x...x [N/ - N, ] = [N > N/ | x...x [N[" = N ],

wobei

T (frsos fm) = (Tl ) Tl (1 fin))-

Beispiel: Sei P das Programm Fi(z,y) = if v < y then Fi(z,y — z) else Fy(z,y)
Wir wollen 71 anwenden auf das Paar (fi, fo) mit

fi=die strikte Erweiterung von + auf N2 |

fo=die strikte Erweiterung von * auf N? .

Es gilt |71|(f1, f2)=if < y then x + (y — z) else x x y, also

[ k<l

|T1|(f17f2)(kal): kxl kZl
L k=_1oderl=_1

Die nicht-operationale Semantik fiir ein rekursives Programm P beruht auf folgender
Idee: P formuliert Bedingungen an ein Funktionentupel (fi, ..., fi,), ndmlich, daf es
ein Fixpunkt des zugehorigen Operators |7| sein soll. Wir werden fiir jedes beliebige
Programm P einen kanonischen Fixpunkt garantieren und als Bedeutung von P
ansehen (Fixpunkt-Semantik).

Definition: (fi,..., fi,) heiit Fizpunkt von |7|, falls |7|(f1, ..., fm) = (f1,-- ., fm)-

Beispiel: Im letzten Beispiel ist (f1, f2) kein Fixpunkt von |(71)]

Beispiel: Sei P: F(x) = if £ = 0 then 1 else x - F(x — 1) = 7(F,x). Also hat |7
die Form |7| : [Ny - N, ] - [N, — N, | Sei f € [N, — N, ] gegeben durch

o={7 70

Es gilt:
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Es ist f # g, d.h. f ist kein Fixpunkt von |7|. Sei

_fa! zeN .. B L r=0
o ={ " TN ) =g mitg@) = v @-1t w50
L r=_1

f ist Fixpunkt von |7|.

Bemerkung: FEs gilt fiir ein rekursives Programm P wie oben:

(fl, .. ,fm) ,,erfﬁllt P & fl(-'fl) = Tl(f, i‘l), .. 7fm(j:m) = Tm(f; jm)
< (fi,--., fm) ist Fizpunkt von |7|.

Wir bauen unseren Fixpunkt auf von der iiberall undefinierten Funktion aus. Es sei:
1™ N* — N, definiert durch L™ (z,...,2,) = L.

Bemerkung: L™ ist monoton.

Definition:
(1) Fir f,g € [N} — N| gelte f C g VT € N} : £(7) C g()
(2) Fiir fi,9: € [NTi — N |, 1 <i < m gelte
(fi,-- s fm) E(g1, -y gm) & Viel,...om: f; C g,

Bemerkung: L™ C f fir alle f € [N? — N, |

Definition: Fiir alle Vi € N sei f; € [N} — N | und es gelte fo C /i C fo C ...
Dann sei die Funktion lub(f;) definiert durch

k ex. 7:0 mit fio (Zi') k

lub(f) (2 = { L VieN: fiz) i

Sie heifit least upper bound der Kette (f:). Analog ist fiir eine Folge f; von Funktio-
nentupeln mit fo C f; C fo C ... die Funktion lub f; definiert.

Bemerkung: (Rechtfertigung der Bezeichnung). Es gilt:
(1) Vj € N: f; Club(f;) (d.h. lub(f;) ist eine obere Schranke).

(2) Falls ein g ex. mitVj : f; C g, dann lub(f;) C g.

Bewelis:

(1) Falls f;(z) = L, dann ist f;(z) C lub(f;)(Z). Falls f;(Z) = k, so ist nach
Definition von lub(f;) und nach Definition von CT: f;(Z) T lub(f;)(Z) (weil
lub(f,)(2) = ).
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(2) Es gelte fiir alle j: f; C g; sei € N7 beliebig.
Falls lub(f;)(Z) = L, so Vj : f;(Z) = L, also lub(f;)(Z) C ¢(z).

Falls lub(f;)(x) = k, so Jiq : fi,(T) = k, also g(z) = k, d.h. lub(f;)(z) C ¢(z),
Insgesamt lub(f;) C g.

O

Fixpunktsatz: Sei P ein rekursives Programm. Dann hat |7| beziiglich der Halb-
ordnung C einen kleinsten Fixpunkt, ndmlich (fi,..., f,,) = lub(f;) mit

fi = |7 (L™, .. L),
fi =17l

Vor dem Beweis ein Beispiel zur Berechnung der Funktionen |7|*(L™, ..., L™): Wir
betrachten P: F(x) =if = 0 then 1 else - F(z — 1), also

7=m1 = if x =0 then 1 else x - F(z — 1).

Wir berechnen |7¢] fiir i = 0,1,2,...,:,
Jo= |T|O(J—(1)) = J—(l), fi= |T|1(J—(1)), f2= |T|2(J—)-

1 =0 Le=
hlw) = { 1 sonst falr)=q 1 »=
1 sonst
1 =0 o=
1 z=1 Lor=
1 sonst 6 ==
1 sonst
per Induktion: f;(z) = vow < somit lubf; = z!.
! 1 sonst ’ !

Also approximiert die Kette fo C f; C ... die Fakultdtsfunktion, die Fixpunkt von
P ist. Dieses Schema wird auch im allgemeinen Fall angewandt.

Nun zum Beweis des Fixpunktsatzes. Wir erweitern zuerst den Begriff der Monotonie
von Funktionen auf Funktionale.

Definition:

(1) Ein Funktional |7| heifit monoton < aus (fi,..., fm) & (g1,...,9m) folgt
7I(frs s fn) E T2 gm)-

(2) |7] heifit stetig :< aus fo C f1 C fo T ... folgt |7|(lub(f);) = lub(|7|(f:))-

Lemma: Sei |T| das Funktional eines rekursiven Programms, dann ist |T| monoton
und stetig.

Beweis: Induktion iiber den Aufbau des Funktionals |7|. O
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Beweis des Fixpunktsatzes:
(1) Die Funktionentupel |7|*(L™) ..., L(=)) bilden eine aufsteigende Kette. In-
duktion iiber i:
=1 (LD L)y EF (L) 1 m)) da fiir alle f ogilt: L™ C f €
[NT — N_J.
i+ 1: LB |F[i(Lm) ) L)y |7t (L) ] (),
LV. |77 (L), L))y |F)F(LM), ..., L)) Aus der Monotonie von
|7| folgt die Behauptung.
(2) Sei f; = |7"|i(J:(”1), ooy L)) GemiB (1) konnen wir lub(f;) bilden. Wir zei-
gen, daf} lub(f;) Fixpunkt von |7| ist.
7I(ub(f;)) = |7|(ub(F (L™, LE)))
lub(|7)*F (LMD L)) wegen |7| stetig
= Tub(|7[/(L") . L0y da [7|F(L0), L L)
aufsteigende Kette

= lub(f)

(3) Nun zeigen wir, dal lub(f;) kleinster Fixpunkt ist, d.h., daf fiir jeden Fix-
punkt g gilt: lub(f;) C g. Sei also |T|(g) = g. Es geniigt z.z., da} Vi :
7L L)) g
i=0: (L), ... 1)) Cg
i Lo |7 L), L)) = 7| (7L, L)) E [7|(g) C g. Somit
lubf; C g.

Diese Argumentation l&t sich ganz allgemein durchfiihren:

Definition: Eine Halbordnung (D, C) heifit c¢po (complete partial order), falls jede
Kette dy C dy C ... eine kleinste obere Schranke d = lub(dy,ds, ...) hat und falls
ein C-minimales Element | in D existiert.

Beispiel: [N]' - N, | x ... x [Nj™ — N, | ist cpo mit C wie zuvor definiert.

Fixpunktsatz fiir cpo’s: Sei f : D — D monoton und stetig. Dann hat f einen
kleinsten Fixpunkt, ndmlich lub(f;(Lp)).

Der Beweis erfolgt analog zu den Schritten (1),(2),(3) wie oben.

Der Fixpunktsatz erlaubt es, einem rekursiven Programm P eine Funktion };im als
,Bedeutung® zuzuordnen, ohne auf Auswertungsschritte zuriickzugreifen. Man setzt
hierzu fest:

Definition: (Fizpunktsemantik) Fiir ein rekursives Programm P: F(;) = 7;(F, Z;)
(i=1,...,m) sei 1’;” die erste Komponente f; des kleinsten Fixpunkts (f1,..., fim)
des Funktionals |7|.
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Eine miihsame Argumentation zeigt, dafl diese Fixpunktsemantik die gleichen Funk-
tionen liefert wie die operationale Semantik:

Satz: Fir ein rekursives Programm P gilt f1° = fo.

Fiir den Beweis sei auf das Lehrbuch von Loeckx, Sieber verwiesen.

Die Fixpunktsemantik erlaubt es in manchen Fillen, Aussagen iiber Funktionen,
die durch rekursive Programme berechnet werden, direkter nachzuweisen als dies
mit der operationalen Semantik moglich ist. Wir geben eine Illustration anhand des
Beispielprogramms

(3) P: F(x) =if 2 > 100 then z — 10 else F(F(x + 11))

Wir wollen eine partielle Korrektheitsbehauptung nachweisen:

Beispiel: Ist fpiw total, so gilt fpiw = fo mit fo(xz) =if x > 100 then x —10 else 91.

Wir priifen nach, daf fy ein Fixpunkt des Funktionals 7 zum Programm (3) ist:

I7|(fo(z)) = if z > 100 then x — 10 else fy( Jo(x — 11) )
—_—
if >89 then z+1 else 91
= if z > 100 then z — 10 else if [...] > 100 then [...] — 10 else 91
= if x > 100 then x — 10 else
(im Fall z = 100) if 101 then 101 — 10 else 91
(im Fall 89 < z < 100) if z+1 > 100 then = + 1 — 10 else 91
(im Fall x < 89) if 91 > 100 then 91 — 10 else 91
= if x > 100 then z — 10 else 91

= fo(x)

Nach dem Beweis des Fixpunktsatzes (Punkt (3)) muf also FL% C fo gelten. Falls,
wie angenommen, f5'" total ist, folgt also f5" = fo.

Weitere Beispiele und Beweisprinzipien, die auf dem Fixpunktsatz beruhen, finden
sich im Lehrbuch von Manna.
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