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Hinweise zur Abgabe :

+ Die Hausaufgaben sind in Dreiergruppen abzugeben.

» Geben Sie auf lhren Abgaben lhren Namen, lhre Matrikelnummer und die Nummer der Kleingruppe, der Sie sich

zugeordnet haben, an.

« In lhrem Interesse: Tackern Sie Ihre Abgaben. Lose Zettel kénnen schnell verloren gehen - fiir den Verlust loser Zettel

haften wir nicht!

Aufgabe 1. (Vollsténdige Induktion)
Zeigen Sie per vollstandiger Induktion, dass fir alle n € N gilt:

142834 ... 403 = M
2 .
2.5 Punkte
Lésung.
(1A): n=1:
1-(1+1)2 4
13:T:Z:1' (V)
(IV): FUr ein beliebiges aber festes n € N sei die Aussage wahr.
(IS):n —n+1
n+1 n
i = Zi3+ (n+1)3
i=1 =1
2 1 2
g n(n:)—l-n‘o’—i-3n2+3n+1
~ont+ 203 +n? N 4(n®+3n%2+3n+1) - n*+6n°+13n 4+ 12n+ 4
= Z Z =

und wir rechnen nach dass auch

(n+1(n+2)? (n*+2n+1)(n®+4n+4) n*+6n°+13n2 +12n +4

4 N 4
gilt.
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Aufgabe 2. (Komplexe Zahlen)

09.11.2015

Schreiben Sie die folgende komplexe Zahl in der Form z = = + iy mit z,y € R und bestim-

men Sie Betrag und Argument von z exakt in (—, 7].

1-i4\°
z =
1414

Lésung.
l—ig 1—i 1—i
H+ﬂ"ﬂ+id—i
1-2i—14
= (i) = —i
1
= Tzl, ¢:—§7T

1.5 Punkte
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Aufgabe 3.
Bestimme alle z € C mit

3 Punkte
Lésung.
Sei z = z + iy, z,yR. Dann gilt fir z # 3¢
z2+3i  w+iy+3i  x+i(y +3)
z—3i ax+iy—3i x+i(y—23)
(z +i(y +3))(z —i(y — 3))

2%+ (y - 3)?
_ 22 —iz(y —3) +iz(y +3) + (y +3)(y — 3)
2?4 (y = 3)
_ 7+ y+3)y-3) , —wy—=3)+a(y+3)
a2+ (y — 3)? 2%+ (y — 3)?
2?4+ (y+3)(y—3) ; 6x
22+ (y — 3)? a2+ (y - 3)?

= Im(w) = %
Es qilt
Diese Gleichung ist immer erfillt
Im(w) >0 [62>0A z® + (y — 3)° > 0]
V[br<0OA  2°+(y—3)? <0
Diesemerfﬂllt

< 6x >0
x>0

Also Im(253L) > 0
Vze{w=z+iy e C,x >0}
(Bemerkung: FUr z = 0 muss der Fall y = 3 ausgeschlossen werden!)
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Aufgabe 4. (Einheitswurzeln,Nullstellen)
a) Bestimmen Sie die Polarkoordinatendarstellung der komplexen Zahlen —12 — 74,
3+5i und (1 — 1), wobei jeweils das Argument in (—=, 7] liegen soll.

. . e 1
b) Bestimmen Sie alle = € C, fir die gilt: 2* = ~3 + ?z
c) Das Polynom p(z) := 2z* — 423 — 822 — 162 — 64 hat die Nullstellen x = —2 und z = 4.

Ermitteln Sie alle weiteren Nullstellen von p in C.

3 Punkte
Loésung.
a) SeiC\{0}>z=z+iy, z,yeR, ¢p=arg(z), r=]|z|
z =r(cosy + i -siny)
=T7-Ccosp+i-r-siny,
~——
=x =y
also
rsinp
= tan
7 COS v
Um ¢ € (—=, 7] zu erreichen, berechnen wir dies mit dem arctan :
[ arctan g fir x > 0,
(arctan )+ flrz <0, y >0,
¢ = ((arctan?) — 7 flrz <0, y <O,

+3 forz =0, y >0,

-5 firz=0,y<0
oder mit arccos :

_ Jarccos £ firy > 0,

4 —arccos 7 fury <0.
Wir berechnen nun die Polarkoordinaten von z; = —12 — 74, 20 = 3 — 57 und und
zunachstvon z3 =1 —i:
arg z; = — arccos \;%, arg z; = — arccos \/%, arg z3 = — arccos %

2 = \/@ . ei(— arccos \;%), 2y = \/374 ) ei(— arccos %) 5= ﬂ ) ei(— arccos %) _ ﬁ . ei(_%).
Es bleibt, die Polarkoordinatendarstellung von z; := #3'° zu bestimmen. Also:

s = 50 = ﬁlo(ei@%))m
g 25ei(7577r) — 32ei(7577r+27r) — 32e1(7%)

b) Allgemeine Bemerkung: Nach der Eulerschen Formel gilt ¢’ = cos ¢ +isin ¢ fr alle
¢ eR.
Weiter gilt

2" =w = |wle’™ mita:=argw.

Mittels |z| = {/|w| erhalten wir durch die Formel von de Moivre

2k .
zk::”|w|exp<a+7ri) fark=0,1,...,n—1
n
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alle paarweise verschiedenen Lésungen zg, 21, . .., 2,1 VON 2" = w.
Zur Aufgabe:
Esgilt w= -1+ ?z und n =4.Also 1= |w| und a = argw = arccos(—3) = 3.
Demnach besteht die Menge {z € C : 2* = -7+ ?z } aus allen vierten Wurzeln

_ 1. V3
aus w = -3 + 5 b

1 3 k .

{ zE(C:z4:—2+\2[Z} = {ze@:z:zk :exp(%i—i—;i) farein k € {0,...,3}}.

p(z) = 2z* — 423 — 82% — 162 — 64

bekannte Nullstellen: z; = -2, 2, = 4

Zunachst: Wir suchen ein Polynom ¢ mit ¢(z)(z + 2)(z — 4) = p(z) fluralle z € R.
Da Uber C jedes Polynom in seine Linearfaktoren zerfallt, muss diese Darstellung
existieren. Weiterhin besitzt ¢ den Grad 2.

Polynomdivision:

(22* — 423 — 822 — 162 — 64) : (v +2) = 223 — 822 + 8z — 32

—(22* + 423)
—8x3 — 822
—(—8x3 — 1622)
8x° — 16z
—(82% + 16x)

—327 — 64

—(—32z — 64)
0

(223 — 822 +8xr —32): (v —4) = 222 +38

—(22% — 822)
0 +8z—32
—(0 + 8z —32)

0

= g(z) = 22>+ 8flrallexz € R

) = 0222 +8 =0 & 222 = -8 & 2° = —4
Sr =21 Vo x = =2
Weitere Nullstellen von p sind also auch: xz3 = 2i, x4 = —2¢, und noch andere

Nullstellen von p kann es nach nicht geben, da p ein Polynom vom Grad 4 ist.



