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Hinweise zur Abgabe :

» Die Hausaufgaben sind in Dreiergruppen abzugeben.

+ Geben Sie auf Ihren Abgaben lhren Namen, Ihre Matrikelnummer und die Nummer der Kleingruppe, der Sie sich
zugeordnet haben, an.

+ In Ihrem Interesse: Tackern Sie lhre Abgaben. Lose Zettel kdnnen schnell verloren gehen - fir den Verlust loser Zettel
haften wir nicht!

Aufgabe 1. (Regeln von I’Hépital)
Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte, falls diese existieren:

a)

H cosz—1
a!li)no sinx

lim (sinz)sn®
z—0+t

2 Punkte

H cosz—1 . nQn
JTOW , (cosz —1) — 0,sinz — 0 = ";"-Regel

Falls der Grenzwert existiert, gilt:

. cosx—1 = (cosx—1)
lim — = im — -
=0 sinx =0 (sinz)’
. —sinz
= lim
z—0 COSXT
= lim(—tanz) =0
x—0
H ; . cosx—1 __ H ) i

Somit gilt ;@0 =2~ = 0 mit der Regel von L'Hospital.

lim (sinz)s"* ist von der Form "0°"
z—0*t
Wir formen um: (Sinx)sinm — eln ((sinz)®™=) _ esinzIn (sin m)
exp ist stetig, wir ziehen den lim also rein und betrachten: lim sinzIn(sinz) = lim In (sin )

z—0F z—0t  sinz

hat Form "=>>"(oder betrachte analog lim —inz_ der Form" g")

z—0% Tn(sinz)

Ableitungen: (In (sinx))'= =X - cosx
1y _ cos x
(sinr) — 7 (sinx)?

= falls der Grenzwert existiert, gilt:

. In(sinx) _ e
lim —=——= = lim o
x—0t - =0T — = ZZ
sinx (sinz)

m|_>n3+( sinz) =0
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= mit I'Hospital gilt

lim (sinz)™"* = e lim sinzIn (sin
xim+(l x) Xp <xlm+ inxIn (sinx)

=¥ =1.

)
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Aufgabe 2. (Regeln von I’Hépital)
Sei p : R — R ein Polynom. Zeigen Sie mit der Hilfe der Regeln von de I'Hospital:

lim |p(z)|e”*l = 0.
|z]|—o00

Hinweis: Es genlgt zu zeigen, dass fur alle n € Ny gilt: ‘ Ilim |z"|e~1*l = 0. Dafir
T|—0o0

betrachten Sie die Grenzwerte flr z — oo und x — —oo getrennt.

3 Punkte

Loésung.
Da p(z) = ara* + ap_12" '+ -+ a1z +ap Va € Rundwegen der A-Ugl. geniigt es
zu zeigen, dass gilt:

VneN: lim |z"|e"l*l = 0.

|z|—o00

a) Bilden wir den Limes = — oo, diirfen wir oBdA = > 0 zuvor annehmen.

n
= lim [z"e I = lim =
T =00 e —! r—oo e¥

-1
IHospital . nx™
=" l|lim

r—oco el

n!
= = lim —
~~ z—o00 et
mehrfach I'Hospital
anwenden

=n! lim —
r—o0 et
nl
p— .7% pr— 0‘
lim e
Tr—r 00
N——

=00

b) Bilden wir den Limes x — —oo, dlrfen wir oBdA z < 0 zuvor annehmen.

= lim |z"le7 "l = lim (=1)"z"e" = (=1)" lim gz"e"
LT =00 N\ e T——00 T—r—00
:(_1)n$new
n
=(-1)" lim (—z)"e™* = Ilim
z——+00 z—+oo et
1.
=0.
c) Da die Grenzwerte in 1. und 2. Ubereinstimmen, erhalten wir.
2 k
-Ugl. . _ . i _ . -
= lim |p(z)|-e71*l = Iim Zajxj e7lel < C~Z lim |z[7e”1®l = o0,
7=0 J=0 e
‘Tf—’ =0 V j=0,...k
<3 lajllzld

wobei C' := max{|ao|, |a1],...,|ax|} > 0 bezeichne.
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Aufgabe 3. (Taylorentwicklung)
Sei f:[-1,1] = R, f(z) = e**~ 1 und zq = 0.

a) Bestimmen Sie alle Ableitungen £ von f, n € N.

b) Stellen Sie das Taylorpolynom T, vom Grad n € N der Funktion f um den Entwick-

lungspunkt zq auf.
c) Geben Sie T3(z) an.
d) Bestimmen Sie das Restglied f(z) — T,.(x).

e) Reicht n =5 aus, damit der Fehler auf [-1.1]

If = Tull 2= max, [£(z) = T, (a)

kleiner als 102 ist?

Loésung.
Gegeben f: [-1,1] = R, f(z) =e** 1 20 =0
a) Esgilt f/(x) =2e2*1, f"’(z) = 4e**~1 und
fM =21 neN
(Beweis induktiv méglich, hier aber sehr leicht zu sehen).
b) Mit 2o = 0 und f(¥)(0) = 2ke~1
F®) (o) o 2et L 2
Tn( _Z k! ( )_Z k! “f—ze klaj
k=0 k=0 =
c)
Ts( )—23:216 I PP L T B

W= kzoeklx e 2e1r 6 T 3 v v .

d) Nach Vorlesung gilt
_ f(n+1)(§) n+1 ¢+ H
f(z) —Th(x) = eE (x —xo)" " flrein € € [-1,1]

e) Aus d) folgt

2n+le2z—1

flx) = Th(x)||oo < sup |————|- ”+1<x
I72) Tl = s |2y | e
n+1 n+1
< 424443,1n+1:: 2"e - 4}4,::10—2

(n+1)! (n+1)! " 100
20¢ 64e 1
Setzen=5ein: — =_— =024+« —
" 6 720 * 100

= n = 5 reicht nicht aus!
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Aufgabe 4. (Taylorpolynom)
Betrachte f : [0,1] = R, x> x2¢.

(a) Geben Sie das Taylorpolynom T3(x) 3. Grades zum Entwicklungspunkt 2o = 0 an.

(b) Berechnen Sie eine Annéherung fiur e, indem Sie T5(x) an einer geeigneten Stelle =*
auswerten. Geben Sie eine Abschatzung des Fehlers |f(z*) — T5(z*)| an.

2.5 Punkte
Lésung.
(a) Allgemein berechnen wir das Taylorpolynom mithilfe der Formel

) (g
T ) =31 k(l ) (2 — 2o)".
k=0 ’

Da hier n = 3 gegeben ist, berechnen wir die ersten drei Ableitungen von f

F(x) = (2 4 22) exp(x)
f(x) = (2% + 4z + 2) exp(x)
fO(x) = (2% + 62 + 6) exp(x)

und werten sie jeweils an der Stelle zo = 0 aus

f(z0) =0
f/(l‘o) = 0
f(z0) =2
F®(20) =6
Einsetzen liefert dann
Ta(z) = 0+0—|—§$2+ %f =22+ 23

(b) An der Stelle x* = 1 liefert die Funktion f den Wert e. Somit ergibt sich fir das Taylor-
polynom

Ti(z*)=14+1=2.
Der Fehler der Taylorentwicklung ist gegeben durch

AR

1) = Tula)| = |y o = )" € € o]

Mit der vierten Ableitung

F@(z) = (22 + 8z + 12) exp()

ergibt sich
4)
7 - 1) = 15 oy
_ ),
24
(4)
< Qil) _ % ~ 2, 3784966

wobei wir ausnutzen, dass die vierte Ableitung im Intervall [0, 1] streng monoton wach-
send ist.
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