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Aufgabe 1.
Zeigen Sie per vollstandiger Induktion, dass firr alle n € N qilt:

2n

Z(—l)kkz2 =n(2n +1).

k=1
4 Punkte
Loésung.
2n
Zu zeigen ist die Aussage A(n) == > (~1)*k? = n(2n + 1).
k=1
(1A): n = 1:
2
D (1) =-144=3=1-(2+1)=n(2n+1).
k=1
1 Punkt
(IV): FUr ein beliebiges aber festes n € N sei die Aussage wahr.
0.5 Punkte
(IS):n — n+1:
2n+2 2n
Z (—1)kk2 — Z(_l)ka + (_1)2n+1(2n + 1)2 + (_1)2n+2(2n + 2)2
k=1 k=1

2 n(2n+ 1) + (-12 20+ 1)2 + (-1)2"2(2n + 2)2
=n(2n+1) — (2n+1)> + (2n +2)°

= (—n—1)(2n+1) + (2n + 2)?

=(—n—-1)(2n+2) — (-n— 1)+ (2n +2)°
=(n+1)@2n+2) - (-n—1)
=(n+1)2n+3)=A(n + 1).

Nach dem Prinzip der Vollstdndigen Induktion gilt die Aussage A(n).
2.5 Punkte
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Aufgabe 2.
Es sei p(z) = Y1, arr®*, n € N, ap € R, a,, = 1, ein Polynom ohne reelle Nullstelle.
Zeigen Sie, dass es n Paare reeller Zahlen (o, 5;), ai, B; € R, 8; > 0 gibt, sodass

n

p(z) = I_I(ac2 +oz+p;))  VeeC

i=1

gilt.
3 Punkte
Lésung.
Uber C zerfallt jedes Polynom in seine Linearfaktoren = p(z) = Hfﬁo(:c — T;).
1 Punkt

Da alle Nullstellen x; komplex sind, treten sie immer als Paare komplexer und komplex
konjugierter Zahlen auf.

0.5 Punkte
Demnach gilt
p(z) = [[(@ - @)z - &)
=1
= 1_[(302 — IT; — xT; + T T;)
i=1
= [+ a(=2; — 2:) + |2:)
=1
= [[(#® + z(—2Rex;) + |a;[?).
=1
1 Punkt

Mit o; := —2Rex; und j3; := |x;|? folgt die Behauptung.
0.5 Punkte
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Aufgabe 3.
Untersuchen Sie das Grenzwertverhalten folgender Folgen flir n — oo und begriinden Sie
ihre Antwort:

on+x)* "
a) a, ::%, firx = 0und z # 0,

b) b, = (2522)"

2 + 3 Punkte
Lésung.
a) Wir formulieren zunéchst die Folgenglieder um:
o (@n+a2)t En)f(1+55)
"ant =53 4+6  nif(z- 2+ %)
16(1 + 5=)*
R
0.5 Punkte
Fir 2 = 0 divergiert die Folge:
n—oo
ap — —O0
0.5 Punkte
Fir alle anderen = € R\{0} gilt: a, "= 18, denn
. T \*4
im- (1 + TL) ~1
(o= 2+ )
lim (z——4+— ) =2
n—oo n
1 Punkt
b) Bringt man den Ausdruck auf die Form
2n " 2 "
bn = <2n—2> B (H 2n—2)
1 n
=1
(ita)
1 Punkt
S0 ergibt sich:
: 1\
lim b, = lim (1 + >
n—o0 n—o0 n—1
n+1
= lim <1+ 1)
n— oo n
= lim <1<+1) (1 1)
n— oo n
1 n
= lim (1-+)
n— oo n

2 Punkte
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Aufgabe 4.
Begrinden oder widerlegen Sie die Konvergenz der folgenden Reihen.

a)°° E+1\"
2k +1

k=1

(]

k,k
(k +1)!

NE

b)

1

>
Il

1.5 + 2.5 Punkte
Lésung.

k
a) Durch Anwendung des Wurzelkriteriums auf die Folge ay, := (%) ergibt sich:
0.5 Punkte

= lim
k—o00

JEHLN k4l 1
2k +1

o B
pim Vlax T a2k 41 2
0.5 Punkte
Damit absolute Konvergenz nach dem Wurzelkriterium.
0.5 Punkte

b) Durch Anwendung des Quotientenkriteriums auf die Folge ay := (k’“Tkl), ergibt sich:
0.5 Punkte

(k+ 1D (k+ 1)
(k+2)! Kk

Ak+1
ag

_ 1 (k—f—l)“l
k42 k*
Ck+1 (k41)F
k42 kk
RS AR
k42 k
N~ —

—1 —e

k41
ag

= lim =e>1

k—o0

1.5 Punkte
Damit divergiert die Folge nach dem Quotientenkriterium.
0.5 Punkte
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Aufgabe 5.
Ein Laufer lauft insgesamt 2km in 10 Minuten. Zum Zeitpunkt ¢ (in Minuten) hat er die
Strecke s(t) (gemessen in km) zurlickgelegt. Die Funktion s : [0, 10] — R sei stetig.
Zeigen Sie, dass es immer einen Zeitabschnitt in [0,10] von 5 Minuten gibt, in dem der
Laufer genau 1 km durchlauft.
Hinweis: Betrachten Sie die Funktion f(¢) = s(t 4+ 5) — s(¢t) — 1 auf [0, 5].
4 Punkte
Loésung.
Es ist s(0) = 0 (Start) und s(10) = 2 (Ziel) laut Aufgabenstellung.
Der Ausdruck s(t + 5) — s(t) gibt an, wie viele km in den 5 Minuten gelaufen werden, die
zum Zeitpunkt ¢ beginnen. f(t) beschreibt die Differenz zu dem gesuchten einen km. Wir
mdchten zeigen, dass f eine Nullstelle im Intervall (0,5) hat.

1 Punkt
Far f qilt:
f(0) = 5(5) —s(0) =1 =s(5) — 1,
f(5) =s(10) — s(5) — 1 =1 — s(5).
Insbesondere gilt:
f(0) =—71(5).
1 Punkt
Fallunterscheidung:
1. Fall:
f(0)=f(5)=0

Der Laufer lauft den ersten UND den zweiten km in genau 5 Minuten. Insbesondere
lauft er also den letzten km in genau 5 Minuten.

0.5 Punkte
2. Fall:

f(0) # f(5).

Dann gilt entweder f(0) < f(5) oder f(0) > f(5) und die stetige Funktion f hat damit
nach Zwischenwertsatz (bzw. Nullstellensatz von Bolzano), eine Nullstelle ¢, in (0, 5).
Das heif3t, es gibt ein Intervall [¢o, to + 5] der L&nge 5 im Inneren von (0, 10), in dem
der Laufer genau einen km durchlauft.

1.5 Punkte
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