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Das gesamte Analysidgif Informatiker Team \iinscht Ihnen ein gesegnetes und frohes Weihnachtsfest und
einen guten Rutsch ins neue Jahr.

Bemerkung: Dieses Blatt entéilt einige zuatzliche Aufgaben, die nicht zu der zu erreichenden Gesamtpunkt-
zahl beitragen. Alle von lhnen erreichten Punkteoddm andererseits Ihren Punktestand. Konkaéten zu
der Gesamtpunktzahl (von der Sie ein Drittel erreichérssen) von diesem Blatt die unter re@yd Punkte
angegebenen Punkte.

Regubre Punkte Zusatzliche (freiwillige) Punkte
Multiple Choice 8 16
schriftliche Aufgaben 24 13

Nutzen Sie die Chance ihren Punktestand aufzubessern und die Vorlesung zu wiederholen.

Bearbeiten Sie die folgenden Multiple Choice Frageiangllich und raten Sie nicht einfach nur. Es kommt
auch auf Details der Formulierung an. Falsche Antworten werden mit einem Minuspunkte bewertet.

1 | Sind die folgenden Aussagen wahr oder falsch?
Fur jedesn € N seiP(n) eine mathematische Aussage. Folgtdllen € Naus der, (O wahr /' O
Gultigkeit vonP(n) die Glltigkeit vonP(n+1) , so ist die AussagB(n+ 1) wahr | falsch
fur allen € N.
Fur allex,y € R gilt: [x| > [x+y| —|y|. O wahr I O
falsch
Furallexe Rmitx> —1undne Nist (1+x)" > 1+nx O wahr /' O
falsch
2 | Ist die folgende Aussage wahr oder falsch?
Fur jede MengeéA C R sindaquivalent: O wahr /' O
S falsch
e A=A,
e Furallex € Agibt ese > 0 mitBg(x) C A,
e CAist abgeschlossen.
Fur alle MengerA,B C Rist C(ANB) = CAN CB. O wahr / O
falsch
3 | Kreuzen Sie, an, was dazugeh
Achtung: Entfernen Sie bitte das#kchen vor dem -, wenn Sie die entsprechende Aufgabe beantwprten!




Es seiA C R eine Menge. Welche Aussagen siaquivalent dazu, dass abge-
schlossen ist?

a) Sind fir alle n € N die Elementea, € A und ist
lim,_.an, = a, so folgta € A.

b) Jede Folge, deren Elemente allesamitliegen, besitzt
eine inA konvergente Teilfolge, d.h. eine konvergente
Teilfolge, deren Grenzwert iA liegt.

c) Aist beschankt und kompakt.

d) Das KomplemenfAvonA st offen und unbescBhnkt.

Oa/Ob/Oc/
Od

Eine Folge(an)nery konvergiert gegen den Grenzwert R genau dann, wenn
a) zu jedent > 0 einN € N existiert, so dass

b) zujedene > 0 und jedenN € N

c) furallenmitn> N gilt |a—an| < €.

d) gilt|a—an| <e.

Oa/Ob/Oc/
Od

Es sei(an)nen €ine Folge reeller Zahlen. Kreuzen Sie allér($ich genommen)if
die Konvergenz hinreichenden Bedingungen\anrsicht!

a) Zu jedemN € N, jedeme > 0 und fur allen,m> N
gilt: |am—an| <&,

b) Zujedene > 0 gibteseirN € N, so dassiir allen,m>
N gilt: |am—an| <€,

C) Zujedeme >0, e € Q, gibt es einN € N, so dassiir
allen,m> N gilt: |an—an| <k,

d) FiralleN € Nundn,m> N gilt: |am—an| < &.

Oa/0Ob/Oc/
Od

Es sei lim_.»a, = aund limy_.. b, = b. Dann gilt:

a) Fallsb # 0 ist gibt es eirN € N, so dassiir allen € N,
n> N gilt b, # 0 und es ist liM_« Bﬁn = 2.

b) limy_.. Sgnay = sgna,

c) Falls fur allen € N die Ungleichunga, < by gilt, so
folgta < b.

d) Falls fur alle n € N die Ungleichunga, < by gilt, so
folgta<h.

Oa/Ob/Oc/
Od




Welche der folgenden Folgen konvergiert gegena exp(1)? Mehrfachnennunge
sind nbglich. (Ubrigens konnen Sie jeden der Grenzwerte berechnen)

a) (an)nen Mit ap = <1+ ﬁlz)nz-
2"

(1-
C) (@n)neny Mitan = <1+n—12>
(

1—%)

b) (an)neny Mit @y =

d) (an)neny Mit an =

nOa/0Ob/Oc/
Od

Die Reihey 1 ~1~ 1)

a) ist absolut konvergent,
b) ist bedingt konvergiert
c) ist divergent,

d) ist bestimmt divergent gegen

Oa/0Ob/Oc/
Od

Die folgenden Regeln werden immer wieder von Studierenden in Klausuren und Hausaufgaben ver

Kreuzen Sie die wahren Aussagen darunter an.

Achtung: Entfernen Sie bitte das#kchen vor dem -, wenn Sie die entsprechende Aufgabe beantwi

wende

orten!

(1) Fuirallea,b e R mitb# 0 kiirzt man"j‘ﬁZ =3,
(2) Furallea,b,c e R mitc# 0 undb+c # 0 kiirzt mani‘ig =8
(3) Firallea,bc Rista? —b? = (a—b)(a+b),
(4) Furallea,b,c € Ristaltc = aP+ a°,
(5) Hirallea,b> OistIn(ab) =In(a)+In(b),
(6) Firallea,b> OistIn(a+b) =In(a)In(b),
(7) Firallea>b>0istIn(a—b) = %,
(8) Furallea,b> 0istInd =In(a) —In(b),
(9) EsistIn0) =1,
(10) Rurallea>b>0,ist =2 > 32,
(11) Rur allea,b > 0 istIn(a®) = bina,
(12) Fur allea,b € R ist sina+ b) = cosasinb+ sinacosb,
(13) Rurallea,b € R ist sinfa-+b) = cosacosb — sinasinb,

(14) Rir allea,b € R ist expab) = exp(a) exp(b).

01/02/03/
04/05/06/
g7/08/09/
010/ 011/ O
12/013/014

Entscheiden Sie jeweils, ob die Aussage wahr oder falsch ist.




Ist f : R — R\ {0} differenzierbar, so istaud R — R, x— f(|x|) differenzierbar, (O wahr / O
falsch
Ist0 4D c Rundf : D — R differenzierbar, so ist gleichnaRig stetig. O wahr /' O
falsch
Ist f : R — R differenzierbar, und gilt’(0) = 0, so hatf in 0 ein lokales Extremum. (O wahr / O
falsch
Gilt lim fxo+h) — o —h) =ac R, soistf differenzierbar inxg mit Ableitung| (O wahr / O
h—0 2h
. falsch
6 | SeiD C R und seienfy, gy : D — R fir allen € N Funktionen. Sind die folgenden Aussagen wahr gder
falsch?
Konvergieren die Funktionenfolgéfi,)neny UNd (gn)nery gleichmaBig inD, sokon-| (O wahr /' O
vergiert auch f, - gn)nen gleichméRig inD. falsch
Seia € R. Konvergiert die Funktionenfolge(t,)nen gleichmaRig inD, so konver-| (O wahr / O
giert auch(a f)nen gleichmaRig inD. falsch
Konvergieren die Funktionenfolgéffi,)nery Und (gn)neny punktweise aub, sokon-| (O wahr / O
vergiert auch fn + gn)neny punktweise aub. falsch
7 | Sind die folgenden Aussagen wahr oder falsch?
Die Menge O wahr / O
2 ( 11 ) . falsch
(N (—=,=) istoffen
n! " n!
n=1
Ist A offen, so istR \ A abgeschlossen und umgekehrt. O wahr [ O
falsch
Jeder Punkt einer abgeschlossenen Mexge Haufungspunkt von A. O wahr / O
falsch
8 | Beantworten Sie die folgende Frage:
Was ist das Maximum der Meng@ — %;n € N}? (Falls nicht existent, gebe
man ein Minuszeichen ein.)
9 | Ist die folgende Aussage wahr oder falsch?
Seif : [a,b] — R differenzierbar mitf (a) < f(b). Dann gilt O wahr I O
falsch
[f(a), f(b)]  f([a,b]).
Die nachfolgenden Aufgaben sind schriftlich zu bearbeiten. Die ausgearbeitetenden rissen mit Namen
Matrikelnummern und der Nummer débungsgruppe versehen werden und sind-béstag, den 12.01.200,7
11:30 Uhr in den Abgabekasten im Hauptgete vor Raum 102 einzuwerfen. Der weiter oben genannt Ab-
gabetermin gilt@ir die Multiple Choice Fragen.
10 | a) Es sela < b. Folgern Sie aus dem Mittelwertsatz, dass jede stetige Funktida, b] — R, die diffe-
renzierbar aufa, b) ist mit f'(x) > 0, fur allex € (a,b) streng monoton wachsend ist. (3 Punkte)

b) Geben Sie umgekehrt ein Beispiel einer streng monoton wachsendéa,hstetigen und aufa, b)
differenzierbaren Funktiog an, deren Ableitung/ nicht tberall> 0 ist, d.h. fir die es eirx € [a,b]
gibt mit g’(x) < 0. Zeigen Sie auch, dass Ihre Funktion die genannten Eigenschaften besitzt. (1

Punkt




11 | Kurvendiskussion
a) Untersuchen Sie die Funktion
f:R-R, x——-3*+8C+6x°—24x—e
auf Extrema. (4 Punkte)
b) Untersuchen Sie die Funktion
X2 +1
f:[-1,1)—R
FLY=R xm o
auf Extrema. (4 Punkte)
Bemerkung: Soll man eine Funktion auf Extrema untersuchen, so muss man in der Antwdaialen
Extrema bestimmen, sie als lokallaxima und Minima einordnen und zeigen, ob es sich jeweils um
globale Extremstellenhandelt oder nicht.
Tipp: Vergessen Sie nicht auf lokale Extrema auf dem Rand zu achten und, falls der Definitionsbereicl
unbeschiinkt ist, das Verhalteruf x — o undx — —oo zu betrachten.
12 a) Untersuchen Sie die Funktion
2
M’ fallsx<1
f:[0,0) = R, X+ 2x+1
1
-, fallsx > 1
X
auf gleichnaRige Stetigkeit. (Hinweis: Siedknen sich die Rechnung vereinfachen, indem Sie Satz
3.8 verwenden.) (4 Punkte)
b) Seiem,bc Rmita<bundf : (ab) — R eine gleichnfig stetige Funktion. Zeigen Sie: Der Wer-
tebereichf ((a, b)) ist beschankt. (Hinweis: ahren Sie die Annahmd,((a,b)) sei unbesctimkt,
zu einem Widerspruch zur gleictafligen Stetigkeit.) (4 Punkte)
13 | Die Funktionen sinhR — R (Sinus hyperbolicus) und costR: — R (Kosinus hyperbolicus) sindif

x € R definiert durch - o
sinh(x) 1= _Ze und coslix) := -|—2e .

Zeigen Sie

a) Die Umkehrfunktion Arsinh R — R von sinh ist differenzierbar. Bestimmen S&Arsinh(x).
(3 Punkte)

b) Furallex € R gilt
Arsinh(x) = log <x+ X2+ 1) :
(3 Punkte)

Hinweis: Satz 4.3 und Satz 4.7 gelten entsprechend aiuchriendliche Intervalle. Sieldfen natirlich
die Ergebnisse des letzten Blattes zu sinh und cosh verwenden.




14 | Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte, falls existent:
& —1—xe?

a) lim—————. 3 Punkte
) x—0 x3 ( )

. 1 1
b) lim (— — —). (3 Punkte)

x—0 \ sinh(x) X

(Mit I'H oOspital)

15 | Seif : R — R eine Funktion, die sich in eine Potenzref@ ;a,x" mit Konvergenzradius> entwickeln

lalkt undc € R. Die Ableitungf’ von f erfillle fuir allex € R die Gleichung
f'(x) = cf(x).

Bestimmen Sie, in Abdingigkeit vonc undag = f(0), die Koeffizienten der Potenzreihe vdrund be-
stimmen Sie die Funktioh (nicht als Potenzreihe). (5 Punkt
Hinweis: Stellen Sie rekursive Gleichungeirfdie Koeffizienten auf und schlief3en sie mit vallstliger
Induktion auf einen geschlossenen Teimdie Koeffizienten.

Bemerkung 1: Es ist nicht entscheidend, dass hierR — R steht und dass der Konvergenzradiusst,
die Aufgabe viirde fur KonvergenzradiuM > 0 undf : (—M,M) — R das selbe Ergebnis liefern.
Bemerkung 2:Gleichungen der Art’(x) = F (f(x), x) heiBen gewhnliche Differentialgleichungen erstt
Ordnung.




Bemerkung zu den Klausuren:Fur die Klausur sind keine Hilfsmittel au3er dokumentenechten Stiften (kein
Bleistift, keine roten oder ginen Stifte, keine Buntstifte zum Schreiben!) zugelassen. Thema der Klausur sind
die Aussagen der Vorlesung, nicht Aussagen audtemgen. Wir stellen noch eine Liste von verwendbaren

Aussagen zusammen, die sie in der Klausur benutiéienl (und die nicht in der Vorlesung benutzt wurden).

Zum zitieren von &tzen, Definition @. der Vorlesung ein paar Beispiele:

¢ Nach Definition der Stetigkeit gibt es zu jedemn» 0 eind > 0, so dass . ..

e f undg sind stetig inx. Dann ist nach Vorlesung audh g stetig und . .., Sie brauchen also nicht Satz

3.4 oder gar Satz 3.4 (3) zu lernen. Diese Nummern werden in den vorgerechneten Hausaufgapen ge
ne genannt, um lhnen ein Nachvollziehen der Aufgaben zu erleichtern. Eine Ausnahme Bilden S

(Lemmata, Korollare, ...) mit Eigennamen (Kettenregel, Maximum-Minimum Satz (von Weierst
Zwischenwertsatz, Mittelwertsatz (bitte nicht verwechseln), Chauchy-Kriterium bzw. Konvergenz
rium von Cauchy, usw.

e Nach Vorlesung sind Polynome stetig, also ...

e Da die Reihes ; & divergiert undjay| > ¢ fur allek € N gilt, ist nach dem Minorantenkriterium auch

S k1 |ak| divergent.
Sie niissen bei Aussagen mit Namen also diese Namen (Minorantenkriterium, ...) angeben.

¢ Sie dirfen eindeutige Ablirzungen verwenden, etwa VlrfVorlesung (nach VL ist exp stetig und dffb.

mit exg = exp), GWS fir Grenzwertatze,/\ # oder/\-Ungleichung @ir Dreiecksungleichung, abdirf
abgeschlossen, mon. wachsend, lHPHaufungspunkt, steiif stetig, IA fur Induktionsanfang, 1SUir
Induktionsschritt und IV ifir die Induktionsvoraussetzung.)

e \ergessen Sie nicht, die Voraussetzungerubarpiifen und das hin zu schreiben, seien sie noch
trivial oder offensichtlich. Darauf gibt es Punkte. Angenommen, gitteh eben die Stetigkeit voh
gezeigt, dann &nnen sie etwa schreiben: Dastetig ist auf[0,1] und f(0) =0 < i< (1) = 2mgilt,
gibt es nach dem Zwischenwertsatz gia (0,1) mit f(x) =1t

raf),
krite-

SO




