Kapitel 3

Abschnitt 3.1




Rekursive Definition von Funktionen tUber
den natirlichen Zahlen

Eine Funktion f : N — Y (fir eine beliebige Menge Y') lasst sich wie
folgt definieren:

Rekursionsanfang. Definiere f(0).
Rekursionsschritt. Definiere f(n+ 1) aus f(n).

Man spricht von einer rekursiven (oder auch induktiven) Definition.

Varianten

» Im Rekursionsanfang definiert man nicht nur £(0), sondern auch
andere Werte.

» Im Rekursionsschritt greift man zur Definition von f(n + 1) nicht
nur auf f(n), sondern auch auf andere Werte (i) fir i < n zurick,
moglicherweise auf mehrere.

Vorlesung FoSAP im SS 2014, M. Grohe Seite 113 Version 27. Juni 2014

Beispiele

Beispiel 3.1 (Fakultat)
Die Fakultatsfunktion f : N — N ist rekursiv wie folgt definiert:

f(0):=1
f(n+1):=f(n)-(n+1) fir n € N,
Dann gilt f(n) =1-2-...-nfiralle n e Ny

Man schreibt f(n) =: nl.

Beispiel 3.2 (Fibonacci Folge)
Wir definieren f : N — N durch

f(0):=1
f(1):=1
f(n+2):=f(n)+f(n+1) fir n € N.

Man nennt die Folge f(0), f(1), f(2),... die Fibonacci Folge.
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Weitere Beispiele

Beispiel 3.3 (Unare Kodierung)
Die Funktion f : N — {1}* sei wie folgt definiert:

f(0) := ¢,
f(n+1):=f(n)l fir n e N,
Dannist f(n)=1"=1...1.

n mal

Beispiel 3.4 (Binare Kodierung)
Die Funktion f : N — {0,1}* sei wie folgt definiert:

f(0) :=0,
f(1):=1,
f(n/2)1 fall d
f(n+1):= (n/2) s N gerade, fir n € N,.
f((n+1)/2)0 sonst,
Dann ist f(n) die Binarkodierung von n.
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Rekursive Definition von Mengen

Eine rekursive Definition (oder auch induktive Definition) einer Menge X
besteht aus:

Basisregeln der Form

Wx e X"

Rekursiven Regeln der Form
~Wenn xq,...,xx € X, dann x € X",

wobei x von xi,...,x, abhangt.
Die definierte Menge X ist dann die Menge aller Elemente, deren

Zugehorigkeit zu X durch endlichmaliges Anwenden der Regeln gezeigt
werden kann.
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Beispiel 3.5: Zweierpotenzen

Die Menge Z C N sei rekursiv wie folgt definiert:

Basisregel.
le”Z.

Rekursive Regeln. Fir alle n € N:

Wenn n € Z, dann 2n € Z.

Es ist leicht zu sehen, dass

Z ={2K| k e N}.
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Beispiel 3.6: Natirliche Zahlen in
Binardarstellung

Sei Y ascy das ASClI-Alphabet. Wir verwenden fiir Symbole aus ¥ ascy
einen Schreibmaschinenfont (A,B,...,a,b,...,0,1,...,(,),...).

Die Menge BIN C > 7o, sei wie folgt rekursiv definiert:

Basisregeln.
0,1 € BIN.

Rekursive Regeln.
Fir alle w € X3¢, \ {0}:

Wenn w € BIN, dann w0, w1l € BIN.

Die Menge BIN lasst sich allerdings auch leicht nichtrekursiv definieren
durch:

BIN = {0} U {1}{0,1}".
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Beispiel 3.7: Listen

Die Menge LIST(BIN) C > ¢, Sei rekursiv wie folgt definiert:

Basisregel.
nil € LIST(BIN) (die leere Liste)

Rekursive Regeln.
Fir alle v € BIN und w € Xaq¢):

Wenn w € LIST(BIN), dann cons(v,w) € LIST(BIN).

Beispiele

nil € LIST(BIN),
cons(23,cons(0,cons(113,nil))) € LIST(BIN).
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Beispiel 3.8: Klammerausdriicke

Sei ¥ = {(,)}. Wir definieren rekursiv die Menge Lx C X* aller
~korrekten Klammerausdriicke"’, also aller Worter (iber >*, in denen jede
sich 6ffnende Klammer geschlossen wird.

Basisregel.
€€ Lg.
Rekursive Regeln.
Fir alle k € Ny und alle wy, ..., wy € X"
Wenn wq,...,wx € Lk, dann (wyws ... wg) € Lk.

Beispiele

g, (OO0), OGO € Lk
(O, 00, 0O)(&Lk
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Beispiel 3.9

Sei X ein Alphabet. Dann Iasst sich 2* rekursiv wie folgt definieren.

Basisregel.
eed”

Rekursive Regeln.
Fir alle w und alle a € X

Wenn w € 2*, dann wa € X*.
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Ableitungen

Sei D eine rekursive Definition einer Menge X.

Frage

Was genau bedeutet es, dass die Zugehorigkeit eines Elementes x zu X
~durch endlichmaliges Anwenden der Regeln in D gezeigt werden kann“?

Definition 3.10

Eine Ableitung eines Elementes z in D ist eine Folge (y1,...,¥n), so dass
| 4 Yn = Z,
» fir alle i < n gibt es

» eine Basisregel ,x € X" in D, so dass y; = x,

» oder eine rekursive Regel ,\Wenn xi,...,xx € X, dann x € X" in D
und ji,jo,...,jk < i, so dass y; = x1,¥, = X2,..., Y, = Xk und
yi = X.

Jetzt konnen wir formal die von D definierte Menge X definieren durch

X :={z | z hat eine Ableitung in D}.
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Beispiele

Beispiel 3.11

Eine Ableitung von (() (())) in der rekursiven Definition von Lk (vgl.
Beispiel 3.8):
(e, O, (0), OON).

Eine verstandlichere Darstellung dieser Ableitung ist:

1. ¢, Basisregel
2. O, Rek. Regel auf 1
3. (0O), Rek. Regel auf 2
4. (OCON, Rek. Regel auf 2 und 3.

Beispiel 3.12
Eine Ableitung von 16 in der rekursiven Definition der Menge Z der

Zweierpotenzen (vgl. Beispiel 3.5):
(1,2,4,8,16).
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Abgeschlossene Mengen

Definition 3.13

Sei D eine rekursive Definition einer Menge X.
Eine Menge Y ist abgeschlossen unter D, wenn sie folgende Bedingungen
erfillt:

(i) Far alle Basisregeln ,x € X" in D gilt x € Y.

(ii) Far alle rekursiven Regeln ,Wenn xi,...,xx € X, dann x € X" in
D gilt:
Wenn x1,...,xx € Y, dann x € Y.
Beispiel 3.14

Die Mengen BIN, > Ag¢, und
{a,B}*BIN
sind abgeschlossen unter der rekursiven Definition der Menge BIN.
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Die kleinste abgeschlossene Menge

Satz 3.15

Sei D eine rekursive Definition einer Menge X.

1. X ist abgeschlossen unter D.

2. Fiir jede unter D abgeschlossene Menge Y gilt X C Y.
Also ist X die kleinste unter D abgeschlossene Menge.
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Beweis von Satz 3.15 |

1. Fir alle Basisregeln ,x € X" in D ist

(x)
eine Ableitung von x in D, also gilt x € X.
Betrachten wir eine rekursive Regel ,Wenn xi,...,xx € X, dann x € X"
in D, und nehmen wir an, dass xi,...,xx € X. Fiur 1 < i < k sei
(_)/i1, LI ,}/in;)

eine Ableitung von x; in D.

Dann ist
()/11,---,)/1n1,)/21,---,)/2n2,)/31, 7_y(k—1)nk_17yk17---7yknkyx)
~~ ~~ —— ~~
=X1 =X2 =Xk_1 =Xy

eine Ableitung von x in D. Also gilt x € X.
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Beweis von Satz 3.15 |l

2. Sei Y abgeschlossen unter D. Um zu zeigen, dass X C Y zeigen wir, dass

jedes beliebiges z € X auch in Y liegt.

Sei also z € X, und sei
Yi,---5Yn
eine Ableitung von z in D.

Wir zeigen per Induktion tiber i;1 < i < n, dass y; € Y. Insbesondere ist
dann z =y, € Y.

Induktionsanfang: i = 1.
Dann enthélt D eine Basisregel ,x € X" mit x = y;.

Weil Y abgeschlossen ist gilt yy = x € Y.

Induktionsschritt: i — i+ 1, wobei i +1 < n.
Wenn D eine Basisregel ,x € X" mit x = y;11 enthilt, so gilt wie im

Induktionsanfang yi;1 = x € Y.
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Beweis von Satz 3.15 IlI

Sonst enthalt D eine rekursive Regel ,Wenn x1,...,xx € X, dann x € X",
und es gibt ji,jo,...,jk < i, so dass y;; = x1,¥j, = X2,...,¥j, = Xk und
Yi+1 = X.

Nach Induktionsannahme sind y;;, yj,, ...,y € Y.

Weil Y abgeschlossen ist, gilt dann auch yiy1 = x € Y. []
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Rekursive Definition von Funktionen tber
rekursiv definierten Mengen

Sei D eine rekursive Definition einer Menge X, und sei Y eine beliebige
Menge.

Eine Funktion f : X — Y lasst sich wie folgt definieren.

Rekursionsanfang.
Fir alle Basisregeln ,x € X" in D, definiere f(x).

Rekursionsschritt.

Fir alle rekursiven Regeln ,\Wenn xq,...,xx € X, dann x € X", definiere
f(x) aus f(x1),..., f(xk).

Wir sagen: f ist rekursiv (oder induktiv) Gber D definiert.

Oft geben wir die rekursive Definition D von X nicht explizit an, sondern
nehmen an, dass sie aus dem Kontext bekannt ist. Wir sagen dann
auch:f ist rekursiv (oder induktiv) iiber den Aufbau von X definiert.
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Beispiele

Beispiel 3.16 (Lange eines Wortes)

Sei ¥ ein Alphabet. Wir definieren die Funktion | - | : ¥* — N rekursiv
tiber die rekursive Definition von 2* aus Beispiel 3.9.

Rekursionsanfang. |e| := 0.

Rekursionsschritt. Far alle w € 2* und a € X2_:

lwa| := |w| + 1.

Beispiel 3.17 (Lange einer Liste)

Wir definieren die Funktion Ig : LIST(BIN) — N rekursiv tiber den
Aufbau von LIST(BIN):

Rekursionsanfang. Ig(nil) := 0.
Rekursionsschritt. Fir alle w € LIST(BIN) und v € BIN:

lg (cons(v,w)) = Ig(w) + 1.
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Weitere Beispiele
Beispiel 3.18 (Wert einer Binarzahl)

Wir definieren die Funktion valgry : BIN — N rekursiv iber den Aufbau
von BIN:

Rekursionsanfang. valgmy(0) := 0, valgry(1) := 1.
Rekursionsschritt. Fir alle v € BIN \ {0}:

valBIN(vO) = 2va|BIN(V)7
ValBIN(Vl) = 2vaIBIN(V) + 1.

Beispiel 3.19 (Summation Uber eine Liste)

Wir definieren die Funktion sum : LIST(BIN) — N rekursiv iber den
Aufbau von LIST(BIN):

Rekursionsanfang. sum(nil) := 0.
Rekursionsschritt. Fir alle w € LIST(BIN) und v € BIN:

sum (cons(v,w)) := valgm(v) 4 sum(w).
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Beispiel 3.20: Arithmetische Terme

Die Menge ART C > xq(, der arithmetischen Terme sei rekursiv wie folgt
definiert:

Basisregeln.
Fir alle v € BIN:
v € ART

Rekursive Regeln.
Fir alle t,u € X g¢):

» Wenn t € ART, dann -t € ART.

» Wenn t,u € ART, dann (t+u) € ART.
» Wenn t, u € ART, dann (t*u) € ART.
» Wenn t,u € ART, dann (t-u) € ART.

Beispiele

0, ---1, ((-0+(-(1+101)*11))*1001) € ART,
+1,  (-0+(-(1+101)%11))*1001 ¢ ART.
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Beispiel 3.20 (Forts.)

Wir definieren die Funktion valagr : ART — Z rekursiv tiber den Aufbau
von ART:

Rekursionsanfang. Fiir alle v € BIN:
ValART(V) = ValBIN(V).

Rekursionsschritt. Fiir alle t, u € ART:

valprr(-t) := — valprr(t),
valarr ((t+u) ) := valyrr( t) + valyrr(u),
valagr ((t*U)) = valprr(t) - valprr(u),
valagt ((t u)) = valprr(t) — valprr(u).
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Beispiel 3.20 (Forts.)

Es gilt

ValBIN(101) = 2va|BIN(1O) + 1
= 2(2 ValBIN(l)) +1
=2(2-1)+1=5.

AhnlICh va|BIN(1) =1 und ValBIN(1101) = 13.

Daraus ergibt sich

valprr (- (101%(1-1101)) ) = — valgpr ((101%(1-1101)))
= — valprr(101) - valprr ((1-1101))
= —valgry(101) - (valsrr(1) — valprr(1101))
= —valgry(101) - (valgm(1) — valgry(1101))
—5- (1 - 13) = 60.
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Abschnitt 3.2

Induktionsprinzip flr rekursiv definierte
Mengen

Sei D eine rekursive Definition einer Menge X.
Wir wollen fiir alle x € X eine Aussage A(x) beweisen.
Ein Beweis per (vollstandiger) Induktion tiber D funktioniert wie folgt:

Induktionsanfang.
Fir alle Basisregeln ,x € X" in D, beweise A(x).

Induktionsschritt.
Fir alle rekursiven Regeln ,\Wenn xq,...,xx € X, dann x € X", beweise
A(x) unter Verwendung der Induktionsannahmen A(x1), ..., A(xk).

Oft geben wir die rekursive Definition D von X nicht explizit an, sondern

nehmen an, dass sie aus dem Kontext bekannt ist. Wir sprechen dann
auch von einem Beweis per Induktion iiber den Aufbau von X.
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Rechtfertigung

Das Induktionsprinzip fiir rekursiv definierte Mengen lasst sich auf das
Induktionsprinzip fiir die natiirlichen Zahlen zuriickfithren, indem man
induktive Beweise liber den Aufbau einer rekursiven Definition D
zurlickfiihrt auf induktive Beweise iiber die Lange einer Ableitung in D.
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Beispiel 3.21 |

Zur Erinnerung hier noch einmal die rekursive Definition der Menge Lk
der korrekten Klammerausdriicke iiber dem Alphabet ¥ = {(,)}.

Basisregel.
€ € Lgk.
Rekursive Regeln.
Fir alle k € Ny und alle wy, ..., wx € £*:
Wenn wi, ..., wk € Lg, dann (wvaws ... wyi) € Lk.
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Beispiel 3.21 |l

Wir definieren zwei Funktionen auf,zu : ¥* — N durch
auf(w) :=|w|¢ und zu(w) := |w|.

Alternativ konnen wir die Funktionen rekursiv definieren durch

auf(e) := 0, zu(e) := 0,
auf(w() := auf(w) + 1, zu(w () := zu(w),
auf(w)) := auf(w), zu(w)) = zu(w) + 1.

Fir v,w € ©* schreiben wir v = w (,,v ist echtes Prafix von w"), wenn
vC wund v # w.

Satz 3.22

Lk = {w € X" | auf(w) = zu(w) und auf(v) > zu(v) fiir alle v C w mit v # €}.
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Beispiel 3.21 IlI

‘- Per Induktion liber den Aufbau von Lk zeigen wir fiir alle
w € Lg:

N

auf(w) = zu(w) und auf(v) > zu(v) fir alle v C w mit v # ¢
(%)

Induktionsanfang: w = ¢
Es gilt auf(e) = zu(e) = 0, und weil ¢ keine echten Préfixe
hat, auch auf(v) > zu(v) fir alle v C w.

Induktionsschritt: w = (ws ... wg) fiir ein kK > 1 und

Wi, ..., Wk € Lg.
Nach Induktionsannahme gilt (%) fir alle w;.
Damit

k

auf(w) =1+ Zauf(w,-) = Zzu(w,-) + 1 = zu(w).

i=1
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Beispiel 3.21 IV
Sein nun v C w mit v # . Dann gibt es ein i < k, so dass
wi...wi 1 CvEl (wvg...w_1w;
und damit ein v/ C w;, so dass
v=(w...wi_1V.

Nach Induktionsannahme gilt auf(v’) > zu(v’). Also

i—1

auf(v) =1+ Z auf(w;) + auf(v’)

Jj=1
i—1

> 14> zu(w) + zu(v')

j=1
i—1

> zu(w) +zu(V)
j=1

= zu(v).
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Beispiel 3.21 V

,2": Per Induktion liber n:= |w| zeigen wir fir alle w € ¥*:

Wenn auf(w) = zu(w) und auf(v) > zu(v)

(x%)

fur alle v C w mit v # ¢, dann w € Lg.

Induktionsanfang: n = 0.
Dann ist w = ¢ € Lg.

Induktionsschritt: n > 0.

Sei w=a;...a, € £*, so dass

auf(w) = zu(w) und auf(v) > zu(v) fir alle v C w mit

v # €.

Induktionsannahme: (xx) gilt fiir alle w' € ¥* mit |w'| < n.

Behauptung: w € Lg.

» Es gilt a1 = (, weil a1 C w und damit auf(a1) > zu(a1).
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Beispiel 3.21 VI

> Es gilt a, =), weil auf(a;...ap—1) > zu(a1...an—1) und

auf(ay...an) =zu(ar...an).
> Seien 1 <ip<ip <...<ix <nso,dassfir0<j;<k
auf(ar...a;) =zu(ar...a;) +1
und fir alle i € {1,...,n} \ {i,..., ik}
auf(ar...a) >zu(ar...a)+ 1.
Dann gilt ip =1 und ix = n—1. Fiir 1 <j < k sei
Wi = aj_ 41 ...

Dann gilt

w= (wg...wg).
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Beispiel 3.21 VI
Fir 1l <j < k gilt

auf(w;) = auf(ar...a;) —auf(ar...a;_;)
= (zu(al...a;j)—l—l) — (zu(al...a,-j_l)—i—l)
=zu(ar...a;) —zu(ar...a;_;)
— 2u(w).
Sei nun v C w; mit v # €. Dann existiert ein
i€{ij-1+1,...,ij—1}, sodass v=a;_,i1...a. Es gilt
auf(v) = auf(ar...a;) —auf(ar...a;_;)
> (zu(al co.a) + 1) — (zu(al coeap_g) T+ 1)
=zu(ar...a) —zu(ar...a;_,)

= zu(v).
Nach Induktionsannahme gilt dann w; € L.
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Beispiel 3.21 VI

Damit auch w = (wy ... wx) € Lk nach der rekursiven

Regel der Definition von L.
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Beispiel 3.23 |

Wir definieren rekursiv eine Nachfolgerfunktion N : BIN — X accy:
Rekursionsanfang. N(0) := 1, N(1) := 10.
Rekursionsschritt. Fir alle v € BIN \ {0}:

N(v0) := v1,
N(v1) := N(v)o.

Behauptung 1

Fiir alle v € BIN gilt N(v) € BIN \ {0} und valgn(N(v)) = valgm(v) + 1.

Beweis.Induktion iber den Aufbau von BIN.

Induktionsanfang.

v = 0O: N(O) =1 € BIN \ {O} Und vaIBIN(l) =1= vaIBIN(O) —+ 1.
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Beispiel 3.23 Il

v = 1: N(l) = 10 € BIN \ {O} Und VaIBIN(].O) =2 = vaIBIN(l) + 1.

Induktionsschritt.
v = v'0 fiir ein v/ € BIN\ {0}: Dann ist N(v) = v'1 € BIN\ {0}, und es gilt

valem(N(v)) = valgm(v'1)
= 2valgm(v') + 1
= valgm(v'0) + 1
= valgm(v) + 1.
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Beispiel 3.23 IlI

v =v'1 fir ein v/ € BIN\ {0}: Dann ist N(v) = N(v')o.
Nach Induktionsannahme ist N(v’) € BIN \ {0}, also ist
N(v) € BIN\ {0}.
AuBerdem gilt
vaIBIN(N(v)) = vaIBIN(N(v')O)
= 2V3|BIN(N(V/))
= 2<va|BIN(v/) + ].)
= (2 vaIBIN(v/) -+ 1) + 1
= vaIBIN(v) + 1.
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Beispiel 3.23 IV

L]

Als nachstes definieren wir eine Additionsfunktion A : BIN X BIN — s
Wir verallgemeinern hier unser Rekursionsschema auf zweistellige
Funktionen, indem wir die Rekursion verschachteln.

Rekursionsanfang.
» Definition A(0, v) fiir alle v € BIN:
A(0,v) :=v.
» Definition A(1, v) fiir alle v € BIN:

A(1,v) := N(v).

Rekursionsschritt. Fir alle v’ € BIN\ {0}:
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Beispiel 3.23 V

> Rekursive Definition A(u’0, v) fiir alle v € BIN.

Rekursionsanfang.

A(u'0,0) := 0, A(u'0,1) := u'1.

Rekursionsschritt. Fiir alle v/ € BIN \ {0}:

A(u'0,v'0) := A(d', V)0,
A(u'0,v'1) = A(d', v')1.

Vorlesung FoSAP im SS 2014, M. Grohe Seite 134-b Version 27. Juni 2014



Beispiel 3.23 VI

> Rekursive Definition A(u’1, v) fiir alle v € BIN.

Rekursionsanfang.

A(u'1,0) = u'1, A(u'1,1) == N(u'1).

Rekursionsschritt. Fir alle v/ € BIN \ {0}:

A(u'1,v'0) == A(d', V)1,
A(u'1,v'1) := N(A(Y, v'))o.

Behauptung 2

Fiir alle u,v € BIN gilt A(u,v) € BIN und

vaIBIN(A(u, V)) = vaIBIN(u) + vaIBIN(v).

Wir verzichten auf einen Beweis.
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