Nichtdeterministische Endliche
Automaten



Grundidee

» Wir lassen bei festem Eingabezeichen mehrere (oder keine) Optionen
zum Ubergang in einen neuen Zustand zu.
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Grundidee

» Wir lassen bei festem Eingabezeichen mehrere (oder keine) Optionen
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» Damit hat ein Automat im Allgemeinen auf jedem Eingabewort
mehrere mégliche Laufe.
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Grundidee

» Wir lassen bei festem Eingabezeichen mehrere (oder keine) Optionen
zum Ubergang in einen neuen Zustand zu.

» Damit hat ein Automat im Allgemeinen auf jedem Eingabewort
mehrere mégliche Laufe.

» Zum Akzeptieren des Eingabewortes geniigt ein erfolgreicher
(“akzeptierender™) Lauf.
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Grundidee

» Wir lassen bei festem Eingabezeichen mehrere (oder keine) Optionen
zum Ubergang in einen neuen Zustand zu.

» Damit hat ein Automat im Allgemeinen auf jedem Eingabewort
mehrere moégliche Laufe.

» Zum Akzeptieren des Eingabewortes geniigt ein erfolgreicher
(“akzeptierender™) Lauf.

> In einem zweiten Schritt werden wir unser Automatenmodell noch
um Transitionen erweitern, die von keinem Eingabesymbol ausgelost
werden.
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Beispiele 2.1

Alphabet ¥ := {a, b}.

» L3 :={w € X* | das vorletzte Zeichen von w ist ein a}.
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Beispiele 2.1

Alphabet X := {a, b}.

» L3 :={w € X* | das vorletzte Zeichen von w ist ein a}.
a, b
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Beispiele 2.1

Alphabet X := {a, b}.

» L3 :={w € X* | das vorletzte Zeichen von w ist ein a}.
a, b

()22 (=)
90 (eh] g2
_/

> Ly :={w € X* | w enthilt abb als Infix}.
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Beispiele 2.1

Alphabet X := {a, b}.

» L3 :={w € X* | das vorletzte Zeichen von w ist ein a}.
a, b

()22 (=)
90 (eh] g2
_/

> Ly :={w € X* | w enthilt abb als Infix}.
a, b a,b
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Nichtdeterministische Endliche Automaten
(Formal)



Syntax

Definition 2.2
Ein nichtdeterministischer endlicher Automat (kurz: NFA) ist ein 5-Tupel
(Qv zu Aa qo, F)’
. )

dabei ist — —— [ Ic‘_ Ci

» A C Q% X x @ die Transitionsrelation, ! ‘(>
und wie bei einem DFA sind 04 G ( q

» @ eine endliche Menge, deren Elemente wir als die Zusténde

bezeichnen,
» 3 ein Alphabet, das Eingabealphabet,
> qo € Q der Anfangszustand,
» F C Q die Menge der Endzustande oder akzeptierenden Zustdnde.
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Graphische Darstellung

NFAs lassen sich wie DFAs graphisch darstellen; eine mit a €
beschriftete Kante vom Zustand g € @ zum Zustand r € Q zeigt an,
dass (g,a,r) € A.
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Graphische Darstellung

NFAs lassen sich wie DFAs graphisch darstellen; eine mit a €
beschriftete Kante vom Zustand g € @ zum Zustand r € Q zeigt an,
dass (g,a,r) € A.

Beispiel 2.3

0,1
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Graphische Darstellung

NFAs lassen sich wie DFAs graphisch darstellen; eine mit a €
beschriftete Kante vom Zustand g € @ zum Zustand r € Q zeigt an,
dass (g,a,r) € A.

Beispiel 2.3

0,1

stellt den Automaten ({qo, g1, g2}, {0, 1}, A, go, {g2}) mit

A= {(q07 01 qO)v (qu 17 q0)7 (qO, 17 Ch); (Clh 17 Q2)}

dar.
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Laufe

Definition 2.4
Sei A= (Q,%, qo, A, F) ein NFA.
1. Ein Lauf von A ist eine Folge (ro, a1, 1,32, ..., fn—1, an, ), fur ein
n>0, wobei rg,...,r, € Qund ay,...,a, € ¥, so dass
(i) ro = qo,
(i) (ric1,a, )€ Afurl<i<n,
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Laufe

Definition 2.4
Sei A= (Q,%, qo, A, F) ein NFA.
1. Ein Lauf von A ist eine Folge (ro, a1, 1,32, ..., fn—1, an, ), fur ein
n >0, wobei ry,...,r, € Qund ay,...,a, € X, so dass
(i) r = qo,
(i) (ric1,a, )€ Afurl<i<n,
Wir bezeichnen (ro, a1, r1, az, ..., r—1, an, rs) oder einfach die
Zustandsfolge (ro, r1, ..., r,) auch als einen Lauf von A auf dem

Wort w = a7 ... a,.
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Laufe

Definition 2.4
Sei A= (Q,%, qo, A, F) ein NFA.
1. Ein Lauf von A ist eine Folge (ro, a1, 1,32, ..., fn—1, an, ), fur ein
n >0, wobei ry,...,r, € Qund ay,...,a, € X, so dass
(i) ro = qo, 2= \/ugb_,‘ok
(i) (ric1,a, )€ Afurl<i<n, 5(\‘(—”0( -y ;
Wir bezeichnen (ro, a1, r1, az, ..., r—1, an, rs) oder einfach die (O '

Zustandsfolge (ro, r1, ..., r,) auch als einen Lauf von A auf dem -
Wort w = a7 ... a,. qus

2. Der Lauf (ro,a1,m,32,.-.,r—1,an, ) ist akzeptierend, wenn
rméeF.
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Laufe

Definition 2.4
Sei A= (Q,%, qo, A, F) ein NFA.
1. Ein Lauf von A ist eine Folge (ro, a1, 1,32, ..., fn—1, an, ), fur ein
n >0, wobei ry,...,r, € Qund ay,...,a, € X, so dass
(i) r = qo,
(i) (ric1,a, )€ Afurl<i<n,
Wir bezeichnen (ro, a1, r1, az, ..., r—1, an, rs) oder einfach die
Zustandsfolge (ro, r1, ..., r,) auch als einen Lauf von A auf dem
Wort w = a7 ... a,.
2. Der Lauf (ro,a1,m,32,.-.,r—1,an, ) ist akzeptierend, wenn
rméeF.

Bemerkung 2.5

Zu einem Wort w € ~* kann es mehrere oder keinen Lauf von A auf w
geben.
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Semantik von NFAs

Definition 2.6

1. Ein NFA A= (Q, X, qo, A, F) akzeptiert ein Wort w € £*, wenn es
einen akzeptierenden Lauf von A auf w gibt.
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Semantik von NFAs

Definition 2.6

1. Ein NFA A= (Q, X, qo, A, F) akzeptiert ein Wort w € £*, wenn es
einen akzeptierenden Lauf von A auf w gibt.

2. Die von einem NFA A = (Q, X, A, qo, F) erkannte Sprache ist

L(A) :={w € X" | A akzeptiert w}.
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Semantik von NFAs

Definition 2.6

1. Ein NFA A= (Q, X, qo, A, F) akzeptiert ein Wort w € £*, wenn es
einen akzeptierenden Lauf von A auf w gibt.

2. Die von einem NFA A = (Q, X, A, qo, F) erkannte Sprache ist

L(A) :={w € X" | A akzeptiert w}.

3. Eine Sprache L heiBt NFA-erkennbar, wenn es einen ﬁNFA A gibt,
so dass L = L(A).
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grohe
Bleistift


Beispiel 2.3 (Forts.)
Sei A folgender NFA:

0,1
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Beispiel 2.3 (Forts.)
Sei A folgender NFA:

0,1

Akzeptierender Lauf auf dem Wort 0010111

(q07 07 q0707 qo, 13 q0707 qo, 1, do, 1; a1, 17 CI2)
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Beispiel 2.3 (Forts.)
Sei A folgender NFA:

0,1

Akzeptierender Lauf auf dem Wort 0010111

(q07 07 q0707 qo, 13 q0707 qo, 1, do, 17 a1, 17 CI2)

Nichtakzeptierender Lauf auf dem selben Wort

(q07 Oa q0707 qo, 1) q0707 qo0, 17 do, 17 qo, 17 ql)
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Beispiel 2.3 (Forts.)
Sei A folgender NFA:

0,1

Akzeptierender Lauf auf dem Wort 0010111

(q07 07 q0707 qo, 13 q0707 qo, 1, do, 17 a1, 17 CI2)

Nichtakzeptierender Lauf auf dem selben Wort
(q07 Oa do, 07 qo, 1) qo, 07 qo0, 17 do, 17 qo, 17 ql)

Behauptung

L(A) = {w e {0,1}*

11 ist Suffix von W}.
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Beweis der Behauptung

Behauptung 1
Sei w € {0,1}". Dann gibt es einen Lauf von A auf w, der im Zustand qo
endet.

Beweis.
Sei w = a1 ...a,. Dann ist

(qO: ai, qo, a2, qo, - - -, qo, an, CIO)
ein Lauf von A auf w. O

Behauptung 2
Seiw = a;...an € {0,1}*. Dann gibt es genau dann einen Lauf von A auf w,
der im Zustand q:1 endet, wenn n > 1 und a, = 1.

Beweis.
=" Sei
(ro, a1, 1,82, ..., an, rn)

ein Lauf von A auf w mit r, = g1. Dann gilt n > 1, weil
n = qo.
Weil (fn—1, an, q1) € A gilt auBerdem r,_1 = qo und a, =1,
denn (qo, 1, q1) ist die einzige Transition (g, a,q’) € A mit
q9 =aq.

<~—": Gelte n > 1 und a, = 1.
Nach Behauptung 1 gibt es einen Lauf

(ro,al,r1732,...7a,,,1,r,,,1)
von A auf ai...a,—1 mit r,—1 = go. Dann ist
(r07al7rl,a27-~~7an*17rn71717q1)

ein Lauf von A auf w. O

Behauptung 3
Seiw = a;...a, € {0,1}*. Dann gibt es genau dann einen Lauf von A auf w,
der im Zustand q» endet, wenn n > 2 und a,—1 = 1 und a, = 1.

Beweis.
,—": Sei
(r07 ai, n,az,...,an, r")

ein Lauf von A auf w mit r, = g2. Dann gilt n > 1, weil

= qo.

Weil (rn—1, an, q2) € A gilt auBerdem r,—1 = g1 und a, =1,
denn (q1,1, q2) ist die einzige Transition (q,a,q’) € A mit
q = q.

Also ist

(ro, ai,n,az,...,an—1, r,,71)

ein Lauf von A auf a1 ...an—1, der im Zustand r,—1 = g1 endet.
Nach Behauptung 2 gilt also n—1 > 1 und a,—; = 1.

<~—": Gelte n>2und a,_1 =1 und a, = 1.
Nach Behauptung 2 gibt es einen Lauf

(ro, ai, n,a2,...,an—1, r,,71)
von A auf a;...a,-1 mit r,—1 = g1. Dann ist
(I’o7 ai,n,a2,...,an—1, -1, ].7 q2)
ein Lauf von A auf w. O

Weil g der einzige akzeptierende Zustand von A ist impliziert
Behauptung 3

L(A) = {we {01}

also die urspriingliche Behauptung.

11 ist Suffix von W},

S.72-a



Beispiel 2.7
A sei folgender NFA: a,b a, b
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Beispiel 2.7
A sei folgender NFA: a,b a, b

Es gilt L(A) = {w € {a, b}* | w enthilt abb als Infix} (vgl. Bsp. 2.1)
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Beispiel 2.7
A sei folgender NFA: a,b a, b
(@@ —(5)
9o a1 a2 q3
\/ N
Es gilt L(A) = {w € {a, b}* | w enthilt abb als Infix} (vgl. Bsp. 2.1)
Akzeptierender Lauf von A auf dem Wort ababbab:

(q07 2, qo, ba qo; 4, q1, ba q2, ba a3, a, g3, ba q3)
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Beispiel 2.7
A sei folgender NFA: a,b a, b

(@D {(w)
qo0 g1 q2 g3
\/ N
Es gilt L(A) = {w € {a, b}* | w enthilt abb als Infix} (vgl. Bsp. 2.1)
Akzeptierender Lauf von A auf dem Wort ababbab:

(q07 2, qo, ba qo; 4, q1, ba q2, ba a3, a, g3, ba q3)

Laufe von A auf dem Wort w = abab:

(qu a, qo, b7 do; 2, qo, b7 qO)a
(q07 a, qo, ba qo, @, q1, ba CI2)
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Beispiel 2.7
A sei folgender NFA: a,b a, b
(@@ —(5)
qo0 g1 q2 g3
\/ N
Es gilt L(A) = {w € {a, b}* | w enthilt abb als Infix} (vgl. Bsp. 2.1)
Akzeptierender Lauf von A auf dem Wort ababbab:

(q07 2, qo, ba qo; 4, q1, ba q2, ba a3, a, g3, ba q3)

Laufe von A auf dem Wort w = abab:

(q()a a, qo, b, do, 4, qo, b7 qO)a
(q07 a, qo, bv qo, @, q1, ba CI2)

AuBerdem gibt es noch folgenden Lauf auf dem Prafix ab von w, der sich
nicht auf ganz w fortsetzen lasst:

(qu a,q1, b7 Q2)
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Die Erreichbarkeitsrelation
Definition 2.8

Sei A= (Q,X,A, qo, F) ein NFA, und seien q,¢' € Q und
W=2ay...a, € X*.
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Die Erreichbarkeitsrelation

Definition 2.8
Sei A= (Q,X,A, qo, F) ein NFA, und seien q,¢' € Q und
W=2ay...a, € X*.
Dann ist ¢’ in A von q iiber w erreichbar (kurz: A : g — g'), wenn es
Zustande ro, ry, ..., € Q gibt, so dass

(i) n =g und r, = ¢ und

(i) (ri—1,a;,n)eAfirl<i<n.
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Die Erreichbarkeitsrelation

Definition 2.8
Sei A= (Q,X,A, qo, F) ein NFA, und seien q,¢' € Q und
W=2ay...a, € X*.
Dann ist ¢’ in A von q iiber w erreichbar (kurz: A : g — g'), wenn es
Zustande ro, ry, ..., € Q gibt, so dass

(i) n =g und r, = ¢ und

(i) (ri—1,a;,n)eAfirl<i<n.

Notation

» Wenn A aus dem Kontext klar ist, schreiben wir auch q — ¢’ statt
A:g5 4.
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Die Erreichbarkeitsrelation

Definition 2.8
Sei A= (Q,X,A, qo, F) ein NFA, und seien q,¢' € Q und
W=2ay...a, € X*.
Dann ist ¢’ in A von q iiber w erreichbar (kurz: A : g — g'), wenn es
Zustande ro, ry, ..., € Q gibt, so dass

(i) n =g und r, = ¢ und

(i) (ri—1,a;,n)eAfirl<i<n.

Notation
» Wenn A aus dem Kontext klar ist, schreiben wir auch q — ¢’ statt
A:g5 4.
» Wir verwenden auch Schreibweisen wie ¢ — ¢’ — ¢ statt

(9= ¢ und ¢’ v, q").
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Die Erreichbarkeitsrelation

Definition 2.8

Sei A= (Q,X,A, qo, F) ein NFA, und seien q,¢' € Q und
W=2ay...a, € X*.

Dann ist ¢’ in A von q iiber w erreichbar (kurz: A : g — g'), wenn es
Zustande ro, ry, ..., € Q gibt, so dass

(i) n =g und r, = ¢ und
(i) (ri—1,a;,n)eAfirl<i<n.

Notation
» Wenn A aus dem Kontext klar ist, schreiben wir auch q — ¢’ statt
A:g5 4.
» Wir verwenden auch Schreibweisen wie ¢ — ¢’ — ¢ statt
w / ;v "
(9= q und ¢ = q").
» Wir verwenden die gleiche Notation fiir DFAs.
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Beispiel 2.7 (Forts.)

b b
A sei folgender NFA: P 2
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Beispiel 2.7 (Forts.)

a, b a,b

A sei folgender NFA:

" —(=)
9o a1 a2 q3
_/ \_/

Es gilt:

ababba
do — Qs,

ababba
do > 4o,

ababba
do — q1,

bbbb
)] > g3,

B~ qs fur alle w € {a, b}*.
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Erreichbarkeitsmengen

Definition 2.9
Sei A= (Q,X, A, qo, F) ein NFA und w € £*. Die Menge der in A lber
w erreichbaren Zustdnde ist

E(Aw)={q€eQ|A:q = q}.
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Erreichbarkeitsmengen

Definition 2.9
Sei A= (Q,X, A, qo, F) ein NFA und w € £*. Die Menge der in A lber
w erreichbaren Zustande ist

E(Aw)={q€eQ|A:q = q}.

Lemma 2.10
Sei A= (Q,%,A, qo, F) ein NFA und w € X*.
Dann gilt
we L(A) < E(A,w)NF #0.
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Erreichbarkeitsmengen

Definition 2.9
Sei A= (Q,X, A, qo, F) ein NFA und w € £*. Die Menge der in A lber
w erreichbaren Zustande ist

E(Aw)={q€eQ|A:q = q}.

Lemma 2.10
Sei A= (Q,%,A, qo, F) ein NFA und w € X*.
Dann gilt
we L(A) < E(A,w)NF #0.
Lemma 2.11

Sei A= (Q,X,A, qo, F) ein NFA.

1. E(A,e) ={qo}-
2. Fiir alle w € X¥* und a € X gilt

E(Awa)= |J {d€Q|(qaqd)ecn}

qEE(A,w)
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Beweis der Lemmata

Lemma 2.10
Sei A= (Q,X, A, qo, F) ein NFA und w € X*.
Dann gilt
we L(A) < E(A,w)NF #0.
Beweis.
weL(A) < IgeF: qp>q
< dgeF: g E(Aw)
< E(A,w)NF #£0.
O
Lemma 2.11
Sei A=(Q,X, A, qo, F) ein NFA.
L. E(A,e) ={qo}.
2. Fiir alle w € ¥* und a € X gilt
E(A, wa) = U {d' €Q|(a.a,q)cn}.
qEE(A,w)
Beweis.
1. Fir alle g € Q gilt
ge E(A ) < q > q < q=qo.
2. Seien w € * und a € . Dann gilt fiir alle g € Q
g€ E(Awa) < q = q
— 37 eQ: qp>qd Sq
— 3 €Q: g5 q und (d,a,9) €A
< 3¢ €Q: ¢ € E(A,w)und (¢',a,9) €A
= qec |J {d"cQ|(d.ad)eca}.
q'€E(A,w)

S.76-a



Beispiel 2.7 (Forts.)

b ,b
A sei folgender NFA: P 2
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Beispiel 2.7 (Forts.)

a, b a,b
A sei folgender NFA:

Die Erreichbarkeitsmengen auf den Prafixen von ababba sind:

E(A,e) ={q},
E(A a) ={qo, a1},
E(A, ab) = {qo, a2},
E(A, aba) = {qo, q1},
E(A, abab) = {qo, g2},
E(A, ababb) = {qo, g3},
E(A, ababba) = {qo, q1,q3}-
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Algorithmische Anwendung

Algorithmus fiir die NFA-Akzeptanz

Eingabe: NFA A= (Q,X,A, qo, F) und Wort w = 2a;...a, € L*.
Problem: Entscheide, ob w € L(.A).
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Algorithmische Anwendung

Algorithmus fiir die NFA-Akzeptanz

Eingabe: NFA A= (Q,X,A, qo, F) und Wort w = 2a;...a, € L*.
Problem: Entscheide, ob w € L(A).
Algorithmus: 1. Berechne iterativ

E(A,E), E(A, 31)7 E(Aa 3132), sy E(Av W)

unter Verwendung von Lemma 2.11.
2. Teste, ob E(A,w) N F # 0.
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Algorithmische Anwendung

Algorithmus fiir die NFA-Akzeptanz

Eingabe: NFA A= (Q,X,A, qo, F) und Wort w = 2a;...a, € L*.
Problem: Entscheide, ob w € L(A).
Algorithmus: 1. Berechne iterativ

E(A,E), E(A, 31)7 E(Aa 3132), sy E(Av W)

unter Verwendung von Lemma 2.11.
2. Teste, ob E(A,w) N F # 0.

Analyse

Korrektheit: Folgt aus Lemma 2.10.
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Algorithmische Anwendung

Algorithmus fiir die NFA-Akzeptanz

Eingabe: NFA A= (Q,X,A, qo, F) und Wort w = 2a;...a, € L*.
Problem: Entscheide, ob w € L(A).
Algorithmus: 1. Berechne iterativ

E(A,e),E(A a1), E(A, a1a2),..., E(A w)
unter Verwendung von Lemma 2.11.
2. Teste, ob E(A,w) N F # 0.
Analyse

Korrektheit: Folgt aus Lemma 2.10.

Laufzeit: Bei guter Implementierung unter Verwendung geeigneter
Datenstrukturen O(n|Al)
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Algorithmische Anwendung

Algorithmus fiir die NFA-Akzeptanz

Eingabe: NFA A= (Q,X,A, qo, F) und Wort w = 2a;...a, € L*.
Problem: Entscheide, ob w € L(A).
Algorithmus: 1. Berechne iterativ

E(A,e),E(A a1), E(A, a1a2),..., E(A w)
unter Verwendung von Lemma 2.11.
2. Teste, ob E(A,w) N F # 0.
Analyse

Korrektheit: Folgt aus Lemma 2.10.

Laufzeit: Bei guter Implementierung unter Verwendung geeigneter
Datenstrukturen O(n|Al)

(siehe dazu Vorlesung ,Algorithmen & Datenstrukturen").
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Aquivalenz von DFAs und NFAs



Aquivalenz von Automaten

Definition 2.12
Zwei endliche Automaten (DFA oder NFA) heiBen 3quivalent, wenn sie
die gleiche Sprache erkennen.
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Aquivalenz von Automaten

Definition 2.12
Zwei endliche Automaten (DFA oder NFA) heiBen iquivalent, wenn sie
die gleiche Sprache erkennen.

Beispiel 2.13
Folgender NFA und DFA sind aquivalent:
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Aquivalenz von Automaten

Definition 2.12
Zwei endliche Automaten (DFA oder NFA) heiBen iquivalent, wenn sie
die gleiche Sprache erkennen.

Beispiel 2.13
Folgender NFA und DFA sind aquivalent:

11 ist Suffix von w}.

Beide erkennen die Sprache {w € {0,1}*
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Von DFAs zu NFAs

Satz 2.14
Zu jedem DFA gibt es einen dquivalenten NFA.
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Beweis von Satz 2.14
Sei A =(Q,%,4,qo, F) ein DFA.

Wir konstruieren einen zu A dquivalenten NFA A’.

Dazu sei
A:={(q,2,9)€QxTxQ|dq,a) =4}
Wir setzen A’ := (Q,%, A, qo, F).

Behauptung
A und A’ sind dquivalent.

Beweis.
Betrachte eine Folge
p:=(r,ay,n,a,...,an )

mit ro,...,rm € Qund a1,...,a, € X. Danngilt fir 1 < i< n:
0(ri—1,a) =r < (ri-1,a,r) € A.
Weil A und A" den gleichen Anfangszustand haben, folgt:
p ist ein Lauf von A <= pist ein Lauf von A’.
Weil A und A’ die gleichen Endzustinde haben, folgt:
p ist ein akzeptierender Lauf von A <= p ist ein akzeptierender Lauf von A’.

Also
A akzeptiert a1 ...a, < A’ akzeptiert a; . .. a,.

Das impliziert L(A) = L(A"). O

S.81-a



Von NFAs zu DFAs

Satz 2.15
Zu jedem NFA gibt es einen dquivalenten DFA.
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Von NFAs zu DFAs

Satz 2.15
Zu jedem NFA gibt es einen dquivalenten DFA.

Korollar 2.16

Eine Sprache ist genau dann DFA-erkennbar, wenn sie NFA-erkennbar ist.
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Die Potenzmengenkonstruktion

Erinnerung und Notation

Die Potenzmenge 2M einer Menge M ist die Menge aller Teilmengen von
M, also
oM = {N| N C M}.
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Die Potenzmengenkonstruktion

Erinnerung und Notation

Die Potenzmenge 2M einer Menge M ist die Menge aller Teilmengen von
M, also
oM = {N| N C M}.

Definition 2.17
Sei A= (Q,X,A, qo, F) ein NFA.

Der Potenzmengenautomat von A ist der DFA A" = (Q', X, 4, qp, F')
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Die Potenzmengenkonstruktion

Erinnerung und Notation

Die Potenzmenge 2M einer Menge M ist die Menge aller Teilmengen von
M, also
oM = {N| N C M}.

Definition 2.17
Sei A= (Q,X,A, qo, F) ein NFA.

Der Potenzmengenautomat von A ist der DFA A" = (Q', X, §, q, F') mit
> Q=29
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Die Potenzmengenkonstruktion

Erinnerung und Notation

Die Potenzmenge 2M einer Menge M ist die Menge aller Teilmengen von
M, also
oM = {N| N C M}.

Definition 2.17
Sei A= (Q,X,A, qo, F) ein NFA.

Der Potenzmengenautomat von A ist der DFA A" = (Q', X, §, q, F') mit
> Q:=2C,
» (¢,a)={qe Q|3peqd: (pa,q)eA}firalleq € Q,ack,

29 lso gon gt 2ucdeid
Lo A /
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Die Potenzmengenkonstruktion

Erinnerung und Notation

Die Potenzmenge 2M einer Menge M ist die Menge aller Teilmengen von
M, also
oM = {N| N C M}.

Definition 2.17
Sei A= (Q,X,A, qo, F) ein NFA.

Der Potenzmengenautomat von A ist der DFA A" = (Q', X, §, q, F') mit

> Q:=2C,
» (¢,a)={qe Q|3peqd: (pa,q)eA}firalleq € Q,ack,
> g = {a},
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Die Potenzmengenkonstruktion

Erinnerung und Notation

Die Potenzmenge 2M einer Menge M ist die Menge aller Teilmengen von
M, also
oM = {N| N C M}.

Definition 2.17
Sei A= (Q,X,A, qo, F) ein NFA.

Der Potenzmengenautomat von A ist der DFA A" = (Q', X, §, q, F') mit

> Q:=2C,
» (¢,a)={qe Q|3peqd: (pa,q)eA}firalleq € Q,ack,
> g = {a},

> Fli={d' eQ |dnF#0}
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Beispiel 2.18
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Beispiel 2.18
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Aquivalenzlemma

Lemma 2.19

Jeder NFA ist dquivalent zu seinem Potenzmengenautomaten.
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Aquivalenzlemma

Lemma 2.19

Jeder NFA ist dquivalent zu seinem Potenzmengenautomaten.

Das Lemma impliziert sofort Satz 2.15.
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Beweis von Lemma 2.19
Sei A=(Q,%,A, qo, F) ein NFA und A" = (Q', %, 4, gy, F') sein
Potenzmengenautomat.

Wir zeigen:
L(A) = L(A). (%)

Behauptung 1
Seiwe X undq € Q@ mit A :q) =+ q'. Dann gilt ¢ = E(A, w).
Beweis.

Induktion Gber n:= |w]|.

Induktionsanfang: n = 0.
Dann ist w = ¢, und es gilt ¢ = gy = {qo} = E(A, €) nach Lemma 2.11.

Induktionsschritt: n — n+ 1.

Dann ist w = w'a fiir ein w’ € ¥* mit [w/| =nund a € L.
Sei ¢ € Q', so dass A : gf < q".

Induktionsannahme = ¢’ = E(A, w').

Damit
q/ — (S(q//7 a)
={qeQ|3peqd’: (p,a,q) € A} (Definition von §)
= |J tacQl(pa,9cnl (¢ = E(A,w"))
pEE(A,wW')
= E(A,w) (Lemma 2.11).

Beweis von (x).

Sei w € T*.

Sei ¢ € @, so0dass A': q) = ¢'.

Dann gilt

weL(A) < E(AwW)NF#D (Lemma 2.10)

= ¢NF#£0 (Behauptung 1)
< q €F (Definition von F”)
<= A’ akzeptiert w (A gh 5 q)
— we LA).

S.85-a



Erreichbare Zustande
Definition 2.20

. ) . DFA
Sei A = (Q,Z,A,qo,F) ein \ea-
1. Ein Zustand g € Q ist erreichbar, wenn es ein w € ¥* gibt, so dass

A:qg > q.

Vorlesung FoSAP im SS 2014, M. Grohe Seite 86 Version 29. April 2014



Erreichbare Zustande

Definition 2.22

. . DFA
Sei A = (Q,Z,A,qo,F) ein \ea-

1. Ein Zustand g € Q ist erreichbar, wenn es ein w € ¥* gibt, so dass

A:qg > q.
. . . . . ) DF,
2. Die Reduktion von A auf die erreichbaren Zustande ist der NEA
5/
= (0/7 7A/7q0aF )a

wobei
» Q' :={q € Q| g erreichbar},
6’ = |grxs bzw. A" = AN (Q' x L x Q'),
"=FNnQ.

>04( 5(07‘ )’IZ“S( a) Iaém
Y e D}CQ{
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Vorlesung FoSAP im SS 2014, M. Grohe

Erreichbare Zustande

Definition 2.22 oA
Sei A = (Q,Z,A,qo,F) ein NFA'

1. Ein Zustand g € Q ist erreichbar, wenn es ein w € ¥* gibt, so dass
A:qg > q.

2. Die Reduktion von A auf die erreichbaren Zustande ist der BEA

— / 5/
_(Q7 7A/7q0aF)a

wobei
» Q' :={q € Q| g erreichbar},
> & :=0|grxx bzw. A= AN(Q' X T x Q'),
» FF:=FNQ'.

Beobachtung 2.21 |
Die Reduktion eines DFA bzw. NFA auf die erreichbaren Zustande i Q

wohldefiniert. 0’[ L 0]0 = Q Lo/l 5(& X ZLW 2
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Erreichbar Zustande (Forts.)

Beobachtung 2.22

Jeder DFA und NFA ist dquivalent zu seiner Reduktion auf die
erreichbaren Zustinde.
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Erreichbar Zustande (Forts.)

Beobachtung 2.22
Jeder DFA und NFA ist dquivalent zu seiner Reduktion auf die
erreichbaren Zustinde.

Definition 2.23

1. Ein DFA oder NFA ist reduziert, wenn alle seine Zustande erreichbar
sind.
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Erreichbar Zustande (Forts.)

Beobachtung 2.22
Jeder DFA und NFA ist dquivalent zu seiner Reduktion auf die
erreichbaren Zustinde.

Definition 2.23

1. Ein DFA oder NFA ist reduziert, wenn alle seine Zusténde erreichbar
sind.

2. Sei A ein NFA. Der reduzierte Potenzmengenautomat von A ist die
Reduktion des Potenzmengenautomaten von A auf die erreichbaren
Zustande.
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Vorlesung FoSAP im SS 2014, M. Grohe Seite 87

Erreichbar Zustande (Forts.)

Beobachtung 2.22
Jeder DFA und NFA ist dquivalent zu seiner Reduktion auf die
erreichbaren Zustande.

Definition 2.23

1. Ein DFA oder NFA ist reduziert, wenn alle seine Zustande erreichbar
sind.

2. Sei A ein NFA. Der reduzierte Potenzmengenautomat von A ist die
Reduktion des Potenzmengenautomaten von A auf die erreichbaren
Zustande.

Beobachtung 2.24

Der reduzierte Potenzmengenautomat lasst sich ausgehend vom
Anfangszustand schrittweise konstruieren, indem man jeweils die
unmittelbar erreichbaren Zustdnde anfiigt.
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Beispiel 2.18 (Forts.)
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Beispiel 2.18 (Forts.)
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Beispiel 2.18 (Forts.)

N
i 4

.
:
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Vorlesung FoSAP im SS 2014, M. Grohe

Beispiel 2.18 (Forts.)

\0
()

{a,9,}
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Beispiel 2.18 (Forts.)

} 01 | 0
1 0
{a,a.}
1
\
{9,9,.9,}

Vorlesung FoSAP im SS 2014, M. Grohe Seite 88 Version 29. April 2014



Beispiel 2.18 (Forts.)

{9,9,.9,}
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Beispiel 2.18 (Forts.)
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Beispiel 3.5
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Beispiel 3.5
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Beispiel 3.5
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Beispiel 3.5
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Beispiel 3.5

a,b,c
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Beispiel 3.5

a,b,c
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Beispiel 3.5

a,b,c
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Beispiel 3.5
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Zur Effizienz der Konstruktion

» Der Potenzmengenautomat eines NFA mit n Zustdnden hat 2"
Zustande.
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Zur Effizienz der Konstruktion

» Der Potenzmengenautomat eines NFA mit n Zustdnden hat 2"
Zustande.

» Meist ist der reduzierte Potenzmengenautomat deutlich kleiner.
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Zur Effizienz der Konstruktion

» Der Potenzmengenautomat eines NFA mit n Zustdnden hat 2"
Zustande.

» Meist ist der reduzierte Potenzmengenautomat deutlich kleiner.

» Es gibt aber auch Beispiele von NFAs mit n Zustanden, fiir die jeder
dquivalente DFA 2" Zustande hat.
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Zur Effizienz der Konstruktion

» Der Potenzmengenautomat eines NFA mit n Zustdnden hat 2"
Zustande.

» Meist ist der reduzierte Potenzmengenautomat deutlich kleiner.

» Es gibt aber auch Beispiele von NFAs mit n Zustanden, fiir die jeder
dquivalente DFA 2" Zustdnde hat.

Beispiel 2.26
Zum NFA

1

mit n Zustanden gibt es keinen DFA mit weniger als 2" Zustanden.

Beweis als (schwierige) Ubung.
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e-Transitionen



Grundidee

Wir lassen in einem NFA auch Transitionen zu, die von keinem
Eingabezeichen ausgelost werden, sogenannte e-Transitionen.
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Grundidee

Wir lassen in einem NFA auch Transitionen zu, die von keinem
Eingabezeichen ausgelost werden, sogenannte e-Transitionen.

Beispiel 2.27
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Grundidee

Wir lassen in einem NFA auch Transitionen zu, die von keinem
Eingabezeichen ausgelost werden, sogenannte e-Transitionen.

Beispiel 2.27

Erkennt die Sprache

n mal
{a...a| n>1}uU{ba}.
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Syntax von e-NFAs

Definition 2.28
Ein nichtdeterministischer endlicher Automat mit e-Transitionen (kurz:
e-NFA) ist ein 5-Tupel

(Qv za Aa qo, F),

dabei ist
ACQRx(XUu{e}) xQ,

und Q, X, qo, F sind wie bei NFAs.

Vorlesung FoSAP im SS 2014, M. Grohe Seite 93 Version 29. April 2014



Laufe

Definition 2.29
Sei A= (Q,X, qo, A, F) ein e-NFA.

1. Ein Lauf von A ist eine Folge (ro,01,m1,02,...,—1,0n, Iy), fur ein
n >0, wobei ry,...,r, € Qund oy,...,0, € XU {e}, so dass

(i) r = qo,
(ii) (ric1,0i,n) e Afirl <j<n.
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Laufe

Definition 2.29
Sei A= (Q,X, qo, A, F) ein e-NFA.
1. Ein Lauf von A ist eine Folge (ro,01,m1,02,...,—1,0n, Iy), fur ein
n >0, wobei ry,...,r, € Qund oy,...,0, € XU {e}, so dass

(i) o= qo,

(ii) (ric1,0i,n) e Afirl <j<n.
Wir bezeichnen (ry, 01, 1,02, ..., f—1,0n, fy) oder einfach die
Zustandsfolge (ro, r1, ..., r,) auch als einen Lauf von A auf dem

Wort w € X*, dass aus o7 ...o0, durch Streichen aller es entsteht.

Vorlesung FoSAP im SS 2014, M. Grohe Seite 94 Version 29. April 2014



Laufe

Definition 2.29
Sei A= (Q,X, qo, A, F) ein e-NFA.

1. Ein Lauf von A ist eine Folge (ro,01,m1,02,...,—1,0n, Iy), fur ein
n >0, wobei ry,...,r, € Qund oy,...,0, € XU {e}, so dass
(i) ro = qo,

(ii) (ric1,0i,n) e Afirl <j<n.

Wir bezeichnen (ry, 01, 1,02, ..., f—1,0n, fy) oder einfach die
Zustandsfolge (ro, r1, ..., r,) auch als einen Lauf von A auf dem
Wort w € X*, dass aus o7 ...o0, durch Streichen aller es entsteht.

2. Der Lauf (rg,01,1,02,...,rm—1,0n, ) ist akzeptierend, wenn
rm € F.
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Semantik von e-NFAs

Definition 2.30

1. Ein e-NFA A = (Q, X, qo, A, F) akzeptiert ein Wort w € £*, wenn
es einen akzeptierenden Lauf von A auf w gibt.
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Semantik von e-NFAs

Definition 2.30

1. Ein e-NFA A = (Q, X, qo, A, F) akzeptiert ein Wort w € £*, wenn
es einen akzeptierenden Lauf von A auf w gibt.

2. Die von einem e-NFA A = (Q, X, A, qo, F) erkannte Sprache ist

L(A) :={w € X" | A akzeptiert w}.
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Semantik von e-NFAs

Definition 2.30

1. Ein e-NFA A = (Q, X, qo, A, F) akzeptiert ein Wort w € £*, wenn
es einen akzeptierenden Lauf von A auf w gibt.

2. Die von einem e-NFA A = (Q, X, A, qo, F) erkannte Sprache ist

L(A) :={w € X" | A akzeptiert w}.

3. Eine Sprache L heiBt e-NFA-erkennbar, wenn es einen e-NFA A gibt,
so dass L = L(A).
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Beispiel 2.27 (Forts.)
Sei A folgender e-NFA:
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Beispiel 2.27 (Forts.)
Sei A folgender e-NFA:

(+)

—®

Dann ist
n mal

L(A) = {53 | n>1}U{ba}.
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Beispiel 2.27 (Forts.)
Sei A folgender e-NFA:

(+)

—®

Dann ist
n mal

L(A )—{a .a|n>1}uU{ba}.

Akzeptierender Lauf auf dem Wort aaa:

(qugv a1,4,q2,¢,q1,4,q2,¢,q1, 4, QQ)
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Beispiel 2.27 (Forts.)
Sei A folgender e-NFA:

(+)

—®

Dann ist
n mal

L(A )—{a .a|n>1}uU{ba}.
Akzeptierender Lauf auf dem Wort aaa:
(qu g, 4d1,4,042,¢,41,4,42,¢,q1, a, QQ)
Akzeptierender Lauf auf dem Wort ba:

(qO,Ea as, b, qa, a, q5)
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Syntaxdiagramme als e-NFAs

Ein Syntaxdiagramm (ohne rekursive Aufrufe) ist direkt als e-NFA lesbar.
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Syntaxdiagramme als e-NFAs

Ein Syntaxdiagramm (ohne rekursive Aufrufe) ist direkt als e-NFA lesbar.

Beispiel 2.31
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Syntaxdiagramme als e-NFAs

Ein Syntaxdiagramm (ohne rekursive Aufrufe) ist direkt als e-NFA lesbar.

Beispiel 2.31

Entsprechender e-NFA:

0,...9 m
—O0_0—0O0_0—0

& &
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NFAs und e-NFAs

Beobachtung 2.32
Jeder NFA A ist auch ein e-NFA.
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NFAs und e-NFAs

Beobachtung 2.32
Jeder NFA A ist auch ein e-NFA.

AuBerdem hat A als NFA dieselben (akzeptierenden) Liufe wie als e-NFA
und akzeptiert demzufolge dieselbe Sprache als NFA wie als e-NFA.
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NFAs und e-NFAs

Beobachtung 2.32

Jeder NFA A ist auch ein e-NFA.

AuBerdem hat A als NFA dieselben (akzeptierenden) Liufe wie als e-NFA
und akzeptiert demzufolge dieselbe Sprache als NFA wie als e-NFA.

(Wir sagen, das Modell des e-NFAs ist eine konservative Erweiterung des
Modells des NFAs.)
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NFAs und e-NFAs

Beobachtung 2.32
Jeder NFA A ist auch ein e-NFA.

AuBerdem hat A als NFA dieselben (akzeptierenden) Liufe wie als e-NFA
und akzeptiert demzufolge dieselbe Sprache als NFA wie als e-NFA.

(Wir sagen, das Modell des e-NFAs ist eine konservative Erweiterung des
Modells des NFAs.)

Jede NFA erkennbare Spreche ist also auch e-NFA erkennbar.
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Von e-NFAs zu NFAs

Satz 2.33
Zu jeden e-NFA gibt es einen dquivalenten NFA.
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Von e-NFAs zu NFAs

Satz 2.33
Zu jeden e-NFA gibt es einen dquivalenten NFA.

Korollar 2.34
Fiir jede Sprache L sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) L ist DFA-erkennbar.
(ii) L ist NFA-erkennbar.
(iii) L ist e-NFA-erkennbar.
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Die Erreichbarkeitsrelation

Definition 2.35
Sei A= (Q,X,A, qo, F) ein e-NFA, und seien g,q' € Q und
W=2ay...a, € X*.
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Die Erreichbarkeitsrelation

Definition 2.35
Sei A= (Q,X,A, qo, F) ein e-NFA, und seien g,q' € Q und

W=2ay...a, € X*.

Dann ist ¢’ in A von g iiber w erreichbar (kurz: A : q = '), wenn es
ein m>n, Indizes 1 < i1 < i <...<i, < mund Zustande
ro,M,---,rm € Q gibt, so dass

() n=qund r,,=¢,
(i) (ri—1,ap, ) € Afur 1 <j<n,
(iii) (ric1,e,n)e Afuralleie{1,....,m}\{i,... i}
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Die Erreichbarkeitsrelation

Definition 2.35
Sei A= (Q,X,A, qo, F) ein e-NFA, und seien g,q' € Q und
W=2ay...a, € X*.
Dann ist ¢’ in A von g iiber w erreichbar (kurz: A : q = '), wenn es
ein m>n, Indizes 1 < i1 < i <...<i, < mund Zustande
ro, M, ..., rm € Q gibt, so dass

(i) o=qund r, = ¢,

(i) (ri—1,a;,r) € Afur1<j<n,

(iii) (ric1,e,n)e Afuralleie{1,....,m\{i,... i}

Beispiel 2.27 (Forts.)
Betrachte wieder den e-NFA

@
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Die Erreichbarkeitsrelation

Definition 2.35
Sei A= (Q,X,A, qo, F) ein e-NFA, und seien g,q' € Q und
W=2ay...a, € X*.

Dann ist ¢’ in A von g iiber w erreichbar (kurz: A : q = '), wenn es
ein m>n, Indizes 1 < i1 < i <...<i, < mund Zustande
ro, M, ..., rm € Q gibt, so dass
(i) o=qund r, = ¢,
(i) (ri—1,a;,r) € Afur1<j<n,
(iii) (ric1,e,n)e Afuralleie{1,....,m\{i,... i}

Beispiel 2.27 (Forts.)
Betrachte wieder den e-NFA
Es g”t qo i) q1,

q = qu, @
aa
g2 — q2.
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Eigenschaften der Erreichbarkeitsrelation
Sei A=(Q,%,A,qo, F) ein e-NFA.
» Wie bei NFAs gilt

A akzeptiert w <= A : gy — q fiirein g € F.

Vorlesung FoSAP im SS 2014, M. Grohe Seite 101 Version 29. April 2014



Eigenschaften der Erreichbarkeitsrelation
Sei A= (Q,X, A, qo, F) ein e-NFA.
» Wie bei NFAs gilt

A akzeptiert w <= A : gy — q fiirein g € F.

» Anders als bei NFAs bedeutet g <> ¢’ nicht g = ¢, sondern dass
fh=4q,Mn,...,rm = q existieren mit (ri_1,e,r) € Afirl <i<m.
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Eigenschaften der Erreichbarkeitsrelation
Sei A= (Q,X, A, qo, F) ein e-NFA.
» Wie bei NFAs gilt

A akzeptiert w <= A : gy — q fiirein g € F.

» Anders als bei NFAs bedeutet g <> ¢’ nicht g = ¢, sondern dass
fh=4q,Mn,...,rm = q existieren mit (ri_1,e,r) € Afirl <i<m.

» Ebenfalls anders als bei NFAs bedeutet g = ¢ fiir a € ¥ nicht
(g,a,9') € A, sondern dass r, r’ € @ existieren mit

g rund (r,a,r)eAundr S 4.
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Eigenschaften der Erreichbarkeitsrelation
Sei A= (Q,X, A, qo, F) ein e-NFA.
» Wie bei NFAs gilt

A akzeptiert w <= A : gy — q fiirein g € F.

» Anders als bei NFAs bedeutet g <> ¢’ nicht g = ¢, sondern dass
fh=4q,Mn,...,rm = q existieren mit (ri_1,e,r) € Afirl <i<m.

» Ebenfalls anders als bei NFAs bedeutet g = ¢ fiir a € ¥ nicht
(g,a,9') € A, sondern dass r, r’ € @ existieren mit

g rund (r,a,r)eAundr S 4.

» Wie bei NFAs gilt aber fiir alle Worter w = a5 ... a, und Zustande
9,9 € Q:

w ’ a ax as an—1 an /
g—q < 3dn,....nmn1€Q: g—>n—>n-— -+ —>r_1—>4q.
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Beweis von Satz 2.33

Satz 2.33
Zu jedem e-NFA gibt es einen dquivalenten NFA.

Beweis.
Sei A=(Q,X,A,qo, F) ein e-NFA.

Wir definieren einen NFA A" = (Q, X, A’ qo, F') mit
> A= {(q,a,q’)EQxe Q|A:qi>q’},
> Fl.={qeQ|3dcF: A:q5q}).
Wir zeigen:
L(A) = L(A). (*)

Sei dazu w = a1...a, € ¥* (moglicherweise n =0 und w = ¢).
Dann gilt

wel(Ad) < 3geF: A:qSq

< dgeF,rn,....,meQ: A:qo:roi%rlig e Sy
«— Jg€F,r,....neQ: A :iqg=n3n3 ... 2y

und A:ry = q
< Jgd ecF A g4
= we LA)
Damit ist (x) bewiesen, also sind A und A’ &quivalent. O

S.101-a



Beispiel 2.36
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Beispiel 2.36

NFA A’
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Abschlusseigenschaften FA-erkennbarer
Sprachen



FA-erkennbare Sprachen

» Wir wissen, dass die selben Sprachen DFA-, NFA-, e-NFA-erkennbar
sind.
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FA-erkennbare Sprachen

» Wir wissen, dass die selben Sprachen DFA-, NFA-, e-NFA-erkennbar
sind.

Der Einfachheit halber nennen wir diese von nun an FA-erkennbare
Sprachen.
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FA-erkennbare Sprachen

» Wir wissen, dass die selben Sprachen DFA-, NFA-, e-NFA-erkennbar
sind.

Der Einfachheit halber nennen wir diese von nun an FA-erkennbare
Sprachen.

» Wir wissen bereits, dass die Klasse der FA-erkennbaren Sprachen
unter den Mengenoperationen Komplement, Durchschnitt,
Vereinigung abgeschlossen sind.
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FA-erkennbare Sprachen

» Wir wissen, dass die selben Sprachen DFA-, NFA-, e-NFA-erkennbar
sind.

Der Einfachheit halber nennen wir diese von nun an FA-erkennbare
Sprachen.

» Wir wissen bereits, dass die Klasse der FA-erkennbaren Sprachen
unter den Mengenoperationen Komplement, Durchschnitt,
Vereinigung abgeschlossen sind.

Wir werden aber noch einmal neue Konstruktionen dafir
kennenlernen.
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FA-erkennbare Sprachen

» Wir wissen, dass die selben Sprachen DFA-, NFA-, e-NFA-erkennbar
sind.

Der Einfachheit halber nennen wir diese von nun an FA-erkennbare
Sprachen.

» Wir wissen bereits, dass die Klasse der FA-erkennbaren Sprachen
unter den Mengenoperationen Komplement, Durchschnitt,
Vereinigung abgeschlossen sind.

Wir werden aber noch einmal neue Konstruktionen dafir
kennenlernen.

» AnschlieBend werden wir zeigen, dass die FA-erkennbaren Sprachen
unter Verkettung und lteration abgeschlossen sind.
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Vereinigung
Seien Ay = (Q1, X, A1, gio, F1) und Ay = (@2, X, Ay, G20, F2) e-NFAs.
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Vereinigung
Seien A; = (Q1, X, A1, gio, F1) und Ay = (@2, X, Az, 20, F2) e-NFAs.
Wir konstruieren einen e-NFA, der die Sprache L(A;) U L(A3) erkennt.
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Vereinigung

Seien Al - (lezaAlv q10, Fl) und AZ - (Q2aZaA2a a0, FZ) e-NFAs.
Wir konstruieren einen e-NFA, der die Sprache L(A;) U L(A3) erkennt.

Graphisch

Ay

Vorlesung FoSAP im SS 2014, M. Grohe

Ao

Seite 105

Version 29. April 2014



Vereinigung
Seien A; = (Q1, X, A1, gio, F1) und Ay = (@2, X, Az, 20, F2) e-NFAs.
Wir konstruieren einen e-NFA, der die Sprache L(A;) U L(A3) erkennt.

Graphisch
O 4
S
g
O
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Vereinigung
Seien A; = (Q1, X, A1, gio, F1) und Ay = (@2, X, Az, 20, F2) e-NFAs.
Wir konstruieren einen e-NFA, der die Sprache L(A;) U L(A3) erkennt.

Graphisch Formal
Wir nehmen an: @; N @, = 0.

Sei qo € Q1 U Q, ein neuer Zustand.
->O Ax
15
€
o
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Vereinigung
Seien A; = (Q1, X, A1, gio, F1) und Ay = (@2, X, Az, 20, F2) e-NFAs.
Wir konstruieren einen e-NFA, der die Sprache L(A;) U L(A3) erkennt.

Graphisch Formal
Wir nehmen an: @; N @, = 0.

( ) Sei qo € Q1 U Q, ein neuer Zustand.
_>O Ay Sei A=(Q,X,A, qo, F) mit
5 » Q=QUQU{q};
» A=A UAU
) ’ {(q90; ¢, G10), (90, €, 920) };
f ) » F:=F UF.
€
O
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Vereinigung
Seien Al = (lezaAlv dio, Fl) und AZ = (Q2aZaA2a @20, FZ) e-NFAs.
Wir konstruieren einen e-NFA, der die Sprache L(A;) U L(A3) erkennt.

Graphisch Formal
Wir nehmen an: @; N @, = 0.
( ) Sei qo € Q1 U Q, ein neuer Zustand.
_)O A Sei A=(Q,X,A, qo, F) mit
£ » Q= QU QU{q};
» A =A;UAU
) ’ {(o. . 10), (q0. £+ G20) }:
, ) > Fi=FUF.
€
"O A, Behauptung
L(A) = L(A1) U L(A2).
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Vereinigung
Seien Al = (lezaAlv dio, Fl) und AZ = (Q2aZaA2a @20, FZ) e-NFAs.
Wir konstruieren einen e-NFA, der die Sprache L(A;) U L(A3) erkennt.

Graphisch Formal
Wir nehmen an: Q1 N @, = 0.
Sei qo € Q1 U Q, ein neuer Zustand.
_)O A Sei A=(Q,X,A, qo, F) mit
5 » Q:=Q1UQU{q};
» A=A UAU
) ’ {(q90; ¢, G10), (90, €, 920) };
( ) > F = Fl U FQ.
€
"O Ay Behauptung
L(A) = L(A;) U L(Az).
N / Ohne Beweis (ist aber einfach).
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Komplement

Sei A ein e-NFA.

Konstruktion eines Automaten fir L(.A)

1. Schritt: Konstruiere zu A dquivalenten NFA A’ (vgl. Satz 2.33)

2. Schritt: Konstruiere zu A’ dquivalenten DFA A" mit der
Potenzmengenkonstruktion.

3. Schritt: Konstruiere DFA A" mit L(A") = L(A")
(vgl. Satz 1.29).

Bemerkung 2.37

Die Konstruktion ist im “worst-case” sehr ineffizient, weil sie die
Umwandlung eines NFA in einen DFA erfordert.

Es kann deswegen passieren, dass A n Zustinde hat und A"’ 2"
Zustande.
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Durchschnitt

Seien Al = (leZaAlv dio, Fl) und AZ = (Q2727A27 20, FZ) e-NFAs.
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Durchschnitt
Seien Al = (leZaAlv dio, Fl) und AZ = (Q2727A27 a0, F2) e-NFAs.

Wir wollen einen e-NFA konstruieren, der die Sprache L(A;1) N L(.A3)
erkennt.
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Durchschnitt

Seien A; = (Q1, X, A1, gio, F1) und Ay = (@2, X, Ay, oo, F2) e-NFAs.

Wir wollen einen e-NFA konstruieren, der die Sprache L(A;1) N L(.A3)
erkennt.

1. Ansatz
Verwendung von Komplement und Vereinigung mittels de Morgan’scher
Regel.
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Durchschnitt

Seien Al = (Ql7ZaAlv dio, Fl) und AZ = (Q2727A27 20, F2) e-NFAs.

Wir wollen einen e-NFA konstruieren, der die Sprache L(A;1) N L(.A3)
erkennt.

1. Ansatz
Verwendung von Komplement und Vereinigung mittels de Morgan’scher
Regel.

Ist aber ineffzient, weil es Komplementierungen und damit die
Umwandlung von NFAs in DFAs mittels Potenzmengenkonstruktion
erfordert.

Vorlesung FoSAP im SS 2014, M. Grohe Seite 107 Version 29. April 2014



Durchschnitt

Seien Al = (Ql7ZaAlv dio, Fl) und AZ = (Q2727A27 20, F2) e-NFAs.

Wir wollen einen e-NFA konstruieren, der die Sprache L(A;1) N L(.A3)
erkennt.

1. Ansatz
Verwendung von Komplement und Vereinigung mittels de Morgan’scher
Regel.

Ist aber ineffzient, weil es Komplementierungen und damit die
Umwandlung von NFAs in DFAs mittels Potenzmengenkonstruktion
erfordert.

2.Ansatz
Verallgemeinerung der Produktkonstruktion auf NFAs (ist problemlos
moglich).
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Verkettung

Seien A; = (Q1, X, A1, gio, F1) und Ay = (@2, X, Ay, 2o, F2) e-NFAs.
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Verkettung

Seien A; = (Q1, X, A1, gio, F1) und Ay = (@2, X, Ay, 2o, F2) e-NFAs.
Wir konstruieren einen e-NFA, der die Sprache L(A;)L(A;) erkennt.
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Verkettung

Seien A; = (@1, X, A1, 1o, F1) und Ay = (Q2, X, Ay, g0, F2) e-NFAs.
Wir konstruieren einen e-NFA, der die Sprache L(A;)L(A;) erkennt.

Graphisch

4 O 4 O
O O
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Verkettung

Seien A; = (@1, X, A1, 1o, F1) und Ay = (Q2, X, Ay, g0, F2) e-NFAs.
Wir konstruieren einen e-NFA, der die Sprache L(A;)L(A;) erkennt.

v ~ ( ~=0

|

Graphisch

W=\, U,
n 0N
LAY L(A4,)
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Verkettung

Seien A; = (@1, X, A1, 1o, F1) und Ay = (Q2, X, Ay, g0, F2) e-NFAs.
Wir konstruieren einen e-NFA, der die Sprache L(A;)L(A;) erkennt.

Graphisch
: O
Ay 4 O
O
Formal

Wir nehmen an: Q; N Q> = 0.
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Verkettung

Seien A; = (@1, X, A1, 1o, F1) und Ay = (Q2, X, Ay, g0, F2) e-NFAs.
Wir konstruieren einen e-NFA, der die Sprache L(A;)L(A;) erkennt.

Graphisch
: O
Ay 4 O
O
Formal

Wir nehmen an: Q; N Q> = 0.
Sei A= (Q1U @, X, A, gio, F2) mit

A:=A1UAU{(q,¢,92) | g € F1}.
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Verkettung

Seien A; = (@1, X, A1, 1o, F1) und Ay = (Q2, X, Ay, g0, F2) e-NFAs.
Wir konstruieren einen e-NFA, der die Sprache L(A;)L(A;) erkennt.

Graphisch
c O
A 4 O
Formal Behauptung

Wir nehmen an: Q; N Q> = 0.
Sei A= (Q1U @, X, A, gio, F2) mit

L(A) = L(A1)L(A).

A:=A1UAU{(q,¢,92) | g € F1}.
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Verkettung

Seien A; = (@1, X, A1, 1o, F1) und Ay = (Q2, X, Ay, g0, F2) e-NFAs.
Wir konstruieren einen e-NFA, der die Sprache L(A;)L(A;) erkennt.

Graphisch
¢ O
A 4 O
Formal Behauptung

Wir nehmen an: Q; N Q> = 0.
Sei A= (Q1U @, X, A, gio, F2) mit

L(A) = L(A1)L(A2).
Ohne Beweis (ist aber
A=A UM U{(q,6,920) | g€ F}. einfach).
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Beispiel 1.36 (Forts.)

In Beispiel 1.36 wollten wir die von folgenden beiden NFAs beschriebenen
Prozesse hintereinander ausfiihren, also die zugehdrigen Sprachen
verketten.

Cappuccino

Espresso

Tir auf

Geld entnehmen

Unsere Konstruktion liefert folgenden e-NFA:

Cappuccino

Espresso

S.108-a



Beispiel 2.38

Notation
Fiir ein Zeichen a und ein n € N schreiben wir

Wir betrachten folgende Sprachen iiber ¥ = {a, b}:
Ly = {a" | k # 2 mod 4},
Ly :={b" | £ =0 mod 3}.

Dann ist
Lily = {a"b’ | k # 2 mod 4 und £ = 0 mod 3}.

Folgende Automaten erkennen die Sprachen L; bzw. Ls:

Es gilt L1 = L(A1) und L, = L(Ay).

Wir konstruieren daraus den folgenden Automaten fiir die Verkettung:

ES gl't L(.A) = L1 L2.

S.108-a



[teration
Sei A=(Q,%, A, qo, F).
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lteration
Sei A= (Q,X, A, qo, F).
Wir konstruieren einen e-NFA, der die Sprache L(A)* erkennt.
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lteration
Sei A= (Q,X, A, qo, F).
Wir konstruieren einen e-NFA, der die Sprache L(A)* erkennt.

Graphisch
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lteration
Sei A= (Q,X, A, qo, F).
Wir konstruieren einen e-NFA, der die Sprache L(A)* erkennt.

Graphisch
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lteration
Sei A= (Q,X, A, qo, F).
Wir konstruieren einen e-NFA, der die Sprache L(A)* erkennt.

Graphisch Formal
Sei g ¢ Q ein neuer Zustand.
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Iteration

Sei A= (Q,X, A, qo, F).
Wir konstruieren einen e-NFA, der die Sprache L(A)* erkennt.

Graphisch Formal
Sei g ¢ Q ein neuer Zustand.

Sei
A =(QU{q}, X, A, g5, {g6})
mit
A = AU{(qgp,€ q0)}
U{(g,e,90) | g € F}.
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lteration
Sei A= (Q,X, A, qo, F).
Wir konstruieren einen e-NFA, der die Sprache L(A)* erkennt.

Graphisch Formal
Sei g ¢ Q ein neuer Zustand.

Sei
A =(QU{q}, X, A, g5, {g6})
mit
A = AU{(qgp,€ q0)}
U{(g,e,90) | g € F}.

Behauptung
L(A") = L(A)*.
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Beispiel 1.36 (Forts.)

Aus den Automaten

Cappuccino

Espresso

Tir auf

Geld entnehmen

haben wir folgenden Automaten fiir die Sprache
L:=L(A)L(B)

konstruiert:

Cappuccino

Espresso

Daraus erhalten wir folgenden Automaten fiir die Sprache L*:

Cappuccino

Espresso

Bemerkungen 2.39

Wir haben damit also einen Automaten fiir die Sprache (L(A)L(B))*
konstruiert.

» Die Konstruktion folgt aus allgemeinen Ergebnissen und ist damit korrekt.
> Aber ist (L(A)L(B))* wirklich die Sprache, die uns interessiert?
» Und wie kénnen wir komplexe Sprachen iiberhaupt verniinftig

beschreiben?

S5.109-a



Korrektheit der Konstruktion fur die

Iteration
Sei A=(Q,%, A, qo, F) ein e-NFA und L := L(A).
Wir definieren den A" = (QU {q0}, T, A', g5, {q0}) mit
A/ =AU {(q(l)7€7 qO)} U {(q7€7 q(/)) ‘ S F}
Unser Ziel ist es,
L = L(A) (%)

zu beweisen.

Definition

Sei n € N. Ein n-Lauf von A’ ist ein Lauf mit folgenden Eigenschaften:
» Der Zustand gy kommt genau n mal vor.
» Der letzte Zustand des Laufs ist q;.

Beobachtung
Ein Lauf von A’ ist genau dann akzeptierend, wenn er ein n-Lauf fiir ein n > 1

ist.
Per Induktion {iber n > 0 zeigen wir fiir alle w € T*:
w € L" <= es gibt einen (n+ 1)-Lauf von A" auf w. ()
Das impliziert sofort ().
Induktionsanfang: n = 0.

Dann ist w = ¢.
Es gilt £ € L° und (gg) ist ein 1-Lauf von A" auf e.

Induktionsschritt: n — n+ 1.
=" Gelte w € L™ = L"L.
Dann gibt es ein w’ € L" und ein v € L, so dass w = w'v.
Weil w’ € L" gibt es nach Induktionsannahme einen n-Lauf

(roy .-, re)

von A" auf w'.

Weil v € L gibt es einen akzeptierenden Lauf
(s0y---5m)

von A auf v.

Es gilt: r = g und so = qo und s, € F.

Also (re,e,5) € A’ und (sm, e, q4) € A.
Weil A C A’ ist damit

’
(r07"'7r57507--'75m7q0)
ein (n+ 1)-Lauf von A’ auf w = w'v. |
<~—=": Sei //OI o
[
(ro,01,1, ...y Om, Im)

ein (n+ 2)-Lauf von A’ auf w. (Das Wort w entsteht also
aus o1 ...0m durch Weglassen der ¢s.)

Sei ¢ < m maximal, so dass r, = g}, und sei w’ das Wort,
das aus o7 ...0, durch Weglassen der es entsteht.
Dann ist
(ro,o1,r,...,0¢,re)
ein (n+ 1)-Lauf von A" auf w'.
Nach Induktionsannahme gilt also w’ € L".
> Weil r, = g4 und weil (qg, €, qo) die einzige von g
ausgehende Transition von A’ ist, gilt r, +1 = go und
J¢4+1 = €.
> Weil r,, = g4 und weil fiir alle Transitionen (g, o, q3) von
A/
geF und o=c¢
gilt, ist rm—1 € F und o = €.
> Weil ror1,...,rm-1 € Q und
AN@x(Zu{e)xQ)=A
ist
(re+1, 0042, o425+ - s Om—1, Fm—1)
ein akzeptierender Lauf von A auf dem Wort v, das aus

042 .. .0m—1 durch Weglassen der es entsteht.
Also ist v € L.

» Weil 0p41 = om = ¢, ergibt sich w = w'v und damit

welL'L=L"T

$.109-b



Zusammenfassung

Wir haben gezeigt (Korollar 2.34), dass DFAs, NFAs und e-NFAs die
selben Sprachen erkennen. Wir nennen diese Sprachen FA-erkennbar.
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Zusammenfassung

Wir haben gezeigt (Korollar 2.34), dass DFAs, NFAs und e-NFAs die
selben Sprachen erkennen. Wir nennen diese Sprachen FA-erkennbar.

Zusammengefasst ergeben die Ergebnisse dieses Abschnitts folgenden
Satz.

Satz 2.40
Sei ¥ ein Alphabet.

1. Ist L C ¥* FA-erkennbar, so auch L.

Sind K, L C ¥* FA-erkennbar, so auch K U L.
Sind K, L C X* FA-erkennbar, so auch K N L.
Sind K, L C X* FA-erkennbar, so auch KL.
Ist L C ¥* FA-erkennbar, so auch L*.

AR
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Zusammenfassung

Wir haben gezeigt (Korollar 2.34), dass DFAs, NFAs und e-NFAs die
selben Sprachen erkennen. Wir nennen diese Sprachen FA-erkennbar.

Zusammengefasst ergeben die Ergebnisse dieses Abschnitts folgenden
Satz.

Satz 2.40
Sei ¥ ein Alphabet.

1. Ist L C ¥* FA-erkennbar, so auch L.

2. Sind K, L C X* FA-erkennbar, so auch K U L.
3. Sind K, L C ¥* FA-erkennbar, so auch K N L.
4. Sind K, L C X* FA-erkennbar, so auch KL.

5. Ist L C >* FA-erkennbar, so auch L*.

Wir sagen auch, dass die Klasse der FA-erkennbaren Sprachen
abgeschlossen ist unter Komplementbildung, Vereinigung, Durchschnitt
Verkettung und Iteration.
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