Algorithmen fiir Regulare
Sprachen



Minimierung deterministischer Automaten



Ziel

Ziel

Zu einer regularen Sprache wollen wir einen DFA mit minimaler
Zustandszahl konstruieren. Wir nennen so einen DFA einen minimalen
DFA fur die Sprache.
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Ziel

Ziel

Zu einer regularen Sprache wollen wir einen DFA mit minimaler
Zustandszahl konstruieren. Wir nennen so einen DFA einen minimalen
DFA fur die Sprache.

Ergebnisse

» Wir werden sehen, dass der Myhill-Nerode DFA einer Sprache ein
minimaler DFA ist, und zwar ,,bis auf Umbenennen der Zustande"
der einzige.
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Ziel

Ziel
Zu einer regularen Sprache wollen wir einen DFA mit minimaler

Zustandszahl konstruieren. Wir nennen so einen DFA einen minimalen
DFA fur die Sprache.

Ergebnisse

» Wir werden sehen, dass der Myhill-Nerode DFA einer Sprache ein
minimaler DFA ist, und zwar ,,bis auf Umbenennen der Zustande"
der einzige.

» Wir werden einen effizienten Algorithmus angeben, um diesen
minimalen DFA zu berechnen.

Bemerkung 5.1

Ein effizientes Minimierungsverfahren fiir NFAs ist nicht bekannt.
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Minimalitat des Myhill-Nerode DFA

Notation
Mit |.A| bezeichnen wir die Anzahl der Zustande eines endlichen
Automaten A.
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Minimalitat des Myhill-Nerode DFA

Notation
Mit |.A| bezeichnen wir die Anzahl der Zustande eines endlichen

Automaten A.

Definition 5.2
Ein DFA A ist minimal, wenn | A| < |A’| firr alle zu A dquivalenten DFAs

A
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Minimalitat des Myhill-Nerode DFA

Notation
Mit |.A| bezeichnen wir die Anzahl der Zustande eines endlichen
Automaten A.

Definition 5.2
Ein DFA A ist minimal, wenn | A| < |A’| firr alle zu A dquivalenten DFAs
A’

Ein minimaler DFA fiir eine Sprache L ist ein minimaler DFA A mit

L(A) = L.
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Minimalitat des Myhill-Nerode DFA

Notation
Mit |.A| bezeichnen wir die Anzahl der Zustande eines endlichen
Automaten A.

Definition 5.2
Ein DFA A ist minimal, wenn | A| < |A’| firr alle zu A dquivalenten DFAs

A
Ein minimaler DFA fiir eine Sprache L ist ein minimaler DFA A mit
L(A) = L.

Satz 5.3
Sei L eine reguldre Sprache. Dann ist der Myhill-Nerode DFA A, ein
minimaler DFA fiir L.
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Beweis von Satz 5.3

Zur Erinnerung:

Lemma 4.46
Sei A ein DFA und L = L(A). Dann gilt index(L) < |A].

Weiterhin erinnern wir uns, d__ass die Zustandsmenge des Myhill-Nerode
DFA A, die Menge aller ~;-Aquivalenzklassen ist. Also gilt

|Ar| = index(L).
Daraus folgt der Satz sofort. Sei namlich A ein beliebiger DFA mit

L(A) = L. Dann gilt
|AL| = index(L) < | Al
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Eindeutigkeit

Als nachstes wollen wir zeigen, dass der Myhill-Nerode DFA ,bis auf

Umbenennen der Zustande" der einzige minimale DFA fiir eine Sprache
ist.

Mathematisch erfassen wir diese Eindeutigkeit , bis auf Umbenennen der
Zustande" durch den Begriff der Isomorphie von DFAs.
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Isomorphie von DFAs: Beispiel 5.4
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Isomorphie von DFAs: Beispiel 5.4

Identifiziert man die Zustinde gleicher Farbe, so ergibt sich der gleiche
DFA.
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Isomorphie von DFAs

Definition 5.5
Seien Ay = (Q1, X, 91, qi0, F1) und Ay = (@2, X, 02, gooF2) DFAs.
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Isomorphie von DFAs

Definition 5.5
Seien Ay = (Q1, X, 91, qi0, F1) und Ay = (@2, X, 02, gooF2) DFAs.

Ein Isomorphismus von A; auf A, ist eine bijektive Funktion
f:@Q — Q@ mit

> f(91(q,a)) = 62(f(q),a) firalle g€ @y und a € X

> f(q10) = 920

> f(Fl) = F2
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Isomorphie von DFAs

Definition 5.5
Seien Ay = (Q1, X, 91, qi0, F1) und Ay = (@2, X, 02, gooF2) DFAs.

Ein Isomorphismus von A; auf A, ist eine bijektive Funktion
f:@Q — Q@ mit

> f(91(q,a)) = 62(f(q),a) firalle g€ @y und a € X

> f(q10) = 920

> f(F)=F
Wir schreiben f : A; = A,.
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Isomorphie von DFAs

Definition 5.5
Seien Ay = (Q1, X, 91, qi0, F1) und Ay = (@2, X, 02, gooF2) DFAs.

Ein Isomorphismus von A; auf A, ist eine bijektive Funktion
f:@Q — Q@ mit

> f(91(q,a)) = 62(f(q),a) firalle g€ @y und a € X

> f(q10) = 920

> f(F)=F
Wir schreiben f : A; = A,.

Ay ist isomorph zu A, (wir schreiben: A; = A), falls es einen
Isomorphismus von A; auf A, gibt.
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Beispiel 5.4 (Forts.)
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Beispiel 5.4 (Forts.)

Wir definieren f : {qo,...,q3} = {q(,--., ¢4} durch

9 |q|alae]ag
/

|
flq) || a5 | 5] al

Dann f: A= A'.
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Eindeutigkeit des minimalen DFA

Satz 5.6
Sei A ein minimaler DFA fiir eine Sprache L. Dann gilt

A=Al
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Beweis von Satz 5.6
Sei LC Y*.

Zur Erinnerung:
A =(Qu, X, 01, qro, F)
mit
> QL= {V/L | v E ):*},
> 1 QL X X — @ definiert durch

(SL(V/L7 a) = va/L,

v

dLo =€/L,

Fo={v/c|v/inL#0}.

v

Sei A =(Q,%,4, qo, F) ein minimaler DFA fir L.
Wie im Beweis von Lemma 4.46 sei fiir alle ve ©*
a €Q
der eindeutige Zustand mit
A:q S q,.

Im Beweis von Lemma 4.46 haben wir folgende Behauptung bewiesen:

Behauptung 1

Seien v,w € ¥* mit q, = qw. Dann gilt

vV~ W,

Man beachte, dass alle Zustande in A erreichbar sind, denn sonst ware
die Reduktion von A auf die erreichbaren Zustande ein kleinerer
dquivalenter DFA, was der Minimalitat von A widersprache.

Also gibt es fiir alle g € Q ein v € ¥*, so dass A: gy — g, was g = q,
bedeutet. Damit gilt
Q={q. |veX}.

Wir definieren jetzt eine Abbildung f : @ — Q. durch
flav) == v/

Behauptung 2

f ist wohldefiniert.

Beweis.
Wir miissen zeigen, dass der Wert f(g,) nur vom Zustand g, und nicht vom
Wort v abhangt.
Seien dazu v, w € X* mit q, = qw. Nach Behauptung 1 gilt dann v ~; w. Also
gilt

flar) = v/L = w/i = f(qu).

O

Behauptung 3
f ist bijektiv.
Beweis.
f ist surjektiv, denn fiir alle v/, € Qp ist f(qv) = v/L.
Weil |Q| < |Qc| wegen der Minimalitat von A muss f dann auch injektiv
sein. O
Behauptung 4
f: A= AL
Beweis.
Wir miissen noch zeigen:

(i) f(0(qg,a)) =0.(f(q),a) fir alle g€ Qund a € X,

(ii) f(g0) = quo,

(i) f(F) = Fy.
Beweis von (i).
Seig€e Qund a€X. SeiveX” sodass g =q,.
Dann ist 4(q, a) = qva, denn

.A:qO L> qi>5(q73)7
und A : g0 2 gy.. Weil A deterministisch ist bedeutet das 0(q, a) = qua-
Daraus folgt
f(6(q,a)) = f(qua) = va/1L = 6.(v/1, a) = 6u(f(qv), a).
Beweis von (ii).
Es gilt A : go = qo, also qo = g- und damit
f(q0) = /1 = quo.
Beweis von (iii).
Wir haben bereits gezeigt (Behauptung 2 im Beweis von Lemma 4.51):
Fir alle w € ©* gilt
wel < w/L€F.
AuBerdem gilt fiir alle w € X*:
wel < 3IgcF: A:q > q < qu E€F.
Damit gilt fir g = qw € Q:
geF < wel < f(q)=w/L € Fi.
O
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Minimierungsverfahren

Ziel
Ein moglichst effizientes Verfahren, das zu einem gegebenen DFA einen
dquivalenten minimalen DFA konstruiert.
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Reduktion auf die erreichbaren Zustande

Zur Erinnerung (vgl. Definition 2.20)
Sei A= (Q,X,d,qo, F) ein DFA.

» Ein Zustand g € Q ist erreichbar, wenn es ein Wort w € ¥* gibt, so
dass A : go = q.
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Reduktion auf die erreichbaren Zustande

Zur Erinnerung (vgl. Definition 2.20)
Sei A= (Q,X,d,qo, F) ein DFA.

» Ein Zustand g € Q ist erreichbar, wenn es ein Wort w € ¥* gibt, so
dass A : go = q.

» Sind alle Zustande von A erreichbar, so nennen wir A reduziert.

Vorlesung FoSAP im SS 2014, M. Grohe Seite 196 Version 23. Mai 2014



Reduktion auf die erreichbaren Zustande

Zur Erinnerung (vgl. Definition 2.20)
Sei A= (Q,X,d,qo, F) ein DFA.
» Ein Zustand g € Q ist erreichbar, wenn es ein Wort w € ¥* gibt, so
dass A : go = q.
» Sind alle Zustande von A erreichbar, so nennen wir A reduziert.

» Die Reduktion von A auf die erreichbaren Zustande ist der DFA A,
der aus A durch Weglassen aller nicht erreichbaren Zusténde und
deren Transitionen entsteht.
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Reduktion auf die erreichbaren Zustande

Zur Erinnerung (vgl. Definition 2.20)
Sei A= (Q,X,d,qo, F) ein DFA.
» Ein Zustand g € Q ist erreichbar, wenn es ein Wort w € ¥* gibt, so
dass A : go = q.
» Sind alle Zustande von A erreichbar, so nennen wir A reduziert.

» Die Reduktion von A auf die erreichbaren Zustande ist der DFA A,
der aus A durch Weglassen aller nicht erreichbaren Zusténde und
deren Transitionen entsteht.

Beobachtung 2.22: A und A’ sind dquivalent.
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Reduktion auf die erreichbaren Zustande

Zur Erinnerung (vgl. Definition 2.20)
Sei A= (Q,X,d,qo, F) ein DFA.
» Ein Zustand g € Q ist erreichbar, wenn es ein Wort w € ¥* gibt, so
dass A : go = q.
» Sind alle Zustande von A erreichbar, so nennen wir A reduziert.

» Die Reduktion von A auf die erreichbaren Zustande ist der DFA A,
der aus A durch Weglassen aller nicht erreichbaren Zusténde und
deren Transitionen entsteht.

Beobachtung 2.22: A und A’ sind dquivalent.

Erster Schritt des Minimierungsverfahrens
Reduziere den gegebenen DFA auf die erreichbaren Zustande.
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Reduktion auf die erreichbaren Zustande

Zur Erinnerung (vgl. Definition 2.20)
Sei A= (Q,X,d,qo, F) ein DFA.
» Ein Zustand g € Q ist erreichbar, wenn es ein Wort w € ¥* gibt, so
dass A : go = q.
» Sind alle Zustande von A erreichbar, so nennen wir A reduziert.

» Die Reduktion von A auf die erreichbaren Zustande ist der DFA A,
der aus A durch Weglassen aller nicht erreichbaren Zusténde und
deren Transitionen entsteht.

Beobachtung 2.22: A und A’ sind dquivalent.

Erster Schritt des Minimierungsverfahrens
Reduziere den gegebenen DFA auf die erreichbaren Zustande.

Im Folgenden werden wir uns auf reduzierte DFAs konzentrieren.
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Zustandsaquivalenz

Idee
Zwei Zustande sind dquivalent, wenn von ihnen aus dieselben Wérter
akzeptiert werden.

Vorlesung FoSAP im SS 2014, M. Grohe Seite 197 Version 23. Mai 2014



Zustandsaquivalenz

Idee
Zwei Zustande sind dquivalent, wenn von ihnen aus dieselben Wérter

akzeptiert werden.

Notation
Sei A=(Q,%,6,q0, F) und e Q. Wir schreiben A: p > F, wenn es

ein r € F gibt, so dass A: p = r.
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Zustandsaquivalenz

Idee
Zwei Zustande sind dquivalent, wenn von ihnen aus dieselben Wérter

akzeptiert werden.

Notation
Sei A=(Q,%,6,q0,F) und g € Q. Wir schreiben A: p > F, wenn es

ein r € F gibt, so dass A: p = r.

Definition 5.7
Sei A= (Q,X,d,qo, F) ein DFA.
Wir definieren eine zweistellige Relation ~ 4 auf @ durch

p~aq i< firallexeX": (A:piﬂ: — Aiqi”:)
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Beispiel 5.8
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Beispiel 5.8

Aquivalenzklassen von ~ 4:

{90, 92, 96},
{Ch},
{g3, 94},
{gs}
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Eigenschaften der Zustandsaquivalenz

Lemma 5.9
Sei A= (Q,%,0,qo, F) ein DFA.

1. ~ 4 ist eine Aquivalenzrelation.

Vorlesung FoSAP im SS 2014, M. Grohe Seite 199

Version 23. Mai 2014



Eigenschaften der Zustandsaquivalenz

Lemma 5.9
Sei A= (Q,%,0,qo, F) ein DFA.

1. ~ 4 ist eine Aquivalenzrelation.
2. Fiir alle p,q € Q und a € ¥ gilt

p~aq = d(p,a)~ad(q,a)
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Beweis von Lemma 5.9

1. Folgt leicht aus der Tatsache, dass ,<=" eine Aquivalenzrelation ist.

2. Seien p,g € Q,sodass p~4 g, und a € X.

Zu zeigen: Fiir alle x € ™ gilt
A:d(p,a) > F <= A:6(q,a) > F.
Sei x € X*. Dann gilt

A:dpa) S F —= A:p S F
— A:q5F weil p~4 g
> A:(q,a) > F.
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Zustandsaquivalenz vs Myhill-Nerode
Aquivalenz

Lemma 5.10
Sei A= (Q,X,6,qo, F) ein DFA und L = L(.A). Fiir alle w € ©* sei

qw € Q der eindeutige Zustand mit A : qo — Q.
Dann gilt fiir alle v,w € ¥*:

Qv YA Qw < VvV~ w.
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Beweis von Lemma 5.10

qVNAqW<:>ﬂ]raIIeXGZ*:(qvi>F<:)qwi>F)
— firallex € X" : (qo =5 F <= qo - F)
<:>fijra||exez*:(vx€L<:>WX€L)

< V.~ w.
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Minimierung mit Zustandsaquivalenz

Satz 5.11
Seien A = (Q, X, 0, qo, F) ein reduzierter DFA, ~:=~ 4, und L := L(A).
Sei

A= (Q,X,8,q,F)

mit
> Q:={q/~1q€Q}
> 0(q/~,a) :=06(q,a)/~ firalleqge Q,ac X,
> Go = qo/~,
> F:={q/~|q/~NF #0}.

Dann ist VZ ein DFA, und es gilt
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Beispiel 5.8 (Forts.)
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Beispiel 5.8 (Forts.)

Aquivalenzklassen von ~ 4:

% = {qu q2, qﬁ}v

qa ={a},
Q= {CI3,CI4}7
gs = {q5}
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Beispiel 5.8 (Forts.)

Aquivalenzklassen von ~ 4:

% = {qu q2, qﬁ}v

qa ={a},
Q= {CI3,CI4}7
gs = {q5}
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Beweis von Satz 5.11

Zur Erinnerung:

A= (63255’50775) AL = (QL, X, 01, qro, FL)
mit mit
> Q={a/~|qcq}, > Q={v/L|veT),
> 0(q/~,a) =d(q,a)/~ fir alle > 01(v/i,a) = va/, fir alle
geQ,acy, vEX* aE Y.
> o= qo/~, > quo=¢/L,
> F={q/~|q/~NF#0} > Fo={v/i|v/inL#0}

5 ist wohldefiniert, weil nach Lemma 5.9 fiir alle p, g € Q mit P/~ =q/~
gilt

6(p,a)/~ =d(q,a)/~.
Also ist A ein DFA.

Weil A reduziert ist, gibt es fiir alle g € Q ein v € £*, so dass g = gq,.
Wir definieren eine Abbildung f : (3 — Q. durch
flav/~) = V/b

Weil g, ~ g» < v ~. w (nach Lemma 5.10) ist f wohldefiniert und
bijektiv.
Behauptung

Beweis.
Wir miissen noch zeigen:
(i) £(6(q/~,a)) =0.(f(q/~),a) fiiralle g € Q und a € X,
(i) f(q0) = qro,
(iii) f(F) = FL.

Beweis von (i).
Seige Qundae X. SeiveX" sodassqg=q,.

Dann ist 6(q/~, a) = quva/~, denn d(qv, a) = qQua.
Daraus folgt

F(3(a/~,a) = F(qu/~) = va/L = 6u(v/1,8) = 6u(F(q./~), 3).
Beweis von (ii).
Es gilt go = g und damit
f(q) = f(qo/~) = €/t = quo-
Beweis von (iii).
Fir alle p, g € Q gilt

prq = (A:pSF < A:g5F)

= (peF <> q€F).
Fir alle g € Q gilt deswegen
geEF < geF.
Daraus folgt fiir alle w € L*:
wel < q,€F < q,/~€F.

Wir haben bereits gezeigt (Behauptung 2 im Beweis von Lemma 4.51), dass fiir
alle w € X gilt:
weL < w/L€F.

Insgesamt ergibt sich fiir alle g = qu € Q:

g/n €F < wel < f(q/~)=w/. € F..
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Minimierungsalgorithmus
Eingabe: DFA A
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Minimierungsalgorithmus
Eingabe: DFA A

Algorithmus

1. Berechne Menge der erreichbaren Zustidnde von A
(mittels Tiefensuche im Transitionsgraphen, ausgehend vom
Anfangszustand)
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Minimierungsalgorithmus
Eingabe: DFA A

Algorithmus
1. Berechne Menge der erreichbaren Zustidnde von A
(mittels Tiefensuche im Transitionsgraphen, ausgehend vom

Anfangszustand)
2. Berechne Reduktion A’ von A auf die erreichbaren Zustande
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Minimierungsalgorithmus
Eingabe: DFA A

Algorithmus

1. Berechne Menge der erreichbaren Zustidnde von A
(mittels Tiefensuche im Transitionsgraphen, ausgehend vom
Anfangszustand)

2. Berechne Reduktion A’ von A auf die erreichbaren Zustande

3. Berechne Aquivalenzklassen von ~ 4
(mit dem Verfeinerungsalgorithmus)

Vorlesung FoSAP im SS 2014, M. Grohe Seite 203 Version 23. Mai 2014



Minimierungsalgorithmus
Eingabe: DFA A

Algorithmus

1. Berechne Menge der erreichbaren Zustidnde von A
(mittels Tiefensuche im Transitionsgraphen, ausgehend vom
Anfangszustand)

2. Berechne Reduktion A’ von A auf die erreichbaren Zustande

3. Berechne Aquivalenzklassen von ~ 4
(mit dem Verfeinerungsalgorithmus)

4. Berechne den minimalen DFA A’
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Minimierungsalgorithmus
Eingabe: DFA A

Algorithmus

1. Berechne Menge der erreichbaren Zustidnde von A
(mittels Tiefensuche im Transitionsgraphen, ausgehend vom
Anfangszustand)

2. Berechne Reduktion A’ von A auf die erreichbaren Zustinde
3. Berechne Aquivalenzklassen von ~ 4

(mit dem Verfeinerungsalgorithmus)
4. Berechne den minimalen DFA A’

Korrektheit: Sei L = L(A). Es gilt L(A') = L(A) =L und A’ = A,.
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Minimierungsalgorithmus
Eingabe: DFA A

Algorithmus

1. Berechne Menge der erreichbaren Zustidnde von A
(mittels Tiefensuche im Transitionsgraphen, ausgehend vom
Anfangszustand)

2. Berechne Reduktion A’ von A auf die erreichbaren Zustande

3. Berechne Aquivalenzklassen von ~ 4
(mit dem Verfeinerungsalgorithmus)

4. Berechne den minimalen DFA A’

Korrektheit: Sei L = L(A). Es gilt L(A') = L(A) =L und A’ = A,.

Laufzeit: Wird bestimmt durch die Laufzeit des Verfeinerungsalgorithmus.
Bei guter Implementierung ist das

O(|=| - Al - log |A]).
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Verfeinerungsalgorithmus (ldee)

Beobachtung 5.12
Seien A= (Q,X%,0,qo, F) ein DFA und p,q € Q.
1. Wennp € F und q ¢ F, dann p £ 4 q.
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Verfeinerungsalgorithmus (ldee)

Beobachtung 5.12
Seien A= (Q,X%,0,qo, F) ein DFA und p,q € Q.
1. Wennp € F und q ¢ F, dann p £ 4 q.
2. Wenn es ein a € L gibt, so dass §(p, a) #.4 6(q,a), sop #.4 q.
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Verfeinerungsalgorithmus (ldee)

Beobachtung 5.12
Seien A= (Q,X%,0,qo, F) ein DFA und p,q € Q.
1. Wennp € F und q ¢ F, dann p £ 4 q.
2. Wenn es ein a € L gibt, so dass §(p, a) #.4 6(q,a), sop #.4 q.

Idee des Verfeinerungsalgorithmus
Wir verfeinern schrittweise eine Partition von @ (unter Verwendung der
obigen Beobachtung).
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Verfeinerungsalgorithmus (ldee)

Beobachtung 5.12
Seien A= (Q,X%,0,qo, F) ein DFA und p,q € Q.
1. Wennp € F und q ¢ F, dann p £ 4 q.
2. Wenn es ein a € L gibt, so dass §(p, a) #.4 6(q,a), sop #.4 q.

Idee des Verfeinerungsalgorithmus
Wir verfeinern schrittweise eine Partition von @ (unter Verwendung der
obigen Beobachtung).

» Wir beginnen mit der Partition in die Klassen F und Q\ F.
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Verfeinerungsalgorithmus (ldee)

Beobachtung 5.12
Seien A= (Q,X%,0,qo, F) ein DFA und p,q € Q.
1. Wennp € F und q ¢ F, dann p £ 4 q.
2. Wenn es ein a € L gibt, so dass §(p, a) #.4 6(q,a), sop #.4 q.

Idee des Verfeinerungsalgorithmus

Wir verfeinern schrittweise eine Partition von @ (unter Verwendung der
obigen Beobachtung).

» Wir beginnen mit der Partition in die Klassen F und Q\ F.

» Solange es in der aktuellen Partition eine Klasse P, zwei Zustinde
p,q € P und ein a € ¥ gibt, so dass d(p, a) und 6(q, a) in
verschiedenen Klassen sind, so unterteilen wir die Klasse.
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Verfeinerungsalgorithmus (ldee)

Beobachtung 5.12
Seien A = (Q, %, 0, qo, F) ein DFA und p,q € Q.
1. Wennp € F und q ¢ F, dann p £ 4 q.
2. Wenn es ein a € L gibt, so dass §(p, a) #.4 6(q,a), sop #.4 q.

Idee des Verfeinerungsalgorithmus

Wir verfeinern schrittweise eine Partition von @ (unter Verwendung der
obigen Beobachtung).

» Wir beginnen mit der Partition in die Klassen F und Q\ F.

» Solange es in der aktuellen Partition eine Klasse P, zwei Zustinde
p,q € P und ein a € ¥ gibt, so dass d(p, a) und 6(q, a) in
verschiedenen Klassen sind, so unterteilen wir die Klasse.

Wir wiederholen Schritt 2, bis keine Verfeinerung mehr méglich ist.
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Verfeinerungsalgorithmus (ldee)

Beobachtung 5.12
Seien A = (Q, %, 0, qo, F) ein DFA und p,q € Q.
1. Wennp € F und q ¢ F, dann p £ 4 q.
2. Wenn es ein a € L gibt, so dass §(p, a) #.4 6(q,a), sop #.4 q.

Idee des Verfeinerungsalgorithmus

Wir verfeinern schrittweise eine Partition von @ (unter Verwendung der
obigen Beobachtung).

» Wir beginnen mit der Partition in die Klassen F und Q\ F.

» Solange es in der aktuellen Partition eine Klasse P, zwei Zustinde
p,q € P und ein a € ¥ gibt, so dass d(p, a) und 6(q, a) in
verschiedenen Klassen sind, so unterteilen wir die Klasse.

Wir wiederholen Schritt 2, bis keine Verfeinerung mehr méglich ist.

Die resultierende Partition ist genau die Partition der Zustandsmenge in
die ~ 4-Klassen.
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Der Verfeinerungsalgorithmus (Details)

Eingabe: DFA A = (Q, X, qo, 9, F)
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Der Verfeinerungsalgorithmus (Details)

Eingabe: DFA A = (Q, X, qo, 9, F)

Algorithmus
1. Teile Q in die Klassen P, = F und P, = Q\ F auf.
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Der Verfeinerungsalgorithmus (Details)

Eingabe: DFA A = (Q, X, qo, 0, F)

Algorithmus
1. Teile Q in die Klassen P, = F und P, = Q\ F auf.
2. Solange unter den vorhandenen Klassen Py, ..., Py
> eine Klasse Pj, » Zustande p,q € P;,
> eine Klasse P;, > ein Symbol a € *

existieren, so dass 0(p, a) € P; und §(q, a) & P},
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Der Verfeinerungsalgorithmus (Details)

Eingabe: DFA A = (Q, X, qo, 0, F)

Algorithmus
1. Teile Q in die Klassen P, = F und P, = Q\ F auf.
2. Solange unter den vorhandenen Klassen Py, ..., Py
> eine Klasse Pj, » Zustande p,q € P;,
> eine Klasse P;, > ein Symbol a € *

existieren, so dass 0(p, a) € P; und §(q, a) & P},
spalte P; auf in die Klassen

P, ={re P;i|d(r,a) € P;} und
P,-Z:{reP,-\d(r,a)¢Pj}
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Der Verfeinerungsalgorithmus (Details)

Eingabe: DFA A = (Q, X, qo, 0, F)

Algorithmus
1. Teile Q in die Klassen P, = F und P, = Q\ F auf.
2. Solange unter den vorhandenen Klassen Py, ..., Py
> eine Klasse Pj, » Zustande p,q € P;,
> eine Klasse P;, > ein Symbol a € *

existieren, so dass 0(p, a) € P; und §(q, a) & P},
spalte P; auf in die Klassen

P, ={re P;i|d(r,a) € P;} und
P,-Z:{reP,-\d(r,a)¢Pj}

Ausgabe: Die gelieferten Klassen sind die ~ 4-Aquivalenzklassen
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Beispiel 5.8 (Forts.)
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Beispiel 5.8 (Forts.)

Initialisierung:
Pl - {q37 q4}
P2 - {q07 q1,q2,qs, qﬁ}
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Beispiel 5.8 (Forts.)

Initialisierung:
Pl - {q37 q4}
P2 - {q07 q1,q2,qs, qﬁ}

Verfeinere P, mit P; bezgl. a:
P3 = {q0, 91,92, 96}
Py = {CIB}
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Beispiel 5.8 (Forts.)

Initialisierung:
Pl - {q37 q4}

Verfeinere P, mit P; bezgl. a:

Ps ={qo, 91,92, G6}
Py = {CIB}
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Beispiel 5.8 (Forts.)

Initialisierung:
Pl - {q37 q4}

Verfeinere P, mit P; bezgl. a:
P3 = {q0, 91,92, 96}
Py = {CIS}

Verfeinere Pz mit P3 bezgl. b:
Ps = {qo, 92, G6 }
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Beispiel 5.8 (Forts.)

Initialisierung:
Pl - {q37 q4}

Verfeinere P, mit P; bezgl. a:

Py ={gs}

Verfeinere Pz mit P3 bezgl. b:
Ps = {qo, 92, G6 }
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Korrektheit des Verfeinerungsalgorithmus

Sei A= (Q,%,qo,6,F) und n:=|A|.

Wir nennen eine Ausfilhrung von Zeile 2 einen Verfeinerungsschritt.

Behauptung 1

Der Algorithmus hilt nach héchstens n — 2 Verfeinerungsschritten.
Beweis.

Vor dem ersten Verfeinerungsschritt besteht die Partition aus zwei Klassen.
In jedem Verfeinerungsschritt erhdht sich die Anzahl der Klassen.

Eine Partition einer n-elementigen Menge kann aber héchstens n Klassen
enthalten, also kénnen wir héchstens n — 2 Verfeinerungsschritte
durchfiihren. O

Behauptung 2
Zustande in unterschiedlichen Klassen der Partition sind nicht dquivalent.

Beweis.

Induktion iiber die Anzahl s der Verfeinerungsschritte.

Induktionsanfang: s = 0.
Zustinde p € F = Py und g € Q\ F = P; sind nicht dquivalent
(Beobachtung 5.12-1).

Induktionsschritt: s — s + 1.

Wir betrachten die Unterteilung einer Klasse P; in Klassen

Py, ={re P;j|é(r,a) € P;} und
P, ={re Pi|d(r,a) & P;}

im (s + 1). Verfeinerungsschritt.

Sei p € P, und g € P,,. Dann ist §(p, a) € P; und 6(q, a) & P;.

Nach Induktionsannahme gilt 6(p, a) %4 6(q, a).

Nach Beobachtung 5.12-2 gilt dann auch p %4 q. O

Behauptung 3
Zustéande in der gleichen Klasse sind dquivalent.

Beweis.

Wir zeigen die Umkehrung:
p %4 q = pund g landen in verschiedenen Klassen der Partition
Wir sagen, ein Wort x € L* trennt Zustande p und g, wenn
(pi> F und nicht g = F) oder (qi> F und nicht p 5 F).

Dann gilt
praq < Ix€ X" : xtrennt pund q.

Zwei Zustinde p, g sind t-trennbar, fiir ein t € N, wenn es ein Wort x € X* der
Lange |x| = t gibt, das p und q trennt.

Wir zeigen per Induktion lber t € N:

Fiir alle p,q € Q, sind p und q t-trennbar, so landen sie in

verschiedenen Klassen der Partition.

Induktionsanfang: t = 0.

Sind p und g O-trennbar, so gilt entweder p € F und g € Q\ F oder g € F und
peEQ\F.

Also gehéren p und g von Anfang an zu verschiedenen Klassen.

Induktionsschritt: t — t 4 1.

Sei x ein Wort der Lange (t + 1), das p und g trennt.

Dann ist x = ax’ fiir ein a € ¥ und x’ € * der Linge |x'| = t.

Das Wort x’ trennt §(p, a) von (g, a), also gehdren nach Induktionsannahme
d(p, a) von 6(q, a) zu verschiedenen Klassen der Partition.

Angenommen: p und g gehéren bis zum Schluss zur selben Klasse.

Seien P4y, ..., Py die Klassen nach dem letzten Verfeinerungsschritt. Sei P; die
Klasse mit p, g € P; und P; die Klasse mit §(p, a) € P;. Dann gilt §(q, a) € P;.

Jetzt ist es aber noch méglich, die Klasse P; bezgl. P; mit a zu verfeinern.

Das widerspricht der Annahme, dass der letzte Verfeinerungsschritt bereits
durchgefiihrt wurde. O

S.206-a



Berechnung der Myhill-Nerode Aquivalenz

Eingabe: Regularerer Ausdruck, NFA, oder DFA fiir eine regulare Sprache
LCY*
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Berechnung der Myhill-Nerode Aquivalenz

Eingabe: Regularerer Ausdruck, NFA, oder DFA fiir eine regulare Sprache
LCY*

Algorithmus
1. Berechne minimalen DFA A = (Q, X, 9, qo, F) fur L.
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Berechnung der Myhill-Nerode Aquivalenz

Eingabe: Regularerer Ausdruck, NFA, oder DFA fiir eine regulare Sprache
LCY*

Algorithmus
1. Berechne minimalen DFA A = (Q, X, 9, qo, F) fur L.
2. Fur jeden Zustand g € Q, berechne Wort w, € X*, so dass
A:qgo = q.
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Berechnung der Myhill-Nerode Aquivalenz

Eingabe: Regularerer Ausdruck, NFA, oder DFA fiir eine regulare Sprache
LCY*

Algorithmus
1. Berechne minimalen DFA A = (Q, X, 9, qo, F) fur L.
2. Fir jeden Zustand g € Q, berechne Wort w, € ¥*, so dass
A:qgo = q.

Ergebnis: Die Myhill-Nerode Aquivalenzklassen sind wy/1, fir g € Q.
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Berechnung der Myhill-Nerode Aquivalenz

Eingabe: Regularerer Ausdruck, NFA, oder DFA fiir eine regulare Sprache
LCY*
Algorithmus
1. Berechne minimalen DFA A = (Q, X, 9, qo, F) fur L.
2. Fir jeden Zustand g € Q, berechne Wort w, € ¥*, so dass
A:qgo = q.

Ergebnis: Die Myhill-Nerode Aquivalenzklassen sind wy/1, fir g € Q.

Erganzung
Um die Aquivalenzklasse eines Wortes w € ¥* zu finden:

» Bestimme g € @, so dass A : gy — g.
Dann ist w € wy/y.
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Beispiel 5.8 (Forts.)
Sprache L gegeben durch DFA:
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Beispiel 5.8 (Forts.)

Sprache L gegeben durch DFA: Minimaler DFA A fiir L:
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Beispiel 5.8 (Forts.)

Sprache L gegeben durch DFA: Minimaler DFA A fiir L:

Warter w; mit A : go -5 Gi:

Wy = €, wy = b, w3 = a, ws = bb
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Beispiel 5.8 (Forts.)

Sprache L gegeben durch DFA: Minimaler DFA A fiir L:

Woérter w; mit A Jo —> qi:
Wy = €, wy = b, w3 = a, ws = bb
Die Myhill-Nerode Aquivalenzklassen von L sind also

€/L7 b/L7 a/L7 bb/L
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Beispiel 5.8 (Forts.)
Sprache L gegeben durch DFA: Minimaler DFA A fiir L:

Woérter w; mit A Jo —> qi:
Wy = €, wy = b, w3 = a, ws = bb
Die Myhill-Nerode Aquivalenzklassen von L sind also
e/L, b/, a/L, bb/,

Fir das Wort w = bbabbbaaa gilt A o = 3. Also w € a/.
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Weitere Algorithmen fiir endliche Automaten



Grundlegende algorithmische Probleme

1. Wortproblem: Gegeben NFA A, Wort w.
Akzeptiert A das Wort w, d.h. ist w € L(A)?
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Grundlegende algorithmische Probleme

1. Wortproblem: Gegeben NFA A, Wort w.
Akzeptiert A das Wort w, d.h. ist w € L(.A)?

2. Leerheitsproblem: Gegeben NFA A.
Akzeptiert A die leere Sprache, d.h. ist L(A) = 0?7
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Grundlegende algorithmische Probleme

1. Wortproblem: Gegeben NFA A, Wort w.
Akzeptiert A das Wort w, d.h. ist w € L(.A)?

2. Leerheitsproblem: Gegeben NFA A.
Akzeptiert A die leere Sprache, d.h. ist L(A) = 0?7

3. Unendlichkeitsproblem: Gegeben NFA A.
Ist L(.A) unendlich?
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Grundlegende algorithmische Probleme

1. Wortproblem: Gegeben NFA A, Wort w.
Akzeptiert A das Wort w, d.h. ist w € L(.A)?

2. Leerheitsproblem: Gegeben NFA A.
Akzeptiert A die leere Sprache, d.h. ist L(A) = 0?7

3. Unendlichkeitsproblem: Gegeben NFA A.
Ist L(.A) unendlich?

4. Inklusionsproblem: Gegeben NFAs A, B.
Gilt L(A) C L(B)?
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Grundlegende algorithmische Probleme

1. Wortproblem: Gegeben NFA A, Wort w.
Akzeptiert A das Wort w, d.h. ist w € L(.A)?

2. Leerheitsproblem: Gegeben NFA A.
Akzeptiert A die leere Sprache, d.h. ist L(A) = 0?7

3. Unendlichkeitsproblem: Gegeben NFA A.
Ist L(.A) unendlich?

4. Inklusionsproblem: Gegeben NFAs A, B.
Gilt L(A) C L(B)?

5. Aquivalenzproblem: Gegeben NFAs A, B.
Gilt L(A) = L(B)?
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Wortproblem

» Fur DFAs trivial:
Lasse Automat iiber Eingabewort laufen und gib Antwort gemaB
Zustand am Wortende aus.
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Wortproblem

» Fur DFAs trivial:
Lasse Automat iiber Eingabewort laufen und gib Antwort gemaB
Zustand am Wortende aus.

» Fir NFAs:
Analog mit sukzessiver Berechnung der Erreichbarkeitsmengen
(implizit: Potenzmengenkonstruktion).
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Erreichbarkeit im Transitionsgraphen

Notation
Fir einen NFA A = (Q, X, go, A, F).

> | A| :=|Q| Anzahl der Zustinde.
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Erreichbarkeit im Transitionsgraphen

Notation
Fir einen NFA A = (Q, X, go, A, F).

> | A| :=|Q| Anzahl der Zustinde.
> || A|| := |A| Anzahl der Transitionen.
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Erreichbarkeit im Transitionsgraphen

Notation
Fir einen NFA A = (Q, X, go, A, F).

> | A| :=|Q| Anzahl der Zustinde.
> || A|| := |A| Anzahl der Transitionen.

» Fiir Zustande p, g € Q schreiben A : p =5 g, wenn es ein Wort
w € X* gibt, so dass A : p = q.
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Erreichbarkeit im Transitionsgraphen

Notation
Fir einen NFA A = (Q, X, go, A, F).

> | A| :=|Q| Anzahl der Zustinde.
> || A|| := |A| Anzahl der Transitionen.

» Fiir Zustande p, g € Q schreiben A : p =5 g, wenn es ein Wort
w € X* gibt, so dass A : p = q.

AuBerdem schreiben wir A : p — F, wenn A : p = q fir ein g € F.
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Erreichbarkeit im Transitionsgraphen

Notation
Fir einen NFA A = (Q, X, go, A, F).

> | A| :=|Q| Anzahl der Zustinde.
> || A|| := |A| Anzahl der Transitionen.

» Fiir Zustande p, g € Q schreiben A : p =5 g, wenn es ein Wort
w € X* gibt, so dass A : p = q.

AuBerdem schreiben wir A : p — F, wenn A : p = q fir ein g € F.

Beobachtung 5.13

Es gilt A: p = q, wenn es einen Weg von p nach q im
Transitionsgraphen von A gibt.
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Erreichbarkeit im Transitionsgraphen

Notation
Fir einen NFA A = (Q, X, go, A, F).

> | A| :=|Q| Anzahl der Zustinde.
> || A|| := |A| Anzahl der Transitionen.
» Fiir Zustande p, g € Q schreiben A : p =5 g, wenn es ein Wort
w € X* gibt, so dass A : p = q.
AuBerdem schreiben wir A : p — F, wenn A : p = q fir ein g € F.

Beobachtung 5.13

Es gilt A: p = q, wenn es einen Weg von p nach q im
Transitionsgraphen von A gibt.

Das lisst sich mittels Tiefensuche in Linearzeit, also Zeit O(|A| + ||.A
entscheiden (Vorlesung ADS).

),

Vorlesung FoSAP im SS 2014, M. Grohe Seite 212 Version 23. Mai 2014



Leerheitsproblem

Beobachtung 5.14
Sei A ein NFA. Dann gilt

LA) =0 < A:qo > F.
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Leerheitsproblem

Beobachtung 5.14
Sei A ein NFA. Dann gilt

L(.A):(Z) — Aiqoi)f:.

Satz 5.15

Das Leerheitsproblem fiir NFAs lasst sich in Linearzeit entscheiden.

Vorlesung FoSAP im SS 2014, M. Grohe Seite 213 Version 23. Mai 2014



Leerheitsproblem

Beobachtung 5.14
Sei A ein NFA. Dann gilt

L(.A):(Z) — Aiqoi>F.

Satz 5.15

Das Leerheitsproblem fiir NFAs lasst sich in Linearzeit entscheiden.

Beweis.

Folgt aus der Beobachtung und der Tatsache, dass sich A : gy — F
mittels Tiefensuche im Transitionsgraphen in Linearzeit entscheiden

|asst. 0
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Unendlichkeitsproblem

Lemma 5.16
Sei A= (Q,X,6,qo, F) ein NFA. Dann gilt

L(A) unendlich < 3g€ Q: A:qy - q—>q - F,

wobei q N q bedeutet, dass es ein w € ¥*\ {e} mit A: q % q gibt.
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Unendlichkeitsproblem

Lemma 5.16
Sei A= (Q,X,6,qo, F) ein NFA. Dann gilt

L(A) unendlich < 3g€ Q: A:qy - q—>q - F,

wobei q N q bedeutet, dass es ein w € ¥*\ {e} mit A: q % q gibt.

Satz 5.17
Das Unendlichkeitsproblem fiir NFAs lasst sich in Polynomialzeit

entscheiden.
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Beweise

Beweis von Lemma 5.16.

,~—": Sei L(A) unendlich. Dann gibt es ein Wort
w=ar...a, € L(A) fiir ein n > |Q)|.
Sei
(ro,a1,r,a,...,an, )
ein akzeptierender Lauf von A auf w.
Weil n > | Q| gibt es i < j, so dass r; = rj =: gq. Dann gilt

aj+l...ap

... aj11..-a;
Az gy 2% g T2T rmeF

AIsoA:qo;quQF.

: GelteA:qo;q;ng. Seien v, w,x € L* mit w # ¢, so
dass
AiggLqgSqgSF

Dann gilt vw'x € L(.A) fiir alle i > 0. Also ist L(A) unendlich.

O
Beweis von Lemma 5.17.
Folgt aus dem Lemma und der Tatsache, dass die drei Probleme
A:q > q, A:q;q, A:qSF
alle in Linearzeit entscheidbar sind. O

S.214-a



Algorithmus fiir das Inklusionsproblem

Beobachtung 5.18
Seien Ly, L, C X*. Dann gilt

Li ClL, <= leZQZ(Z).
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Algorithmus fiir das Inklusionsproblem

Beobachtung 5.18
Seien Ly, L, C X*. Dann gilt

Li ClL, <= leZQZ(Z).

Inklusionsproblem fiir DFAs
Eingabe: DFAs A; und A,
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Algorithmus fiir das Inklusionsproblem

Beobachtung 5.18
Seien Ly, L, C X*. Dann gilt

LiCly — LiNnL,=0.

Inklusionsproblem fiir DFAs
Eingabe: DFAs A; und A,
Algorithmus

1. Berechne DFA A mit L(A;) = L(Ay).

2. Berechne Produktautomaten A von A; und A, mit
L(A) = L(A;) N L(A2)
3. Entscheide, ob L(A) = 0.
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Algorithmus fiir das Inklusionsproblem

Beobachtung 5.18
Seien Ly, L, C X*. Dann gilt

LiCly — LiNnL,=0.

Inklusionsproblem fiir DFAs
Eingabe: DFAs A; und A,

Algorithmus
1. Berechne DFA A, mit L(A) = L(Ay).
2. Berechne Produktautomaten A von A; und A, mit
L(A) = L(A1) N L(A2)
3. Entscheide, ob L(A) = 0.

Korrektheit: Folgt aus der Beobachtung
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Algorithmus fiir das Inklusionsproblem

Beobachtung 5.18
Seien Ly, L, C X*. Dann gilt

LiCly — LiNnL,=0.

Inklusionsproblem fiir DFAs
Eingabe: DFAs A; und A,
Algorithmus

1. Berechne DFA A mit L(A;) = L(Ay).

2. Berechne Produktautomaten A von A; und A, mit
L(A) = L(A;) N L(A2)
3. Entscheide, ob L(A) = 0.

Korrektheit: Folgt aus der Beobachtung
Laufzeit: O(|X| - | A;] - |A2]).
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Inklusion

Satz 5.19

Das Inklusionsproblem fiir DFAs ist in Polynomialzeit entscheidbar.
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Inklusion

Satz 5.19

Das Inklusionsproblem fiir DFAs ist in Polynomialzeit entscheidbar.

Korollar 5.20
Das Inklusionsproblem fiir NFAs ist entscheidbar.
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Aquivalenz

Beobachtung 5.21
Seien Ly, L, C X*. Dann gilt

Li=1L, < L C Ly und L, C L;.
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Aquivalenz

Beobachtung 5.21
Seien Ly, L, C X*. Dann gilt

Li=1L, < L C Ly und L, C L;.

Korollar 5.22

Das Aquivalenzproblem fiir DFAs ist in Polynomialzeit entscheidbar.
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Aquivalenz

Beobachtung 5.21
Seien Ly, L, C X*. Dann gilt

Li=1L, < L C Ly und L, C L;.

Korollar 5.22

Das Aquivalenzproblem fiir DFAs ist in Polynomialzeit entscheidbar.

Korollar 5.23
Das Aquivalenzproblem fiir NFAs ist entscheidbar.
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Model-Checking

Zu den wichtigsten Anwendungen der Automatentheorie gehort die
automatische Verifikation von Hard- und Software.
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Model-Checking

Zu den wichtigsten Anwendungen der Automatentheorie gehort die
automatische Verifikation von Hard- und Software.

Ein grundlegendes algorithmisches Problem in diesem Bereich ist das
Model-Checking Problem:

Eingabe: Modell S eines (Hard- oder Software) Systems und
Spezifikation ¢ einer Systemeigenschaft.

Problem: Entscheide, ob S die Eigenschaft ¢ hat.
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Model-Checking

Zu den wichtigsten Anwendungen der Automatentheorie gehort die
automatische Verifikation von Hard- und Software.

Ein grundlegendes algorithmisches Problem in diesem Bereich ist das
Model-Checking Problem:

Eingabe: Modell S eines (Hard- oder Software) Systems und
Spezifikation ¢ einer Systemeigenschaft.

Problem: Entscheide, ob S die Eigenschaft ¢ hat.
Haufig ist das Systemmodell ein NFA. Die Spezifikation der

Systemeigenschaft ist normalerweise eine Formel einer geeigneten
Spezifikationslogik, manchmal reicht schon ein regularerer Ausdruck.
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Beispiel 5.24

Wir betrachten wieder unseren
Getrankeautomaten, modelliert durch den
ublichen NFA.

Cappuccino

Espresso
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Beispiel 5.24

Wir betrachten wieder unseren
Getrankeautomaten, modelliert durch den
ublichen NFA.

Cappuccino

Der Einfachheit halber verwenden wir als
Alphabet

¥ = {1,2,[C],[E],[T), C,E, T}

wobei 1,2, C, E, T fur 1€, 2€, Cappuccino,
Espresso, Tee stehen.

Espresso
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Beispiel 5.24

Wir betrachten wieder unseren
Getrankeautomaten, modelliert durch den
ublichen NFA.

Cappuccino

Der Einfachheit halber verwenden wir als
Alphabet

¥ = {1,2,[C],[E],[T), C,E, T}

wobei 1,2, C, E, T fur 1€, 2€, Cappuccino,
Espresso, Tee stehen.

Espresso

Die Systemeigenschaft, die wir tGberpriifen wollen, ist:

Immer wenn Geld eingeworfen wird, kommt irgendwann auch
ein Getrénk raus.
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Beispiel 5.24

Wir betrachten wieder unseren
Getrankeautomaten, modelliert durch den
ublichen NFA.

Cappuccino

Der Einfachheit halber verwenden wir als
Alphabet

¥ = {1,2,[C],[E],[T), C,E, T}

wobei 1,2, C, E, T fur 1€, 2€, Cappuccino,
Espresso, Tee stehen.

Espresso

Die Systemeigenschaft, die wir tGberpriifen wollen, ist:

Immer wenn Geld eingeworfen wird, kommt irgendwann auch
ein Getrénk raus.

Diese Eigenschaft konnen wir durch folgenden reguldren Ausdruck
spezifizieren:

Y(A+2)X(CHEHT)Z +([CI+[E]+[T]+CH+E+T)"
Hier schreiben wir X als Abkiirzung fir (1+2+[C]+ [E]+[T]+ C+ E+ T).
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Automatentheoretisches Model-Checking
Verfahren

Eingabe: NFA S und regularer Ausdruck ¢.
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Automatentheoretisches Model-Checking
Verfahren

Eingabe: NFA S und regularer Ausdruck ¢.

Wir sagen, dass S die Spezifikation ¢ erfiillt, wenn jeder akzeptierende
Lauf von A die durch ¢ spezifizierte Eigenschaft hat
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Automatentheoretisches Model-Checking
Verfahren

Eingabe: NFA S und regularer Ausdruck ¢.

Wir sagen, dass S die Spezifikation ¢ erfiillt, wenn jeder akzeptierende
Lauf von A die durch ¢ spezifizierte Eigenschaft hat

Aufgabenstellung: Uberpriife, ob L(.A) C L(¢).
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Automatentheoretisches Model-Checking
Verfahren

Eingabe: NFA S und regularer Ausdruck ¢.

Wir sagen, dass S die Spezifikation ¢ erfiillt, wenn jeder akzeptierende
Lauf von A die durch ¢ spezifizierte Eigenschaft hat

Aufgabenstellung: Uberpriife, ob L(.A) C L(¢).
Algorithmus

Wir konstruieren einen zu ¢ aquivalenten NFA A, und fiihren einen
Inklusionstest fiir die NFAs S und A, durch.
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