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Teil 1

Funktionentheorie



Kapitel XI

Differentialformen 1.
Ordnung

Pfaffsche Formen, 1-Formen

XI.1 Definition: Tangentialraum, Tangentialvek-
tor, Kurve

U CR" offen, p e U
T,(U):={veR"|Je<0und a: (—¢,e) = U stetig differenzierbar mit (0) = p und o'(0) = v}
T,(U) heit Tangentialraum von U in p.

v € T,(U) heiit Tangentialvektor.
« heiflt stetig differenzierbare Kurve.

XI.1.1 Satz
T,(U) = R"

XI.2 Definition: Dualraum
T,(U) :=={p | :Tp(U) — R linear }

T (U) heit Dualraum.

XI.3 Definition: Differentialform 1. Ordnung

U C R" offen.

Eine Differentialform 1. Ordnung w ist eine Abbildung w : U — ¢y, T, (U)
wobei w(p) € T, Vp e U.

w heiflt auch Pfaffsche Form oder I1-Form

2
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XI1.3.1 Notation
<> <w(p),v >:=w(p)(v) (veT,U))

XI.4 Definition: Totales Differential

Sei f: U — R differenzierbar. Das totale Differential df von f ist die wie folgt
definierte pfaffsche Form:

<t o>=Y Loy

mit v = (v1,...,v,)7 € T,(U).

XI.5 Darstellung w bzgl. (dualer) Basis

w(p) (v) €R
M~ =~
€Tx(U) €T, (U)

Wihle Standard-Basis ey, ..., e, von T,(U) =R", ;= (0,...,0,1,0,...,0)T

szfida:i (flU—>R)
i=1

XI.6 Definition: Stetig, differenzierbar usw. fiir
1-Formen

w = Z:I:I fi dz;

w stetig / differenzierbar / usw., falls f; stetig / differenzierbar / usw.

XI1.7 Definition: Integral von 1-Formen

XI.7.1 fiir stetige Kurven
Seiw = Y"1, f; dz; stetig a: [a,b] — U stetig differenzierbare Kurve

/a / (Z fi(a ) dt
_ /ab < w(alt)),d'(t) > dt

XI1.7.2 fiir stiickweise stetige Kurven

a : la,b] — U heifit stiickweise stetig differenzierbare Kurve, falls « stetig ist
und to, ..., 1t € [a,b] existieren mit o := o, , . ist stetig differenzierbar.
ot

k—1
Jo=3[ o
@ j=0"Y%j

+1]
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XI.8 Satz 1

Vor.:

F : U — R stetig differenzierbar,
a : [a,b] — U stiickweise stetig differenzierbare Kurve, «(a)=p, «(b)=gq

Beh.:
/dF:F(p)—F(q)

XI.9 Lemma
Vor.:

w stetige 1-Form, a: [a,b] — U stetig differenzierbar,
(p,f/) 2 [a,b] — [a, 0], i )
p(a)=a, p(b) =b ¥(a)="b, ¥(b)=a

Beh.:
[l [
aoyp el o) e

XI1.10 Definition; Stammfunktion fiir 1-Form

F : U — R stetig differenzierbar heifit Stammfunktion fir stetige w,
falls w = dF.

XI.11 Definition: Gebiet

U CR", U # 0 heifit Gebiet, falls U offen und wegzusammenhiingend ist.

XI.11.1 Definition: Wegzusammenhingend, Weg

Vergleiche VI.60

Seien (V,]|.]|) ein normierter Raum, D C V.

Die Menge D heifit wegzusammenhdngend, falls es fiir je zwei Punkte x,y € D
eine stetige Abbildung ¢ : [0,1] — V mit ¢(0) = = und ¢(1) = y gibt mit
©([0,1]) C D. ¢ heifit Weg.

XI1.12 Satz 2

Vor.:
U Gebiet, F : U — R stetig differenzierbar, dF =0
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Beh.:

F' ist konstant.

XI1.12.1 Folgerung

F Stammfunktion einer 1-Form w =

F 4 Konstante ist auch Stammfunktion von w

Mit Satz 2 gilt auch die Umkehrung:

F, G Stammfunktionen von w auf wegzusammenhéingendem U —
F = G + Konstante

XI.13 Satz 3
Vor.:

U Gebiet, w stetige 1-Form in U

Beh.:

w hat Stammfunktion f

/ w =0 V stiickweise stetig differenzierbaren
[e3%

geschlossenen Kurven a : [0,1] = U

XI.13.1 Definition: Geschlossene Kurve
a:[0,1] — U heifit geschlossen, falls a(0) = a(1).

XI1.14 Definition: Geschlossen, exakt

U C R" offen, w = >, fidwx; stetig differenzierbare Pfaffsche Form auf U.

w heifit geschlossen, falls % = %
) p

w heilit exakt, falls w = dF fiir ein zweimal stetig differenzierbares F'.

Bem.:

=
w exakt @ v geschlossen

XI.15 Definition: Sternférmig

U C R™ heifit sternformig, falls ein p € U existiert, mit
[p,a] C U fiir alle a € U, wobei [p,a] = {tp+ (1 —t)a | t € [0,1]} ist.
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XI1.16 Satz 4
Vor.:

U C R™ offen und U sternférmig, w stetig differenzierbare 1-Form

Beh.:

w geschlossen = w exakt
Vergleiche auch XI.14.

XI1.16.1 Definition: Homotop

a,B:[0,1] — U stetig, «a(0) =p0)=po, «(l)=p8(1)=m
a, B heiflen homotop in U, falls ein stetiges H : [0, 1] x [0,1] — U existiert mit

1. H(0,t) = a(t), H(1,t)=p8(t) Vtelo,1]
2. H(U,O):po, H(uvl):pl V’U,G[O,l]
H heifit Homotopie.

XI.17 Satz 5

Vor.:

U CR"offen, po,p1 €U, «a,0:]0,1] — U, stiickweise stetig differenzierbare
Kurven mit a(0) = 8(0) = py, «(1) =p(1) =p1, a, 3 homotop.

Beh.:

-1

XI.18 Definition: Einfach zusammenhingend

Ein Gebiet U C R™ heifit einfach zusammenhdingend, falls es ein p € U gibt mit:
Jede stetige Kurve « : [0,1] — U mit «(0) = «(1) = p ist homotop zur Punkt-
kurve v : [0,1] = U, ~(t) =

Beispiel:

U sternformig.

XI.19 Satz 6
Vor.:

U Gebiet einfach zusammenhéngend,
w stetig differenzierbare geschlossene 1-Form,
« stiickweise stetig differenzierbare geschlossene Kurve in U
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/sz

Beh.:

XI1.20 Folgerung 1
Vor.:

U C R™ einfach zusammenhéngendes Gebiet,
w stetig differenzierbare 1-Form

Beh.:

w=dF — w geschlossen

XI1.21 Definition: C-Integral

U c C offen, F : U — C stetig, v : [a,b] — C stetig differenzierbar,
z=x+iy € C=R?

/ f(2)dz e / (u + iv)(dz + idy)
0l vy ¥ M

dz

= /(udm —vdy) +1 /(vda: + udy)
mw(w@> b
2 [ (u(n (1), 32(8) A4 (1) — v (1), 70 () - 14 (1)) dt

+i[: (W1 ()72 () - Y4 (£) + u(yi(t), v2(t)) - 4 (t)) dt

b
- [0 000y GO + 0500
a N—————
F(v(1)) V()

b
/fwmww@ﬁ

XI1.22 Definition: Stammfunktion in C

F : U — C heilt Stammfunktion von f, falls F C-differenzierbar in U und
F' = f ist.

XI1.23 Satz 7

Vor.:
U C C Gebiet, f:U — C stetig.
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Beh.:

f=F <+ / f(z)dz =0 V stiickweise stetig differenzierbaren geschlossenen Kurve « in U
¥

XI1.24 Satz 8 (Existenz von Stammfunktion)
Vor.:

U C C einfach zusammenhéngendes Gebiet,
F : U — C stetig C-differenzierbar.

Beh.:
f hat Stammfunktion: f = F’

Bem.:

Vergleiche Satz 6 und Satz 7 fehlt: Geschlossenheit

XI1.25 Cauchy-Riemann-Gleichungen

Vor.:
f C-differenzierbar (holomorph), flz+iy) = ulz,y) + iv(x,y)
Beh.:

Uy = Uy

Uy = —Uy

XI1.26 Folgerung 2 (Integralsatz von Cauchy)
XI.26.1 Vor.:

U C C einfach zusammenhéngendes Gebiet,
f U — C stetig differenzierbar.

Beh.:
f7 fdz =0 fiir jede stiickweise stetig differenzierbare geschlossene
Kurve v in U.

XI1.27 Definition: Holomorph

U C Coffen. f:U — C heifit holomorph in z € U, falls eine Umgebung
V C U, z eV existiert mit f ist C-differenzierbar in jedem Punkt z € V.
f heiBt holomorph, falls f holomorph in jedem Punkt von U ist.



KAPITEL XI. DIFFERENTIALFORMEN 1. ORDNUNG

Bem.:

f holomorph in Z = f stetig in Z

XI.28 Satz 9 (Cauchy - Goursat)

Vor.:

A C C abgeschlossenes Dreieck, U offene Umgebung von A,
f: U — C holomorph.

XI1.28.1 Beh.:
/ f(z)dz=0
(AN

XI1.29 $atz 1 (Cauchy - Goursat fiir Polygone)

Vor.:

P abgeschlossenes Polygon, U offene Umgebung von P,
f : U — C stetig und holomorph auf U \ {zo}.

XI1.29.1 Beh.:
/ f(z)dz=0
oP

XI1.30 $atz 2 (Cauchy - Goursat fiir Dreiecke)

Vor.:

A C C abgeschlossenes Dreieck, U offene Umgebung von A, z0 €A
f:U — C stetig und holomorph auf U \ {zo}.

XI1.30.1 Beh.:

f(z)dz=0
an

XI.31 Definition: Integrationsweg

XI1.31.1 Integrationsweg

U C C offen.
v : [a,b] — U stiickweise stetig differenzierbarer Weg mit
' (t) # 0Vt € [a;, a;y1] heilit Integrationsweg (I-Weg).

XI1.31.2 einfach
7 : [a,b] — U Integrationsweg heiit einfach, falls 7, injektiv ist.
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XI.31.3 geschlossen

v : [a,b] — U Integrationsweg heifit geschlossen, falls y(a) = v(b) ist.

XI1.31.4 EGI-Weg

Ein FGI-Weg ist ein einfach geschlossener Integrationsweg.

XI.31.5 Bemerkung:

~ einfach geschlossener Integrationsweg. Dann ist Bild(vy) homdomorphes Bild
des Einheitskreises 0B(0,1).

XI1.32 $atz 4 (Jordan)

Vor.:

S C C homoomorphes Bild von 0B(0, 1).

Beh.:

C\S=G1 UG, wobei G, G2 Gebiete sind mit
GiNGy = (Z), 0G1 = 0Go, (1 beschrankt.

(Ohne Beweis.)

XI.33 Annahme: ¢

Orientierung / Durchlaufsinn eines EGI-Weges v sei “linksherum”.
fv f(2)dz ist in diesem Sinne zu verstehen.

XI1.34 $atz 5 (Cauchy - Goursat fiir EGI-Weg)

Vor.:

v EGI-Weg,
G beschrénkte Komponente von C \ Bild(y) (im Sinne von XI.32),
f holomorph auf G U Bild(%).

Beh.:

jéf(z)dz =0
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XI1.35 $atz 6 (Cauchy - Goursat fiir geschachtel-
te EGI-Wege)

Vor.:

71, v2 EGI-Wege,

Ggl) beschrinkte Komponente von C \ Bild(v;) (X1.32),
G(QQ) unbeschrénkte Komponente von C \ Bild(vs),

f holomorph auf Ggl) N Gé2) U Bild(y1) U Bild(7s).

Beh.:



Kapitel XII

Integralformel von Cauchy

XII.0 Holomorphiekriterium

f habe Stammfunktion F' auf einer offenen Menge U C C
Dann ist f = F’ holomorph auf U.

XII.1 Definition: Holomorph auf und innerhalb,
innerhalb
Sei v EGI-Weg.

f heiit holomorph auf und innerhalb ~, falls f holomorph auf G; UBild(y) (im
Sinne von XI1.32) ist.

a € C liegt innerhalb ~, falls a € G;.

XII.2 Satz 1 (Integralformel von Cauchy)

Vor.:

Sei v EGI-Weg, f holomorph auf und innerhalb ~,
a liege innerhalb ~.

Beh.:

XII.3 Satz 2 (“Einmal diffbar, immer diffbar”)

Jede holomorphe Funktion ist beliebig oft differenzierbar, somit ist jede ihrer
Ableitungen holomorph.

12
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Vor.:

Sei v EGI-Weg, f holomorph auf und innerhalb -,
z liege innerhalb 7.

Beh.:
7o (z) = 22 7{ SO e

- 2mi ) (€ — z)n Tt

XII.4 Satz 3 (Morera)
Vor.:

G C C offen, f: G — C stetig. Fiir alle A C G ist faA f(z)dz=0.

Beh.:

f ist holomorph auf G.

XIL.5 Satz 4

Vor.:

G C C offen, f:G—C, 20 € G, f holomorph auf G'\ {20},
f stetig fortsetzbar in zg.

Beh.:

f ist holomorph auf ganz G.

XII.6 Satz 5 (Hebbarkeitssatz von Riemann)

Vor.:

G C C offen, f:G—C, 29 € G, f holomorph auf G'\ {20},
Es existiert ein € > 0, sodas f beschrénkt ist auf B(zg,¢) \ {20} C G.

Beh.:

f ist holomorph auf G. (D.h., f ist holomorph fortsetzbar in z.)

XII.7 Satz 6 (Ungleichung von Cauchy)

Vor.:
f holomorph auf B(zg,r). Sei 0 < <.



14 TEIL 1. FUNKTIONENTHEORIE

Beh.:
Fiir z € B(zp,7 — 6) U {20} gilt:

n'

S . max (£

T n.
0 0™ £€0B(z20,7)

72| <

XII.7.1 Anmerkung

Die Ungleichung wird schlecht, falls ¢ klein ist, d.h., falls z in der Nihe vom
Rand der Kugel liegt.

XII.8 Folgerung 1 (6 =r)

n!

max | f(¢)]

™ £€€0B(20,r)

)] <

XII.9 Folgerung 2 (6 =

NI
N—

Fiir z € B(20, §)

|
(") (» ‘ < cni ma.
1) < enr _max (7€)

¢, € R Konstante (c,, = 27+1)

XI1.10 Satz 7 (Liouville)
Vor.:

f holomorph auf C

Beh.:

f beschrinkt = f konstant

XII.11 Satz 8 (Hauptsatz der Algebra)
Vor.:

p(z):=ap+a1z+ ...+ a2, n>1, a,#0, a;€C

Beh.:

Es existiert ein zg € C mit p(zg) = 0.
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XII.12 Satz 9 (Weierstraf})

Vor.:

G C C offen, fn : G — C holomorph (n=1,2,...),
fn — [ lokal gleichméBig.

Beh.:
1. f ist holomorph.

2. f7(zk) — ) Jokal gleichmiifig.

XII.13 Lemma 1 (Existenz von Nullstellen)
Vor.:

F holomorph auf B(zg, ), |F(20] < min,epp(zo,r) [F(2)]-

Beh.:
F hat Nullstelle in B(zp, 7).

XII.14 Satz 10 (Gebietstreue)

Vor.:
G C C Gebiet, f holomorph auf G, f nicht konstant.

Beh.:
f(G) ist Gebiet.

XII.15 Satz 11 (Mittelwertsatz von Gauf)

Vor.:
f holomorph auf B(zg,7)

Beh.:

2
f(z0) = %/o f(z0 +re?)d

XII.16 Satz 12 (Maximum Modulus Theorem)

Vor.:
v EGI-Weg, f holomorph auf und innerhalb =, f nicht konstant.
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Beh.:

Das Maximum von |f(z)| auf und innerhalb v wird auf v und nicht innerhalb ~
angenomimern.

XII.17 Satz 13 (Minimum Modulus Theorem)

Vor.:

v EGI-Weg, f holomorph auf und innerhalb ~, f nicht konstant.
Sei f(z) # 0 innerhalb ~.

Beh.:

Das Minimum von |f(z)| auf und innerhalb v wird auf « und nicht innerhalb ~
angenommen.

XII.18 Definition: Ordnung einer Nullstelle (Mul-
tiplizitit)

Sei f holomorph in zg. f hat in 2z eine Nullstelle der Ordnung (Multiplizitit) p,
falls in einer Umgebung U > zp gilt f(2) = (2 — 20)? - h(2), mit h holomorph in
zo und h(zg) # 0.

XII.19 Definition: Pol (Ordnung / Multiplizitit)

Sei U 3 2 offene Menge, f holomorph auf U \ {zo}.
Falls f(z) = —“2_ (p € N) mit h holomorph auf U und h(z) # 0,

= G-=07

so hat f in zg einen Pol der Ordnung (Multiplizitit) p

D.h., % hat in zy eine Nullstelle der Ordnung p.

XI1.20 Satz 14 (Argument-Theorem)

Vor.:

v EGI-Weg, «, 3 liegen innerhalb =,

f holomorph auf und innerhalb v, mit Ausnahme von «
« Pol der Ordnung p, £ Nullstelle der Ordnung n,
f habe keine weiteren Nullstellen auf und innerhalb ~.

Beh.:
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XII.21 Satz 15 (Rouché)

Vor.:

v EGI-Weg, f, g holomorph auf und innerhalb ~,
l9(2)| < [f(2)] auf ~.

Beh.:

f und f + g haben dieselbe Anzahl von Nullstellen innerhalb ~ (mit Multipli-
7zitét).

XII1.22 Satz 16 (Taylorentwicklung)
Vor.:

f holomorph auf B(a, R).

Beh.:
Fiir alle z € B(a, R) gilt:

f”(a)(z—a)z—l—...—k f(n)(a')

12) = fl@)+ Fla)(z - o) + 1

Anmerkung

Die Konvergenz der Reihe ist lokal gleichméBig.

XI1.23 Definition: Diskrete Menge

Sei G C C offen. Eine Teilmenge A C G heifit diskret, falls fiir alle zg € G eine
Umgebung U, existiert mit |U,, N A| ist endlich.

XII.24 Identitiatssatz

Vor.:
G C C Gebiet, f holomorph auf G.

Beh.:
Aquivalent sind:
1. f(z)=0
2. f hat in G eine Nullstelle der Ordnung oo

3. Es gibt eine nicht diskrete Teilmenge A C G mit f(z) =0Vz € A
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XII.25 Folgerung (Permanenzprinzip)
Vor.:

G C C Gebiet, f holomorph auf G, A C G nicht diskret.

Beh.:

f ist durch die Werte auf A vollstdndig bestimmt.

XII1.26 Satz (Laurent-Entwicklung)

Vor.:

1> T, R:= B(a,r1)\ B(a,r2) (offener Ring),
f holomorph auf R.

Beh.:
Fiir z € R ist
f(z) = Z an(z —a)" + Z a_pn(z—a)™
n=0 n=1
Nebenteil Hauptteil
wobei
1
0 - I IC)
27 JaB(a,r) (w— a)nt!
1
o, = - ]{ _ S
2mi dB(a,r2) (U} - a‘)inJrl

XII1.27 Definition: Residuum

a1 = 5 fﬁB(a ) f(w)dw aus der Laurent-Reihe heifit Residuum von f an der
Stelle a.
res, f sei das Residuum der Funktion f an der Stelle a.

XII.28 Definition: Isolierte Singularitét

Sei zg € C, f holomorph auf U \ {z0}, U Umgebung von zg.

Dann heifit 2y isolierte Singularitit von f.

XII.28.1 Kilassifizierung von isolierten Singularititen

1. Hebbare Singularitit:
f beschriankt auf U \ {2}
= f holomorph fortsetzbar in zp (Riemannscher Hebbarkeitssatz XII.6)
= f=30ak(z —20)"
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2. Singularitit mit Pol der Ordnung n:
lim, .., [f(2)] = o0
— ﬁ holomorph fortsetzbar in zy wobei zg dann Nullstelle der

Ordnung n von ﬁ ist.

<= f hat Pol der Ordnung n in 2.
= f=20 an(z—20)" (a_n #0)

3. Wesentliche Singularitit:
Falls nicht 1. oder 2., so heifit zy wesentliche Singularitit von f.
— f=Z;7wak(z—zo)k (AneN:a_, =0Yk>n)



Kapitel XIII

Satz Casorati - Weierstraf3

XIII.1 Satz 1 (Casorati - Weierstraf)

Vor.:

zo sel wesentlich Singularitidt von f: U\ {20} — C

Beh.:

Fiir jede Umgebung V' C U von z gilt:

fV\{z}) =C

XIII.2 Satz 2 (Wachstumsverhalten von Poly-
nomen)

Vor.:

Sei p(z) = Y_j_, axz" Polynom vom Grad n (a, # 0).

Beh.:

Fiir |z| > 1 gilt:
p(2)] < M -|z[*

XIII.3 Definition: Ganze Funktion, ganze tran-
szendente Funktion
Eine Funktion f heifit ganze Funktion, falls f holomorph auf ganz C ist.

Eine Funktion f heifit ganze transzendente Funktion, falls f holomorph auf ganz
C ist und f kein Polynom ist.

20
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XIII.4 Satz 3 (Verallgemeinerung von Liouville)

Vor.:

f ganze Funktion, es gibt M, R > 0,n € Ny mit
|f(2)] < M|z|™ fiir alle |z| > R.

Beh.:

Dann ist f Polynom vom Grad < n.

XIII.5 Satz 4 (Casorati - Weierstrafl fiir co)
Vor.:

f ganze transzendente Funktion.

Beh.:

Fiir alle R > 0 gilt:
f(C\B(0,R)) =C



Kapitel XIV

Logarithmus

“Umkehrfunktion” von exp

XIV.1 Definition: C*

C*:=C\ {0}

XIV.2 Definition: Logarithmus

Sei z € C*. Ein w € C mit exp(w) = z heiflt Logarithmus von z.
(w ist nicht eindeutig bestimmt!)

XIV.3 Definition: Zweig des Logarithmus

G C C* Gebiet. Eine stetige Funktion f : G — C mit exp(f(z)) = 2 Vz € G
heifit Zweig des Logarithmus (Logarithmusfunktion) auf G.

Bem.:

Falls f,g : G — C Zweige des Logarithmus sind, so ist f(z) = g(z) + 2kni fiir
ein k € Z und alle z € G.

XIV.4 Definition: Zweig des Argumentes

Sei G C C* Gebiet. Eine stetige Funktion ¢ : G — R heifit Zweig des Argumentes
(des Winkels) (Argumentfunktion), falls ¢(z) fiir jedes z € G ein Argument
(Winkel) von z ist.

22
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XIV.5 Satz 1

Vor.:
G C C* Gebiet

Beh.:
Auf G gilt:

es existiert ein Zweig des Logarithmus
<~
es existiert ein Zweig des Argumentes

XIV.6 Satz 2

Vor.:
G C C* Gebiet, f Zweig des Logarithmus auf G

Beh.:
f ist holomorph und f'(z) = %

Bem.:

Auf C* (oder auf einem Ring C C*) gibt es keinen Zweig des Logarithmus.

XIV.7 Satz 3
Vor.:

G C C* Gebiet und einfach zusammenhéngend.

Beh.:

Auf G gibt es einen Zweig des Logarithmus.

XIV.8 Definition: Potenz

acC, beC

a® == exp(b - loga)

XIV.8.1 Eigenschaften
Fall 1: a fest, b variabel

a® = zr— exp(zloga)
(@*) = a*-loga
az1+22 G,Zl . aZZ
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Fall 2: a variabel, b fest

Welchen Zweig des Logarithmus wihlt man fiir 2° ?
— Zweig der b-ten Potenz:

XIV.9 Definition: Zweig der O-ten Potenz

Sei G C C* Gebiet, auf dem ein Zweig des Logarithmus existiert.
Dann heifit z — exp(b - log z) ein Zweig der b-ten Potenz auf G.

XIV.9.1 Spezialfall

b= +,n e N. Betrachte die n-te Wurzel Z7.

Sei log ein Zweig des Logarithmus auf G.
Dann gibt es genau n Zweige der b-ten Potenz

log(z)+2km’> k= 0.1
n ) — Y by

fi(2) = exp (



Kapitel XV

Der Residuensatz

XV.1 Satz 1 (Residuensatz)

Vor.:
C sei EGI-Weg, {a,b,c,...} innerhalb C| endlich viele,
f holomorph auf und innerhalb C' mit Ausnahme von a, b, ¢, ... mit

Residuen a_1,b_1,c_1, ...

Beh.:

j{ f(2)dz =2mi(a_1 +b 1 +c1+...)
C

XV.2 Bemerkung

Vor.:

Sei a_; Residuum fiir einen Pol a der Ordnung m der Funktion f.

Beh.:

XV.3 Anwendungen des Residuensatzes
o0

XV.3.1 [7 F(x)dx

Vor.:

F : R — R holomorph komplexifizierbar, R >0,

[:=R-e te|0,7] (Halbkreis) C:=T([0,7]) U[-R, R]
F stetig auf I, EIa>1,M€RVz€F:\F(z)|§%.

25
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Beh.:

limp—oo [p F(2)dz = 0 und somit

/OO F(x)dx = lim F(z2)dz

R—oo Jo
Anmerkung
Benutze den Residuensatz, falls innerhalb C' Punkte a, b, ¢, ... liegen.
Beispiel
F(z) = 55

Siehe Vorlesungen vom 27.05.2004 und 08.06.2004 sowie Ubungen.

XV.3.2 fo% G(sin 0, cos 0)do

Komplexifizieren: z := e

Benutze dabei:

0 —1i6
e’ —e
inf =
sin %
- 72—zt
N 2i
Z—|—z’1
0 = ...=
cos 5
1
dd = —dz
12

Falls beim Einsetzen nicht alle 6 aufgelost werden konnen, ist diese Methode
nicht anwendbar. Sonst:

C = {e"]0<t<2r} (Einheitskreis)
27 -1 -1
- 1
; G(sinf,cos@)df = %CG (2 2: , z +22 ) Edz
=:f(2)

= 2m [Z Residuen von f innerhalb C}

Beispiel

G(Sin 97 cos 6) ~ 322 00310+si11 0 .
Siehe Vorlesung vom 08.06.2004 sowie Ubungen.

XV.3.3 [7_ F(x)-{cosmaz,sinmz}dx

Benutze: cos(mz) ist gerade und sin(ma) ungerade. Gut anwendbar falls F'
gerade oder ungerade ist.

I':=R-e' t e |0,n] (Halbkreis) C:=T([0,7]) U[-R, R

Versuche F(z) - {cosmz,sinmx} als ¢™* - F(2) zu schreiben und benutze:
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Beh.:
Falls |F(2)| < % auf I', k>0, F stetig auf I" (fiir R gro8),
dann gilt fiir m € R,m > 0:

B}Enoo Fe -F(z)=0

Dann ist

R
%eisz(z)dz = / eimmF(x)dx—i—/eisz(z)dz
c

-R r
= 2mi (Z Residuen von ¢™*F(z) innerhalb C)

Beispiel
/oo cos(x) de = l/oo cos(x) d
o x2+1 2 ) x?+1
- o .
/ Czs(x) der = / wdm da F gerade, sin ungerade sind
— 00 X + 1 — 00 1:2 + 1
oo eiw
f— d
[wﬂ+1x
— %C 1j_7dz = 2m (Z Residuen innerhalb C’)

R 1T 1z

e e
= —d —d
/_Rl+a:2 x+/rl+z2 :

R R ;. ;
cos(x) isin(x) / e*
/_Rx2+1 x+/_Rx2+1 m+1~1+22z

=0 —0 (Beh.)
° cos(x)
d
lﬁml+x2x

Siehe Vorlesung vom 08.06.2004 sowie Ubungen.

XV.3.4 > > _ f(n) “f(n) als Residuum”

Vor.:

Cn = Quadrat durch die Punkte
(N + 5)(1+3), (N + 31 = i), (N + D143, (V + H(-1 - ).

1. f holomorph auf C mit Ausnahme von endlich vielen Polen.
2. Kein n € Z ist Pol von f.

3. Auf Cn (N groB) sei |f(z)| < |ZI\(’H k>1, K unabhéngig von V.

G(z) :=mcot(mz) - f(2)
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Beh.:

Dann ist res,G = f(n) und fiir N hinreichend grof§ (so, dass alle Pole von f
innerhalb von Cy liegen)

N
f G(z)dz = 2mi ( Z f(n)+ Z Residuen von G in den Polen von f)
Cn n=—N

Weiterhin gilt: Auf Cy ist | cot(rz)| < M, wobei M unabhingig von N ist.
Deshalb ist (zusammen mit Vor. 3) ¢, G(2)dz — 0 fiir N — oo.
Zusammen ergibt dies:

Z f(n)=- Z Residuen von G in den Polen von f

Beispiel

Y oo WTTaT
n=—o0 n2+a?

Siehe Vorlesung vom 08.06.2004 sowie Ubungen.

XV.4 Satz 2 (Urbilder)

Vor.:

U C C offen, f : U — C holomorph,
20 € U sei wp-Stelle (d.h. 0-Stelle von f(z) —wg) der Vielfachheit k, 1 < k < oo.

Beh.:

Es existiert eine Umgebung V' C U von zg und W von f(z9) = wp, sodass
W C f(V) und dass zu jedem w € W, w # wy genau k verschiedene Punkte
von V existieren, in denen f den Wert w annimmt, mit Vielfachheit 1.

XV.5 Satz (zur lokalen Bijektivitét)

Vor.:

U c C offen, f : U — C holomorph, 20 € U, wo = f(20).

Beh.:

Es existiert eine Umgebung V' C U von zq, die durch f bijektiv auf eine Umge-
bung W von wq abgebildet wird

—

f'(z0) #0
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XV.6 Satz 3 (Mittag-Leffler)
Vor.:

1. f holomorph auf C mit Ausnahme der einfachen Pole a1, as,as, .. ., wobei
la1] <lag| <las| < ..., 0¢ A:={a1,a2,as,...}.

2. Das Residuum von f in a; sei b;.

3. Cy seien Kreislinien mit Radien Ry, mit Cy NA =0,
Ry /" oo fiir N — oo und
|7 (2)] £ M auf Cy, wobei M unabhingig von N ist.
Beh.:
Auf C\ A gilt:

1(2) =f(0)+§:lbn' (1 *1)

Lokal gleichméflige Konvergenz.



Kapitel XVI

Abbildungssatz von
Riemann

XVI.1 Definition: Biholomorph, konform

Seien U,V C C offen. f : U — V heilit biholomorph (konform), falls f bijektiv
ist und f, f~! beide holomorph sind.

XVI1.2 Definition: Automorphismus

G C C Gebiet. Eine biholomorphe Abbildung f : G — G heiit Automorphismus.
Aut (G) := Menge aller Automorphismen auf G.

XVI.3 Satz 1 (Automorphismengruppe auf C)

feAu(C) <= f(z)=az+0b, a#0

XVI.4 Definition: C

C:=CU{+o0}

XVI.5 Definition: Holomorph in oo
f: C—C

1
f(w) holomorph in w = co = f () holomorph in w =0
w

XVI.6 Satz 2 (Automorphismengruppe auf @)

Mobius-Transformation

. b
f e Aut(€) = f(:) = 0,

ad—bc# 0

30
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XVI.7 Satz 3 (Automorphismengruppe auf B)
B := B(0,1)

€ Aut (B) e f(z) = 220

Ae0,2m), beB
g Aelom

XVI.8 Satz 4 (Lemma von Schwarz)

Vor.:
B := B(0,1), f: B — B holomorph, f(0)=0

Beh.:
1. |f(2)| <|z| Vze Bund |f'(0)] <1.

2. Falls fiir ein zg # 0 gilt | f(z0)| = |20/ oder falls |f/(0)| = 1 gilt, dann ist f
eine Drehung, also f(z) = e -z, X €[0,27).

XVI.9 Lemma 1 (technisch)

Vor.:

B :=B(0,1) G C B Gebiet, einfach zusammenhéngend,
0€ea, G # B.

Beh.:
Es existiert eine injektive Abbildung h : B — B mit h(0) = 0 und »'(0) > 1.

XVI.10 Satz 5 (Riemannscher Abbildungssatz)
Vor.:

0 # G c C Gebiet, einfach zusammenhingend,
G+#C,  B:=B(01).
Beh.:

1. Es existiert ein f : G — B biholomorph.

2. Mit a € G kann man vorschreiben:

f@)=0, f(@)>0 (also f'(a) € E)
Dadurch ist f eindeutig bestimmt.

Beachte:
f:U — V biholomorph = f(z) # 0 Vz € U (Vorlesung 11)
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Bem.:

f: U — V biholomorph = f Winkel- und Orientierungstreu.

XVI.11 Satz 6

Vor.:

U C C offen,

(fn) lokal gleichmiiig konvergente Folge holomorpher Funktionen auf U mit
Limes f, f nicht konstant, f habe in 2y € U eine k-fache wq-Stelle.
Beh.:

Es gibt eine beliebig kleine Umgebung V' von zg, V C U, so dass jedes f, mit n
hinreichend grof auf V' genau k wo-Stellen (mit Vielfachheiten gezéhlt) hat.

XVI.12 Folgerung

Falls die f,, injektiv sind, so ist f injektiv.
Anmerkung: Im reellen gilt dies nicht, sondern nur im komplexen.

XVI.13 Satz 7 (Montel)

Vor.:

U C C offen,
(fn) lokal beschriankte Folge holomorpher Funktionen auf U.

Beh.:
(fn) hat eine lokal gleichmiflig konvergente Teilfolge.
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Kapitel XVII

Differentialformen hoherer
Ordnung

XVII.1 Alternierende Multilinearformen

V : n-dimensionaler R-Vektorraum (Spaltenvektoren)
V*: Dualraum, d.h. lineare Abbildungen: V" — R (Zeilenvektoren)
vev, p eV, <, v >1= p(v).

XVII.1.1 Definition: Alternierende k-Form

w: VF = R heifit alternierende k-Form auf V, falls
1. w linear in jedem Argument:
w(eo, Ao+ pve, ) = Aw(e o vr, )+ pw(e. ., ve,.00)
2. w(vr,...,v,) =0, falls v; = v; fir ein Paar (¢,7), i # j.
A*V* sei der Raum der alternierenden k-Formen.

AV =V, AV* =R

Bem.:

Eigenschaft 2. <= w(...,v;,...,v5,...) = —w(...,v5,...,0;,...)
XVIIL.1.2 Eigenschaften von alternierenden k-Formen
Sei m Permutation von (1,2, ... k).

= W(Vr(1), - -+ Vn(k)) = sign(m)w(vy, ..., vg)

34
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XVIIL.1.3 Definition: Dachprodukt / AuBleres Produkt
Seien p1,...,p, € V*.

OLA. ANgp:VE SR
<p1,v1 > ... <P,V >

(CLA AR (vy,) = det :
< Pr,v1 > ... < P,V >

Dies ist eine Multilinearform in den ¢;:

OCIA . AXQi P A APk = ANPIA . AGN L APR)FR(P1IA. L AQFAL L AQE)

XVII.2 Satz 1
Vor.:

©1,.-.,pn sei Basis von V*.

Beh.:

Die Menge {@i, Api, Ao A, |1 <iy <ig <...<ip <n} ist eine Basis fiir

AFV* . Insbesondere ist dim A¥V* = ( Z
XVII.3 Satz 2
Vor.:
(8 1
(05 2
_ - A. . :
(o Pk
(1171 e alvk
A = )
Q1 .- Ak k
P1,P2,---, Pk S V*
Beh.:

1/)1/\1//2/\.../\1[%:det(A)%pl/\(pg/\.../\gOk-

XVII1.4 Definition: Produkte von Multilinearfor-
men

we AV o e AV,
W=D e iy Qinein Pin N A i
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g = Zj1<4..<jl bj17~»--,jl S TARRRNAR
wAo €AY

wANo = Z @iy, .bjlﬁ"wjl (QDH A/\(pzk)/\(gﬁ]l /\.../\gﬁjl)

Sei a € R.

aNw=wANa:=a- w

Beh.:

chw=(-D)Fwne

XVII.5 Definition: Differentialform hoéherer Ord-
nung

U C R” offen,
fiir p € U sei T,;(U) der Dualraum zum Tangentialraum T,(U).

w:U— UpeU AkT;(U) Differentialform k-ter Ordnung
Dann hat w die Darstellung

w(z) = Z fivroin (@) dxiy A oo Ndxy,

11<... <1

XVIL5.1 w stetig, C7, ...

w heiit stetig, C", ..., falls f;, ;. stetig, C", ....

XVII.6 Ableitung einer Differentialform

Sei w Differentialform k-ter Ordnung.

dw = Z dfihm,ik Adxi, Ao ANdxg,

11<... <1

Zu df: Vergleiche XI.4

XVII.7 Definition: Geschlossen, exakt

w heilt geschlossen, falls dw = 0.
w heiflt ezakt, falls w = dn.



KAPITEL XVII. DIFFERENTIALFORMEN HOHERER ORDNUNG 37

Bem.:

exakt = geschlossen

geschlossen % exakt

Aber: Falls U zum Beispiel sternférmig ist, so gelten beide Richtungen. (Ver-
gleiche XVII.15)

XVIIL.8 Beispiel: (n — 1)-Formen
Wiihle spezielle Basis fiir A" ~'T(U) (dim = n):
(—l)iildﬂil VANAN dJUi_l A C?J?,’ A dJCH_l A A dl‘n,

wobei d/;;Z heifit, dass dz; in dem Dachprodukt weggelassen wird.
C'-Form w:

W = Z(*l)iilfidml/\.../\dl‘i_l /\C?l\’l/\d$l+1/\/\dl’n
i=1
n afz

XVII.9 Notation
w= Z fidz; == Z fivoin(@) dzgy Ao Nday,

|T|=k i1 <. i

I:(il,...ik), 1< <...<i: <n

XVII.10 Satz 3

Teil a
Vor.:

w1, ws k-Formen, ct, AueR

Beh.:
d(Aw1 + pws) = Adwy + pdws

Teil b
Vor.:

w k-Form, o [-Form, beide C*.

Beh.:
dw A o) = (dw) Ao+ (=1)Fw A (do)
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Teil ¢
Vor.:

w k-Form, C?.

Beh.:

d(dw) =0

XVII.11 Integration von Differentialformen héher-
er Ordnung

Sei w(z) = f(x) - dxy A ... Adx, eine n-Form, A CR".

/Aw::/Af(x) doy .. du,

falls f|, integrierbar ist (z.B. A kompakt, f stetig).

XVII.12 Definition: Riicktransport von Differen-
tialformen (Pullback)

Sei U C R"™ offen und

w= Y frdzr =Y fi idwi, A Ndw,

|I|=k i1 < <l

eine k-Form in U. Weiter sei eine offene Menge V' C R™ und eine stetig diffe-
renzierbare Abbildung

90:(9017730n)v_>UCRn

vorgegeben. Dann definiert man eine k-Form ¢*w in V' durch

' wi=> (frop)dpr =Y (fir. i 0@)dpi, Ao Ndpi,.

[I|=k i< .. <

Salopp: “Ersetze x; durch ¢;.”
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XVII.13 Beispiel: Riicktransport
1. Fall k =1 (1-Form)
n dl’l
w o= Y fdei=fT ¢ |, f=(f )<
=t day,
dey
* T ' - 8501
p'w = (fop) | dei |, d@zzza dy;
. j=1 J
don
di
= ¢'w = (fop)' -Dp-[
dym
2. Fallm =k
wo= iryin O ) sdet | =) | cdyy AL AN
3. Fallm=n=%
Y'w = (foyp)-det(Dyp)- -dyi A...ANdy,

XVII1.14 Satz 4

1.
O (Awr + pwa) = Ap*wi + pp*wr

2.
¢rwAo)=(p"w) A (¢ o)
3.
weClCh peC? = d(p*w) = ¢*(dw)
4.

(po)'w=1"(p"(w))

XVIIL.15 Satz 5 (Lemma von Poincaré)

Vor.:

U C R"™ offen, sternférmig, w eine geschlossene C''-k-Form auf U.
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Beh.:
w ist exakt (d.h. w = dn).

XVII.16 Lemma

Vor.:

U C R™ offen, V C R x R"™ offen, [0,1]xU CV,
o sei geschlossene C'-k-Form auf V,

o, Y1 1 U — V mit ¢o(z) = (0,2), ¢1(x) = (1,2).

Beh.:

1o —hoo = dn

wobei 7 eine C1-(k — 1)-Form auf U ist.

XVIL.17 Vektoranalysis in R?

U,’UGRB, u:(u17u27u3)T7 v = (v17027v3)T
U CR3, f € CHU,R), a € CY(U,R3) “Vektorfeld”

XVII.17.1 Definition: Skalarprodukt
w-vi=ulv= Zuwi

XVIIL.17.2 Definition: Vektorprodukt

€1 Uy U1 U2V3 — U3V
uxv:=det| ey us vy = | wuszvi —uiv3
€3 Uz U3 U1V2 — U2V

XVII.17.3 Definition: Nabla-Operator

T
V::( 9 9 9 ) =: (01,02,05)"

dx1’ Qxy’ Oxs

XVII.17.4 Definition: Gradient

o (O of of\" _ T
gradf = Vf = (axlaam7a$3) - (81f,(92f,83f)

XVIIL.17.5 Definition: Divergenz

diva :=V -a = 01a1 + Ozas + 03as3
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XVII.17.6 Definition: Rotation
62@3 - 83a2
rota:=V xXa= Osa; — 01as3
81@2 - 82&1
XVIIL.17.7 Definition: Vektorielles Streckenelement
ds = (dxy,dxo, dxs)”, das vektorielle Streckenelement
XVIIL.17.8 Definition: Vektorielles Flichenelement
d? = (dxg A dxs,dxs A dzq, dzy A dl’z)T, das vektorielle Flichenelement

XVIIL.17.9 Definition: Volumenelement

dV :=dx1 A dxo N dxs, das Volumenelement

XVII.17.10 Darstellung von Differentialformen

UcCR? w; sei Differentialform i-ter Ordnung.
Dann 148t sich w; wie folgt darstellen:

e wy=1f firein f: U =R

e w=ads fiir ein a : U — R?
ewy,=b-dS  fireinb:U — R3
e w3 =g-dV fiir ein g : U — R3

e w, =0 fiir i > 3 (im R?)

XVIIL.17.11 Berechnung von dw
f e CHU,R), a,be CY(U,R3)

Wenn man Differentialformen i-ter Ordnung wie oben schreibt, so erhélt man:

o df =gradf-ds
e d(a-ds) = (rot a)d?
o d(b-dS) = (divd)-dV

e Fiir w Differentialform mit Ordnung > 3 ist dw = 0 (im R?).

XVIIL.18 Folgerung (aus Satz 5)
Vor.:

U C R3 sternférmig.
a € C1(U,R3) mit rota = 0.
be CY(U,R3) mit divb = 0.
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Beh.:

Es existiert ein f € C1(U,R) mit a = grad f.
Es existiert ein ¢ € C*(U,R3) mit b = rot c.



Kapitel XVIII

Integration von
Differentialformen

XVIII.1 Definition: Integrierbar

Sei U C R"™ offen, w = fdx1 A ... Ndzx, n-Form auf U.
Sei weiterhin A C U. Dann heifit w auf A integrierbar, falls f|, integrierbar ist.

Setze
/ w = / f@)dxy ... dxy,
A A

Beispiel fiir Integrierbarkeit:

A kompakt, w stetig (Ana III).

XVIIL.2 Satz 1 (Koordinatenwechsel)

Vor.:

U,V C R" offen, ¢ : U — V C!-Diffeomorphismus.
w sei stetige n-Form auf V und A C U kompakt.

Beh.:

o / 4P w, falls ¢ orientierungstreu
o(A) - 4 P w, falls ¢ orientierungsumkehrend

XVIIIL.3 Definition: Orientierungstreu, orientie-
rungsumkehrend

© heiflt orientierungstreu, falls det Dp(y) > 0 fiir alle y € U.
© heifit orientierungsumkehrend, falls det Dp(y) < 0 fir alle y € U.

43
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XVIII.4 Wiederholung: Mannigfaltigkeiten

XVIII.4.1 Definition: Mannigfaltigkeit, Karte
M C R™ heifit CP-k-dimensionale Mannigfaltigkeit, wenn
Vge M IV C M relativ offen ,§ € V,U C RF offen

und eine CP-Immersion ¢ : U — R™ mit

»(U) =V und ¢ : U — V Homoomorphismus.

o heifit dann Karte.

Notation: ¢ : U @ V.

XVIII.4.2 Definition: Immersion

@ heillt Immersion, falls
¢ : U C R¥ — R" stetig differenzierbar ist und Rang Dy(z) = k Vz € U,

¢ B¢ 1 Snolo ]
also Bt Dax linear unabhéngig ist.

XVIII.4.3 Definition: Kartenwechsel

Vi,Va C M, 9011U1@>V17 9021U2@>Vz
W= (Vinla), Wa:i=; ' (VinTe)

TIWL o Wa, 7=y o
7 heilt Kartenwechsel. (Ana III: 7 C*-Diffeomorphismus)

XVIII.4.4 Definition: Gleichorientiert

1, @2 heiflen gleichorientiert, falls 7 orientierungstreu ist.

XVIIL.5 Definitionen
XVIII.5.1 Atlas

heifit Atlas von M, falls | J,.; Vi = M ist.

icl

XVIIL.5.2 Orientiert (Atlas)

A heifit orientiert, falls je zwei Karten aus % gleichorientiert sind.

XVIIL.5.3 Orientierbar (Mannigfaltigkeit)
M heifit orientierbar, falls M einen orientierten Atlas besitzt.
Dann heifit fiir o Orientierung, (M, o) orientierte Mannigfaltigkeit.

Zwei orientierte Atlanten A, heiflen dquivalent, wenn je zwei Karten ¢ €
A ¢ €A gleichorientiert sind, dass heifit die Orientierung o ist eine Aquiva-
lenzklasse.
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XVIIL.5.4 Positiv orientiert (Karte)

Eine Karte ¢ : U @ V heifdt positiv orientiert beziiglich o, falls fiir einen Atlas
A aus o gilt, dass ¢ zu jeder Karte aus A gleichorientiert ist.

XVIII.6 Definition: Tangentialraum

Sei a € M. Tangentialraum T,M C R™:

v € T,M <= 3C*-Abbildung ¢ : (—¢,&) — M mit ¥(0) = a und '(0) = v

XVIIL.7 Lemma

Vor.:

Sei M C R™ k-dimensionale Mannigfaltigkeit, V Cc M, U C RF,
ae€ M, w:U@V, o(c) = a.

Beh.

{g—;’;(c), ce 687‘/2(6)} ist eine Basis von T, M.

XVIII.8 Definition: Orientierung des Tangenti-
alraumes

(M, o) orientierte Mannigfaltigkeit, A € o,
w:U@V a €V,ce U mit p(c) =a.

Wir wissen: Dip(c) : R¥ — T, M Isomorphismus.
Damit kann Orientierung auf R* zu Orientierung auf T, M gemacht werden:
(wr, . .., wy) Basis von R¥. Diese sei positiv orientiert (d.h. det(w1, ..., w) > 0).

Dann heifit auch (Dp(c)ws, . .., Do(c)wy) beziiglich o positiv orientiert.

Bem.:

Jede Basis von T, M ist Bild einer R¥-Basis beziiglich Di(c). Thre Orientierung
beziiglich ¢ wird somit von der Orientierung des Urbildes entschieden.

Speziell ist (%"l(c), ce 6,87“;(0)) positiv orientiert beziiglich o.

XVIIL.9 Definition: Hyperfliche

Eine (n — 1)-dimensionale C'-Mannigfaltigkeit M C R™ heit Hyperfiiche.
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XVIIIL.10 Definition: Einheitsnormalenfeld
M Hyperfliche. v : M — R" heifit Finheitsnormalenfeld, falls v stetig ist,
v(a) LT, M und ||v(a)| =1 fiir alle a € M.

XVIII.11 Definition: Positiv orientiert (Einheits-
normalenfeld)

Sei M orientierbar mit Orientierung o, v : M — R™ Einheitsnormalenfeld. v
heifit positiv orientiert, falls fir alle a € M gilt:

det (v(a),v1,...,vp_1) >0,

wobei vy, ...,v,_1 positiv orientierte Basis fiir T, M ist.

XVIIIL.12 Definition: Kompaktum mit glattem
Rand

A C R" heifit Kompaktum mit glattem Rand, falls A kompakt ist und fiir alle
a € OA eine offene Umgebung U C R™ und ¢ € C(U,R) existieren mit

1. ANU ={zeU|¢(z) <0}
2. DY(z)#£0, Ve elU

Bem.:

0A ist (n — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit.

XVIII.13 Satz 2

Vor.:
A C R™ Kompaktum mit glattem Rand.

Beh.:

Es existiert genau ein Einheitsnormalenfeld v : 0A — R™ so dass fiir alle a € 0A
ein € > 0 existiert mit a + tv(a) ¢ A, fiir alle t € (0,¢).

XVIII.14 Definition: AuBeres Normalenfeld

Das Normalenfeld aus Satz 2 heifit dufSeres Normalenfeld.

XVIII.15 Satz 3

Vor.:
M c R™ Hyperflache (n > 2).
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Beh.:

1. Falls M eine Orientierung o hat, so existiert genau ein Einheitsnormalen-
feld, das beziiglich o positiv orientiert ist.

2. Falls M ein Einheitsnormalenfeld hat, so existiert genau eine Orientierung
o von M, beziiglich der v positiv orientiert ist.

Beispiel

Das Mobius-Band hat keine Orientierung.

XVIII.16 Definition: Integration von k-Formen

Sei U C R” offen, w stetige k-Form auf U.
M C U k-dimensionale C'*-Mannigfaltigkeit.
M sei orientierbar mit Orientierung o. A C M sei kompakt.

a) Sei p: W @ V positiv orientierte Karte und A C V.

/ w = / orw
(A,0) e1(A4)

b) Falls A nicht in einer Karte enthalten ist: Geeignete Stiickelung
(vgl. Analysis III, Vorlesung 28).

Beh.:

Die Definition ist unabhéngig von der gewéhlten Karte.

XVIII.17 Definition: Kanonische Orientierung

A C R™ Kompaktum mit glattem Rand 0A. Die kanonische Orientierung von
0A ist die Orientierung, die durch das dufiere Normalenfeld v induziert wird.

XVIII.18 Satz 4 (Satz von Gauf})

Vor.:

U C R" offen, w C'-(n —1)-Form auf U,
A C R™ Kompaktum mit glattem Rand dA und kanonischer Orientierung.

Beh.:

/dw:/ w
A A
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Bem.:

S. 155, Forster:

Sei A C R?® Kompaktum mit glattem Rand A, v : 04 — R? das #ufere
Einheitsnormalenfeld und U D A eine offene Teilmenge von R3. Dann gilt fiir
jedes stetig differenzierbare Vektorfeld F : U C R3?

/ F(z) - v(z)dS = F(x)d?z/divF(w)dV.
0A 0A A

XVIII.19 Satz 5
Vor.:

M C R™ Hyperfliche mit Einheitsnormalenfeld v.
Die Orientierung von M sei von v induziert.
K C M kompakt, [+ K — R" stetig.

Beh.:

/Kf.d?:/[((f-y)ds

XVIII.19.1 Definition: Fliachenelement
dS hei3t Fldchenelement.

XVIII.20 Folgerung (Vol(A) via 0A)

Vor.:

A C R™ Kompaktum mit glattem Rand 0A.
OA orientiert durch das duflere Normalenfeld.

Beh.:

Vol (A) = 1 /BA(SU -v)dS

n

XVIIIL.21 Satz (Green)
Vor.:

A C R? Kompaktum mit glattem Rand dA und kanonischer Orientierung,
f.9€ CHAR).

Beh.:

fdx+gdy=/(ag—af>dx/\dy
0A A\Oz Oy
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XVIII.22 Lemma 1 (Spezialfall Stokes)

Vor.:

w sei Ct (k —1)-Form auf R* (k > 2) mit kompaktem Triiger.
Hy = {(xl,...,xk) eRF |z §0} = 0H}, = {(ml,...,xk) eRF |z :0}
v:=(1,0,0)7 sei die uBere Normale.

dw :/ w

XVIII.23 Definition: Kompaktum mit glattem
Rand, randadaptiert

Beh.:

A C M Kompaktum mit glattem Rand 0A, falls fiir alle p € 0A eine Karte
p: W @ V existiert mit p € V und

1. p(H,NW)=ANV

2. o(OH,NW)=0ANV
o heilt randadaptiert.

Bem.:

0A ist kompakte Mannigfaltigkeit der Dimension & — 1.

XVII1.24 Satz von Stokes
Vor.:

U C R" offen, M C U orientierte k-dimensionale Mannigfaltigkeit,
w Cl-(k — 1)-Form auf U. A C M Kompaktum mit glattem Rand 9A,
Orientierung 0A sei von duferem Normalenfeld induziert (kanonisch).

/dw:/ w
A 9A

XVIII.24.1 Bemerkungen:

e A ={pe M |3 Folgen (z,) C A, (y,) C M\ A mit z, — p,y. — p}
(relativer Rand)

Beh.:

e M sei orientiert und ¢ randadaptiert. Falls ¢ nicht positiv orientiert ist,
schalte (y1,-.-,Yk—1,Yk) — (Y1,---,Yk—1, —yx) vor (bildet Hy in sich ab).
Dann existiert ein randadaptierender, positiv orientierter Atlas von M.
Dieser induziert einen Atlas fiir OA. Dieser hat dann (per Definition) die
von M auf 0A induzierte Orientierung.
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XVIIIL.25

XVIII.26

Vor.:

A C R™ kompakt,
AC Uie] Ui

Beh.:

TEIL 2. VEKTORANALYSIS
Definition: Diameter

diam(K) := sup ||z —y|
z,ye K

Lemma (Lebesgue)

(Ui)ier Familie offener Teilmengen des R™,

Es existiert ein A > 0 (“Lebesgue-Zahl”) mit der Eigenschaft:
Jede Teilmenge K C R" mit AN K # () und diam(K) < X ist ganz in einem U;

enthalten.

XVIIL.27

C>-Zerlegung der Eins

Suche a,. € C*(R™,R) fiir ¢ > 0, p € R” mit supp(ape) = By, (pe,€) und

> pezn Gp=(T) = 1.

Definiere dazu:

XVIII.28

Vor.:

U C R" nichtleer,

Beh.:

g(t) = {exP (—ﬁ) | < 1

0, [t >1
G(t) == Y g(t—k)
keZ
h(t) := g((i))
r = (z1,...,2,)7 €R”

oele) = TI0(% )
i=1

Fixpunktsatz Browner

kompakt, konvex, f:U — U stetig.

Es existiert ein z € U mit f(z) = z (Fixpunkt).
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XVIII.29 Satz (Perron-Frobenius)
Vor.:

A= (a,;j) € R»>", Qi > 0Vi,j

Beh.:

A hat einen reellen positiven Eigenwert A mit Eigenvektor mit reellen positiven
Komponenten.
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Anhang A

Differentialformen 1.
Ordnung

A.1 Totales Differential von Funktionen

Vergleiche Ubung 1, Sonderaufgabe 3

Sei f: U — R eine stetige differenzierbare Funktion auf einer offenen Menge

U C R™. Dann gilt:
df = Z darl

A.2 Abschitzung Integral

Vergleiche Ubung 2, Sonderaufgabe 2

Vor.:
f stetige Funktion, ~ Integrationsweg

A.2.1 Definition: Linge

n

L(y) = Z \/Re )2 + Im(+/(¢))2dt

Z/M

[{f(z)dz

)|dt

Beh.:

< L(7) -
< L(v) zeﬁif%v)'f(z)‘

IT



Anhang B

Integralformel von Cauchy

B.1 Konstante Funktionen

Vergleiche Ubung 2, Sonderaufgabe 5, Ubung 2, Hausaufgabe 4 sowie
Ubung 5, Sonderaufgabe 3,

Es sei f: C — C eine holomorphe Funktion mit f(z + iy) = u(x,y) + iv(x,y).
Falls eine der folgenden Bedingungen gilt, so ist f konstant:

1. Re(f) konstant

2. Im(f) konstant

3. |f| konstant

4. Ja,b € C,(a,b) # (0,0) mit au(z) + bv(z) = konstant
5. u=hov mit h: R — R einer differenzierbare Funktion

6. f ist eine ganze Funktion mit iiberall positivem Realteil

B.2 Holomorphie

Vergleiche Ubung 3, Sonderaufgabe 2

Vor.:

Es sei U C C offen und L eine Gerade in der Ebene C.
Weiterhin sie f : U — C stetig und auf U \ L holomorph.

Beh.:

f ist holomorph auf ganz U.

B.3 Schwarzsches Spiegelungsprinzip

Vergleiche Ubung 3, Sonderaufgabe 5

11
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Vor.:

Es sei G C C ein Gebiet mit z € G fiir alle z € G. Des weiteren seien
Gy :={ze G|3(2) >0}, Go:={z€G|3(z) =0}

und f: G4 UGy — C stetig mit f|G+ holomorph und f(Gp) C R.

Beh.:

f(2), 2€GL UG
Dann ist g : G — C mit g(z) := holomorph.

f(Z), sonst

B.4 Laurentreihen

Vergleiche Ubung 4, Sonderaufgabe 3

B.4.1 1. Moglichkeit: Einsetzen
Benutze bekannte Funktionen: Anhang 1.1

Falls f von der Form f = £ ist, wobei fiir g und h die Laurentreihen um den
selben Entwicklungspunkt bekannt sind und zy Polstelle der Ordnung n ist:
Dann ist f von der Form f(z) =Y 7o ax(z — z0)F.

Berechne f - h mit Hilfe des Cauchy-Produktes

o0 o0 oo n
Yoo | (D208 =20 [ Dby
j=0 =0 n=0 \ j=0

und erhalte a durch Koeffizientenvergleich.

B.4.2 2. Moglichkeit: Partialbruchzerlegung
Seien z, zg € C (29 Entwicklungspunkt).

Schreibe F'(z) mit Hilfe von Partialbruchzerlegung (V.29). Entwickle dann jeden

Summanden f(z) von der Form ﬁ einzeln als Laurentreihe:

1. Fall: k=1
Entwicklung innen: |z — zp| < |w — 2|

L __y Lo
Z—w o (w — z9)"*1

Entwicklung auflen: |z — 29| > |w — 2|

- i (z — zo)"
z—w (w— zp)" L
2. Fall: k> 1
Benutze
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B.5 Konvergenzradius der Potenzreihe bei Sin-
gularititen

Vergleiche Ubung 4, Sonderaufgabe 7

Vor.:

Es sei P C C eine endliche Punktmenge und f : C\ P — C holomorph, so dass
p € P & pist Singularitit von f. Es sei p € P und p der Konvergenzradius der
Potenzreihe fiir f im Entwicklungspunkt p.

Beh.:

—min|p—p
p peplp Pl

B.6 Zusammenhang Nullstelle - Polstelle

Vergleiche Ubung 5, Sonderaufgabe 1

Vor.:
Seien f: B(0,r) \ {0} — C holomorph und n € N.

Beh.:

f hat Nullstelle der Ordnung n in 0, genau dann, wenn % in 0 eine Polstelle der
Ordnung n hat.

B.7 Bernoulli-Zahlen

Vergleiche Ubung 5, Sonderaufgabe 2

B.8 Zum Beweis des Identitatssatzes X11.24

Vergleiche Ubung 5, Sonderaufgabe 8

Vor.:
Sei G C C Gebiet, A C G offen und relativ abgeschlossen.

Beh.:
A+D0= A=G



Anhang C

Satz Casorati- Weierstraf3

C.1 Polynome

Vergleiche Ubung 8, Sonderaufgabe 5

Seien P(z) und ¢(z) Polynome vom Grad n bzw. m.

Dann hat die rationale Funktion f(z) := 2’8 inz=o00
e einen Pol der Ordnung n — m, falls n > m
e eine holomorph hebbare Liicke, falls n = m

e eine Nullstelle der Ordnung m — n, falls n < m.

VI



Anhang D

Logarithmus

D.1 Eigenschaften

Vergleiche Ubung 5, Sonderaufgaben 5 und 6

Vor.:

Seilog : C\{z € R |<< 0} der Hauptzweig des Logarithmus und seien 21,z € C
Fiir z € C sei die Menge LOG z definiert als LOG z := {w € C | w = log z + 2kwi, k € Z}

Beh.:
Im Allgemeinen gilt fiir log:
o log(z122) # log(z1) + log(z2)
e log(21) £ log(z1) — log(2)
Fiir LOG gilt jedoch:
e LOG (z122) = LOG (21) + LOG (22)
e LOG (2

zZ1
z2

) =LOG (21) — LOG (22)

D.2 Potenzen

Vergleiche Ubung 6, Sonderaufgabe 2 und Hausaufgabe 1

a € C* und b, z1, 29 € C. Beziiglich eines Zweiges des Logarithmus gilt:
o a51t?2 = g% . g%
o (21-2)" # 21 - 23
e Sei G C C* Gebiet auf dem ein Zwei des Logarithmus existiert

und f: G — C, f(z) =2
= f'(z) =b-2"!

VII
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D.3 Definition: Harmonisch

Vergleiche Ubung 5, Hausaufgabe 6
Eine Funktion u : R? — C heifit harmonisch, falls uyg + Uyy = 0.



Anhang E

Residuensatz

E.1 Residuen

Vergleiche Ubung 6, Hausaufgabe 2

e Ist g in 2y holomorph und hat f dort einen Pol erster Ordnung, so ist
res,.g - f = g(z0)-res,, f.

e Hat die in einer Umgebung von zy holomorphe Funktion h in zy eine
Nullstelle erster Ordnung, so gilt: res,, + = h,(%o)

e f g holomorph in a € C; ¢ habe in a eine Nullstelle erster Ordnung.

f _ ['(a)g'(a) = f(a)g"(a)

ey T (g/(a))?

e f,g holomorph in ¢« € C, ¢ habe in a eine Nullstelle zweiter Ordnung.

f_ 6f'(a)g"(a) —2f(a)g" (a)

— res,— =
g 3(9"(a))?

IX



Anhang F

Abbildungssatz von
Riemann

F.1 Kreise und Geraden

Vergleiche Ubung 7, Sonderaufgaben 3 und 4 sowie
Ubung 8, Sonderaufgabe 1

Seien a,y € Rund b € C.
e Jede Gleichung der Form
(%) azZ+bz+bz+y=0, [b>—-ay>0
stellt einen Kreis oder eine Gerade in C dar.
e Alle Geraden und Kreise in C kénnen in der Form (%) dargestellt werden.

e Fiir o = 0 ist (%) eine Geradengleichung, fiir o # 0 stellt (%) einen Kreis

mit Mittelpunkt —& und Radius E—ey g,y
« «

e Die Abbildungw : C — C, w(z) = 1 bildet Kreise und Geraden, die durch

z = 0 gehen auf Geraden ab, sowie Kreise und Gerade, die nicht durch
z = 0 gehen, auf Kreise ab.

e Jeder Automorphismus auf C bildet Geraden und Kreise auf Geraden und
Kreise ab.

F.2 Automorphismen

Vergleiche Ubung 5, Hausaufgabe 3

az+b
cz+d
ckungen z — az und Inversion z +— 2z~

148t sich aus Translationen z — z + b, Drehstre-
1

Jeder Automorphismus
zusammensetzen.

X
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F.3 Automorphismen auf B

Vergleiche Ubung 5, Hausaufgabe 4

B := B(0,1)
Ein Automorphismus gehort genau dann zu Aut (B), wenn er sich als

az+b

——— aa—bb>0
bz+a

schreiben 1aft.

F.4 Automorphismen auf einem Gebiet

Vergleiche Ubung 8, Sonderaufgabe 3

Es sei f : G — B eine gegeben konforme Abbildung eines Gebietes G auf die
Einheitskugel B.
Dann ist

Aut (G) = ftoAut(B)o f

F.5 Konforme Abbildung von B — H

Vergleiche Ubung 7, Hausaufgabe 5
Es sei H C C die offene obere Halbebene. Dann bildet

11—z
f(z):=1i T

den Einheitskreis B konform auf H ab.
1—Z

JE) =



Anhang G

Differentialformen hoherer
Ordnung

G.1 Definition: Vektorprodukt

Vergleiche Ubung 9, Sonderaufgabe 4

Es seien v, w € R? linear unabhingig. Dann gibt es genau einen Vektor u € R?,
der die folgende Bedingung erfiillt:

Ve e R uTe = det(v|wl€).
Dieser Vektor v wird das Vektorprodukt v x w von v und w genannt.
Es gilt
o u steht auf v und w senkrecht.

e Die Lénge von u stimmt mit dem Fldcheninhalt des Parallelogramms
P(v,w) iiberein und (v, w,u) bildet ein “Rechtssystem”.

e Die erste Koordinate von u ist (we A ws)(v, w), wobei wy,wa, ws die Dual-

basis zur Standardbasis ist.

G.2 Eigenschaften von vektoriellen “Elementen”

Vergleiche Ubung 9, Sonderaufgabe 5 und Hausaufgabe 4

Auf einer offenen Menge U C R3 seien die Vektorfelder a, b, c : U — R? gegeben.
Dann gilt:

@TdS)ABTdS) = (axb)TdS
@TdS)ABTdS) = (aTb)dV
(aTds)ABTdS)NA(cFdS) = det(alb|c)-dV

XII



Anhang H

Integration von
Differentialformen

H.1 Koordinatentransformation

H.1.1 Kugelkoordinaten
Vor.:

Vergleiche Ubung 10, Sonderaufgabe 2
Es sei @ : R3 — R3? definiert durch

r x rsin(f) cos(p)
6 | — | v | = rsin(@)sin(p) |.
® z r cos(0)

In einer offenen Menge U C R? seien Differentialformen

wi = fidr+ fody + f3dz = f'di
wo = IFdyANdz+ FodzANdx+ FsdeANdy = F-dS

gegeben. Sei V = ®~1(U) und

(F3 0 ®)rsin’(6)

O*wy = grdr + godf + g3dy
P wy = G1dO Ndp + Gadp Adr + Gsdr A db
Beh.:
g1 = (fio®)sin(6) cos(g) + (f> 0 )sin(8) sin(p) + (fs 0 B) cos(0)
g2 = (fio®)rcos(f)cos(p) + (f2 0 @) cos(d)sin(p) — (f3 0 D)rcos(h)
g3 = —(f10®)sin(0)sin(p) + (f2 o ®)rsin(f) cos(p) cos(h)
G1 = (Fy0®)r?sin®(0) cos(p) + (Fy o ®)r? sin?(0) sin(p) + (F3 o ®)r?sin(0) cos(6)
Gy = (Fy0o®)rsin(0) cos(0) cos(p) 4 (Fy o ®)rsin(f) cos(d) sin(p) —
Gs = (F10®)rsin(p) + (Fp o ®)rcos(p)

XIII
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H.1.2 Zylinderkoordinaten
Vor.:

Vergleiche Ubung 10, Hausaufgabe 3
Es sei ® : R?* — R3 definiert durch

r x r cos(ip)
0 | =1 v | = rsin(yp)
P z 0

In einer offenen Menge U C R? seien Differentialformen

wy = fidx+ fody + f3dz = f- dz
wy = FidyNndz+ FedzANde+ FsdeANdy = F-dS
gegeben. Sei V = ®~1(U) und
Q*w; = gidr+ g2df + gsdy
P*ws = G1dO0 ANdp + Gadp A dr + Gsdr A df
Beh.:
g1 = (fio®)cos(p) + (f2 0 P)sin(y)
g2 = —(fro®)rsin(p) + (f2 0 P)rcos(y)
g3 = (f30®)
Gy (F1 o ®@)rsin(p) — (Fz o @) cos(y)
Gy = (F1o®)rcos(p)+ (Fp o ®@)rsin(p)
G3 (F3 o (b)’l“

H.2 Integration von 2-Formen

Vergleiche Ubung 10, Sonderaufgabe 3

Vor.:

Sei w = fdyAdz+gdzAdx+hdxNdy = (f,g,h)" .dS eine stetig differenzierbare
2-Form auf dem R? mit dw = 0. Sei n 1-Form mit

1
n = ( f(ta:,ty,tz)tdt) (ydz — zdy)
0
1
+ (/ g(tx,ty,tz)tdt) (zdx — xdz)
0

1
+ ( h(tx, ty, tz)tdt) (zdy — ydx)
0

Beh.:
dn=w
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H.3 Integration von 2-dimensionalen Mannigfal-
tigkeiten

Vergleiche Ubung 11, Sonderaufgabe 2

Vor.:

Sei (M, o) C R3 eine orientierte 2-dimensionale Mannigfaltigkeit und

¢ :U — V C M eine (bzgl. o) positiv orientierte Karte. p(u,v) = (z(u,v), y(u,v), z(u, v))
Es sei 7 : M — R3 das (bzgl. o) positiv orientierte Einheitsnormalenfeld sowie

f:V — R3 ein integrierbares Vektorfeld.

T

Beh.:
(a) Auf U gilt <p*d§> = (pu X @y)du A dv.
(b)
/ f~d§) :/ f-ndS = / det(f o @, vu, py)dudv
v v U

H.4 Kontinuititsgleichung der Hydrodynamik

Vergleiche Ubung 12, Sonderaufgabe 1

Es bezeichne v das Geschwindigkeitsfeld einer Stréomung in R? und p die variable
Massendichte. Beide Grofien sind nicht nur von den Ortskoordinaten, sondern
auch von der Zeit abhéingig.
Es gilt die Kontinuitéatsgleichung der Thermodynamik:

dp

div (pv) + i 0



Anhang I

Hilfreiches

I.1 Reihen und Funktionen

z2e€C
exp(z) = > 5 11.97
=07’
= 1 .
log(1+2) = (=1)"=2", falls |z] < 1 Ubung 4, Sonderaufgabe 5
n
n=1
sin(z) = & (exp(iz) — exp(—iz))
o L 22kt
= -1 I17.108
YRIGE e
cos(z) = 1 (exp(iz) + exp(—iz))
0 2k
= —1)k 11.108
>
sinh(z) = lsin(iz) =  (exp(z) — exp(—2))
o 2k+1
= Y , 11112
= (2k+1)!
cosh(z) = cos(iz) = 3 (exp(z) + exp(—2))
o 2k
= Y 11112
|
= (2k)!
tan(z) = jg;%% I11.1.(28)
cotan(z) = F5 I171.1.(28)
tanh(z) = jgjﬁ?é I11.1.(29)
cotanh(z) = 5 I11.1.(29)

XVI
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1.2 Integrale

2

/ sin?(t)dt = 7

0

27

/ cos?(t)dt =

027T

/ sin(t) cos(t)dt = 0

0

1.3 Funktionswerte trigonometrischer Funktio-

nen
sin(0) = 0 cos(0) = 1
sim(§) = 5 cos(f) = ¥
Sln(z) = % COS(Z) = ﬁ
sin (5) = § cos(F) = 3
sin(g) =1 cos(g) =0
sin(m7) = 0 cos(m) = -1

Fiir Rechenregeln siehe 11.109 und II1.111.

I.4 Sonstiges

1.4.1 abc-Formel

—b+ Vb?% — 4ac

ar? +br+e=0< x =
2a

1.4.2 Differenzierbarkeit der Inversen

Vergleiche IV.12
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