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Kapitel VIII

Differentialgleichungen

VII1.3 Definitionen Differentialgleichung / Losung
/ Reduktion

Vorlesung vom 14.10.2003
VIIL.3.1 Def.: Differentialgleichung
Seien n,m € R. D ¢ Rit(m+hsn. p.p _, Rn

« F (t,u(t),u'(t),u”(tL...7u(m)(t)) =0

Kurz: F(t,u,u’,u",...7u(m)) =0

x  heift gewdhnliche Differentialgleichung m-ter Ordnug.
Fiir n > 1: Differentialgleichungssystem

Konvention

I sie immer ein Intervall. I C R, I° # ¢

VIIL.3.2 Def.: Losung
u € C™ (I,R™) heifit Lisung von x auf I, wenn
(t, u(t), W (t), . .. ,u<m>(t)) €D

und F(t,u(t),u'(t),...,u(m)(t)> =0 Vvtel

VIIL.3.3 Def.: Reduktion

einer Differentialgleichung m-ter Ordnung auf ein System 1. Ordnung

mxz"” = F (t,z,2')



8 KAPITEL VIII. DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

y=z, Y= vy = () =2" =y

i = Y2
= ZF(typ)
Y = m y Y1, Y2
Form: v’ = f(t,u)

Idee: Setze v; =u, wvo =1/, wvg=1u", ..., vy =u™D
Kopplung: v} =’ = vy vh = (u) =u" = vs
U;Z’Uj_;,_l j:l,?,...,m—l
F(t,v1,v2,...,0m,vl,) =0
1. Ordnung

VIIL.4 Anfangswertproblem (AWP)
Vorlesung vom 17.10.2003

o= f(t,u) f:D—R"
u(to) = o ¢#DCR"

VIIL.5 Integralgleichung

Vorlesung vom 14.10.2003

Vor.:

f stetig ue C(I,R")

Beh.:

u ist eine Losung des Anfangswertproblemes * <—-

(t,ut)) e DVtel

—:ro—|—/f7'u

VIII.6 Satz: Randverhalten

Vorlesung vom 17.10.2003



VIIL.7. SATZ: EXISTENZ UND EINDEUTIGKEIT DER LOSUNGEN 9

Vor.:

D offen, f stetig, I offen, w:l—R"
u: I — R™ maximale (bzgl. des Intervalls) Losung des Anfangswertproblemes
o sei Randpunkt von [

Beh.:

Ist 0 € R, dann existiert eine Folge t; € I mit t; — o (j — oo) derart,
dass (t;,u(t;)) gegen einen Randpunkt von D konvergiert oder (|| (¢;,u(t;)) [lo)
bestimmt divergiert.

VIII.7 Satz: Existenz und Eindeutigkeit der Losun-
gen

Vorlesung vom 17.10.2003

Vor.:
D offen, f stetig, (to,x0) € D
L3L>0:[f(t,z) = f(t,y) <L |lz -yl v(t,x), (t,y) € D

2. 3a,b>0mit Z,, C D -
Zap = {(t,x) | t € [to —a,to+al,x € By (20,b)}

3. 3p € (0,a) mit pL <1 und sup( zyez, , | [ 2) < %

Beh.:

1. Das Anfangswertproblem * besitzt genau eine Losung auf
I:=[to — p,to +

2. Fiir ug € C' (I, R™) mit ug(to) = xo,sup,e; || uo(t) — 20 [l < b ist durch

ug(t) := xo + / f(ryug—1(7)) dr tel

eine Funktionenfolge definiert mit

u, € C (I, Rn)
und
U — U gleichméBig
und
pL
sup || up(t) —u(t) o < 7 sup || ug(t) — ur—1(t) [l
tel —pL ter
(pL)*

#) — uo(®) ||so
< pﬂi‘é?”“l() uo(t) ||



10 KAPITEL VIII. DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

VIIL.8 Def.: Lipschitzstetigkeit

Vorlesung vom 21.10.2003

V c R™t" offen F:V - Rk

F heift lokal gleich-Lipschitz stetig in den letzten n Variablen, wenn zu jedem
Nz) eV [Ae Rz € R"] eine Umgebung U C V von (A,z) und L > 0
existieren mit

| F(,y) = F(1,2) loo< L[| Y = 2 |lo V (), (1, 2) €U

VIII.9 Satz von Picard und Lindelof

Vorlesung vom 21.10.2003

Vor.:

D C R'*™ offen,
f: D — R" stetig und lokal gleich-Lipschitz stetig in den letzten n Variablen.

Beh.:

Jedes Anfangswertproblem x mit (g, o) € D besitzt eine eindeutige, maximale
Losung
w: I —R" und I ist offen.

VIII.9 Satz zur Lipschitzstetigkeit

Vorlesung vom 21.10.2003

Vor.:

V C R™t" offen F:V - Rk

F Dbesitze stetige partielle Ableitungen 6,11 F, dmioF, ..., OminF.
Beh.:

Dann ist F lokal gleich-Lipschitz stetig in den letzten n Variablen.

VIII.10 Lemma von Gronwall

Vorlesung vom 21.10.2003

Vor.:

a,beR, a>0
0,0 : [a,b] — R stetig



VIIL.11. SATZ: STETIGE ABHANGIGKEIT DER LOSUNGEN VON ANFANGSWERTEN11

Beh.:

o) <a exp/ B(T)dr, t € [a,b)

VIII.11 Satz: Stetige Abhingigkeit der Losun-
gen von Anfangswerten

Vorlesung vom 24.10.2003

Vor.:

D € RY*" offen f: D — R™ stetig

K = {to} x B| . (x0,7) C D (r>0), to € R, zo € R”
Es existiert ein L > 0 mit

[ fta) = fty) o < Lllz—ylle  V(ta)(ty) €D

Beh.:

Es existiert ein p > 0 so dass gilt:

1. Ist € By (zo,r) und uy : I, — R™ die (nach VIIL9) existierende
Losung des Anfangswertproblemes, u' = f(t,u), u(to) =z, so gilt:

[to —pto +p] cl,
2. Die aufgrund von 1. wohldefinierte Abbildung
®: By .. (zo,7) — C([to — pto + p,R™)

x Ux‘[to_/)?tl)""p]

ist Lipschitz-stetig

VIII.12 Stetige Abhingigkeit der Lo6sungen von
Anfangswerten und Parametern
(A - Erweiterung)

Vorlesung vom 24.10.2003

Vor.:

D € RYntm offen f: D — R"™ stetig

K = {to} x By (wo,7) X Bj . (ho,7) C D (r>0)
to € R, zg € R, Ao € R™

Es existiert ein L > 0 mit

|tz A) = f(ty, 1) oo < Lmax{[| @ =y floos | A= lloo}
Y (t,z,N), (t,y, 1) € D



12 KAPITEL VIII. DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Beh.:

Es existiert ein p > 0 so dass gilt:

1. Ist x € BH~HQC(CU07T)7 AE BH»HQC()‘O’T% und
Ugx ¢ Iy — R™ die (nach VIIL9) existierende Losung des Anfangswert-
problemes, v’ = f(t,u,A), u(tp) =z, so gilt:

[to — p,to + p) C Iy

2. Die aufgrund von 1. wohldefinierte Abbildung
P : BHHOO(:EO’ T’) X BH”OQ()\O’ T’) —C ([to —p,to + p],Rn)
(z,7) — um,)\|[t07p,to+p]

ist Lipschitz-stetig

VIII.13 Satz iiber globale Losbarkeit

Vorlesung vom 24.10.2003

Vor.:

I offenes Intervall (kénnte durchaus R sein!)
f I xR"™ — R"™ stetig und lokal gleich-Lipschitz stetig in den
letzten n Variablen.

Seien o, 8 : I — R, stetig mit

| F&t2) oo < a®) || 2 |loo + B() Vtel, x eR”

Beh.:

Fiir alle (t,,x0) € I x R™ ist das

u = f(t,u)

Anf: tprobl
nfangswertproblem * { ulto) = o

global (d.h. auf ganz I) eindeutig losbar.

VIII.14 Satz: Lineare, inhomogene Differential-
gleichungen

Vorlesung vom 24.10.2003

Vor.:

AeC(I,M,), be C(I,R")
' = A(t) - u+ b(t)

Setze L(u) :==u' — A(t) - u



VIIL.15. SATZ: LOSUNGSRAUM LINEARER, INHOMOGENER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN13

Dann ist

Lu=1>b Losung der inhomogenen Differentialgleichung
und

Lu =0 Losung der homogenen Differentialgleichung.
Beh.:

L ist linear.

VIII.15 Satz: Losungsraum linearer, inhomoge-
ner Differentialgleichungen

Vorlesung vom 24.10.2003

Vor.:

AeC(I,M,), be C(I,R")
uw = A(t) - u+ b(t)

Beh.:

1. Die Losungsmenge L, der homogenen Differentialgleichung (Kern L) ist
n-dimensionaler linearer Teilraum von C(I,R") .

2. Parametrisierung von £; mit Anfangswerten:
Fiir to € I sei us 4, die Losung des Anfangswertproblemes

o= A(t)u

u(ty) = =z

Dann gilt: @ : 2 — w4, 5 ist Isomorphismus von R" auf £y,

3. Esist u+ Ly die Losungsgesamtheit der inhomogenen Differentialgleichung
wobei 4 € C1(I,R") Losung der homogenen Differentialgleichung ist.

VIII.16 Definitionen: Losungsmatrix, Fundamen-
talmatrix

Vorlesung vom 24.10.2003

VIII.16.1 Def.: Losungsmatrix

W ist Lisungsmatriz der homogenen, linearen Differentialgleichung ( Wronski-
Matriz), falls mit

W(t) = (Wi(t) [ Wa(t) | --- [ Wa(t))

jedes W; Losung der Differentialgleichung ist.



14 KAPITEL VIII. DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

VIII.16.2 Def.: Fundamentalmatrix

Eine Fundamentalmatriz der homogenen, linearen Differentialgleichung ist eine
Losungsmatrix W (t), wobei Wiy (t), Wa(t),...,W,(¢t) Basis von L ist.

VIII.17 Wronski-Determinante

Vorlesung vom 24.10.2003

VIII.17.1 Def.: Wronski-Determinante

Sei W Losungsmatrix der homogenen, linearen Differentialgleichung.
Dann heif3t
det(W)  Wronski-Determinante.
VIII.17.2 Satz
1. Es gilt entweder (a) oder (b).

(a) detW(t)#0 Vtel
(b) detW(t)=0 Vtel

2. W Fundamentalmatrix <= (a)

VIIL.18 Uber Fundamentalmatrizen

Vorlesung vom 24.10.2003

Sei Wy Fundamentalmatrix

Beh.:

1. W e CY(I, M,) ist Losungsmatrix der homogenen, linearen Differential-
gleichung <= jreM, mit W=W,-T

2. W € CY(I,M,) ist Fundamentalmatrix der homogenen, linearen Diffe-
rentialgleichung = e M,, mit W = Wy-I' und
detT'#0

VIIIL.19 Differentialgleichung fiir Wronskideter-
minante

Vorlesung vom 31.10.2003

w € CY(I,R) ist Wronskideterminante (d.h., w = det W),
W Loésungsmatrix)

<= w Losung der Differentialgleichung

w' = Sp(A(t)) - w



VIII.20. VARIATION DER KONSTANTEN 15
Dabei ist  Sp(A(t)) :== >0, ai(t) die Spur(A4).

t
— w(t) = c-exp ([, Sp(A(r)) dr)

VIII.20 Variation der Konstanten

Vorlesung vom 31.10.2003

Vor.:

Sei W (t) Fundamentalmatrix der homogenen, linearen Differentialgleichung
w'(t) = A-u(t) + b(t).

Beh.:
Mit tg € I ist .
t W(t)/ W)t b(r) dr
to

Losung der inhomogenen, linearen Differentialgleichung.

Somit ist die allgemeine Losung der inhomogenen, linearen Differentialgleichung:

W(t) - (/t:W(T)_l b(r)dr + c) cecR”

VIIL.21 exp(A)

Vorlesung vom 31.10.2003

e*=1+a+ g%+ .+ Ha"+... (Taylorentwicklung)

VIII.21.1 Def.: exp(A)
exp(A) =T+ A+ 5 A%+.. .+ 5 A"+...  fir Ae M,

VIII.21.2 Satz: Wohldefiniertheit von exp
Beh.: 37,5 4 AF st absolut konvergent.

VIII.22 Lineare Differentialgleichungen mit kon-
stanten Koeffizienten

Vorlesung vom 31.10.2003

Vor.:
Ae M,
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Beh.:
1. t — exp(t A) ist Fundamentalmatrix fiir v’ = Au

2. t— [exp ((t —tg) - A)] zg ist die Losung des Anfangswertproblemes

v = Au

u(to) = Xo

VIII.23 Berechnung von exp(tA)

Vorlesung vom 31.10.2003
Sei Av = Av, A € R Eigenwert

!
[e’\t-v] = Mo
= M. Av
= A. [e/\t v]
U1 BAt~Ul
At | 2 ety /
= e v=c¢e i = . ist Losung von v’ = A - u.
Un, er v,

—> Falls AL, Ao, ., €ER Eigenwerte und

V1,V2,...,Un FEigenvektoren und linear unabhéngig

= Matrix (eAl Poop et o | et ) Fundamentalmatrix
(eAltﬂul |er2t vy | ... e)‘”tmn) (vr |va || un)Th = exp(tA)
(exp(0) = I)

VIII.23.1 Reelle Jordan-Normalform
Vorlesung vom 04.11.2003

Vor.:
Ae M,

Beh.:

T € M, detT' #0:
A=T-M-T!

wobei M Jordan-Normalform hat.

Bemerkung:

Dann ist exp(tA) =T -exp(tM) - T~}



VII1.23. BERECHNUNG VON EXP(TA)

VIIL.23.2 Systematische Berechnung von exp(tA)

Vorlesung vom 07.11.2003

Vor.:

Seien A, I', M € M,,

Normalform hat.

det(T) # 0 mit A = TMT 1,

Sei J,. ein Jordanblock aus M zum Eigenwert \.

Dann hat J, genau eine der folgenden gestalten:

a: A reell
A1 0
Al
(A) ( ) 0 X1
0 A 0 0 A
b: A komplex
A=a+1if, [#0
a [# 1 0
a O -6 a 0 1
-6 « a f
-8 «
exp(tA)
exp(tA) = Texp(tM)I'1 mit
exp(tJy)
exp(tJa)

exp(tM) =

> =
—_

Q O

exp(tJ;)

Q Ly O

17

wobei M Jordan-

—p

B

Q O

O+~ O
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exp(tJ,)

a: \ reell

Sei J,. reeller Jordanblock zum Eigenwert A(s.o.). Dann ist

J. = M+N
Berechne dazu
exp(tA\]) = eMI
142 1 n—1
1t &t ot
1 t :
t
1
Somit
exp(tJ,) = e Mexp(tN)
1 1 n—
1t ot =ik L
1 ¢ :
At
- ¢ 1 5it?
t
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b: A komplex

Sei J, komplexer Jordanblock zum Eigenwert A = o + 4 (s.0.). Dann ist

Jo = od+D+B mit
0 010
0 0 0 1 0
00 1 0
00 0 1
D =
0 0 10
0 0 01
0 0 0
0 0
0
pU 0 0
0 0 0
-1 0
BU
Dann ist DB = BD.
= exp(tJ,) = exp(tal)-exp(tD) - exp(tB)
Berechne dazu
exp(tal) = eI
10 t o0 X% o0 it ! 0
01 0t 0 2 0 T
10 t 0
0 1 0 ¢
1o 2 0
exp(tD) = 2!
*p(iD) 0 1 0 i
t 0
0 ¢
10
0 1

cos(fBt)  sin(Bt)
exp(tpU) = <_Sin(ﬁt) COS(ﬁt))

VIIL.24 Satz zur Asymptotik von exp(tA)

Vorlesung vom 07.11.2003
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Vor.:
Ae M,

Beh.:

KAPITEL VIII. DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

tlim exp(tA)=0 <= Re(A\) <0 V Eigenwerte A von A

VIIL.25 Lineare Differentialgleichungen héherer
Ordnung

Vorlesung vom 07.11.2003, Ubung 5, SA 2

Differentialgleichung:

0™ = ag(t)v + a1 () + az ()" + ... 4 an_1 (D)oY + B(t) *
O‘07"'70571,—17ﬁ € C(I7R)

— e o e —
U =V, U2 =V, U3 =V ..., Uy =V

Dann ist

(n—1)

x <= u' = A(t) - u+0b(t) mit

1 0 cee e 0

0 1 0o ... 0
Systemmatrix

0 T 0

0 1

VIII.25.1 Homogene lineare Differentialgleichung héherer

Ordnung
Vor.:
n—1
o™ ()l *
j=0
bzw. u’ Alt)u * ok gy

Sei Ay, € C"(I,R)

Losungsmenge von *z und L, C C'(I,R™) Losungsmenge von * *.



VIII.26. LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNG HOHERER ORDNUNG MIT KONSTANTEN KOEFFIZIEN

Beh.:

Ap =2 L, vermoge v —

fu(n_l)

VIIL.25.2 Def.: Fundamentalsystem

Ein Fundamentalsystem fiir g ist Basis von Ay,.

VIII.26 Lineare Differentialgleichung h6herer Ord-
nung mit konstanten Koeffizienten

Vorlesung vom 11.11.2003

VIII.26.1 Homogene Differentialgleichung
Vor.:

o™ + agu + av’ + agv’ + ...+ "D =0 * (homogen)
(10,...70[71,1,5 € C(I,R)

/ " _
Uy = v,ug =0, ug =0, ..., Uy = p=1

Betrachte das System 1. Ordnung

u = A(t) - u
mit
0 1 0 0
0 0 1 0 0
A(t) =
0 RPN 0
0 1
—Qp —Qq —Qg ... N —Qp—1

p(A) :=det(A — A) (Charakteristisches Polynom)

Allgemeine Lésung:

u=-e"-c, ceR"
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Ansatz:
v(t) =M = = Xexp(\t), v = A2eM, ...
Einsetzen in *:

A" + LIED Lt SN EPEDS s I ER RN L ozo]e)‘t L0

p(A)

Nullstellen von p

1. \é R = ¢ ist Losung von *.

2. A =azxif e C\R = e*cos(ft) und e*sin(ft) sind Losungen
von .

VIII.26.2 Satz: Vielfachheiten von Nullstellen von p
Sei A k-fache Nullstelle von p.
1L.AER = M teM t2eM, ... tF~1eM, sind Losungen von .
2. A=a+iBeC\R
= e cosft, te“tcosft, ..., tFle cospft,

etsin ft, te®sinft, ..., tFle®tsin Bt
sind Losungen von x.

VIII.26.3 Fazit:

Bildet man nach obigem Schema beziiglich (paarweise verschiedener) Nullstellen
A1, A2, ..., A von p die Losungen, so sind diese linear unabhdngig und bilden
damit ein Fundamentalsystem fiir die Losungen von .

VIII1.27 Lineare Differentialgleichungen - Potenz-
rethenansatz

Vorlesung vom 11.11.2003

Vor.:

o™ 4 (O)v™TY b o (D)0 + ao(t) = B(E) *

Es seien aq, al,...,a,_1,3 um tg in einer Potenzreihe entwickelbar mit positi-
vem Konvergenzradius (Vergleich IV.72).



VIIIL.28. STABILITAT VON GLEICHGEWICHTSPUNKTEN AUTONOMER DIFFERENTIALGLEICHUNGE]

Ansatz:

v(t) = et —to)*, e €R, k=0,1,2,... * *

Einsetzen von s in *
Gliedweise differenzieren von *x*
Koeffezientenvergleich bringt Rekursionsformel fiir ¢

Anschlieflend untersuchen ob #x positiven Kovergenzradius hat, denn nur
dann ist das gliedweise differenzieren von xx erlaubt (Vergleich IV.70,
Iv.72)

VIII.28 Stabilitidt von Gleichgewichtspunkten au-
tonomer Differentialgleichungen

Vorlesung vom 11.11.2003 und 14.11.2003

Vor.:
¢ =F(x) FeCYR",R") =x

* heit autonome Differentialgleichung, da F nicht explizit von t abhéngt.

VIIL.28.1 Def.: Gleichgewichtspunkt
Z € R™ mit F(z) = 0 heifit Gleichgewichtspunkt fur *.

x(t) = & ist die Losung von * mit z(0) = Z.

VIII.28.2 Def.: Stabil, asymptotisch stabil, instabil

Sei Z ein Gleichgewichtspunkt von .

Def.: Stabil

Z ist stabil falls fiir jede Umgebung U von Z (Z € U) eine Umgebung V von &
existiert, so dass die Losung x(t) mit 2(0) € V definiert ist fiir alle ¢ > 0 und
zusétzlich x(t) € U ist fiir alle ¢t > 0.

Def.: Asymptotisch stabil

T ist asymptotisch stabil, falls T stabil ist und mit U,V wie oben gilt:

z(t) — T fiir t — oo.

Def.: Instabil

T ist instabil, falls Z nicht stabil ist.



24 KAPITEL VIII. DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

VIII.28.3 Lineare Koordinatentransformation
Sei F(z) = Az (A € M,) linear, also 2 = Ax.

Dann ist £ = 0 Gleichgewichtspunkt.

Lemma

Stabilitdtsbetrachtung ist invariant unter linearer Koordinatentransformation.
Etwa y:= Bz fiir ein B € M,,, B nicht singulér.

y(t) = Bx(t) bzw. x(t) = B~ 'y(t)
v =Ar = (B™'y) = A(B ')
B~y = AB™ly
=y = BAB™ 1y

VIII.28.4 Satz
Vor.:
Ae M,

Beh.:
Es ist = 0 asymptotisch stabil fiir 2’ = Ax

<= Re(\) <0 fiir alle Eigenwerte A von A

VELEY Jimy o exp(tA) =0

VIII.28.5 Satz
Vor.:
F e CYR",R"), F(z) = 0 (F i.A. nicht linear)

Beh.:

Z ist asymptotisch stabil fiir * <= Re(\) < 0 fiir alle Eigenwerte A von DF(Z)

VIIIL.29 Satz: Lyapunov-Funktion

Vorlesung vom 14.11.2003

Vor.:

¥ =F(x), FeCYR",R"), F(z)=0
U offene Umgebung von Z, V :U — R differenzierbar
V(z) >V(Z) Vo #7Z (Z globales Minimum)



VII1.29. SATZ: LYAPUNOV-FUNKTION

Beh.:
1. Falls V<0 VozeU =

2. Falls V<0 VaeU\{z} =

Wobei V := DV (z) - F(z) ist.

T ist stabil

Z ist asymptotisch stabil

25



26

KAPITEL VIII. DIFFERENTIALGLEICHUNGEN



Kapitel IX

Integration von Funktionen
mehrerer Verianderlichen

IX.1 Vorbereitung

Vorlesung vom 18.11.2003

IX.1.1 Satz 1
Vor.:

A C R™ kompakt, f:a,b] x A — R stetig

Beh.:

F: A — R stetig, wobei F(z) := f: f(t, x)dt

IX.1.2 Satz 2

Vor.:

f:]a,b] x [¢,d] — R stetig

Oof : ]a,b] x (¢,d) — R existiert und ist stetig fortsetzbar auf [a,b] X [c, d]

Beh.:

Mit  F(z):= f: flt,x)dt st F differenzierbar auf (¢, d) und

F'(z) = [ 0af(t,x)dt

IX.1.3 Satz 3
Vor.:

1 a,b] x [e,d] — R stetig

27
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Beh.:

/Cd </abf(s,t)ds> dt = /ab </Cdf(s,t)dt> ds

IX.2 Integral fiir stetige Funktionen mit kom-
pakten Trigern

Vorlesung vom 18.11.2003

Ce(R") := {f € C(R") | supp(f) kompakt}

supp(f) = {z € R™ | f(z) # 0}
f e Ce(RY)

1X.2.1 Definition: Integral

Jon f(@1, .. xp)dey . dey = fQ f(x)dx
wobei @ D supp(f)

IX.2.2 Satz

Vor.:
fige C(R"),  XeR

Beh.:
1. fRnf+g:fRnf+fRng
2. Jon A=A f

3. f<g (dh. f(z) < g(z)Vz)
= Jan f < Jon 9
Monotonie

4. Mita € R", 7,f:z+— f(z—a) gilt
fRn f= fRn Tof

verschobene Funktion

5. Vor.: fr, € C.(R"),k e N und fr — f gleichmdfig
supp(fx) C K VkeN (K kompakt)
Beh.: fRn fr — fR” f fir k — oo

IX.3 Transformationsregel fiir lineare Abbildun-
gen

Mehrdimensionale Substitutionsregel
Vorlesung vom 21.11.2003



IX.4. ZERLEGUNG DER EINS

Vor.:
feC.(R"), A e GL(n)

Beh.:
Jan F(Az) | det(A)| dz = [p. f(y)dy

IX.3.1 Folgerung
Jan f(Az +b) - [ det(A)| dx = [, f(y)dy

I1X.4 Zerlegung der Eins

Vorlesung vom 21.11.2003

1—|t] te[-1,1]
0 sonst

() ()

Eindimensional : P(t) = {
Mehrdimensional : U(21,. .., Tp)

U (z):=" (g)

Dann ist Z P(z) =1
pezn

IX.5 Die Transformationsregel

Vorlesungen vom 21.11.2003 bis 28.11.2003

Vor.:
U,V C R" offen, ¢ : U — V ein C'-Diffeomorphismus

Beh.:

f(p(x)) - |detDp(x)| dx = | f(y)dy
R Rn

IX.5.1 Def.: C'-Diffeomorphismus

¢ : U — V ist ein C'-Diffeomorphismus, falls folgendes gilt:
1. ¢ bijektiv
2. ¢ : U — V stetig differenzierbar

1

3. ¢7 " : V — U stetig differenzierbar

IX.5.2 Lemma 1
Vor.:
feC.(R™)

29

(Tensoransatz)

f S Cc(V)
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Beh.:

Va > 0de* > 0 so dass V0 < ¢ < &* gilt:

”f_ Z f(ps) * Tpe qje”oo S «

pEL™

wobei [|g]|oc = sup, |g(z)

IX.5.3 Lemma 2 (Stetigkeitsmodul)
Vor.:
0 # K C R™ kompakt, f: K — R stetig

Beh.:

Mit w(8) = sup{|f(x) — f(9)| | 2,y € K mit [}z — ]| < 6} gilt
1. w(4) ist monoton fallend.
2. 6lim w() =0
3. [f(@) = Fy)l <w(llz = yl)

IX.6 Integral fiir halbstetige Funktionen

Vorlesungen vom 28.11.2003 bis 05.12.2003

IX.6.1 Definition: H' (R")

f:R"® — RU {400} gehort zu H! (R™)
<
dfr € Co(R™), keN mit fr<fry1 Vk und lim fi(z) = f(x)

IX.6.2 Definition: f € H' (R")

f= klim Ix (existiert in R U {+o0})
R™ — 0

1X.6.3 Definition f, T f
fe T f = for1 = fro und fi(z) — f(2) Vo

1X.6.4 Lemma 1
J f ist unabhéngig von der Folge fi 1 f.

1X.6.5 Bemerkung 1

Falls fi, f € C.(R™), supp(fx) C K (kompakt) Vk,
fr — [ gleichméBig

Dann ist nach IX.2  limg [ fi = [limy fr = [ f.
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IX.6.6 Bemerkung 2
Falls fi, f € C.(R™), fr1f
Dann gilt: [ f = limy, [ fx

IX.6.7 Lemma 2
HT (R N HE (RY) = Cu(R?)

IX.6.8 Satz 1 (Dini)

Vor.:

K € R"kompakt,

gr : K — R stetig Vk € N,

9k = gk+1 = Ok (Monotonie)

lilgn g(z) =0 Vre K (punktweise Konvergenz)
Beh.:

gr — O gleichméfBig

IX.6.9 Definition: Halbstetig
f:R™ - RU {+o0} heifit von unten halbstetig in z, falls

Ve € R mit f(z) > ¢ 3 Umgebung U von z mit f(y) > c¢Vy e U

IX.6.10 Satz 2 (Charakterisierung von H' (R"))
Vor.:
f:R* - RU {400}

Beh.:
f € H' (R™) ist dquivalent zu:

1. f von unten halbstetig
2. 3K C R™ kompakt, mit f(z) >0Ve & K

IX.6.11 Lemma 3

Vor.:

fi : R" - RU {400} von unten halbstetig Vi € I, wobei I eine beliebige Menge
ist.

Beh.:

f(z) :=sup fi(xz) ist von unten halbstetig.
iel
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IX.7 Eigenschaften von [ f

Vorlesungen vom 05.12.2003 bis 09.12.2003

IX.7.1 Satz1
Vor.:
f,g e HT(R™)

Beh.:

1. f+geH (R") und
JUf+9)=[Ff+[g

2. Fir A e R, X >0 gilt:
MeH!R™) und  [Af=A[f

3. —feH"(R") und

[-f=-Jf

4. f<g=[f<[yg

IX.7.2 Konvention

oo = 14+14+1+4...
a+o0o = o0 a € RU{+o0}
Ao = 0 A>0
0-c0 := 0

IX.7.3 Satz 2
Vor.:
freH (R™), fr>0, r=0,1,2,...

Beh.:

1.

fr e T (R™)
r=0

/ifr:i/fr



IX.7. EIGENSCHAFTEN VON [ F

IX.7.4 Definition: Volumen
Sei C' € R™ kompakt.

Volumen: Vol,, ::/ nC:/ 1 dx
n c

wobel

1 fallszeC
ko (r) = 0 fallsz¢gC
IX.7.5 Satz 3 (Fubini)
Vor.:
feH (R"), 1<k<n

Beh.:
L. (That,--->Tn) € RPF fest:

(1, .. 2k) = f(@1, o Ty Thg1, -+ -, Tn) € HT(RF)
2. F(Tgi1y.-- &p) = kf(xl,...,xn)dxk+1...dxn
R

(a) F e HI(R"*) und es gilt
(b)

f

/ F(xps1, - Tn) dTpyr ... doy,
Rﬂ. Rn—k

IX.7.6 Folgerung (Volumen)
Vol (x7y [ai, bi]) = Vol—1 (x5 [ai, bi]) - Vol ([ax, b1])

IX.7.7 Folgerung (Volumen)
Vol,,(C1 x Cz) = Vol (C1) - Vol,,—(C2)

IX.7.8 Prinzip von Cavalieri (“Salamitechnik”)
Vor.:

C C R™ kompakt.
Cy = {(xl,...,mn,l) eER™" 1| (z1,...,0p_1,t) € C}

Beh.:

Vol,, (C) = / Vol,,_1 (Cy)dt
R

/Rnik ( - f(xl,,acn)dasldxk> d.rk+1...

dx,

33
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IX.8 Satz (Transformationsregel)

Vorlesungen vom 09.12.2003 bis 12.12.2003

Vor.:
feH (R"), A€ GL(n), beR

Beh.:

z— f(Az +b) € H' (R™)

und / f(Az +b)| det Aldx = fly)dy
JR" R™

IX.8.1 Folgerung
Vor.:

feH (R"), A€ GL(n)
Beh.:

F(A -+ b) |det(A)| d = / £() dy
R Rn

1X.8.2 Folgerung
Vor.:
flz) = Az +b, Ae M,, b e R, C C R™ kompakt

Beh.:

Vol (f(C)) = |det(4)| Vol (C)

IX.9 Lebesgue-Integral

Vorlesungen vom 12.12.2003 bis 16.12.2003

IX.9.1 Definition: F
F={f:R">RU{too}}

IX.9.2 Definition: Ober- / Unterintegral
FiRY 5 RU{%o0}

Oberintegral : / f:=inf {/ o|leeH (R"),p> f}



IX.9. LEBESGUE-INTEGRAL
Unterintegral : /f = sup {/Lp | € HY(R™),p < f}

IX.9.3 Definition: Lebesgue-Integrierbar
f:R* 5 RU{*oo} heiflt Lebesgue-integrierbar, falls

—oo</*f=/*f<+oo

Dann ist [ f das Lebesgue-Integral

IX.9.4 Eigenschaften
Beh.:

Lr<]f vfeF

Beh.:

Vfge Fmit f<ggilt:  [Tf<[Tg
Beh.:

Fiir f € HT (R") gilt: Lr=J"f
IX.9.5 Definition: F,

Fp={feF|f >0}

1X.9.6 Satz 1
L. feF, = ["Af=X["f
2. fr € Fy Folge, keN

Dann: L e o
/;ﬁé;/ fr

I1X.9.7 Definition || f||L,
ferF

19l = [ 15 €RU{+o0)

IX.9.8 Satz (||fz,)
LAz = Al YAERVfeF

2. 1 f+alle, < Iflle, + lgllz, Vf,ge F (Dreiecksungleichung)

35
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1X.9.9 Satz 3: Charakterisierungssatz

1. f € F ist Lebesgue-integrierbar
<~
Ve>03dg e C.(R") mit || f —glln, <e
2. Falls gy € C.(R™), k € N Folge, fer
mit lim [|f = gxllz, =0
_—
[ ist Lebesgue-integrierbar  und [ f = khj& / Gk

1X.9.10 Folgerung 1
Definition: f,, f_

Lo=max(£,0),  foc=min(f,0) = f=fi+ [

Folgerung:
1. f € F Lebesgue-integrierbar = f+, f— sind Lebesgue-Integrierbar

2. f € F Lebesgue-integrierbar = |f| ist Lebesgue-Integrierbar

IX.9.11 Definition: £;(R")
L1(R™) :={f :R™ - R | f ist Lebesgue-integrierbar}

1X.9.12 Folgerung 2
Vor.:
fr9e Li(R"),  AeR

Beh.:

1. Af, f+geLi(R") und
Jf+g=[Ff+]g [X=X]f

2. f<g = [f<[yg

3. max(f,g), min(f,g) € L1(R")

4. |lg(x)| < MVzeR* = f-geLi(R")

5 1f(z)| <MVzeR", 1<pecR = |f]PcLi(R?)

1X.9.13 Folgerung 3
Vor.:
fi € Li(R"), fa € L1(R™)

Beh.:
[1® fa € Liy(R™T™) und Jhefo=[fi-[fe



IX.10. NULLMENGEN

I1X.9.14 Definition: Integrierbar (Menge)

M € R™ heifit integrierbar, falls kj; integrierbar ist.
Dann ist Vol,,(M) := [k Volumen von M. (Lebesgue-MafS)

I1X.9.15 Satz (Rechenregeln)
Vor.:
A, B € R™ integrierbare Mengen.

Beh..:
ANB, AU B, A\ B sind integrierbar und

Vol(AUB) = Vol(A4) + Vol(B) — Vol(AN B),
Vol(A\ B) = Vol(A)— Vol(AN B)

IX.9.16 Definition: Integrierbar (Funktion)
MeR" f: M — RU{=£oo} heilt integrierbar, falls die triviale Fortsetzung

f::{ flx), zeM

0, sonst,

integrierbar ist.

IX.10 Nullmengen

Vorlesungen vom 19.12.2003 bis 16.01.2004

IX.10.1 Definition: Nullmenge
M € R™ heiflt Nullmenge, falls [ ks = 0.

= [, km = 0= M ist integrierbar mit Vol(M) = 0.

IX.10.2 Satz 1

1. M € R™ Nullmenge, NcM
= N ist Nullmenge.

2. Vk € N: M}, C R™ Nullmenge
oo

== M = UMk ist Nullmenge.
k=1

IX.10.3 Beispiel 1
e Jeder Punkt {Z} C R™ ist Nullmenge.

e Jede abzdihlbare Menge in R™ ist Nullmenge.
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IX.10.4 Beispiel 2 (Cantor Menge)
Die Cantor-Menge (Vgl. Ana I, Ub 4, SA 3) ist iiberabzihlbar und Nullmenge.

1X.10.5 Beispiel 3
Vor.:
K e R 1, f: K — R stetig

Beh.:
I' := Graph(f) = {(z,y) e R"!' xR | f(z) = y} ist Nullmenge.

1X.10.6 Beispiel 4
Vor.:

Ve R, V=|JKi K;kompakt Vi, [V — R stetig
k=1

Beh.:
Graph(f) ist Nullmenge.

IX.10.7 Beispiel 4a

V € R™ abgeschlossen, R” = UWi’ W; kompakte Wiirfel.
=1

=V=Jwinv)
i=1
IX.10.8 Lemma 1
Vor.:
M C R™ Nullmenge

Beh.:

Ve > 0 existiert eine integrierbare, offene Menge U € R", so das gilt:
M cCU, Vol(U) < e.

1X.10.9 Lemma 2

M C R"Nullmenge
<
Ve > 0 JFolge (W;);cn von kompakten Wiirfeln mit M C U W; und Z Vol(W;) < e
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IX.10.10 Satz 2
Vor.:
U C R" offen, F :U — R™ stetig differenzierbar,

Beh.:
F(M) ist auch Nullmenge.

IX.10.11 Satz 3 (Fubini)
Vor.:

f € F sei integrierbar.
R™ =RF x R™ (1< k < n), r € RF ycR™
N Nullmenge in R™

Beh.:

39

M C N Nullmenge.

1. z — f(x,y) ist integrierbar fiir alle y € R™ \ N.

2. Mit

_ | Je Syl y
F@*_{Q&%g y

gilt:

(a) F':R™ — RU {+o0} ist integrierbar
(b)
f= [ Fwa

Rn™

IX.10.12 Lemma 4
Vor.:

M C R"™ Nullmenge, flz):= {

Beh.:
f integrierbar und [ f = 0.

IX.10.13 Definition: Fast iiberall
f,9 € F(R")

ER™\ N
eEN

/ ( - f(l”y)dx) dy

© zxzeM
0 z¢M

f st fast dberall gleich g, falls eine Nullmenge M C R™ existiert mit

flx)=9g(x) VzeR"\M
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IX.10.14 Lemma 5
Vor.:

figeF, f integrierbar, f(z) = g(z) fast iiberall.

Beh.:

g ist integrierbar und [ f = [g.

IX.10.15 Lemma 6
Vor.:
fer

Beh.:
f*m:() <= f =0 fast iiberall

IX.11 Wer hat Kapitel 11 gesehen 777

IX.12 Konvergenzsitze

Vorlesungen vom 13.01.2004 bis 16.01.2004
Typ “[limy, fi, = limy, [ fi”

IX.12.1 Satz 1 (Levi: Monotone Konvergenz)
Vor.:

fr € F integrierbar, fe / dh fi < fia

Es sei limkﬁoo/fk =M < 0.

Beh.:

f=limg_ fr (aus F) ist integrierbar und

[1m s =tim [ 5

1X.12.2 Folgerung 1
Vor.:

A; C Ay C A3 C ... integrierbare Mengen aus R™.
limg 00 Vol,,(Ag) = M < o0
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Beh.:
A= J;2, Ay ist integrierbar und

Vol,,(4) = klim Vol,,(Ax)

IX.12.3 Folgerung 2

Vor.:

A C R™ integrierbar, k € N, Vol(4;NA;) =0 furi#j.
Es sei Y o, Vol(Ag) < oo.

Beh.:

A :=J,2, ist integrierbar und

VOI(A) = Z VO](Ak)
k=1

IX.12.4 Satz 2 (Lebesgue: Majorisierte Konvergenz)
Vor.:

fr : R™ — R integrierbar, k € N, N Nullmenge, R =R
Vo e R\ N ¢ fi(x) — f(2)

Ferner sei |f;| < F mit F € F; und [*F < oo.

Beh.:

Es ist f integrierbar und

[ 1= s g [ 5

IX.12.5 Folgerung 3
Vor.:

Ay C Ay C A3 C ... Teilmenge des R™. A :=J;, Ay
Ferner sei f : A — R derart, dass f|,, iiber A integrierbar ist fiir alle k.
(Das heifit trivial aulerhalb Ay fortsetzen.)

Beh.:
Falls limg oo [, [f] < o0 = f integrierbar iiber A und
/ f = limkﬂoo f
A Ap
Anmerkung:

0.B.d.A. ist A =J;—, U Nullmenge.
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IX.13 Parameterabhingige Integrale

Vorlesungen vom 16.01.2004 bis 20.01.2004

I1X.13.1 Typen
1. t— [ f(t,z)dz stetig?

2. %ff(t,x)dx;f%f(t,w)dx

IX.13.2 Satz 1 (Typ 1)

Vor.:

teU CR™, f iR x U — R mit (x,t) — f(x,t)
1. Fur alle t € U ist ¢ — f(z,t) integrierbar.
2. Fiir (fast) alle z € R™ ist t — f(z,t) stetig in Z.

3. Es existiert ein F integrierbar, so dass |f(z,t)| < F(z) V (z,t) € R™ x U.

Beh.:

g(t) == /f(a?,t)d:c ist stetig in .

IX.13.3 Satz 2 (Typ 2)
Vor.:

I C R offenes Intervall (1-dimensionaler Parameter)
fiR"x I — Rmit (x,t) — f(z,t)

1. Vt el ist ¢ — f(z,t) integrierbar.
2. Vo € R"ist t — f(x,t) differenzierbar auf I.

3. Majorisierung:
%{(w,t)’ < F(x) V(x,t)eR" x1I und F integrierbar.

Beh.:

g(t) == [ f(z,t)dz ist differenzierbar auf I und es gilt:

0
x - 8—‘:(z,t) ist integrierbar und

40 = [ Do
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IX.14 Die £,-Rdume

Vorlesungen vom 20.01.2004 bis 23.01.2004
Vergleiche auch 1X.9.12, Folgerung 2.

IX.14.1 Definition: lokal integrierbar
f:R™ — R heift lokal integrierbar (f € LP°(R™)), falls

Va € R® 3Umgebung U von x, so dass f iiber U integrierbar ist.

IX.14.2 Bemerkung: (Charakterisierung von lokal inte-
grierbar)

f lokal integrierbar
<~
vV K C R", K kompakt: f iiber K integrierbar.

IX.14.3 Satz 3 (Charakterisierungssatz L)
Li(R™) = {f € LY*(R™) | I fll, < oo}

IX.14.4 Definition: [.|, und £,

peER, p=>1
11z, (/Iﬂg
R n

Ly = {recl ®) |11y, <o}

-

IX.14.5 Satz 1
Vor.:
5h9eF

Beh.:

1. Holder-Ungleichung:
pgER, pg>1, ++i=1
= gl <UL, - llalz,

2. Minkowski-Ungleichung;:
1 +glls, <171, + gl
IX.14.6 Lemma 1
Vor.:
p=>1, 9 €Ly, AER
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Beh.:
1. f+gel,
2. \MfeL,

3. [fle Ly

Folgerung:

Aus 1. und 2. folgt: £, ist ein Vektorraum.

IX.14.7 Satz 4
l.p>1, feLl, = |flrel:

2.p21 feLl, = Ve>03dpeC(R")mit|f -l <e
3. p,q R, %—k%:l, feLlygely = f-gely
IX.14.8 Definition: L,-Cauchy-Folge
fi € L,(R™), k € N heifit L,-Cauchy-Folge, falls
Ve>03ko ENVE L= ko |fe — fill,, <e
I1X.14.9 Satz 5

Vor.:
p>1, fr€Ly keN Ly-Cauchy-Folge

Beh.:

1. Es existieren eine Teilfolge (fk, )ren und eine Funktion f : R® — R, so
dass gilt:
fr — [ fast iiberall

2. feLp(R")  und  limpoo [[fi — fll, =0

IX.14.10 Definition: L, und ||.||,

pzl N = {7eL,®)]Ifl,, =0}
= {feL,(R")| f=0 fast iiberall}

Lp(R™) Ly(R") /N

zu f € L, setze Hf“p = ||fll;, mit Représentant f von f
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Bemerkung;:

e |||, ist eine Norm.
. (LP(R”), ||||p> ist ein Banachraum.

IX.14.11 Lemma 2 (iiber Reihen in L))
Vor.:

p=1, g € L,R"),keN mit 357, [|gkll, < oo.

Beh.:
Es existiert ein g € £,(R™) mit )", gr — g fast {iberall und

Q*ng

k=1

lim

m—00

=0

Ly

Salopp: “g = Z,;“;l gi”

1X.14.12 Erginzung zur majorisierten Konvergenz
Vor.:

feely keN, fr — [ fast iiberall, |fx| < F, ||F||L,, < 0

Beh.:

feL, und limg_.o|f— kaLp =0

IX.15 Transformationsformel in £;

Vorlesungen vom 23.01.2004 bis 23.01.2004

IX.15.1 Definition: £;(V)

V CcR"?
Li(V)i={f € Li(R") | fi,., =0}

IX.15.2 Satz: Transformationsregel
Vor.:

U,V CR" offen, ¢:U —V C'—Diffeomorphismus
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Beh.:

f:V — R integrierbar iiber V'
<~
f o |det Dy| integrierbar iiber U

" /f |dethp\dm—/f

Salopp: “ dy = | det Dy|dx = ’ ‘dx

IX.15.3 Lemma (Dichtigkeit von C, in £;)
Vor.:
U C R" offen, feLU)

Beh.:
Ve>03peCe(U): |If —olly, <€

IX.15.4 Folgerung (Polarkoordinaten)

(SC, y) = (T COS(@)? TSin(‘P))

Beh.:

f : R? — R integrierbar
—
(r,p) — f(rcos(p),rsin(¢))r integrierbar iiber Ry x [0, 27]

und )
/ / f(rcos(p),rsin(p)) rdrde = / flz,y)dedy

IX.16 Mannigfaltigkeiten

Vorlesungen vom 27.01.2004 bis 06.02.2004

Aspekt 1

Lokal als “stabile” Nullstellenmenge

IX.16.1 Definition 1: C*-Mannigfaltigkeit

M C R™ heit C*-Mannigfaltigkeit der Dimension n (k > 1),
falls VZ € M gilt: Es existieren eine offene Umgebung O von Z und n — m
Funktionen fi1, fa, ..., fnm € C*(O,R), sodas

1.
MNO={z€0| fi(z) =0, fa(x) =0,..., fn_m(z) =0}
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Dfy
Df>
Rang . =n—-m
Dfnfm |5c

n — m hei3t Kodimension.

Aspekt 2

M lokal als Graph einer Funktion von m Variablen:

IX.16.2 Satz 1
Vor.:

M C R™ sei C*-Mannigfaltigkeit der Dimension m und z € M.

Beh.:

Nach eventueller Umnummerierung der Koordinaten existieren eine offene Um-
gebung U C R™ von (Z1,...,%y,) und V C R*™™ von (Z1,...,T,) und ein
g € C*U,V), sodas

MnUxV)={(u,v) eUxV |v=g(u)}

(g implizite Funktion)

Aspekt 3

M sieht in lokalen Koordinaten aus wie R™
I1X.16.3 Satz 2

M C R" ist eine C*-Mannigfaltigkeit der Dimension n
—
VZ € M Foffene Umgebung O C R", eine offene Menge V C R™
und ein C*-Diffeomorphismus F : © — V, so das
FMNO)=(R™ x{0p—m})NV.

IX.16.4 Definition: C*-Diffeomorphismus
F C*-Diffeomorphismus, falls F € C*(O,V) und F~! € C¥(V,0).

1X.16.5 Definition 2: Hom6omorphismus

Seien A C R™, B C R", F': A — B Homdomorphismus, falls
F bijektiv und F, F~! beide stetig.
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IX.16.6 Definition 3: C*-Immersion

U C R™ offen.

Ein f € C*(U,R")(k > 1) heiBt C*-Immersion, falls
Rang(DF(x))=m VzeU.

I1X.16.7 Satz 3

Vor.:

U C R™ offen, F e C*(U,R"), k> 1, C*Immersion

Beh.:

Vg € U existiert eine offene Umgebung V C U von ¥, sodas F(V) eine C*-
Mannigfaltigkeit ist und F : V' — F(V') ein Homdormorphismus.

Aspekt 4

Karte “lokale Parametrisierung” / Kartenwechsel
IX.16.8 Satz 4

M C R" ist C*-Mannigfaltigkeit der Dimension m
—

Vge M 3V Cc M(yeV), V relativ offen in M,

U C R™ offen und eine C*-Immersion ¢ : U — R™mit

©(U) =V und ¢ : U — V Homéormorphismus.

IX.16.9 Definition: Karte

@ aus Satz 4 heifit Karte.
(C*k-Immersion und Homdormorphismus)

Notation:

w:U@V

IX.16.10 Satz 5: (Kartenwechsel)
Vor.:
M C R™ sei C*-Mannigfaltigkeit der Dimension m.
wi : U; X, Vi, 1=1,2) zwei Kartenmit V:=V NV, #£0
Beh.:
1. W= (V) offen (i =1,2)

2. T := gogl oy : Wy — Wy CF-Diffeomorphismus
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Aspekt 5 (Abstrakt)

X topologischer Raum, Hausdorff’sch (Konvergenz ist definiert)

Karte: o : U K x stetig
Fordere: Kartenwechsel ist differenzierbar

1X.16.11 Definition: Mafitensor, Gramsche Determinante

Maf3tensor

M C R", C*-Mannigfaltigkeit der Dimension m(k > 1). Es sei ¢ : U @

Karte.
Majtensor: G := (Dp)T - Dy (Gram-Matriz)
Bemerkung:

1. G ist symmetrisch.

2. G ist positiv definit.
—> Alle Eigenwerte sind strikt positiv.
= detG >0

Gramsche Determinante

g := det G heifit gramsche Determinante.

IX.16.12 Definition: Integrierbar iiber Mannigfaltigkeit
M Mannigfaltigkeit. Sei F': M — R eine Funktion.

Fall I: Es gibt eine Karte ¢ : U @ (V=M)

f heilit integrierbar tiber M, falls

x +—  f(p(x)) +g(x) integrierbar iiber U.

[ sis = [ roiva

Beh.:

I} o fdS ist invariant unter Kartenwechsel.

IX.16.13 Lemma
A7 B E Rﬂ,x’rﬂ

det(AT . B) = Z det(Ail,iQ,...,im) . det(Bi17i27,,_,im)

i1 <in< .. <im

Wobei A;, i,....i,, die Matrix mit den Zeilen 41,49, ..., i, von A bezeichne.
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Spezialfall:
1 0 0
o 1 ... 0
A= : . eR(nJrl)xn
0 0 1
o] Qo ... (6%

Dann ist det(AT - A) =1+ Sy %

Fall II: Es gibt enlich viele Karten

(pi:Ui@)‘/’ia 22177]7

IX.16.14 Definition: Atlas
Die Menge der Karten {p; | i =1,...,p} heiit Atlas.

M = U?:l Vi »
/ fdS:=>"a;fdS
M i=1

wobel a; := Ky, mit W; = V; \ ( Z_:ll Vie)
Anmerkung: Y a; =1 (Zerlegung der 1)

Beh.:
Jos fdS ist unabhingig vom Atlas.

1X.16.15 Definition: Integrierbare Teilmenge

M C*-Mannigfaltigkeit der Dimension m.
A C M heifit integrierbare Teilmenge von M, falls die charakteristische Funktion
k4 tUber M integrierbar ist.

1X.16.16 Definition: Volumen einer Mannigfaltigkeit
Vol (M) = /ldS
M
Vol (4) = /nAdS
M

1X.16.17 Definition: Integrierbare Funktion iiber Mannig-
faltigkeit

F : M — R heif$t integrierbar iber A, falls k4 - f integrierbar ist tiber M.

/Ade = /M Kk fdS
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IX.16.18 Definition: m-dimensionale Nullmenge

N C M heifit m-dimensionale Nullmenge, falls N integrierbare Teilmenge von
M ist und

Vol,,(N) =0
Bemerkung;:

Andert man eine integrierbare Funktion f : M — R auf einer (m-dimensionalen)
Nullmenge ab, so bleibt f integrierbar mit gleichem Integral.
1X.16.19 Beispiel: Rotationsflache

a<beR, f i [a,b] — R stetig differenzierbar, f(z) > 0Vx € [a,b]
M = {(:my,z) €ER3 |z € (a,b) und /y2 + 22 = f(x)} (Rotationsfldche)

Dann ist

b
Volo (M) = 27T/ F)a+ f(t)3dt

IX.16.20 Beispiel: Verzerrungsfaktor

M C R™ sei eine C*-Mannigfaltigkeit der Dimension m. Sei 7 > 0.
Betrachte F': x +— rx. Sei A C M integrierbar.

Dann ist F(A) C F(M) integrierbar und

Vol,,(F(A)) = r™ Vol,,,(A)
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Anhang A

Differentialgleichungen

A.1 Differentialgleichung mit getrennten Verinder-
lichen

Vgl. Ubung 1, SA 4

Vor.:

Seien I, I, C R zwei offene Mengen, f(z) und g(y) auf I, bzw. I, stetig mit
g(y) #0 fir y € I, und x¢ € I, yo € I,,.

Setze Gy):= [V 4 F(x):= f;o f(s)ds.

~ Jyo g(¥)°
Beh.:
1. Die Gleichung G(y) = F(z) ist lokal um (z¢,yo) nach y auflésbar.

2. Die implizite Funktion y(z) ist Losung der Differentialgleichung

v = f(x)g(y),  ylzo) = o

A.2 Die homogene lineare Differentialgleichung
erster Ordnung

Vgl. Ubung 1, HA 4

Vor.:

Gegeben sei die Differentialgleichung
y =a(x)y, wel
wobei a : I — R stetig und xg € I

33
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Beh.:

Jede Losung y(z) der Differentialgleichung ist von der Form

y(z) = C - exp (/I a(t)dt> mit C' € R

0
A.3 Dieinhomogene lineare Differentialgleichung
erster Ordnung

Methqde der Variation der Konstanten
Vel. Ubung 2, SA 3

Vor.:
Gegeben sei die Differentialgleichung
Yy =al@y+h@), zel ylw)=uyo
wobei a(z),h(z) € C(I,R) und o€l
Sei y1 () := exp (ffo a(t)dt) eine Losung von ¢ =a(z)y (Vgl. A.2)

Beh.:
y(z) = C(x) y1(z)

ist eine Losung der Differentialgleichung, wobei

cw = [ R () dt + o

ist.

A.4 Ahnlichkeitsdifferentialgleichung

Vgl. Ubung vom 27.10.2003

Hinweis:

Setze  z(z) := y(f)

= Lose: 2/ = f(zifz (Getrennte Verdinderliche A.1) und setze y(z) =

Az+By+C
A5 Typy = DiiEZiF

Vgl. Ubung vom 27.10.2003
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Geg.:
Differentialgleichung
, Ax+By+C
Y " DetEy+F
L6sungsansatz:

Variablen x und y verschieben, so dass C' und F' verschwinden.
1.
s:=x+a, t:=y+b fiir geeignete a,b € R

A(s—a)+ B(t—b)+c
D(s—a)+ E(t—b)+F
As + Bt
Ds+ Et

Rechte Seite =

falls a, b das lineare Gleichungssystem

(5 2)(3) = (F)

lost.

, As+DBt A+Bt
-~ Ds+Et D+FE-L

3. Ahnlichkeitsdifferentialgleichung (A.4) :

u(s) = @
A+Bu
—u

D+E
= T —
s

4. Differentialgleichung mit getrennten Veréinderlichen (A.1)

5. Riicksubstituieren

Fir C=F =0 nur 2. - 5.
A.6 Bernoulli-Differentialgleichung
Vgl. Ubung 2, HA 3

Geg.:
Y 4+g@)y+h@)yt =0 k#1

Hinweis:

Setze u(x) = (y(z))*~*.
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A.7 Riccati-Differentialgleichung

Vgl. Ubung 2, HA 3

Geg.:

Y +g@)y+h@)y’=k(z), ghkeCl), ICR

Hinweis:

Sei ¢ eine spezielle Losung der Riccati-Differentialgleichung, dann erhélt man
alle iibrigen Losungen der Riccati-Differentialgleichung in der Form

wobei z(z) eine beliebige Losung der Differentialgleichung
7' =[g(z) + 2¢(x) h(z)] 2 + h(z)

ist.

A.8 Erginzung zum linearen DGL-System 2’ =

Ax

Vgl. Ubung 5, SA 1

Problem:

Angenommen es existiert keine Basis aus Eigenvektoren - was ist dann zu tun?

Def.:

Ist A € C ein Eigenwert von A, so heifit v € C™ ein Hauptvektor der Stufe k zu
A, falls gilt:

(A=AEY'v=0 und (A—-AE)* 1w #£0.

Die Eigenvektoren von A sind somit gerade die Hauptvektoren der 1. Stufe.

Ansatz:

Es gilt: Jede Matrix A € R™*™ besitzt eine Basis aus Hauptvektoren. Die Be-
rechnung eines Hauptvektors k-ter Stufe erfolgt sinnvollerweise nicht durch das
Losen des homogenen Gleichungssystems (A — AE)¥v = 0 sondern durch iterati-
ves Losen des inhomogenen Systems (A — AE)v = w, wobei w ein Hauptvektor
der Stufe k — 1 ist. Man erhiilt wie folgt ein Fundamentalsystem fiir 2’ = Ax:

1. Bestimme eine Basis aus Hauptvektoren.
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2. Fiir jeden Hauptvektor v der Stufe k zum Eigenwert \ setze

x(t) = eM <v +t(A—AEw+...+ 1 !(A — /\E)klv> .

Die n Funktionen, die man damit erhélt, bilden dann ein Fundamentalsystem.

Anmerkung

Die lineare Abbildung A hat beziiglich der Hauptvektorbasis Jordannormalform:
Seien A1,..., A € R die Eigenwerte von A und ki, ...k, die Stufen der Eigen-
werte.

(Un 15 3 UA k)5 v s (Unp 15+ -+, UA, k) Selen die zugehorigen Hauptvektoren,
wobei v; ; Stufe j hat.

Dannist A=T-M -T~! wobei M Jordannormalform von A ist, mit

I'= (U>\171

..|’U)\17]€1‘ ...... |1),\T71|...|’U)\T,k7‘)

Also hat M die Jordanblécke Jy,. .., J. wobei J; (k; X k;)-Jordanblock (Vgl.
VII1.23.2) ist zum Eigenwert ;.

A.9 Erginzung zur inhomogenen linearen DGL
n-ter Ordnung

Vgl. Ubung 5, HA 4

Vor.:

Gegeben sei eine Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten der Form:
an "™ (2) 4 an_1y "V (2) + ..+ agy(z) = e** Z [b; cos(Bx) + ¢; sin(Bx)] 2’
7=0

wobei aj,b;,¢;, 0,8 € R und n,m € Ny. Sei aulerdem p(A) das zu der Diffe-
rentialgleichung gehorige charakteristische Polynom, d.h. p(A\) = >_7 =0 j M.

Problem:

Wie findet man eine partikuldre Losung, ohne das zugehorige DGL-System ers-
ter Ordnung untersuchen zu miissen?

Ansatz:

Wir definieren v € C durch v := a + i3 und bezeichnen mit k die Vielfachheit
von 7 als Nullstelle von p(\) (dabei setzen wir k = 0, falls y keine Nullstelle von

p(A) ist).
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Der Ansatz .
y(@) = "2t > [d; cos(Bx) + ¢; sin(B)] 2!

j=0
fiihrt durch Koeffizientenvergleich immer zu eine partikuldren Losung der Dif-
ferentialgleichung.

Anmerkung:
Zur Bestimmung der Losungsgesamtheit vergleiche: VIII.15 Losungsraum linea-

rer, inhomogener Differentialgleichungen.

A.10 Das Inverse einer 2 x 2-Matrix

A = { Ccl Z ] € R?*? invertierbar
1

d -—b
AT = :
det A {—c a }




Anhang B

Integration von Funktionen
mehrerer Verianderlichen

B.1 f e C.(R") und gleichmiflige Stetigkeit
Vgl. Ubung 7, SA 2

Vor.:
f e C.(R™)

Beh.:
Dann ist f gleichmdf$ig stetig.

B.2 Charakterisierung: f von unten/ von oben
halbstetig

Vgl. Ubung 8, SA 1, SA2

Vor.:
fiR" SR

Beh.:

1. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(a) f ist von unten halbstetig.
(b) f=1((b,+00)) ist offen fiir alle b € R.
(c) f~1((—o0,b]) ist abgeschlossen fiir alle b € R.

2. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(a) f ist von oben halbstetig.

99
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(b) f~1((—o0,b)) ist offen fiir alle b € R.
(c) f=1([b,+0c0)) ist abgeschlossen fiir alle b € R.
3. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(a) f ist stetig.

(b) f ist von oben und von unten halbstetig.

B.3 Volumen der n-dimensionalen Kugel

Vgl. Ubung 9, SA 2

Ku(r) = {zeR"||a]s <r}
k
wr falls n = 2k
Vol,, (Kn(r)) — { E! ;ﬁ:lﬂk § alls n
35 ey fallsn=2k+1

B.4 Masse, Schwerpunkt

Vgl. Ubung 10, SA

Auf einer (beschrénkten) Menge K C R™ sei eine Massendichte p : K — R
gegeben. Dann ist die Masse M des beschriebenen Objektes

M = / p(x)dz.
K
Der Schwerpunkt T hat dann die Koordinaten

T; = — x;p(x)de, 1<i<n.

B.5 Simplex

Vgl. Ubung 10, SA 1

Simplex: S(ag, ... ,an) = {Z Aiai | A > O’Z/\i = 1} (a; Vektor)
i=0 i=0
1
Vol,,(S(ag, . ..,an)) = E| det(a1 — ag, ..., a, — ap)|

B.6 Transformationsregel (Lebesgue-Integral)

Vgl. Ubung 10, SA 4 Sei f € F(R") integrierbar und seien A € Gl(n,R),b € R™.
Dann ist auch die Funktion « — f(Az + b) integrierbar und es gilt:

f(Ax +b) | det Al dz = f(x)dx
R"L R"L
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B.7 Riemann-integrierbar

Vgl. Ubung 11, SA 3

1. Falls f : [a,b] — R beschrinkt:

f Riemann-integrierbar
<~
f Lebesgue-integrierbar und {z € [a,b] | f unstetig in 2} Nullmenge

2. Falls f: I C R — R und
f Riemann-integrierbar auf allen kompakten Teilmengen I’ C I:

| f| uneigentlich Riemann-integrierbar
<~

f Lebesgue-integrierbar
Bemerkung:

1. f:a,b] — R Lebesgue-integrierbar # f Riemann-integrierbar!

2. f:[a,b] — R uneigentlich Riemann-integrierbar # f Lebesgue-integrierbar!

B.8 3-dimensionale Polarkoordinaten

Vgl. Ubung 12, Frontaliibung

Parametrisierung der 3-dimensionalen Einheitskugel:

Y1 rsin(f) cos(p)
Y2 = rsin(6) sin(p)
Y3 r cos(d)
mit 0<r<1, 0<6<m 0<Z¢p<2m

B.8.1 Beispiel: Einheitskugel

Y1 rsin(f) cos(p)
y2 | =¥(r,0,0) = | rsin(f)sin(p)
Y3 r cos(6)

Dann ist |det(D¥(r, 0, ))| = 2 sin() und somit

1 ™ 2m
/ ldy = / / / r? sin(6) dp d6 dr
B(0,1) o Jo Jo

1 2m
= 27r/ 7‘2dr~/ sin(6)df
0 0
4
=T

3
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